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IMAGENES CON PLANOS

Método. El método de las imagenes simplifica, con una
conjetura, la determinacion del campo electromagne-
tico en presencia de interfaces, como planos, esferas y
cilindros circulares, cuando hay fuentes puntuales del
campo como cargas, dipolos o filamentos con cargas o
corrientes, que crean singularidades en las propieda-
des del campo. La conjetura disefia un problema ficti-
cio, cuyas soluciones son las mismas del real en la re- -
gion de interés, para sustituir la influencia sobre el
campo de las interfaces, por fuentes de magnitudes y
posiciones conocidas; estas se ubican como imagenes,
con respecto a las interfaces, de las fuentes reales del
campo. La solucién es valida si cumple las condicio-
nes de frontera del problema real y las ecuaciones de

Maxwell.
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Interfaz plana conductor dieléctrico. Si el problema
real consiste en cargas ubicadas frente a un plano
conductor conectado a tierra, el ficticio queda defini-
do por las mismas cargas reales y las imagenes espe-
culares de ¢éstas con reSpecto al plano, que se supone
un espejo.

Problema. Una carga puntual, g, esta a una distancia d
de un plano conductor conectado a tierra, en un di-
eléctrico de permitividad €. Hallar la fuerza sobre la
carga.

Paso I. Coordenadas. Cartesianas; ejes X e Y, en el
plano, el Z es perpendicular a éste y pasa por la carga.

Regién. Los puntos en los que: 0 <z <o, con r#i_d.

Consideraciones. En la region:

% =0,J=0,B=0.H . 0; sistema electrostatico.

p = 0,D = ¢E; dieléctrico.
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Ecuaciones. En laregion: VeE =0y VX E =0.
Paso I Potencial eléctrico. E=-Vd y V'@ = 0. El
problema ficticio esta formado por cargas q y -q, colo-
cadas en los puntos (0,0,d) y (0,0,-d); se deﬂn\én, ade-
mas:
_ 51172 R 5 5112

B¢ :[x2 +y” +(z—d)"] y L, :[x“ +y? +(z+d) ] .
Paso I1I. Condiciones de frontera.
En: z=0, paratodoxey; ®=0.

En: z— oo, paratodo x e y; @ = .

Enir—>id; &> . .

dmer,

N
Solucion. Para &. ¢ = i{l - —j , para z > 0.

dre\r, T,
ParaE. E= 1 ( 1‘2 —~ 122], para z> 0
dne\r”

2

q .
“loned”

Fuerza sobre q. F=qE =-i
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Problema. Una carga puntual, g, en un dieléctrico de
permitividad €, esta entre dos semiplanos conductores
conectados a tierra que forman un angulo diedro «.
Hallar la fuerza sobre la carga.

Solucion. Si: a=7n/N, con N=273,..., el problema se
puede resolver por imagenes, con un problema ficticio
de 2N cargas, iguales a q y de signos alternos, en los
vértices de un poligono de 2N lados y que equidistan
del vértice del angulo diedro; cuando: o # n/N el pro-
blema puede resolverse por transformacion conforme.

Problema. Una carga puntual, g, estd a una distancia d
de la interfaz plana de dos dieléctricos semiinfinitos,
de permitividades €, y €;, inmersa en el dieléctrico de
permitividad €,. Hallar la fuerza sobre la carga.

Solucion. Similar a la del problema de la interfaz plana
conductor dieléctrico, con las siguientes adiciones:

La regién es todo el espacio, salvo: z=0y r=1id.
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Los dieléctricos se designan con los indices 1 y 2.
D, =¢E, yD, =¢,E,, en los dieléctricos.
« El problema ficticio tiene, para z> 0, cargasqy q; en
(0,0,d) y (0,0,-d); para z < 0, la carga q, en (0,0,d).
«En: z=0, paratodoxey; @, =D,.

oD, _ . 0%,
=g, Py .

En: z=0, paratodoxey; €,

En: z— to, paratodoxey; O,y P, # 0.

Cargas virtuales. Son:

g, — &, 28,
“q,= 1Y 9, =
e, +€, g, + ¢,
2 , paraz <0
dn(e, +¢€,)r1,
O, O =+

| -
S I DL B , para z> 0
\47[81 I (81 -82)1‘2

(e, —&)a
“l16me,(g, —€,)d”

Fuerza sobre q. F=qE_ =1
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IMAGENES CON ESFERAS

Problema. Una carga puntual, g, esta en un dieléétrico
de permitividad € a una distancia d del centro de una
esfera conductora, de radio a, conectada a tierra. Ha-
llar la fuerza sobre la carga.

Paso I. Coordenadas. Esféricas; origen, en el centro de
la esfera, el eje Z pasa por la carga puntual.

Region. Los puntos en los que: a<r <o, con r=i,d.

Consideraciones. En la region:

0 : :
— =0; por la simetria.
op
0 : e
= 0, J=0, B=0, H=0; sistema electrostatico.

- p=0,D =¢€E; dieléctrico.

Ecuaciones. En laregion: VeE=0y VX E=0.
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Paso I1. Potencial eléctrico. E=-V® y VO = 0. El
problema ficticio estd formado por cargas q y q;, colo-

cadas en los puntos (d,0) y (b,0); se definen, ademas:

1/2

[ = [r2 +d* —2rd cos@] y T, :[rz + b’ —2rbcos@]]/2.

Paso III. Condiciones de frontera.
*En: r=a, paratodo0y ¢; ®=0.
»En: r— o0, paratodo 0y ¢; O = .

*Enir—>i1d; &— - 1

4rer,

2
: a a
Solucion. Carga virtual. q, =——qy b= 1

Para . CD":~—1~ [q qu parar>a.
e

r, T,

L

Para k. E = 1(11? lvq,l] parar > a.
dme\r” r,°

Fuerza sobreq. F=qE =i, —————-.
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Carga de la esfera. Es: Q,=q, = —Zq.

Problema. Una carga puntual, q, esta en un dieléctrico
de permitividad € a una distancia d del centro de una
esfera conductora, de radio a, cuyo potencial con res-
pecto al infinito es V. Hallar la fuerza sobre la carga.

Solucion. Similar a la del problema anterior; cambia:

“En: r=a,paratodo By, &=V,.

- Al problema ficticio, formado por las cargas q y qi, se

afiade la carga, q, = 4neaV,, en el centro de la esfera.

Solucion. Para . © = L(q L j parar > a.
4ne\r, 1, T

Para E. E= : (l‘q L er) parar>a.
r

2 2
dme\r T

| . 9 (- 9 q2 |
Fucerza sobreq. F=qE =1

Carga de la esfera. Q=q, +q,.
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Problema. Una carga puntual, g, estd en un dieléctrico
de permitividad £ a una distancia d del centro de una
esfera conductora, de radio a, aislada y cuya carga es
Qo. Hallar la fuerza sobre la carga puntual.

Solucion. Similar a la del primer problema; cambia:

*En: r=a,paratodoBy ¢, ®=C.

eEn: r=a; QO:iDOdA.

» Al problema ficticio, formado por las cargas q y q, se

afiade la carga, q, = Q, —q,, en el centro de la esfera.

1
Solucion. Para ®. & = {q + 1l + Q_zj , parar>a.
dne\r, 1, T |
ParaE. E = l[l'(j + 12%‘ - lr%Zj, parar>a.
. dne\r” T, r
_ aq aq
q P
Fuerzaenq. F=qE_=i — |- = +——-—"|.
! Ea “4ne| (d-b)’ d”



http:Qo=1n.dA
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Obsérvese que, aunque Qp y q tengan igual signo, la

fuerza puede ser atractiva cuando d = a.

Potencial en la esfera. Es: V, = = (QO + fﬂj :
4mea d

Problema. Una carga puntual, q, estd en un dieléctrico
de permitividad € a una distancia d del centro de una
esfera conductora, de radio a, aislada y descargada.

- Hallar la fuerza sobre la carga puntual.

Solucion. En el problema anterior se hace: Q, =0.

Para O. (D:—I—(S-—EWLEJ, parar>a.
4ne\r, dr, dr
Para E. E=— (112'— 12az +1, —?%), parar>a.
dne\r,” dr, dr
2
Fuerzaen q. F=qE =i, aq” || 5+ 12 :
4med| (d-b)” d

\
—

L ¢

—
-

9

Potencial en la esfera.V, = .
4med

|
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Hilo cargado. E y @ de un hilo recto, infinito, cargado
con A y en un dieléctrico de permitividad €, donde r es

la distancia al hilo y C una constante, son:

A A
E=i — y®=——Inr+C.
2TEr 2TE

Dos hilos cargados. E y @ de dos hilos rectos, parale-
los, distanciados 2d, cargados con + A e inmersos en
un dieléctrico de permitividad €, son:

F — L[i, _izj y @ = A ph

2ne\r, T, 2ne T,
donde r; y r; son las distancias del punto a los hilos de
carga + A y - A, respectivamente, y se supone: @ = 0,
en el plano mediatriz a los hilos. Obsérvese que:

" O>0,s1r, <1, RO <O, sir >r,.
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F.quipotenciales. Son cilindros circulares que dependen
de un parametro, M. Respecto a un sistema cartesiano
plano en el qﬁe los hilos de carga, + A y - A, pasan por
los puntos (0,0) y (- 2d,0), el parametro de la familia,

la posicion del eje y el radio de cada cilindro, son:

r 2dM°
. M:;l_; Xczl_MZ eyC:O
2
12% , para 0 <M< L
R =<
2dM
e T para 1 <M <o,

Aplicaciones. Si el problema real esta formado por dos
cilindros conductores paralelos, los hilos de carga + A
forman el problema ficticio cuya solucion es también
la del primero; para ello, basta hacer coincidir dos de

las superficies equipotenciales del ficticio con las de

los cilindros del real.
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Probleima. Dos cilindros conductores, paralelos, de ra-
dios a y b, separados entre ejes la distancia c, con
c>a+ b, estan inmersos en un dieléctrico y sometidos
al voltaje V. Hallar la capacitancia y la fuerza mutua,
por unidad de longitud de los cilindros.

Paso L Cbordenadas. Cartesianas; el eje Z es paralelo
a los cilindros, el X pasa por los ejes de los mismos, y
el origen se ubica en el hilo virtual de carga +A.

Region. Puntos exteriores a los cilindros; al de la dere-
cha, de radio a, se asigna el subindice 1 y 2 al otro.

Consideraciones. En la region:

0 : ;
» — = (; por la simetria.
0z
0 : "
o & 0, J=0, B=0, H=0; sistema electrostatico.

* p=0,D = ¢E; dieléctrico.
Ecuaciones. En laregion: VeE=0y VxE=0.



