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Notacion 

T Tensor de esfuerzo definido en la ecuaci6n (1) y la ecuaci6n (7) 
L Tensor gradiente de velocidad definido en la ecuaci6n (5) 
D Parte isotr6pica del tensor L definido en la ecuaci6n (6) 
I Tensor identidad 
TE Tensor de esfuerzo extra definido en Ja ecuacj6n (8) y en Ja ecuaci6n (30) 
t Vector esfuerzo de Cauchy, definido en la ecuaci6n (9) 
n Vector unitario de superficie definido en la ecuaci6n (9) 
1/ Invariantes principales del tensor T definidos en la ecuaci6n (13) 
Kc Energia cinetica definida en la ecuaci6n (39) 
U Energia interna por unidad de volumen definida en la ecuaci6n (40) 
F(x) Distribuci6n de tamanos de particulas definida en la ecuaci6n (124) 
KRR Parametro de tamano definido en la ecuaci6n (124) 
S Entropia especifica definida en la ecuaci6n (47) 
m Parametro de distribuci6n definido en la ecuaci6n (124) 
I Espaciamiento promedio entre las particulas definido en la ecuaci6n (153) 
tR Tiempo de relajaci6n definido en la ecuaci6n (133) 
f(xJ Fracci6n en peso en el intervalo de tamano i+di 
xp Tamano de paquete de particulas definido en la ecuaci6n (54) 
<l> Funci6n de disipaci6n de energia mecanica definida en la ecuaci6n (38) 
JiD Viscosidad de dilataci6n definida en la ecuaci6n (1) 
f.Ja Viscosidad aparente definida en la ecuaci6n (70) 
Jir Viscosidad relativa definida en la ecuaci6n (73) 
Jis yiscosidad de suspensi6n 
Jif , Viscosidad del fluido que forma parte de la suspensi6n 
T Esfuerzo de cizalladura definido en la ecuaci6n (68) 
J-Io Viscosidad Newtoniana a baja tasa de cizalladura definida en la figura 4 
J100 Viscosidad Newtoniana a alta tasa de cizalladura definida en la figura 4 
r Tasa de cizalladura definida en la ecuaci6n (68) 

If! Factor de forma de las particulas 
A Panimetro de la ecuaci6n (100) 
tP Fracci6n volumetrica de s61idos en la suspensi6n 
tPc Fracci6n volumetrica critica definida en la figura 5 
K Panimetro de la ecuaci6n (171) 
De Numero de Deborah definido en la ecuaci6n (134) 
Re Numero de Reynolds definido en la ecuaci6n (140) 
Pe Numero de Peclet definido en la ecuaci6n (139) 



1. INTRODUCCION 

La disipacion de energia mecamca ocasionada por la deformacion permanente de 
suspensiones, es uno de los aspectos de mayor interes cientifico e industrial en la ingenieria 
actual. 

Este interes se ha originado con la necesidad de establecer relaciones matematicas que 
permitan detenninar la cantidad de energia necesaria que se debe suministrar para lograr 
que un volumen detenninado se defonne permanentemente bajo un esfuerzo de contacto, el 
cual puede ser de traccion-compresion 0 de cizalladura. 

De otro lado, es evidente que las suspensiones bajo detenninadas condiciones de 
composicion (fraccion volumetrica de solidos fj), tamafios de las particulas y forma de ellas), 
poseen la propiedad de defonnarse permanentemente bajo la accion de un esfuerzo de 
cizalladura y normal mente esta defonnacion tipo Iiquido de la suspension es de varios 
ordenes de magnitud respecto a la escalas de defonnacion del fluido que fonna parte de la 
mezcla, bajo la misma tasa de cizalladura. /,--

Si las suspensiones poseen un comportamiento tipo liquido, surge entonces la posibilidad 
de caracterizarlas mediante una ecuacion constitutiva, en la cual como se detallara mas 
adelante, juega un papel importante la viscosidad como parametro hidrodinamico principal. 

Dentro de este esquema, la modelacion de la viscosidad de suspensiones es imprescindible, 
pero a su vez, las dificultades que en ello surgen no son de poca importancia. 

En este senti do, existen varias aproximaciones para el calculo de la viscosidad, pero en la 
actualidad no existe un modelo que c1ausure la investigacion reologica de suspensiones, las 
cuales se detallaran mas adelante. 

Diferente a la concepciones c1asicas, esta investigacion desarrolla un modelo para la 
viscosidad de suspensiones considerando elementos de la termomecanica basados en los 
cambios de la energia interna ocasionados por la aplicacion de esfuerzos de cizalladura 
sobre un volumen determinado de suspension sin intercambio de calor a traves de las 
paredes que circundan el volumen de control. De esta manera, para el caso analizado en 
este estudio, se investiga la deformacion como un proceso puramente tennomecanico de 
caracter isotennal. 

La metodologia del analisis es basicamente una aproximacion basada en la mecanica del 
medio continuo, por 10 que se considera a la suspension como un fluido Newtoniano 
generalizado. Es por ello que en la seccion 2 se desarrolla la ecuacion constitutiva de un 
fluido viscoso, mientras la seccion 3 desarrolla la termodinamica c1asica de la 
hidrodinamica, la seccion 4 analiza la tennodinamica de la deformacion para suspensiones, 
la seccion 5 presenta los principales modelos de viscosidad que se conocen en la literatura 
cientifica, la seccion 6 desarrolJa el analisis dimensional de la deformacion de 



suspensiones, mientras la seccion 7 muestra la teoria de disipacion de energia mecanica 
para el calculo de la viscosidad. 

EI aporte de la presente investigacion se inicia en la seccion 4 en la cual se expone el 
analisis termodinamieo de los cambios de energia interna en la deformacion de una 
suspension compuesta por un fluido Newtoniano y un sistema particuJado formado por 
particulas de diferentes tamaftos y se demuestra que la deformacion isotermal de una 
suspension solo cambia los niveles de energia intema del sistema pero no altera la 
distribueion de ella, para luego continuar especifieamente en la seccion 8 donde se 
desarrolla la estructura de un nuevo modelo; el cual, bajo algunas suposiciones, permite 
obtener la viscosidad reducida de una suspension. 

La evaluacion y validacion experimental del modelo propuesto se detalla en la seccion 9 y 
se report an los resultados y los valores cuantitativos de los panl.metros experimentales en la 
seccion 10. 

Para terminar, se puede observar faeilmente que lametodologia teorico-practica que se 
siguio en est a investigacion permitio establecer una estrategia en la cual se obtiene la 
estructura de los modelos mediante el uso de una aproximacion fenomenologica y los 
panl.metros de la ecuacion obtenida se precisan haciendo uso de un ajuste del modelo 
incluyendo una evaluaeion estadistica. 

Definicion de una suspension 

Una suspension es una mezcla de una fase fluida 0 continua con una fase dispersa 0 

discontinua. La fase discontinua puede ser aire, gotas de aceite 0 particulas duras, por 10 

cualla suspension recibe el nombre de espuma, emulsion y pulpa, respectivamente. 

Si se observa el comportamiento reologico de un fluido al cual se Ie han agregado 
particulas, se puede verificar facilmente que la presencia de estas modi fica 
substaneialmente la disipacion de energia mecanica a medida que se deforman 
permanentemente los fluidos a una tasa de eizalladura determinada. / 

Las modificaciones del comportamiento reologico de las suspensiones llegan a ser tan 
abruptas que si el fluido que forma parte de la suspension es Newtoniano, la presencia de 
las partieulas puede generar eomportamientos no-Newtonianos de la mezcla. '/ 

Es bueno tener en la cuenta que la defonnacion de una suspension se ongma 
prineipalmente por la deformaeion del fluido, el que a su vez Ie transmite los esfuerzos de 
contacto a las partieulas solidas, las euales se yen obligadas a desplazarse implicando 
colisiones y reorientacion de las particulas con el fin de atenuar la disipacion de energia. 

De esta manera, la suspension se eomporta mecanicamente como un fluido al eual se Ie ha 
modifieado substaneialmente las propiedades medmieas. 



J 

Resumiendo, una suspension es un material que de acuerdo a las caracteristicas de la 
deformacion puede presentar comportamiento tipo tluido, pero es posibJe que bajo otras 
circunstancias presente comportamiento tipo solido, 10 cual como se detallani mas adelante 
depende fuertemente de las condiciones de deformacion. 

Alcance de esta investigacion 

Esta investigacion pretende hacer un aporte a la reologia de suspensiones, ya que desarrolla 
la deduccion de un nuevo modelo de la viscosidad de pulpas minerales a partir de una 
vision extraida de la termomecanica y el cual se valido experimentalmente. 

Antes de terminar, se debe advertir que la lectura de este texto se recomienda a estudiantes 
avanzados en tluodinamica y que posean formacion en reologia, ya que se emplea una 
buena cantidad de terminos que suelen usarse con frecuencia en la investigacion reologica 
de materiales, y se obvian algunas demostraciones y/o definiciones ciasicas, las que estan 
fuera del alcance de este texto y 10 harian exageradamente largo. 



2. ANTECEDENTES Y DERlVACION CLASICA DE LA ECUACION 
CONSTITUTIVA DE UN FLUIDO VISCOSO 

.. 


La modelacion de la viscosidad 0 de la ecuacion constitutiva de una suspension implica el 
estudio del comportamiento mecanico, el cual en no pocas ocasiones es bastante complejo y 
ella explica los diferentes intentos para formular una ecuacion aproximadamente correcta. 

Una de las areas de estudio que se ha desarrollado en la modemidad ha sido la Mecanica 
Racional Modema a traves de los trabajos de Serrin () 959), Trusdell & Noll (1965), Happel 
& Brenner (1965), Macosko (1994), Edgal et. al. (1995) y Volkov & Leonov (1996), entre 
otros. 

De los anteriores, Trusdell & Noll (1965) establecen la base axiomatica para la formulacion 
de ecuaciones constitutivas introduciendo la teona de funciones isotropicas las cuales 
proveen la base matematica para desarrollar ecuaciones constitutivas de fluidos 
Newtonianos generalizados. 

Por otro lado, existen diferentes aproximaciones teoricas, las cuales no son estrictamente 
desarrolladas a partir de la mecanica del medio continuo y pretenden encontrar relaciones 
constitutivas para fluidos no-Newtonianos. 

Resumiendo, Bustamante (1998) ha clasificado las diferentes aproximaciones de la 
siguiente manera: 

,/ Aproximacion micromecanica de las suspensiones. 

La contribucion mas importante bajo esta aproximacion la hizo Hwang & Shen (1989). 
Ellos deducen un modelo del tensor de esfuerzo extra de la suspension, identificando cada 
uno de los mecanismos de interaccion hidrodinamica entre el fluido y las particulas y entre 
las particulas mismas. Posteriormente, promedian los val ores deducidos de acuerdo a un 
criterio seleccionado, los cuales se emplean para resolver las ecuaciones de conservacion 
del momento y determinar la ecuacion constitutiva global. 

,/ Aproximacion microestructural. 

Esta aproximacion esta basad a fuertemente en la evidencia experimental de fenomenos de 
difusion generados por el campo de cizalladura al que esta sometida la suspension. Los 
principales trabajos orientados por esta estrategia son los de Eckstein et. al. (1977), 
Leighton & Acrivos (1987), Brady & Morris () 989) Y Brady & Morris (1996). 

Bajo esta aproximacion, se defiende la idea de que la isotropia de la suspension durante la 
deformacion esta fuertemente controlada por los fenomenos difusionales, muy similares al 



movlmlento Browniano generado por el campo de cizalladura, 10 que se denominani 
efectos difusionales cizalle-generados. 

Una suspension en la que ocurran estos procesos y que a su vez ellos controlan la reologia 
de la pulpa, tiene la posibilidad de que el numero de Peclet (Pe) proporcione la informacion 
necesaria para caracterizar la deformacion. Sin embargo, si los procesos convectivos 
controlan fuertemente la reologia de la suspension el numero de Reynolds (Re) P!lede 
caracterizar el flujo de la suspension. 

Ademas de 10 anterior, existe la posibilidad de que ambos procesos de transporte, los 
difusionales tipo Brownianos y los convectivos controlen conjuntarnente la reologia de la 
suspension, y en est os casos Bustamante (1999) define un grupo adimensional compuesto 
por los numeros de Reynolds (Re) y de Peclet (Pe), conjuntamente. 

De otro lado, no son pocos los trabajos de modelacion empirica de la viscosidad de pulpas 
en donde la fase discontinua esta compuesta por particulas de forma esferica y donde ellas 
tienen un unico tamano, las que en mineralurgia se Ie conocen como suspensiones 
compuestas por monotamanos. 

Para terminar, es necesario aclarar que independiente de la aproximacion que se escoja, 
todas las aproximaciones asumen que la suspension es un fluido Newtoniano generalizado, 
por 10 cual a continuacion se detail a la formulacion de la ecuacion constitutiva para este 
tipo de fluidos. 

Derivacion chisica de la ecuacion constitutiva de un fluido viscoso 

• 	 Serrin (1959) desarrolla la ecuacion constitutiva de un fluido Newtoniano generalizado 
empleando el principio de Stokes y asumiendo una deformacion Lagrangiana de los fluidos . 

Suponer que las deformacion son Lagrangianas, implica asumir que las deformaciones son 
muy pequenas a medida que se varia la tasa de cizal1adura 0 el esfuerzo de cizalladura, por 
10 cual, se puede decir que el tensor esfuerzo aplicado genera una tasa de deformacion, las 
cuales son directamente proporcionales. 

Antes de iniciar la deduccion del tensor de esfuerzo T para un fluido Newtoniano 
generaJizado debe tenerse presente que a partir de la teoria de funciones isotropicas se 
puede deducir que para un fluido viscoso lineal el tensor esfuerzo T tiene la siguiente 
ecuacion constitutiva: 

(1) 


Donde p es la presion, v es el campo de velocidad, fLD es la viscosidad de dilataci6n y 11 la 
viscosidad de cizalladura. 
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Puede notarse en la ecuaci6n (1) que los dos primeros tenninos corresponden a la 
contribuci6n de los esfuerzos nonnales, pues e1 primero representa el esfuerzo a 
compresi6n ejercido por el medio externo, mientras que e1 segundo tennino representa el 
esfuerzo generado al interior del fluido en la defonnaci6n y el cual puede ser de tracci6n 0 
compresi6n, dependiendo de si la suspensi6n se expande 0 se contrae en el proceso. 

De otro lado, el tercer tennino corresponde a la contribuci6n de los esfuerzos de 
cizalladura. Puede observarse que la magnitud del tensor de esfuerzo esta detenninada 
exclusivamente por las fuerzas de contacto. 

Ahora bien, de acuerdo a la ecuaci6n de la continuidad se tiene que: 

5(PV) + V . (PV) =0 (2)
51 

Si el fluido es incompresible, pes con stante entonces: 

V·v =0 (3) 

Por 10 que el segundo tennino a la derecha de la ecuaci6n (1) se anula y s610 interesa la 
viscosidad de cizalle f..J para este tipo de fluidos . Esto implica que Ia dilataci6n 0 
contracci6n para fluidos incompresibles es cero y por 10 tanto el unico esfuerzo nonnal 
importante es la presi6n hidrodinamica p. 

De otro lado, el termino 

±(VV + Vv 
T

) (4) 

de la ecuaci6n (1) corresponde a la parte simetrica y objetiva del tensor: 

L = Vv (5) 

mientras que ~(Vv - VvT) es la parte antisimetrica del mismo tensor L, asi que: 
2 

L = ±(vv + Vv T) + ±(Vv - VvT) (6a) 

6sea que: 
L = D + w (6b) 

Siendo: 

D=~(V'V+V'VT ) Y w =~ (Vv - V'v T ) (6c)
2 2 

Reemplazando la ecuaci6n (6c) en la ecuaci6n (1) Y considerando que una suspensi6n es un 
fluido incompresible debido a 10 planteado en la ecuaci6n (3) se obtiene el modele del 
tensor de esfuerzo: 

T =-pI + 2f..JsD (7) 



La ecuacion (7) es la ecuacion constitutiva del tensor de esfuerzo considerando los dos 
tipos de esfuerzos de contacto que puede soportar un fluido incompresible, la presion 
hidrodimlmica p, [a cual representa los esfuerzos normales y el esfuerzo de cizalladura 
representado por el tensor D. 

Una forma de expresar altemativamente la ecuacion (7) es: 

T =-pI+T E (8a) 

Donde TE es denominado el tensor de esfuerzo extra, tal que: 

(8b) 

Definicion del tensor de esfuerzo 

EI vector de esfuerzo de Cauchy t, el cual describe la accion de las fuerzas materiales sobre 
una superficie puede expresarse como : 

t = n·T (9a) 
Donde: 

(9b) 

Siendo n el vector unitario normal a la superficie; ej el vector posicion en coordenadas 
espaciales cartesianas y un tiempo t arbitrario ( 0 10 que es equivalente el tiempo t = 0 
escogido arbitrariamente) . 

Lo anterior implica que en la ecuacion de movimiento e1 tensor de esfuerzos gobiema la 
respuesta dimlmica del medio, asi que si se relaciona a T con las demas variables 
cinematicas y termodinamicas, se podra definir efectivamente 0 delimitar el tipo de medio 
en el cual se va a estudiar; esto es un fluido elastico, plastico, entre otros. Por 10 tanto una 
relacion entre T y las demas caracteristicas del flujo es 10 que se suele denominar ecuacion 
constitutiva. 

EI procedimiento que se desarroJla esta dentro de la mecanica del medio continuo y es 
completamente independiente de la naturaleza molecular de los Iiquidos y/o gases, y de 
acuerdo a esto, puede ser criticado como inadecuado para algunas aplicaciones. Por 
ejemplo se ha encontrado que las ecuaciones de Navier-Stokes no son aplicables en 
condiciones a altas alturas en el caso de aeronaves, aunque si se emplean ciertos artificios 
puede dar resultados aceptables (Senin, 1959). 

Principio de Stokes 

Sir George Stokes define el concepto de fluidez de la siguiente forma: "La diferencia entre 
La presion sabre un pLano en una direccion dada pasando a traves de cua/quier punto P de 
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un fluido en movimiento y la presion que puede existir en todas las direcciones alrededor 
de P si el jluido en su contorno estuviera en un estado de relativo equilibrio, depende 
solamente del movimiento relativo del fluido alrededor de P; y el movimiento relativo 
debido a algUn movimiento de rotacion puede ser eliminado sin afectar las diferencias de 
presion anfes mencionadas". Aunque este argumento puede ser muy vago, esta descripci6n 
involucra la idea esencial de fluidez . Actualmente la idea de Stokes se puede resumir mas 
exactamente teniendo en la cuenta los postulados: 

./ 	Postulado I T es una funcion continua de tensor de deformacion D, y a su vez es 
ind.ependiente de todas las demas cantidades cinematicas. 

./ 	Postulado II T no depende explicitamente de la posicion x (homogeneidad 
espacial) 

./ 	Postulado III No existe una direccion preferencial en el espacio respecto a la 
magnitud de T (isotropia) 

./ 	Postulado IV Cuando D = 0, T se reduce a -pI, asi que TE = 0 

Se puede emplear otro grupo de suposiciones en diferentes circunstancias, pero al menos en 
el estado actual del avance en la hidrodinamica, las aplicaciones de los postulados de 
Stokes son suficientes. Un medio en donde la ecuaci6n constitutiva satisfaga las anteriores 
suposiciones se denomina Fluido de Stokes. 

Como consecuencia de los postulados I y II, se tiene que: 

T = f(D) 	 (10) 

Mientras que el postulado III exige una condici6n de isotropia, la que matemilticamente se 
expresa como: 

STS-1 =f(SDS- 1
) 	 (11 ) 

donde S es cualquier transformaci6n ortogonal (S E Orth E Lin V). 

Nota : LinVes el subespacio de tensores de segundo orden, mientras que Orth es el subespacio de 
tensores ortogonales de segundo orden, el cual a su vez esta contenido en LinV 

La ecuaci6n (11) propone que no hay una direcci6n preferencial en el espacio para la 
respuesta del fluido frente a una fuerza de contacto que se Ie aplique, en otras palabras, una 
deformaci6n determinada produce intrinsecamente la misma respuesta independiente de la 
orientaci6n. Altemativamente: 

La ecuacion (11) implica que la ecuacion (J 0) es invariante bajo todas las 
transformaciones en coordenadas rectangulares. 



Por 10 anterior, tacitamente se asume que T depende entonces del estado tennodinamico en 
cuesti6n, pero esto por el momento es irrelevante y no es necesario considerarlo en la 
ecuaci6n (10) . 

Se puede demostrar que al considerar los postulados planteados se tiene una expresi6n 
matematica del tensor de esfuerzos bastante simple: 

T =aI+ f3D+ XD2 (12) 

donde a, fJ y X son funciones escalares de los invariantes principates del tensor D, esto es; 

a =a(I,,12,13) 


fJ = b(I''/2'/3) (13) 


r =g(I,,12,13) 


Los invariantes principales I" con i = 1, 2 y 3, se pueden definir haciendo uso del conjunto 
de val ores propios (A.) de la matriz de valores del tensor D, tal que D(..1.) = det(..1.I - D) y por 
to tanto: 

(14) 


Considerando que II = TrD (traza de D) = V·v, entonces tos valores propios d l , d2, d3 de D 
son las raices de la ecuaci6n D(..1.) = 0, que existen y son a su vez numeros reaJes dado que 
D es simetrica por definici6n. Claramente los val ores propios de D son funciones de tos 
invariantes principales. 

Esto implica que para diferentes valores de a, fJ y X se obtiene diferentes respuestas 
viscosas de un fluido . Por ejemplo, si se seJeccionan val ores especificos de a, fJ y X tal que 
T sea lineal el"\ D se obtiene la ley clasica de viscosidad de Cauchy-Poisson. 

Demostracion de la ecuacion (14). 

Primero se debe demostrar que las direcciones principales de T coinciden con Jas de D, 0 

en otras palabras, que cualquier transformaci6n ortogonal que reduzca a D a una forma 
diagonal igualmente reduce a T a ta misma forma. 

Supongamos que D sea transformada a su fonna diagonal: 

( 15)

J] 
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y sea T* la transformacion de T correspondiente a su forma diagonal, de tal manera que 
mediante las ecuaciones (10) Y (11), se tiene que: 

T· = f(D·) (16) 

Ahora bien, si consideramos una rotacion de 180 grados alrededor del eje x, 10 que 
matematicamente se expresaria como una transformacion ortogonal de la siguiente manera; 

1 0 OJ 

S = 0 -1 0 (17)[o 0 -1 

no se alterara a D* porque el tensor D es simetrico por definicion . Por 10 tanto, empleando 
nuevamente las ecuaciones (10) y (11) se tiene que: 

ST·S-I =f(SD·S-1)=f(D·)=T· (18) 

Lo que implica que T* tampoco se altera mediante la rotacion ocasionada por el tensor 
ortogonal S. Por 10 tanto si 

t:I t~2 . . . ':·31 

T = 12 1 In ( 19) ' 23 

t;I ';2 ';3I
Todos los t*ij son cero para i ~j y final mente se obtiene que: 

t i 0 0 J 
T· = 0 t 2 0 (20) 

[ 
o 0 '3 

Dado que T* es diagonal, entonces sus valores propios son funciones de d j , d2 Yd3, asi que: 

" = j ; (dp d2 ,d3 ) i = 1, 2, 3 (21) 

Si asumimos que los valores propios de D son todos diferentes, los escalares a, f3 y r se 
pueden determinar mediante: 

Ii = a + f3di + rd/ i = 1, 2, 3 (22) 

Este sistema de tres ecuaciones con tres incognitas se puede resolver y asi obtener los 
valores de los parametros buscados. 

Supongamos que los valores propios de D* sean diferentes entre sl (d j of. d2 of. d3) por 10 que 
a, f3 y X se pueden expresar como funciones continuas de estos val ores propios. 



Por ejemplo para el caso de a, se puede obtener su valor aplicando la regia de Cramer; 

1 
a =­

~ 

d2 
t I d l I 

d 2 (23)t 2 d2 2 

d 2
t ) d) ) 

Se puede observar ademas, que cualquier permutaci6n de d i conduce a la correspondiente 
permutaci6n de Ii, asi que se produce el mismo efecto al aplicar la rotaci6n a T como al 
aplicarJa a D. 

Empleando este efecto, se ve en la ecuaci6n (23) que perrnutando los valores de d/ se 
mantiene invariante eI valor de a . Naturalmente que este mismo resultado se puede aplicar 
a los valores de f3 y X y asi que se demuestra que a, f3 y X son funciones simetricas de las 
variables d/ . 

Sin embargo, esto implica que a, f3 y X dependen solamente de los invariantes principales 
1/ , 12 e h y ello se debe a que los diferentes d i corresponden a las raices del polinomio 
expresado en la ecuaci6n (14), cuando se tiene a los invariantes como coeficientes. 

De otro lado, se debe demostrar que a, f3 y X poseen val ores unicos y son funciones 
continuas de los invariantes principales de D. Volviendo a la notaci6n matricial, la 
ecuaci6n (12) se puede escribir como: 

T" =aI + fJO° + y0
0 

(24)2 

Considerando la ecuaci6n (15), eI tensor D* es la transformada del tensor D, y por 10 tanto 
la ecuaci6n (24) es exactamente igual a la ecuaci6n (12) . 

Cuando dos a mas valores propios de D coinciden entonces una permutaci6n de estos, 
produce de la misma manera valores propios de T coincidentes. Por 10 tanto, haciendo uso 
del razonamiento empleado para la construcci6n de la ecuaci6n (12) se tiene que: 

(25) 


Igualmente, si todos los valores propios son iguales, la ecuaci6n (24) se reduce a: 

T* = aI (26) 

Si a los postulados del I hasta el IV se Ie agrega ademas, que los componentes de T son 
lineales respecto aD, entonces la ecuaci6n (12) se reduce a la forma: 

(27) 
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Concepto de la presion 

Para un fluido compresible, la presion es una variable termodimimica que se debe definir. 
A1 considerar este aspecto, la ecuacion (27), se puede escribir de la forma: 

T = (- p+a*)I+,BD+rJ.>2 (28) 

donde p es la presion termodimimica y a* = a + p. De acuerdo a 10 postulado en las 
suposiciones anteriores y particuiarmente en la suposicion IV, cuando D = 0, a* debe 
desaparecer. Por otro lado, de acuerdo a la ecuacion (8) es posible expresar el tensor de 
esfuerzo mediante dos terminos, a saber 

T = - pI + T E (29) 

donde ~ es el tensor extra. Si se comparan la ecuaciones (28) y (29), se ve facilmente 
que: 

T E =a*I+,BD +rJ.> 2 (30) 

Por otro lado, si el fluido es incompresible, la presion no es una variable termodinamica, 
por 10 cual se suele introducir cualquier definicion de presion que sea compatible con el 
postulado IV, que se planteo al principio de esta seccion. Ademas, 10 que se conoce como 
"presion" en las ecuaciones hidrodinamicas, no tiene que ser necesariamente la presion que 
se registra en los aparatos de medida, aunque esta ultima sea general mente una componente 
particular del tensor de esfuerzo. 

En vista de 10 anterior, se ve razonable escoger una "presion" que permita simplificar las 
ecuaciones de movimiento . Se define asi a -p como el coeficiente a* en la ecuacion (30), 
10 que permite obtener la formula : 

T= -pI+,BD+rJ.>2 (31 ) 

para una fluido incompresible . Debe notarse que esta definicion de presion cumple el 
postulado IV, el cual plantea que para D = 0 , el tensor T se reduce a -pI. 

Algunos autores definen la presion del fluido como -(l/3)TrT y aunque esto es enteramente 
permisible, no permite acceder a una formula simple para T como 10 hace la definicion 
anterior. Por 10 tanto, a este valor se Ie nombra como la presion media y se Ie denota par 

p =-.! TrT (32) 
3 

La diferencia entre la presion y la presion media en un fluido incompresible, se puede 
calcular a partir de la ecuacion (32); 



3(P- p)= XD: D (33) 

por 10 que: 
p=p si Y solo si x =0 (34) 

10 que implica que una igualdad entre ambas presIOnes es equivalente a una relacion 
esfuerzo-defonnacion cuasi-lineaI. 

En particular, la diferencia entre pyla presion media desaparece en la teona clasica de 
viscosidad lineal, ya que ambas definiciones de la presion, p = -a 0 p = -trTf3, penniten 
obtener exactamente los mismos resultados. En resumen, la naturaleza arbitraria de la 
presion en un fluido incompresible, es un elemento clave en hidrodinamica, y en algunas 
ocasiones no se precisa detalladamente este aspecto. 

Dependencia polinomial 

Replanteado, se puede considerar que para resolver un problema de un flujo en particular se 
debe considerar que: 

a. 	 Las ecuaciones (30) y (31) representan las expresiones mas generales de la relacion 
esfuerzo-defonnacion, las cuales a su vez son consistentes con los postulados 
planteados inicialmente (I al IV). 

b. 	 Los coeficientes a*, f3 y X son funciones arbitrarias de los invariantes principales 
de D y de las variables tennodinamicas. 

c. 	 Por ende, es necesario especificar las formas particulares de estos coeficientes (a*, 
f3 y X) para resolver el problema de un flujo detenninado. Sin embargo, esta 
arbitrariedad en la selecci6n de las funciones genera bastante dificultad aun en los 
problemas mas sencillos de flujo . Por esta razon, una practica universal consiste en 
seleccionar a*, f3 y X de tal manera que los componentes del esfuerzo Tij sean 
polinomiales respecto a los componentes de la defonnacion Dij. 

EI caso mas importante y analizado con mas frecuencia consiste en asumir que T es lineal 
en D, el cual se trato en la seccion anterior de acuerdo a la teoria Lagrangiana de 
defonnacion 

La siguiente consideracion en importancia consiste en asumir una dependencia cuadrcitica 
de T en D En este caso los invariantes principales f 1, f2 e f 3 son, respectivamente, de 
grados 1, 2 Y 3 en los componentes de D, 10 que puede hacerse solamente empleando las 
ecuaciones (30) y (31) Y lIevandolas a la forma: 

T ={(- p + All + A' f~ + Air 12 ) + (2" + 2,,' fJD + 4w>2 Compresibl e 

(35) 

- pI + 2"D + 4vD2 Incompresi ble 

y para mas altos ordenes de esfuerzo-deformacion se podra seguir el mismo metodo. 
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En general para ordenes mayo res al cuadnitico es posible construir una ecuaci6n general si 
se tiene en la cuenta el siguiente teorema: 

Teorema: Una ecuaci6n constitutiva general que satisfaga los cuatro postulados anteriores 
(I hasta el IV) y que a su vez las componentes del esfuerzo TiJ sean polinomiales de grado N 
en las componentes de Dij, es: 

T =(-p + Po)I+ P1D+ P2 D2 (36) 

donde los diferentes Pk (con k = 0, 1, 2) son polinomios de los invariantes principales de D, 
con peso* Pk ~ N - k . Para un fluido incompresible, el termino constante Po debe 
despreciarse, mientras que para fluidos incompresibles Po == ° 
1< Nota : EI peso se refiere al maximo de alguno de sus terminos, un termino J/ hi 1/1 sera 
considerado con peso k + 21 + 3m. 

Demostracion. Es suficiente demostrar que a* en la ecuaci6n (30) tiene la fonna Po, 
mientras que un argumento similar se puede aplicar a f3 y X. Ahora, de acuerdo a la 
hipotesis, las funcionesj, en la ecuacion (21) deben ser a 10 sumo polinomiales de grado N, 
ademas de que las transformaciones ortogonales no deben afectar la dependencia 
polinomial. Por 10 tanto el detenninante en la expresi6n (23) para a es polinomial a 10 
sumo de grado N + 3 en las variables dl , la que desaparece cuando d, = d2 (dado que I , = 
(2) , pues contiene a (d, - d2) , (d2 - dJ ) Y (dJ - d, ) como factores . Por otro lado, al dividir la 
ecuaci6n (23) por e1 factor L1 se asegura que el polinomio para a sea a 10 sumo de grado N 
en d. 

Pero adem as se tiene que a es una funci6n simetrica de dl , y a partir de consideraciones 
algebraicas a es una funci6n polinomial a 10 sumo de grado N en los invariantes principales 
de D. Para satisfacer el postulado IV, el tennino con stante de a debe ser -p, asi que 
a*=a+p es una funci6n polinomial Po con el temtino constante igual a cero 

Empleando analisis dimensional, Truesdell & Noll (1965) muestra como los coeficientes en 
los polinomios Pk deben depender de variables termodinamicas. 



3. TERMODINAMICA DE LA HIDRODINAMICA CIASICA 

Debido a que eI tensor de deforrnacion es en general suficientemente pequeno con respecto 
a alguna velocidad y/o una longitud de referencia, es muy razonable suponer que T y D 
poseen una relacion lineal. 

EI hecho de que esto sea una hip6tesis debe ser tenido siempre en la cuenta y por 10 tanto 
no es menester por el momento comprobarla con base a experimentos ni mediante el uso de 

razonamientos abstractos. 

Lo anterior implica que el protocolo consiste mas bien en sostener esta hipotesis y 
compararJa mediante los resultados obtenidos experimentalmente. 

La hipotesis de linealidad per mite reconstruir la ecuacion (35) de la siguiente manera: 

T = { ( - p + A /,)1 + 2,uD Compresible 
(37) 

- pl+2,uD Incompresible 

En este caso, para un fluido compresible p es una presion terrnodinamica, l I es la 
divergencia de la velocidad, asi que I, = V.v, mientras que A y ,u son funciones escalares 
del estado terrnodinamico. 

Para un fluido incompresible, p es una variable dinamica pnmltlva la cual se define 
convenientemente y ,u es una funcion escalar de la temperatura. 

Funcion de disipacion 

La funcion de disipacion correspondiente a la ley de Cauchy-Poisson es: 

Compresible 
(38) 

Incompresible 

Se puede demostrar facilmente que la condicion (/J 2 0 siempre ocurre, 10 cual puede 
hacerse mediante la terrnodinamica de la deformacion a partir de la ecuacion de balance de 
energia (Bustamante, 1998). 

Principio de conservacion de la energia 

Si se define la energia cinetica Kc de un cuerpo BI : 

Kc =~Ip(v.v)1v (39) 
281 
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y ademas se define la variable primitiva energia intema U de este mismo volumen como: 

U = fp& (x ,t)dV (40) 
BI 

donde v es la velocidad y &(x,t) es una variable termodinamica de estado (por en de 
intensiva) de caracter primitivo denominada energia interna especifica, la cual es funci6n 
de la posici6n x y del tiempo t 

A partir del principio de la conservaci6n de la energia se tiene que: 

~(Kc +U) = fpf . v + f t . vdA - fq · ndA (41 ) 
dl BI 8BI OBI 

Lo que en palabras seria que; 

La tasa de cambio de energia total de un cuerpo B es igual ala tasa a la cual el trabajo 
es efectuado mas la tasa a la cual el calor es conducida por el mismo volumen. 

Donde q es el flujo de calor y tiene unidades de energia por unidad de tiempo, f es la fuerza 
volumetrica (0 campos externos) por unidad de masa y t el vector de esfuerzo de Cauchy 
que se defini6 en la ecuaci6n (9) . 

Por otro lado, el cambio de energia cinetica ocasionado por una deformaci6n se puede 
sintetizar como: 

El cambio de la energia cinetica de un volumen V que se mueve es igual a la tasa a la 
cual se hace trabajo sobre el volumen mediante las fuerzas extern as disminuido por la 
"disipacion" de energia involucrada en la interaccion del esfuerzo y la deformacion. 

Matematicamente sera: 

dK ! __c = fpf . vdV + rt·vdS - f T : DdV (42) 
dt BI IJ"BI Bt 

Restando la ecuaci6n (42) a la ecuaci6n (41), se obtiene que 

dU = f P& dV = f T: D dV - fq . n dA (4 3) 
dt BI oBt 8Bt 

Aplicando el teorema de Green-Gauss-Ortogovsky (GGO) al termino de calor en la 
ecuaci6n (38) y aplicando posteriormente el teorema de localizaci6n, se obtiene que: 

d& 
p - = T: D - V . q (44) 

dt 



Introduciendo la ecuaci6n (29) en la ecuaci6n (44), se obtiene que: 

d& E 
p- = - pI:D+T :D- V·q (45) 

dt 

Teniendo en la cuenta que I:D = V.v, y considerando la funci6n de disipaci6n lP definida 
en la ecuaci6n (38), la ecuaci6n (45) se puede escribir como: 

d& 
p- = -pV· v + <I> - V· q (46) 

dt 

De otro lado, si S es la entropia especifica, a partir de la segunda ley de la termodimimica: 

d f ,(q·n- pSdV~-r-dA (47) 
dl v T$1 

Ahora bien, si el fluido es compresible se asume que & es una variable de estado 
termodinamica que satisface la relaci6n: 

TdS = d&+ pd(lI p) (48) 

Para un fluido incompresible (p constante) la ecuaci6n anterior se simplifica a: 

TdS=d& (49) 

A modo de advertencia , no sobra decir anunciar que los balances de energia efectuados 
aqui tienen que ver con fluidos homogeneos, quimicamente inertes, en donde aspectos tales 
como difusi6n, reacciones quimicas, disipaci6n de energia por choques entre particulas que 
forma el fluido, etc. no se consideran especificamente. 
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4. ANALISIS TERMODINAMICO DE LOS CAMBIOS DE ENERGIA INTERNA 

EN LA DEFORMACION DE SUSPENSIONES. 


Como se puede observar, el analisis clasico planteado en la seccion anterior no considera 
los efectos termodinamicos de la presencia de particulas solidas en el fluido cuando este es 
deformado por esfuerzos de contacto. 

Sin embargo, es evidente que la presencia de particulas suspendidas en el fluido produce 
cambios en las variables termodinamicas primitivas en el volumen de fluido escogido y es 
por ella que esta investigacion haciendo uso de elementos de la termodinamica estadistica 
desarrolla a continuacion los cambios de energia intema como una aproximacion 
fenomenologica para el estudio de la reologia de suspensiones. Esta aproximacion fue 
iniciada por Bustamante (1999). 

Es posible asumir inicialmente que la deformacion por esfuerzos de contacto de una 
suspension altera la energia interna de la mezcla involucrando los siguientes efectos: 

../ Variacion de los niveles de energia intema en la suspension 

../ Variacion de la distribucion de energia intema 

EI cambio de la energia interna ocasionada por la deformacion de una suspension se puede 
analizar de acuerdo a la teoria de formacion de paquetes de particulas ("clusters") y 
asumiendo que las paquetes no tienen porque tener un tamafio uniforme, sino que ellos 
poseen una distribucion de tamafios que es control ada por la distribucion granulometrica 
del sistema particulado que esta suspendido en fluido Newtoniano que forma parte de la 
suspension. 

Consideremos la suspension mantenida a temperatura T con stante, formada por un fluido 
Newtoniano y un sistema particulado con una distribucion de tamafiosf(x), siendo i = 1 el 
tamafio maximo, i = 2 para el tamafio menor siguiente y asi sucesivamente hasta i =j para 
el tamafio mas fino de la misma distribucion y de tal forma que la distribucion de tamafios 
del sistema particulado que forma parte de la suspension se puede expresar mediante una 
funcion continua F(x), la cual representa la fraccion acumulada en peso de tamafio mas 
fino que el tamafio i de la siguiente manera: 

m=i 

F(xJ =1- Lf(x",) m = 1.2,3 ... .) (50) 
",=1 

Con la condicion de que F(xJ es igual a cero. 

Primera suposicion: Supongamos que el sistema esta compuesto por una distribucion de 11 

paquetes de particulas (0 subsistemas) no necesariamente identicos 111. 112. 113•.... 11; , los 
cuales a su vez tend ran energias intemas U1• U2• U3• U" respectivamente. 

EI numero total de paquetes de particulas N en la suspension sera: 



r. • 
~.: (51 ) 

Por 10 tanto la energia interna total del sistema seni: 

(52) 

j 

De 10 anterior, la probabilidad de encontrar un paquete de particulas en el estado ~. dentro 
del volumen de medici6n puede ser: 

n p = _J (53) 
J N 

Segunda suposicion: Supongamos ahora que la distribuci6n de probabilidad de encontrar 
un paquete de particulas es similar a la distribuci6n granulometrica, asi que: 

(54) 


Donde xp es el tamafio de paquete, y se podni tener una distribuci6n de tamafios de paquetes 
de particulas F(xp), similar la distribuci6n de tamafios de particulas aisladas del sistema 
particulado que forma parte de la suspensi6n. 

De otro lado, el numero de estado energeticos UJ• U2, . ... ~. en la distribuci6n es: 

con: 

(55) 


(56) 


Es probable que la distribuci6n n no sea (mica, sino que existan varias de elias que a nivel 
macrosc6pico reflejen el mismo estado termodimimico global de la suspensi6n, entonces el 
numero total de estados energeticos posibles sen't: 

(57) 

n 

Si cada estado es equiprobable (considerando el postulado erg6dico, Pacault, 1963) la 
probabilidad de encontrar una distribuci6n sera: 

Q(n) 
(58) 

:LQ(n) 
j 

Si consideramos todas las distribuciones, la probabilidad de encontrar un sistema con 
energia ~. en la distribuci6n sera: 
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O(n) . 11) 
(59)f(x p) = L:0(I1) N 

j 

Lo anterior permite determinar la distribuci6n 11 de paquetes mas probable en la suspensi6n, 
la que se denominanl. 11* . Empleando la tecnica de los multiplicadores de Lagrange junto 
con la ecuaci6n de Stirling (Pacault, 1963), se tiene que: 

explU. / kTJ 
n* = n · ) (60) 

L:exp[Vj / kT] 
j 

Haciendo el siguiente reemplazo: 

Q = L:exp[V j / kT] 	 (61 ) 
) 

se obtiene Q la cual es una funci6n de partici6n y por 10 tanto U; es la energia necesaria 
para formar un paquete de particulas, k es la con stante de Boltzman y T la temperatura 
absoluta. 

Lo anterior permite proponer que si la energia interna promedio de cada paquete de 
particulas es Vp y si se tiene N paquetes de particulas, la energia total promedio del sistema 
seni: 

v, = L:n) ·Vj = N ·Vp = L:f(xp) ,Vj 	 (62) 
j 	 ) 

Derivando la ecuaci6n anterior aN constante y aplicando la regia de la cadena, se tiene que: 

dV 	= L: L!j . d(r(x p») +L:f(xp).dV j (63) 
) 	 j 

Puede observarse como los cambios de energia interna puede ser ocasionados por dos 
factores los cuales son representados por los terminos de la ecuaci6n anterior; a saber: 

1. 	 EI primer termino representa los cambios de la energia interna ocasionados por 
variaciones de la distribuci6n de tamafios de paquetes de energia, 10 cual implica a su 
vez que cambia la distribuci6n de la energia intema en el volumen de la suspensi6n. 

2. 	 EI segundo termino representa los cambios en la energia interna ocasionados por 
variaci6n de los niveles de energia interna pero conservando la distribuci6n de tamafios 
de paquetes 0 10 que es similar, se deja invariante la distribuci6n de la energia interna 
en la suspensi6n. 

De otro lado, si se considera la primera ley de la termodinamica se sabe que: 

dV=~Q+~W 	 (64) 

A partir de las dos ultimas igualdades se pueden deducir facilmente las siguientes 
conclusiones 



1. 	 Al deformar una suspension a una tasa de cizalladura constante, y si el calor generado 
por la disipacion de la energia mecanica no sale a traves de las paredes que contienen la 
mezcla, los cambios globales de energia interna se deben a cambios de en la 
distribucion de esta energia. 

2. 	 Si se deforma la suspension y el calor es evacuado de tal forma que la operacion sea 
isotermal, la variacion de la energia intema se debe fundamental mente a cambios de los 
niveles de energia y no a cambios de la distribucion de ella en el seno de la suspension. 

Esta ultima conclusion es muy importante, ya que permite un anal isis termodinamico del 
comportamiento de la suspension al ser sometida a una deformacion mediante esfuerzos de 
cizalladura en regimen laminar e isotermicamente. 

A partir de 10 anterior, se puede explicar desde el punto de vista termodinamico el 
comportamiento cizalle espesante (0 dilatante) que se desarrollan algunas suspensiones a 
muy altas tasas de cizalladura, como 10 muestra la figura I . 

A pesar de que la suspension posee un intervalo de tasa de cizalladura en la cual se 
comporta reologicamente como un fluido cizalle-adelgazante, las suspensiones minerales 
despues de superar un numero Reynolds critico (Recnc), como se plantea en las ecuaciones 
(140) y (141), en un flujo de Couette (Bird, et. aI., 1960, Tangsathitkulchai & Austin, 1988) 
generan un comportamiento turbulento el cual se puede identificar en la curva de flujo 
mediante la aparicion de intervalos de comportamiento cizalle-espesante (ver figura 1). 

Se puede ver facilmente que la aparicion de la turbulencia a numeros de Reynolds mayores 
que el Recrtc esta ligado a cambios en la distribucion de la energia interna, 10 que implica 
operaciones de mezclas y cambios en las distribuciones de paquetes de particulas originado 
por el comportamiento turbulento, pues la energia termica no se disipa sino que interviene 
directamente en los cambios de las distribuciones de energia. 

Por 10 tanto, si se deforma una suspension isotermicamente y en regimen laminar, el trabajo 
realizado sobre ella sera: 

W = Lff(xp).dU
j 	

(65) 
j v 

Lo anterior implica que se puede deducir la tasa de cambio de energia interna en una 
suspension al derivar la ecuacion anterior con respeto la tasa de cizalladura: 

dU =Lf(x ). dW (66)
dt j p dt 

Considerando la definicion de distribucion de tamanos en la ecuacion (50), se tiene que: 

dU dW 
- = [1- F(xp )]-	 (67)
dt 	 dt 
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La ecuacion (67) expresa la tasa de cambio de los niveles de energia interna a medida que 
la suspension se deforma a diferentes tasas de cizalladura. 

Esfuerzo 

Region I
Cizalle-;uJeIg;;zante 

I R~gitm 
Ciull6'-espe~nte 

Tasa de Cizalf.adufa 

Figura 1. Curva de f1ujo tipica de una suspension mineral en intervalos muy grandes de 
tasas de cizalladura. 



5. 	 MODELOS DE LA VISCOSIDAD CONSlDERANDO LAS SUSPENSIONES 
COMOFLUIDOS NEWTONIANOS GENERALIZADOS. 

La modelaci6n de la viscosidad de suspensiones considerando a las suspensiones como 
fluidos Newtonianos generalizados, asume que las suspensiones pueden ser representadas 
por la ecuaci6n constitutiva del tensor de esfuerzo T planteada en la ecuaci6n (37) cuando 
el fluido es incompresible. 

Sin embargo, con el fin de precisar mas este concepto, es importante destacar que al definir 
los fluidos Newtonianos generalizados, estos involucran tanto a los fluidos de viscosidad 
constante, los cuales son conocidos como Newtonianos, como aquellos cuya viscosidad 
depende de la tasa de cizalladura los cuales son mas conocidos como fluidos no­
Newtonianos. 

Presentandolo de una manera mas sencilla, si se considera la deformaci6n de una 
suspensi6n en un plano, se puede deducir facilmente que la tasa de cizalladura y el esfuerzo 
de cizalladura senin, respectivamente: 

r= "DII y Tij = 	 (68)r 

Siendo: 

11011 la norma del tensor D, y 

Tij la componente del tensor de esfuerzo T para la cual i ;;z':I 

Lo anterior permite plantear la version mas conocida de la ecuacion (37) para un fluido 
Newtoniano generalizado en un campo de deformaci6n planar: 

r = l'aY 	 (69) 

Donde la viscosidad J.1a es la viscosidad aparente (ver figura 2), la cual se define como la 
relacion sobre la curva de flujo: 

r 
I'a = --:- (70) 

Y 
Puede notarse como I'a es una viscosidad Newtoniana ya que une el origen con un punto 
sobre la curva de flujo, y por 10 tanto, un fluido Newtoniano generaJizado se considera 
como la superposicion de "una gran cantidad" de fluidos Newtonianos, los cuales en 
general desarrollaran un comportamiento reologico como el de la suspension de la figura 2. 

De otro lado, tambien se puede notar en la figura 2, que un fluido en el cual la viscosidad 
aparente disminuya a medida que aumente la tasa de cizalladura, se define como un fluido 
cizalle- adelgazante 0 en ingenieria se Ie suele denominar fluido pseudoplastico. El caso 
contrario ocurre cuando la viscosidad aumenta a medida que aumente la tasa de cizalladura 
y a este tipo fluido se Ie denomina cizalle-espesante, el cual en ingenieria se Ie conoce 
como dilatante. 
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De 10 anterior, se puede decir entonces que para un fluido Newtoniano generalizado, la 
viscosidad es una funci6n de la tasa de cizalJadura, asi que: 

Jia = ji(j) (71 ) 

Ahora bien, las suspensiones minerales present an curvas tipicas como la que se presenta en 
la figura 2, pero donde ademas de la tasa de cizalladura, la pseudoplasticidad es control ada 
fuertemente por la fracci6n volumetrica de s6lidos ¢, la distribuci6n granulometrica del 
sistema particulado F(x) que forma parte de la pulpa y la forma de las particulas If. De esta 
manera, matematicamente se tiene que: 

Jia = ji(¢ ,y, F(x),If) (72) 
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Figura 2. Curva de flujo para una suspensi6n del Carb6n-coke (¢ = OAO) 

Por ultimo, se puede observar un caso especial de los fluidos Newtonianos generalizados, 
en el cual la viscosidad de un fluido sea con stante en todo el intervalo de tasa de cizal1adura 
y no posea ademas esfuerzo de cedencia. En este tipo de fluidos las viscosidades aparentes 
seran iguales a un unico valor y la ecuaci6n (71) sera una funci6n con stante, 10 que permite 
definir un fluido Newtoniano. 



Los demas fluidos, bien sea cizalle-adelgazantes 0 cizalle-espesantes se denominan no­
Newtonianos, pero si se pueden expresar por una relacion constitutiva como Ie ecuacion 
(69) forman parte tambien del conjunto de fluidos Newtonianos generalizados. 

De acuerdo a 10 anterior, si las suspensiones minerales formadas por un fluido Newtoniano 
y un sistema particulado se pueden considerar fluidos Newtonianos generalizados, es 
posible entonces mediante ensayos reologicos determinar el conjunto de viscosidades 
aparentes f.1.a en un amplio intervalo de la tasa de cizalladura y de esta manera, si se puede 
modelar matematicamente la magnitud de la viscosidad aparente, es posible directamente 
introducir est a magnitud dentro de la relacion constitutiva de la ecuacion (69) y poder 
resolver diferentes problemas que involucren el escurrimiento de estos fluidos. 

Definicion de viscosidad reducida de una suspension: pr 

Se define la viscosidad reducida de una suspension pr como la razon: 

P
r 

= _,
U 

_s 	 (73) 
PI 

donde Ps y PI son las viscosidades aparentes de la suspension y del fluido que forma parte 
de la suspension a una determinada tasa de cizalladura. Ahora bien, como general mente los 
fluidos que forman parte de la suspension son Newtonianos, la viscosidad aparente del 
fluido es igual a cualquier tasa de cizalladura como se dijo antes. 

Puede notarse que la viscosidad reducida pr es un numero adimensional, el cual indica el 
numero de veces que se incrementa la viscosidad aparente de una suspension respecto a la 
viscosidad del fluido que forma parte de la suspension. 

Modelos de viscosidad que dependen de la tasa de cizalladura. 

Normalmente las curvas de flujo de suspensiones minerales en regimen laminar presentan 
tres regiones muy bien acotadas, dos zonas de comportamiento Newtoniano, 0 sea de 
viscosidad constante independiente de la tasa de cizalladura y una region de 
comportamiento cizalle-adelgazante (ver figuras 3 y 4): 

a. 	 Una region donde la viscosidad reducida es constante a tasas de cizalladura cercanas 
acero, la que se Ie suele denominar viscosidad Newtoniana a baja tasa de 
cizalladura y se indica por j.Jo. 

b. 	 Otra region de viscosidad reducida constante a altas tasas de cizalladura, la que se 
denomina comunmente viscosidad Newtoniana a alta tasa de cizalladura y se indica 
normal mente por p ro. 

c. 	 Una region de comportamiento reologico cizalle-adelgazante 0 pseudoplastica entre 
las regiones anteriores. 
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L. U 

Cuando la suspension alcanza la region de comportamiento Newtoniano a alta tasa de 
cizalladura jloo, nonnalmente se de sarro II a una region de comportamiento cizalle-espesante 
posterior a la region cizalle adelgazante (ver figura 1) a medida que se incremente la tasa de 
cizalladura. EI surgimiento de esta region se puede explicar con base en el cambio de las 
condiciones de flujo de la suspension al pasar de flujo laminar a flujo turbulento, 10 cual se 
puede verificar facilmente a nivel experimental, cuando las condiciones de escurrimiento 
superan el numero de Reynolds critico (Recril) . 
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Figura 3. Curva de flujo cizalle-adelgazante de una suspension de cuarzo cristalino, 
variando la fraccion volumetrica de solidos ¢. 

De 10 anterior se puede deducir que los modelos cJasicos de viscosidad de suspensiones se 
han esforzado en comprender el comportamiento cizalle-adelgazante entre los dos limites 
de comportamiento Newtoniano, asi que se ha modeJado eJ comportamiento reologico en 
una region del flujo laminar. 

Como se detallara mas adelante, clasicamente los modelos que se han desarrollado asumen 
como conocidos las viscosidades Newtonianas a baja yalta tasa de cizalladura, y por 10 
tanto el problema consiste en desarroII ar algoritmos que permitan predecir el 
comportamiento cizalle-adelgazante entre estas dos regiones Newtonianas (ver figura 4) . 

Lo anterior conduce a una aclaracion que debe hacerse y ella consiste en que para 
suspensiones no-Newtonianas, el valor de la viscosidad aparente esta sujeto a la tasa de 
cizalladura a la cual se determino experimentalmente, ya que como se ha dicho 
reiteradamente, no existe un unico valor de la viscosidad aparente para estas suspensiones a 
medida que se varia la tasa de cizalladura. 
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De acuerdo a 10 anterior, es de suponer que los valores de la viscosidad reportados en la 
literatura nonnalmente se refieren ala viscosidad Newtoniana a alta tasa de cizalladura (ver 
figura 4). 
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Figura 4 Variaci6n de la viscosidad reducida,LLr con la tasa de cizalladura, mostrando 
los intervalos de comportamiento Newtoniano (JJo YI-La;) Y la regi6n de comportamiento 

cizalle-adelgazante (0 pseudoplastico). 

Modelo de la viscosidad de Cross. Cross (1965) dedujo una ecuaci6n de la forma: 

(74) 


Donde; I-Ls es la viscosidad reducida, Cc es una con stante con unidades de tiempo y h es una 
constante adimensionaL 

Se puede ver facilmente que la estructura de la ecuaci6n (74) asume que se debe conocer 
los val ores de las viscosidades Newtonianas a baja yalta tasa de cizalladura (JJo y ,LLa;), 
ademas de los parametros Cc y h, los cuales deben ser detenninados experimentalmente. 

Manipulando la ecuaci6n (74) se puede obtener una forma mas sencilla del modele de la 
viscosidad de Cross, asi : 

(75) 
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Modelo de la viscosidad de Ellis . Haciendo uso de la relacion constitutiva planteada en 
la ecuacion (69), el modele de Cross expresado en la ecuacion (74), se puede expresar en 
terminos del esfuerzo de cizalladura T introduciendo este termino en reemplazo de y : 

fJ-s - fJ- ro (76) 
fJ-o -fJ-ro I+(CT T) h 

Donde Cr sera: 

CT = Cc (77) 
fJ-s 

El modele de la ecuacion (76) es el modele de Ellis, el cual como se puede ver facilmente 
es una version del modele de Cross. 

Modelo de la viscosidad de Carreau. Un modele con estructura similar al de Cross 
es el de Carreau (Barnes et. aI , 1989): 

fJ-s - fJ-ro _ 1 

fJ-o - fJ- ro - 0+ [Cd fr 2 

(78) 

Donde Cc es una constante y posee un significado similar a la del modele de Cross. 

Modelo de la viscosidad de ley de potencia. Un caso particular que satisface 
conjuntamente al modele de Cross y al modele de Carreau, ocurre cuando JLo » fJ-s y a su 

vez fJ-s» fJ-oo, esto es: 

fJ- ro < < fJ-s < < fJ-o (79) 

Bajo estas circunstancias ambos modelos se pueden expresar como: 
j.Jo (80)j.J, = (CcY ) 

Haciendo algunos arreglos, tales como: 

K = fJ-o y, h =1-n (8 I) 
C~ 

Se puede reescribir la ecuacion (81) de la siguiente manera: 

fJ-s = Kyn-l (82) 



La que es conocida como el modelo de Ley de potencia, y a n suele llamarsele el indice de 
la ley de pOlencia yaK se Ie denomina consistencia. 

Los val ores de n permiten identificar el comportamiento reologico de la suspension, as!: 

n <:: 1; La suspension sera cizalle-adelgazante 0 pseudop/tistica 

n = 1; La suspension sera Newtoniana 

n > 1; La suspension sera cizalle-espesante 0 dilatante. 

Se puede notar que linealizando la ecuacion (82), 10 cual ocurre si se grafica el modeJo de 
ley de potencia en un plano log-log, se obtiene Ja expresion lineal 

log)is = log K - (1 - n )Iog j (83) 

Si se observa Ja figura 4, puede notarse que entre las dos regiones de comportamiento 
Newtoniano de 1a suspension, existe un interva10 de la tasa de cizalladura en que la 
viscosidad presenta un comportamiento lineal en un plano log-Jog Esta region lineal en 
este plano esta bien modelada por la ecuacion (82), 10 que permite deducir que en las 
regiones asintoticas el modelo de ley de potencia presenta serios inconvenientes en cuanto a 
la prediccion de la viscosidad. 

Lo anterior implica que el modeJo de ley de potencia tiene una limitada capacidad de 
prediccion de la viscosidad en las cercanias de las regiones Newtonianas a baja yalta tasa 
de cizalladura, 10 cual es una consecuencia directa de las suposiciones que se usaron para 
derivar la magnitud de la viscosidad, las cuaJes se plantearon en la estructuracion de la 
ecuacion (82) . 

A manera de conclusion, se puede deducir que el modelo de ley de potencia representaria 
adecuadamente la viscosidad de la suspension de la region lineal de la curva de viscosidad 
versus la tasa de cizalladura en un plano log-log, cuya pendiente seria (n-1), mientras que 
en las cercanias de los valores asintoticos de la viscosidad, tanto a muy baja como a muy 
alta tasa de cizalladura, el modelo puede presentar problemas de prediccion de la viscosidad 
de las suspensiones, 10 cua1 es una consecuencia de las suposiciones planteadas para el 
desarrollo del modelo (Po » /-is y a su vez /-is » /-ioo, ). 

Ecuacion constitutiva de Ostwald. Sj multipljcamos a ambos Iados de la ecuacion (82) 
por la tasa de cizalJadura obtenemos eJ esfuerzo de cizalladura en la suspension, asi que: 

(84) 


Esta ecuacion es conocida como la ecuacion constitutiva de Ostwald (Fredrjckson, 1964) 
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Modelo de la viscosidad de Sisko. Un caso especial se obtiene si tan solo j.1o »> "ex;, en 
el modelo de Cross planteado en la ecuacion (74); por 10 que se obtiene • 

"0
", = "en + (Cd t (85) 

Cuya ecuacion represent a el modelo de Sisko (Barnes et. aI, 1989). 

Considerando los cambios de variables present ados en la ecuacion (81), el modelo de Sisko 
puede presentarse como. 

"s ="00 + Kyn-, (86) 

Ecuacion constitutiva de Bingham. En el caso de que una suspension en particular 
tenga un indice de ley de potencia igual a cero (n = 0), la ecuacion (86) tendni una 
estructura en la cual K tendra unidades de esfuerzo, por 10 que se puede denotar por TO; asi 
que. 

T 
(87) "s= "00 + _0 

I' 

Si a la ecuacion (87) Ja multiplicamos a ambos lados de la igualdad por la tasa de 
cizalladura, se obtiene que 

TS = To + " wI' (88) 

Donde TO define un esfuerzo de cedencia. 

Recordando las suposiciones planteadas en el desarrollo del modelo de Sisko, j.1o »> "00, 
como se ve en la ecuacion (85), y teniendo en la cuenta que el modelo de Bingham 
planteado en la ecuacion (88), es una solucion particular de la ecuacion (86), entonces, 
puede deducirse que para suspensiones cuya pendiente de la curva de flujo sea 
exageradamente alta a muy bajas tasas de cizalladura 1', esto es para f.1o muy grandes, es 

facil confundir la viscosidad Newtoniana a baja tasa de cizalladura con el eje del esfuerzo, 
por 10 de acuerdo a la escala de los experimentos se pueda reportar un esfuerzo de cedencia, 
aunque real mente este no exista verdaderamente. 

Por 10 tanto, el reporte 0 no de esfuerzos de cedencia a nivel experimental dependera de la 
sensibilidad en la medicion del equipo a tasas de cizalladura cercanas a cero (Bustamante, 
1999), pues en algunas ocasiones sera una aproximacion debido a que la suspension tiene 
una muy alta viscosidad Newtoniana JiO, a baja tasa de cizalladura. 

Puede notarse que la suspension que pueda ser representada por una ecuacion constitutiva 
como la ecuacion (88), presenta un comportamiento Newtoniano despues de superar el 
esfuerzo de cedencia, por 10 que la viscosidad plastica a tasas de cizalle muy altas seria 
siempre igual, 10 que ha permitido darles el nombre a estas suspensiones de elasto-plasticas. 



Ecuacion constitutiva de Herschel-Bulkley. Despejando el tennino fls en el modelo 
de Cross de la ecuaci6n (75), se puede obtener que: 

(89) 


Considerando un caso especial cuando 

(Cer ),,-1 »> 1 (90) 

la ecuaci6n (89) se reduce a: 

(91) 


Si flo es muy grande, esto es: 
flo ~ 00 para r~ 0 

al multiplicar a ambos lados de la ecuaci6n (91) por la tasa de cizalladura se tiene que: 

(92) 


La ecuaci6n (92) se conoce como la Ecuacion constitutiva de Herschel-Bulkley 

N6tese que si no existe esfuerzo de cedencia, la ecuaci6n (92) se transforma a la relaci6n 
constitutiva de Ostwald, representada por la ecuaci6n (84). 

Las suposiciones planteadas para la deducci6n de la ecuaci6n (92) permiten deducir 
facilmente las limitaciones de la ecuaci6n constitutiva de Herschel-Bulkley Si se considera 
que la condici6n mas fuerte se plante6 en la ecuaci6n (90), se puede inferir que esta 
ecuaci6n constitutiva se ajusta a deformaciones con valores de KHB muy pequeoos y/o a 
tasas de cizalladura cercanas a cero. 

Modelos de viscosidad que dependen de la fraccion volumetrica de solidos «I> 

Como se plante6 en la ecuaci6n (72), fuera del efecto de la tasa de cizalladura sobre la 
viscosidad aparente de las suspensiones, existe ademas, un fuerte control de la reologia de 
las suspensiones por la fracci6n volumetrica de s61idos ¢ (ver figura 5). 

Sin embargo, este efecto ha side muy dificil de caracterizar sobre todo en el caso de 
suspensiones donde la fracci6n de s61idos sea relativamente alta. Es por esto, que en aras 
de comprender un poco mas el efecto de esta variable sobre la reologia de suspensiones, se 
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separa la modelaci6n de suspensiones concentradas (alto valor de ¢) de suspenslones 
diluidas (bajas en ¢). 

ModeLos de La viscosidad que dependen de La fraccion voLumetrica de solidos, ¢, en 
suspensiones diLuidas. 

Para suspensiones con un una fracci6n volumetrica de s61idos muy bajas (¢ ~ 0), la 
ecuaci6n desarrollada por Einstein (1956) predice la viscosidad eficientemente (Storms et. 
aI, 1990). 

Einstein demostr6 que al agregar particulas a un liquido Newtoniano se genera un 
incremento de la viscosidad reducida j.1r asi: 

j.1 ,. =~ = (I + 2.5¢) (93) 
j.1j 

Con j.1r como se defini6 en la ecuaci6n (73) . 

La ecuaci6n (93) no considera efectos generados por el tamano de particula, ni por las 
interacciones hidrodinamicas entre las mismas. Sin embargo, cuando se intenta considerar 
las interacciones entre las diferentes particulas, al modelo de la ecuaci6n (93) se Ie han 
incorporado terminos de orden mayor en ¢. tales como ¢2, ¢3, etc. 

En este sentido, Tomas, reportado por Jinescu (1974), propone un modelo de la forma 

j.1 s = I + 2.5¢ + 14.1¢ 2 + k 3¢ 3 (94) 
j.1 f 

Siendo k3 una con stante que se determina experimentalmente. 

Este modelo fue modificado parcial mente por Jinescu (1974) cambiando el termino que 
involucra la fracci6n volumetrica al cubo de la ecuaci6n (94) de la siguiente manera: 

j.1s = 1+ 1.25¢ + 10.05¢ 2 + 000273exp(16.6¢ 3) (95) 
j.1 j 

Sin embargo, tanto Tomas como Jinescu (Jinescu, 1974) al justificar la introducci6n de 
terminos al cubo coinciden en concluir que a medida que se involucra el termino al 
cuadrado de ¢, mejora la predicci6n de los valores de la viscosidad hasta cuando el valor de 
¢ no supere al 0.20 (Jinescu, 1974). Con fracciones volumetricas de s61idos (¢) mayores a 
0.20 los valores de la viscosidad obtenidos mediante el uso del modelo se alejan 
substancialmente de los obtenidos experimentalmente, introduciendo un error apreciable. 



Para tenninar, Batchelor (1977), elimina el termino al cubo de las ecuaciones anteriores y 
propone una ecuacion de la forma: 

fi s =1+ 2.5¢ + 6.2¢ 2 (96) 
fiJ 

Para todos los modelos anteriores, los autores sostienen la validez de sus ecuaciones para 
suspensiones compuestas por un fluido Newtoniano y un sistema particulado compuesto 
por esferas de un tamano unico y donde los efectos gravitacionales son despreciables, esto 
es, donde la densidad de la particulas es igual a la densidad del fluido que forma parte de la 
mezcla. 

Es importante res altar que dentro de un dl.lculo de orden de magnitud, en la ecuacion (94) y 
(73), el termino que contiene la fTaccion volumetrica al cubo a 10 sumo contribuye 
aproximadamente con un 1 % para el caJculo de la viscosidad relativa; 10 cual es muy 
pequeno si se considera el error experimental ocasionados por las dificultades de 
reproducibilidad los cuales exceden normal mente el 15% (Cheng, 1984), si se tiene en la 
cuenta los efectos generados por la distribucion granulometrica, la intensidad de mezcla en 
el viscosimetro, el cambio de estructuras en el empaquetamiento por aumento de la fraccion 
volumetrica de solidos en la suspension, las variaciones della abertura ("gape") del 
viscosimetro, el efecto pared y la razon aberturaJdiametro del tubo, entre otros factores. 

Lo anterior ha permitido excluir el termino al cubo, 10 que favorece notoriamente el modelo 
de Batchelor planteado en la ecuacion (96) . 

Analizando el modele de Einstein, planteado en la ecuacion (93), una SUposlclOn 
importante consiste en asumir que la distancia entre las particulas es tal que no existen 
colisiones entre elias (Einstein, 1956), por 10 tanto el efecto del empaquetamiento es 
desestimado y por en de la estructura lineal no considera efecto de interaccion entre las 
diferentes particulas que fonnan la suspension 

Modelos de la viscosidad que dependen de la fraccion volumetrica de solidos, ¢, en 
suspensiones concentradas. 

Para tratar de involucrar los efectos del empaquetamiento de las particulas, los model os han 
tratado de introducir tenninos de orden cuadratico y cubico en ¢. Sin embargo, no es una 
premisa segura el hecho de que los exponentes de ¢ sean exactamente numeros enteros 
positivos. De 10 anterior surge una duda hacia est a estrategia, 10 que se comprueba si tan 
solo se comparan los datos obtenidos experimentalmente con los datos calculados a partir 
de la aplicacion de alguno de los anteriores modelos. 

Lo anterior conduce a plantear una nueva estrategia, pues hasta el momento practicamente 
el efecto del empaquetamiento no ha sido estrictamente introducido, ya que se deben 
considerar otros terminos relacionados a la distribuci6n de tamanos y forma de las 
particulas 
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Maxima fraccion de empaquetamiento ¢c 

E[ efecto de [a interacci6n dimimica entre [as particu[as se ha tratado de mode[ar a traves de 
[a fracci6n de maximo empaquetamiento ¢c (Dabak & Yuce[, 1987, Frith et. aI., 1987, 
Leighton & Acrivos, 1987, Russe[, 1987 y Szengun & Probstein, 1989, entre otros) 

Se define [a maxima fracci6n de empaquetamiento como aquella fracci6n vo[umetrica de 
s6[idos en la cua[ [as particulas poseen un contacto tridimensional con [as demas particu[as 
de la suspensi6n, 10 que genera un incremento exagerado de la viscosidad haciendo[a tender 
a infinito (ver figura 5). 

Es de esperar que ¢c depende de [a forma de las particu[as y del arreg[o que favorezca [a 
disposici6n espacia[ de [as particu[as. En [a tabla 1 se muestra diferentes va[ores de [a 
fracci6n maxima de empaquetamiento para diferentes arreg[os de particulas esfericas. 

Ademas de [0 anterior, [a maxIma fracci6n de empaquetamiento depende fuertemente 
tambien de [a distribuci6n de tamanos de particu[as (Tangsathitkuchai & Austin, 1988, 
Dabak & Yucel, 1987, Kim, et. ai., 1993) y de [a forma de [as particu[as (Mayadunne, et. 
aI., 1996). 

Modernamente se hab[a de paquetes de particu[as 0 "c[usters" y hasta de paquetes de 
paquetes (Quemada, 1985), [os cua[es se forman en las suspensiones y es posible mediante 
la tecnica del efecto Tindall medir los tamanos de estas estructuras. 

Desde este punto de vista, una manera de ca[cu[ar ana[iticamente la fracci6n de maximo 
empaquetamiento en una suspensi6n, consiste en asumir que est a seria [a fracci6n 
volumetrica maxima de s6[idos de particulas en los paquetes, 0 bien, la maxima fracci6n 
de paquetes de paquetes en [a suspensi6n (Quemada, 1985). 

Experimentalmente la fracci6n de maximo empaquetamiento se puede determinar en un 
grafico de viscosidad versus fracci6n vo[umetrica de s6[idos (ver figura 5), en la cual un 
pequeno incremento de ¢ conduce hacia un exagerado aumento de [a viscosidad . 

TABLA 1. Maxima fraccion de empaquetamiento ¢>c para diferentes arreglos de 
esferas de igual diametro (Quemada, 1985). 

Arreglo del sistema particulado de esferas ¢>c 
Cubico simple 0.520 
Minima configuraci6n termodinamicamente estab[e 
Empaquetamiento hexagonal 

0.548 
0.605 

Empaquetamiento a1eatorio de esferas 0.637 
Empaquetamiento cubico de cuerpo centrado 
Empaquetamiento cubico de cara centradal hexagonal 

0.680 
0.740 
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Por ultimo, es de esperar que cuando la suspension se encuentre en condiciones cercanas a 
la de maxima fraccion de empaquetamiento, la viscosidad sea exageradamente alta. Lo 
anterior implica que en estas condiciones se presenten grandes incrementos de la viscosidad 
con pequefios incrementos de la fraccion volumetrica de solidos y por 10 tanto los modelos 
anteriores no sean muy eficaces en la prediccion de la viscosidad (ver la figura 5). 

1!:D 

o 

0,01 

Viscosidad reduclda para Carb6n..coke I 

0,1 

Fracci6n voiumetrica ~ 

1 

Figura 5. Curva de viscosidad reducida versus la fraccion volumetrica de solidos para una 
suspension de carbon-coke. 

Para estudiar la reologia de las suspensiones concentradas, se utilizo una tecnica que 
consistio en promediar la influencia de las particulas vecinas e introducir este aspecto en los 
modelos. 

EI primer desarrollo es de Ball & Richmond, reportado por Barnes, et. al. (1989), el cual 
consistio en suponer que los efectos de todas las particulas en una suspension concentrada 
es la suma de los efectos de las particulas agregadas secuencialmente; asi que si se 



diferencia la ecuaclOn de Einstein, se obtienen los incrementos diferenciales de la 
viscosidad de una suspension, los cuales se pueden expresar asi : 

5 
djis = - ji f d¢ (97)

2 

Puede notarse como la viscosidad del fluido jif es una condici6n de contomo en la soluci6n 
de la ecuaci6n de Einstein, ya que el valor de la viscosidad de la suspensi6n jis es jif cuando 
la fracci6n volumetrica ¢ es cero. Esto pennite establecer el siguiente reemplazo: 

djis _ 5 d¢ 
(98) 

jis - 2 (1 + 2 . 5¢ ) 

Donde se interpreta a djis como el incremento diferencial de la viscosidad por la adici6n de 
particulas que aumentan diferencial mente la fracci6n volumetrica de s61idos en una 
suspensi6n de viscosidad jis. 

Puede observarse como eI tennino (1+2.5¢) en la ecuaci6n (98) es un aumento efectivo del 
volumen de las particulas en la suspensi6n ocasionado por el arreglo intrinseco de las 
particulas al formar los paquetes, debido a que en este caso se consideran los espacios 
entre las particulas. 

Sin embargo, la ecuaci6n (98) sigue siendo valida solamente para suspensiones diluidas, 
por 10 que si se desea generalizar el modelo a valores relativamente altos de la fracci6n 
volumetrica de s61idos ¢ el tennino (1+2 .5¢) puede ser reemplazado por (1- A¢), en donde 
se cumpla la condici6n de contomo de: 

(1 - l¢) = (1 + 2. 5¢) para ¢ ~ 0 (99) 

Donde 1 tendra en la cuenta el efecto del empaquetamiento, 6sea que A es una funci6n de ¢, 
y por 10 tanto: 

1 =I(¢) (100) 

asi que: 

l(¢) = -25 
= para ¢ ~ 0 (101) 

Se puede ver facilmente que el valor de 1 puede ser diferente a -2/5 para fracciones 
volumetricas muy altas y/o suspensiones fonnadas con particulas diferentes a la fonna 
esferica. 

De acuerdo a 10 anterior, se puede reestructurar la ecuaci6n (98) de la siguiente manera: 



(102) 

EI reemplazo del factor (J-Arj» no es muy explicito en la literatu ra pero se puede orientar un 
anal isis hacia la identificacion de este factor y su papel en la reologia de suspensiones. En 
este sentido ampliaremos a continuacion este aspecto el cual fue desarrollado por 
Bustamante (1999). 

Interpretacion deL factor (1-A¢) de acuerdo a La teoria de formacion de paquetes de 
parlicuLas. 

Bustamante (1999) desarrollo una teoria con el fin de identificar el papel que cumple el 
factor (I-A¢) de acuerdo a la teoria de formacion de paquetes. 

Si rj> es la fraccion volumetrica de solidos en una suspension, (I-rj» es la fraccion de agua en 
la mezcJa. Ademas de 10 anterior, Bustamante (1999) asume que el agua en la suspension 
puede ser dividida en dos fracciones: 

a. 	 Una fraccion del agua en la suspension que esta ligada a Ja formacion de paquetes, y 

b. 	 Una fraccion restante de agua que se denominani por esta investigacion "agua 
libre", la cual no est a necesariamente ligada a Ja formacion de paquetes de 
particulas, la cual es proporcional a (J- ).¢r 

De otro lado, Bustamante (1999) asume que es razonable suponer que el principal promotor 
del comportamiento tipo Iiquido de las suspensiones minerales seria Ja fraccion de agua que 
no esta ligada a la formacion de paquetes, y por 10 tanto en este sentido, Ja disipacion de 
energia mecanica se veria disminuida a medida que aumente la magnitud de agua "Jibre" en 
la suspension. 

De esta manera, si el termino (J-A¢;n se incrementa, 10 cual indica que el agua "libre" 
aumenta, la viscosidad de la suspension disminuye, e igualmente si este termino disminuye 
a viscosidad aumenta fuertemente. 

Mirado asi, la fraccion de agua [(l-¢)-(l-A¢/] es la fraccion de agua asociada ala 
formacion de paquetes. 

SoLuciones parlicuLares de La ecuacion (102) 

De la ecuacion (102) se pueden obtener varias soluciones particuJares dependiendo del 
valor de A, los cuales a su vez permiten analizar y deducir algunos de los model os que se 
report an en la literatura (Barnes, et. ai., 1989): 
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Primer caso: Cuando: A = 0 

Integrando la ecuaClon (102), Y considerando que A es igual acero, se deduce una 
expresion exponencial de la forma: r 

lis = Iif exp( %¢) (103) 

La ecuacion (103) sugiere que la viscosidad de una suspension puede representarse por este 
tipo de modelo si el ernpaquetamiento se puede despreciar en la suspension, 0 10 que seria 
equivaJente, no existe fraccion de agua ligada a Ja formacion de paquetes, 10 cual podria 
aproximarse a suspensiones de esferas relativamente gruesas y diluidas. 

Puede notarse que si se expande la ecuacion (103) en serie: 

5 25¢1 125¢3 ]
Ii =lif l+-¢+--+- -+ ... (82) 

s [ 2 4 21 8 31 

se pueden tener las siguientes consideraciones: 

./ AI truncar los terminos de orden mayor e igual ados se reproduce el modelo de la 
viscosidad de Einstein, ver la ecuacion (93) . 

./ Si se truncan los terminos de orden tres en adelante aparece la estructura del modelo de 
Batchelor, ver ecuacion (96) 

./ Si se toman los cuatro primeros terminos de la expansion aparece la estructura del 
modelo de Tomas, ver ecuacion (94) . 

De acuerdo a 10 anterior Bustamante (1999) dedujo que los modelos de Einstein, Tomas y 
Batchelor, consideran implicitamente que no se forman paquetes de particulas, 0 10 que es 
equivalente, no hay agua ligada a la formacion de paquetes, asi estos modelos invoJucren 
terminos de orden superior en ¢. 

Por 10 tanto, se puede concluir que al tratar de considerar los efectos del empaquetamiento 
con la introduccion de terminos de orden mayor al unitario en la fraccion volumetrica 
(¢2, ¢3, etc.), la soJucion que se obtiene no puede ser claramente defendida ni tiene un 
so porte matemiltico fuerte. 

Segundo caso: Cuando A es diferente de cero. 

Integrando la ecuacion (102) y considerando que A 7:- 0, se obtiene la siguiente solucion: 

f.1s=f.1j (l-AtP)-SI22 (lOS) 



Analizando esta ecuaci6n, se puede ver que la viscosidad es infinita cuando ¢ = 1/.1, 10 cual 
corresponde a la definici6n empirica de fracci6n de maximo empaquetamiento ¢m (ver 
figura 5); entonces: 

(106) 

Reemplazando la ecuaci6n (106) en la (105) se obtiene que 

¢ ] -5tf>m;2 
Ji =Ji 1-- (107)

s f ( ¢m 

La cual es la ecuaci6n de Krieger & Dougherty (1959) 

Se puede observar nuevamente, que en el caso particular de que A tenga el valor asignado 
en la ecuaci6n (101), la ecuaci6n de Einstein es una soluci6n particular de las ecuaciones 
(lOS) y (107). 

A pesar de 10 anterior Quemada (1985) , reporta que a partir de datos experiment ales el 
valor de A en la ecuaci6n (105) es una funci6n de la forma y del tamano de las particulas 
que forman la suspensi6n y no de la fracci6n volumetrica de s61idos como se determina en 
la ecuaci6n (100). 

Cabe destacar que la ecuaci6n de Krieger & Dougherty (1959) tal como la presentaron sus 
autores, tiene una fundamentaci6n extraida a partir de un "equilibrio quimico" de una 
reacci6n de formaci6n de duplas de particulas como se explica a continuaci6n. 

Aproximacion de Krieger & Dougherty para el calculo de la viscosidad de una 
suspension. 

Considere una suspensi6n de esferas rigidas de radio r en un medio continuo de viscosidad 
Jis Cuando se aplica un esfuerzo de cizalladura T, la suspensi6n fluye con una tasa de 
cizalladura r, 10 que permite que las esferas tienden a rotar con una velocidad angular 

%', arrastrando con ella al fluido que est a adherido a la superficie de las particulas 

(condici6n de no desplazamiento) Sin embargo, debido a las fluctuaciones de 
concentraci6n ocasionadas por el movimiento Browniano, pueden en algun instante 
interactuar pares de esferas separadas en una distancia pequena comparada con el diametro 
de la esferas, esto es, el acercamiento entre particulas es mucho menor que el orden del 
diametro de las particulas. Si estas esferas cercanas fueran a rotar independientemente, la 
tasa de cizalladura en el medio que separa las dos esferas seria extraordinariamente alta. 
Para evitar la alta disipaci6n de energia que consecuentemente se produciria, las esferas 
tenderian a rotar como un conjunto, cuyos centros de masa tenderian a separarse por el 
movimiento de cizalladura. 

j 
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Si la separaci6n entre las dos esferas permite que elias roten independientemente cada uno 
de la otra, las esferas pueden denominarse como "solas", y se denotara como P, al conjunto 
de esferas solas ~ ahora, si los pares de esferas tienden a rotar como un conjunto, los parej! 
serim lIamados duplas y se denotani al conjunto de esferas duplas como P2 En ausencia de 
esfuerzos de cizalladura, la distribuci6n de esferas "solas" y de esferas duplas, puede 
representarse mas formal mente como un equilibrio quimico : 

k j 

2~ <=> P2 (l08) 
kd 

Donde kf Y kd representan las constantes especificas de velocidad de formaci6n y 
destrucci6n de duplas . AJ someterse la suspensi6n a una tasa cizalladura determinada, se 
introduce un segundo mecanismo que favorece de la destrucci6n de duplas, dado que el 
esfuerzo de cizalladura permite separar la rotaci6n de las esferas dobIes, la que 
esquematicamente a nivel de equilibrio quimico se puede representar como 

ks 

P2 ~2~ (109) 

Donde ks es la "constante de reacci6n" de la disociaci6n inducida por el campo de 
cizalladura. 

Si consideramos que N, y N2 son los numeros de particulas "solas" y de duplas, por unidad 
de volumen, respectivamente, se asume una ecuaci6n global para la formaci6n de duplas~ 
as!: 

--dN2 _ k N 2 - (k d - k,)N2 (110)J I
dl 

En el estado estacionario, la ecuaci6n (I 10) se iguala acero, asi que: 
- 1 

N2 = kJ = kJ I +~ (Ill)
[ ]NI2 kd + ks kd kd 

Krieger & Dougherty supusieron que kf y kd son independientes de la tasa de cizalladura, 
mientras que ks es una funci6n de ella, asi que: 

k s = ks(r) (112) 

Con una condici6n inicial, ks = 0, para i = 0 

Si se considera que a una tasa de cizalladura igual acero, el numero de particulas "solas" es 
N, * y de duplas es N2*, la ecuaci6n (111) queda como: 

N * k 
2 J (113)

N*2 k 
I d 



En este punto, Krieger & Dougherty (1959) introducen una relaci6n entre la viscosidad de 
la suspensi6n, la concentraci6n de particulas " solas" y de duplas. Ellos asumieron que la 
viscosidad reducida esta afectada por la concentraci6n de la siguiente forma: 

~ = J; N, + f zNz = J;N + (Iz - 2J;)N2 
( 114) 

1--'-/ 

Donde N es la concentraci6n total de esferas: 

( 115) 


Las funciones fj y h son independientes de la tasa de cizalladura y segun Krieger & 
Dougherty (1959), dependen solamente del numero total de particulas N. 

Cuando la tasa de cizalladura se iguala a cero el numero de duplas es N2 * y la viscosidad 
en este limite sera 1--'-0 . En este sentido: 

(116) 


A una tasa de cizalladura infinitamente grande, todas las duplas estaran disociadas, y por 10 
tanto N2 sera cero. En este caso la viscosidad tendera a la viscosidad Newtoniana a alta tasa 
de cizalladura 1--'-<», asi que: 

(117) 


Sustrayendo la ecuaci6n (115) de la ecuaci6n (116) se tiene que: 

(118) 


Se puede notar que la estructura de la ecuaci6n (118) es simi lar a la del modelo de Cross, 
planteado en la ecuaci6n (74), cuando se model a la viscosidad relativa de la suspensi6n con 
respecto a la tasa de cizalladura. 

De otro lado, al dividir las ecuaciones (111) Y (113), se obtiene que: 

N z = N,z [1 + ~~ - ' (119)
N ° N·z k

2 Z d 

Para lograr la expresi6n mas sencilla de la ecuaci6n (119) Krieger & Dougherty (1959) 
asumieron la suposici6n mas fuerte para la obtenci6n del modelo, a saber: 
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"We now assume that only a smallfraclion a/the 5pheres will be paired as doublets, and 
hence thaI NJ and NJ * are not greatly different from N" 

SegUn esta suposicion, si NJ y NJ * no difieren fuertemente de N (que es el numero total de 
particulas en la suspension), se puede aceptar que la razon (N/ Nj ./ es cercana a fa unidad, 
dado que eI numero de dobles N2 estan muy alejados del valor de N, implicando que N2 
tiende a cero durante todo el proceso. 

Los efectos de esta suposicion son: 

• 	 Las reaccion "quimica" que se plantea en la ecuacion (108) sera debil hacia la derecha 
alcanzando el equilibrio muy rapidamente con solo tener una pequefia cantidad de 
particulas dobIes, ya que N2 (que seria el producto de reaccion) tiende a cero y por 10 
tanto kd »> kf · 

• 	 La reaccion "quimica" que se plantea en la ecuacion (109) sera fuertemente irreversible 
y por 10 tanto, es posible que exista una relacion entre las constantes de tal manera que 
ks »> kf 

• 	 A partir de 10 anterior, la ecuacion (119) podria caer facilmente en una indeterminacion, 
dado que si el numero de dobles tiende acero, la ecuacion (113) se igualaria a la 
ecuacion (119) Esto implica que la viscosidad infinita fuera igual a la viscosidad a baja 
tasa de cizalladura, 10 cual es valido solo para fluidos Newtonianos. 

• 	 Krieger & Dougherty (1959) asumen que a medida que la suspension es sometida a una 
tasa de cizalladura cada vez mayor, la tendencia seria destruir los dobies, lIegando al 
limite en el cual a altas tasas de cizalladura la cantidad de dobles se anula. Sin embargo, 
segUn 10 planteado por Quemada (1986), la evidencia experimental de este fenomeno no 
es tan exageradamente simplista, ya que al so meter a una suspension a una tasa de 
cizalJadura, la tendencia es el establecimiento de un equilibrio entre la formacion de 
paquetes de particulas con la destruccion de estos, aun a fracciones volumetricas de 
solidos en la suspension relativamente bajas . 

• 	 Por otro lado, Krieger & Dougherty (1959) proponen que la destruccion de dobles es el 
mecanismo mas importante en la disipacion de energia mecanica a medida que la 
suspension es sometida a una tasa de cizalladura determinada, pero a la vez minimizan el 
efecto de la produccion de dobles con las suposiciones anteriores y su efecto sobre la 
reaccion "qui mica" como se ve en la ecuacion (108). 

A partir de las consideraciones anteriores, se cuestiona profundamente la irreversibilidad 
de la ecuacion (109), el rapido equilibrio que se alcanza en la ecuacion (108) y su efecto en 
la magnitud de las constantes de reaccion. 

Una alternativa sera analizar la ecuacion (114) Y considerar para altas tasas de cizalladura la 
nulidad del termino (/2+2/1), pero habria que justificar debidamente este aspecto. Lo 
importante es que se podria acceder a resultados similares. 



Efecto implicito al considerar la viscosidad de la suspension unicamente en h~rminos 
de la fraccion volumetrica de solidos.(Dabak & Yucel, 1987). 

Se sabe experimental mente que la viscosidad es una funci6n de varios parametros entre los 
que se encuentra la fi"acci6n volumetrica de s61idos en la suspensi6n tP, el tamafio de 
particulas (x), la distribuci6n de tamafios F(x) , la forma (If) y la densidad (Ps) de las 
particulas como variables que definen a la fase discreta. Por otro lade estan la densidad 
(Po) y viscosidad (f.1.o) del fluido como propiedades que definan la fase continua con una 
energia termica KBT, siendo KB la constante de Boltzman, T la temperatura absoluta, y Ja 

tasa de cizalle (r ) como variable que caracteriza el nivel de la deformaci6n. De esta 

manera es posible determinar que: 

(120) 


A manera de facilitar el analisis, asumamos: 

• 	 Particulas de igual forma, densidad y tamafio, 10 que evita emplear Ires nitmeros 
adimensionales: jactor de forma, grave dad espec!fica y tamano reducido. 

• 	 Fluido inviscido (Il! - 0), con densidad igual a la de los s61idos (ps = Pi) en equilibrio 
termico, que permita obtener una suspensi6n deformada permanentemente bajo un 
campo de cizalladura bajo la condici6n hipotetica de energia cinetica total constante de 
las particulas. 

• 	 Operemos solamente en los casos en los que la taza de cizalladura no tiene efecto sobre 
la viscosidad, esto es a muy baja y a muy alta tasa de cizalladura y en flujo laminar. 

En este caso estariamos observando un fen6meno de deformaci6n isocinetica de una mezcla 
Newtoniana, por 10 que la ecuaci6n (120) podria formularse en terminos de 9 -(3+4) = 2 
numeros adimensionales (aplicando el teorema de Buckingham), los que serian: la 
viscosidad reducida de la suspensi6n y la fi"acci6n volumetrica de s6lidos. Por 10 tanto: 

(121 ) 


Esto implica que al formular un modelo de la viscosidad solamente en terminos de la 
fi"acci6n volumetrica de s61idos se estarian asumiendo como minimo las suposiciones 
anteriores dentro de un contexto de modelaci6n matematica. 

Un caso especial que puede incluirse bajo las condiciones de la ecuaci6n (121) es una 
suspensi6n formada por un fluido Newtoniano mezclado con una poca cantidad de 
particulas esfericas de manera que haya una baja fi"acci6n volumetrica de s61idos en la 
pulpa. En este caso, nuevamente la ecuaci6n de Einstein es valida para estas 
circunstancias. 
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Modelos que involucran ademas de la fraccion volumetrica de solid os, el tamaiio de 
las particulas que forman la suspension. 

Desde tiempo atnis se han hecho esfuerzos por involucrar el tamafio de la particula sobre el 
comportamiento reologico de las suspensiones (Evenson, 1959, Farris, 1968, Parkinsons, et. 
aI., 1970, Dabak & Yucel, 1987, Hopkins & Woodcock, 1990, Storms el. aI., 1990, Kim & 
Luckham, 1993,Tangsathitkulchai & Austin, 1990, Barrientos et. aI., 1994, Logos & 
Nguyen, 1996, Bustamante & Barrientos, 1998). 

El efecto sobre la reologia de las suspensiones en las que particulas esfericas no-coloidales 
formen parte de la mezcla con tamafios en intervalos estrechos (relaciones de tamafio 
grueso a fino entre 1.26 a 15) fue estudiado por Eveson (1959). Esta investigacion 
concluyo que a medida que la amplitud del intervalo de tamafios de las particulas esfericas 
se aumenta, se produce una reduccion de la viscosidad de la suspension. Por otro lado, 
Parkinson et. al. (1970) investigo la influencia sobre la viscosidad de la distribucion de 
tamafios coloidales preparadas artificialmente en la suspension, proponiendo el siguiente 
modele: 

f.1s =exp( 2.5¢1 J [2.5¢2 J ( 2.5¢2 J ( 2.5¢, J (122)- exp exp,' .. exp 
f.1J l- C1¢1 1-C2¢2 1-L2¢2 l- Ci¢i 

Donde ~ es la fraccion volumetrica de las particulas de tamafio i en la suspension y los 
diferentes valores de C, se obtiene mediante la aplicacion de una ecuacion empirica de la 
forma: 

0.01008J ( 0.0029JCi = 1.079 + exp + exp -- (123)( x , X 2 , 

Donde x, es el tamafio i-esimo en la distribucion granulometrica. 

Posteriormente, Dabak & Yucel (1987) plantearon un modelo para predecir el 
comportamiento reologico de suspensiones con distribuciones de tamafio preparadas 
artificial mente. La formulacion consiste basicamente en cuatro parametros adimensionales, 
los cuales deben ser calibrados para cada suspension en la que se desee emplear este 
modelo, en los cuales el tamafio de particula se involucra en el calculo de uno de los 
parametros que tiene que ver con el parametro denominado por ellos de "resistencia de 
flujo" 

Por otro lado, la investigacion de Tangsathitkulchai & Austin (1988) comprueba 
experimentalmente que la viscosidad de una suspension est a fuertemente afectada cuando 
varia la distribucion de tamafios del sistema particulado que forma parte de mezcla . 



Tangsathitkulchai & Austin (1988) trabajaron con distribuciones de tamafios naturales, esto 
es, con distribuciones obtenidas de procesos convencionales de molienda de minerales, las 
cuales fueron caracterizadas por una ecuacion tipo Rosin- Rammler: 

(124)F(x) =t-exp[ -(:Jj 
donde F(x) es la fraccion de tamafio menor al tamafio x en la distribucion granulometrica, 
KRR es el panimetro de tamafio y m es un panimetro de distribucion . 

TangsathitkuIchai & Austin (1988) reportan una conclusion bastante importante desde el 
punto de vista de reologia de suspensiones. Ellos encontraron que la viscosidad de las 
suspensiones varia substancialmente a medida que las particulas cambiaron su panimetro de 
tamafio KRR, pero las variaciones de la viscosidad con el panimetro de distribucion m no 
fueron significativamente importantes . Esto les permitio concluir que el empaquetamiento 
de las particulas no es en si mismo un panimetro tan importante en el comportamiento 
reologico de suspensiones, 10 cual es una de las suposiciones clasicas mas importantes en el 
desarrollo de una teona reologica de estas, ya que el parametro m es mas determinante en el 
empaquetamiento del sistema particulado que el parametro de tamafio KRR. 

EI modele propuesto por Tangsathitkulchai & Austin (1988) tiene la siguiente expresion: 

I.I +exp( -14 .2m 2.6)

1 . _ ¢_ k-O.2 1 (125)426 + 4 .7 (l - ¢ J1+ [_ o.06 --J 
(m - 0.7)2 

Donde Jl-s es la viscosidad Newtoniana a alta tasa de cizalladura, a la cual TangsathitkuIchai 
& Austin (1988) denominaron viscosidad plastica Jl-PL 0 viscosidad Newtoniana a alta tasa 
de cizalladura Jiaa. 

Otras aproximaciones posteriores, tales como los de Storms, et. at. (1990) Y de Kim & 
Luckham (1993) que trabajan con sistemas particulados bimodales (una mezcla de dos 
monotamafios) encuentran que dependiendo de las fracciones relativas de tamafio fino a 
tamafio grueso en las particulas que constituyen la suspension se reduce 0 no la viscosidad, 
la cual disminuye hasta alcanzar un minimo para luego aumentar a medida que se 
incrementa la fraccion de finos en la suspension. Lo anterior fue justificado con el 
empaquetamiento, al ligarse este fenomeno a un decrecimiento de la presion de poro, 10 
cual se confirma por los resultados de la investigacion de Hopkins et. at. ( 1990) para 
suspensiones coloidales, en la cual sostiene que la polidispersion de la granulometna que 
forma parte de la suspension reduce el efecto cizalle-adelgazante de esta a bajas tasas de 
cizalladura y reduce drasticamente el efecto cizalle-espesante a altas tasas de 
cizalladura. 
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Debe tenerse en la cuenta que la reduccion del efecto cizalle-espesante a muy altas tasa de 
cizalladura, 10 cual es propuesto por Hopkins et. al. ( 1990), se debe fuertemente a la 
aparicion de flujos secundarios (Cheng, 1968) que generan procesos de retromezclas, 10 que 
global mente determina un comportamiento turbulento . Una mejor visualizacion de 10 
anterior se puede ver a partir de la teoria de fluidos estructurados (Kline, 1977). 

Por ultimo, Logos & Nguyen (1996) concluyen que la substancial reduccion de la 
viscosidad en una suspension de carbon al agregar particulas gruesas sin variar la fraccion 
volumetrica de solidos se debe a que las particulas mas finas que rellenan los intersticios 
dejados por las particulas mas grandes disminuyen su concentracion en el sene del fluido 
que forma parte de la suspension, y por ende se reduce la viscosidad debido a una 
disminucion efectiva de la fraccion fina en la suspension al ser sometida a una 
deformacion. Esto investigadores concluyen que la fraccion fina controla el 
comportamiento reologico de la suspension, pero no precisan cuantitativamente el efecto . 

No consideran Logos & Nguyen (1996), el efecto del aumento de la eficiencia del 
empaquetamiento de los paquetes de particulas, 10 cual puede reducir el efecto sobre la 
viscosidad del movimiento tipo Browniano (0 mejor conocido como auto-difusion cizalle 
generada, Brady, 1994) de las particulas mas finas, pues los paquetes tienden a poseer un 
control por el movimiento convectivo. 

Para terminar, la polidispersidad de la distribucion de tamafios del sistema particulado que 
forma parte de la suspension, si parece tener un efecto sobre la disipacion de energia 
mecanica de las pulpas, por 10 tanto los resultados de Tangsathitkulchai & Austin (1988) 
son un caso singular de una distribucion granulometrica muy particular (distribuciones 
naturales generados por procesos convencionales de molienda, las cuales posee un solo 
modo en la distribucion), Mas adelante se amplia este concepto cuando se desarrolla 
te6ricamente eI modelo propuesto en este trabajo . 



6. ANALISIS DIMENSIONAL 

El amilisis dimensional para la deducci6n de un modele de la viscosidad fue inicialmente 
empleado por Krieger & Dougherty (1959), despues por 10mha et. at. (1991) y finalmente 
por Barrientos et. at (1994). 

Este metodo es una aproximaci6n en donde la meca.nica de las particulas y la fisica del 
sistema es ignorado, aunque la aproximaci6n sigue siendo enteramente fenomenologica. Lo 
anterior permite determinar la viscosidad de la suspension como una funci6n a priori de 
las diferentes variables del sistema. 

La clave del exito de este tipo de aproximacion radica en definir adecuadamente los 
diferentes numeros adimensiona1es que permitan generar una funci6n de la viscosidad con 
variables tanto del sistema particulado, como del fluido que compone la mezcla, asi como 
de las diferentes variables de estado del sistema. 

Variables del sistema particulado 

• Diametro de las particulas: 	 XI 

• masa de las particulas: 	 m j, O alternativamentela densidad ps 
• 	 Parametros de forma: a j para componente 1, 

a 2 para componente 2, 

! 
an para componente n 

Suponiendo que cada componente del sistema particulado po see una mineralogia 
determinada es posible caracterizar a cada uno de ellos (l , 2, 3, .. . n) con un parametro de 
forma determinada ai, independiente del tamano. 

Variables del fluido que componen la suspension 

• Densidad del fluido : 	 po 
• Viscosidad del fluido: 	 fJ.I 

Variables de estado del sistema 

• Fracci6n volumetrica de s6lidos: 	 ¢> 
• Viscosidad de la suspension: 	 fJ.s 

• tasa de cizalladura: 	 r (0 esfuerzo de cizalladura: -r) 

• Longitud caracteristica del viscosimetro 	Ra-Ri 
• Temperatura: 	 T(o energia KaT) 
• Tiempo caracteristico: 	 Ie 
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La energia termica, definida como KBT, trata al movimiento Browniano como un proceso 
aleatorio Gaussiano-Markoviano; sin embargo, bajo una visi6n no-Markoviana (Volkov & 
Leonov, 1996), la energia de difusi6n asi definida seria simplemente un caso particular, 
pues bajo este ultimo enfoque, se tiene que: 

T
D = - - - (126)

S+ x· Ie 

donde; ~ es el coeficiente de fricci6n, X es el panimetro para la fuerza cuasielastica:-X·ri, , 
por 10 que la movilidad de una particula en un fluido de relajaci6n b= 1I(~+X:tc) depende 
del campo extemo, asi que KET corresponde a un caso particular en que X es igual a cero. 

La funci6n a priori que se determina el esfuerzo y la viscosidad tiene la siguiente forma, 
respectivamente: 

T =r[ Xi ,mi ,a n' Po, '7o , ¢,~ ,L, K s T,le ] (127) 

J.1s = ,uslx;, Pn,an, Po ,JI.r,¢ ,y ,L,KsT,lcJ (128) 

de acuerdo al teorema Buckingham el numero de variables consideradas son 11 y el rango 
de la matrix dimensional es 3 De esta manera, la ecuaci6n (124) puede ser formulada en 
11- 3 = 9 terminos, a saber: 

1. Numero adimensional de viscosidad de La suspension reducida 0 reLativa: J.1r 

Este numero adimensional que ya se defini6 en la ecuaci6n (73), parte del principio de 
superposici6n, por 10 que implicitamente supone que en la interacci6n del sistema 
particulado con un fluido elastico en un mezcla origin a un comportamiento macrosc6pico 
similar al de otro fluido, en el cualla viscosidad efectiva de la suspensi6n es igual a la otro 
fluido al cual se Ie ha variado el tamafio de las moleculas . 

2. Numero adimensionaL de empaquetamiento: ¢ejJ 

La fracci6n volumetrica de s61idos en si misma es un grupo adimensional, pero 
lamentablemente este valor no da cuenta de los efectos que generan los fen6meocrs de 
superficie, los cuales producen un comportamiento similar a un aumento efectivo del 
diametro de la particula, 10 que implica que en la realidad una particula no ocupa un 
volumen proporcional a su diametro aI cuba (x3

) , sino proporcional a (x+ <5/, donde <5 es 
una distancia en la cual las particulas vecinas poseen su maximo acercamiento . En rigor 
deberia definirse un numero adimensional del empaquetamiento como: 

¢eff = : (129) 
c 



donde ¢C es la fraccion critica 0 maxima fraccion volumetrica de solidos en la cual la 
suspension alcanza una viscosidad infinita. 

3. Numero adimensional de densidad reducida: P* 

Este grupo adimensional da cuenta de la relacion entre las fuerzas de peso (debidas a la 
gravedad) y de las fuerzas de empuje, asi : 

Ps P*=- (130) 
Po 

En rigq.t:- se deberia considerar para cada c1ase mineralogica de particulas una densidad 
reducida, cuando se trabaja con una sistema particulado granos de diferentes minerales. 

4 . Numero adimensional de longitud reducida: x*. 

Este grupo adimensional caracteriza la relacion entre el diametro de particuia respecto a 
una distancia, ia cual puede ser ei ancho de la abertura del viscosimetro (Ra-Rc)asi que:: 

x 
x* =-- - (131)

Ra - Rc 

5. Numero adimensional de Deborah; De. 

Antes de definir el numero adimensional de Deborah, De, es conveniente definir el tiempo 
de relajacion tR de una suspension. 

Definicion. Tiempo de relajacion tR y memoria de una suspension 

Cuando se deforma una suspension por un esfuerzo de cizalladura fijo , y subitamente se 
ret ira el esfuerzo, la suspension se demora un instante en retomar el equilibrio. Los 
esfuerzos medidos despues de suspender subitamente la deformacion se pueden denominar 
esfuerzos residuales. 

Como normal mente los esfuerzos residuales, los que se denotaran como .(1), disminuyen su 
magnitud exponencialmente con el tiempo (ver figura 6), entonces se pueden determinar 
estos esfuerzos residuales empleando la siguiente ecuacion: 

r (t) = exp[ - ~l (132) 
reO) tR 

Donde tR es el tiempo de relajacion y .(0) es el esfuerzo de cizalladura en el momento en 
que se retiro subitamente la carga sobre la suspension. 
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La condici6n de borde para la ecuaci6n (132) se puede obtener si se tiene en la cuenta que 
el tiempo de relajaci6n IR satisface la ecuaci6n cuando el lado derecho de la misma es igual 
a l ie, siendo e la base de los logaritmos naturales, esto es: 

TR = T(0r. para t(t) = 'R 	 (133) 

Puede notarse como el tiempo de relajaci6n es una medida del tiempo que requiere una 
suspensi6n para retornar al equilibrio . En este sentido el tiempo de relajaci6n es e1 tiempo 
caracteristico de memoria de una suspensi6n. 

Lo anterior implica que para fluidos elasticos ideaJes, IR seria cero, 0 sea que no tiene 
memoria, mientras que para suspensiones viscoeJasticas la memoria IR tendria un valor 
finito, y no despreciable. 

Numero adimensional de Deborah 

Es un numero adimensional que caracteriza dinamicamente la suspensi6n y es el mas 
importante a nivel reol6gico. En el se relaciona la memoria de la suspensi6n, el cual como 
se defini6 antes no es mas que el tiempo de relajaci6n tR , con el tiempo caracteristico de la 
deformaci6n del material (Ie), asi que: 

De=~ 	 (134 ) 
tD 

Se debe anotar que ID esta relacionado al inverso de la tasa de cizalladura: 1/ Y , de tal 

manera que el numero de Deborah podria redefinirse como: 

De = lIytR 	 (135) 

Un anal isis de este numero adimensional permite definir dos situaciones asint6ticas: 

a. 	 Si el tiempo de relajaci6n tR es muy pequeno (tR ---+ 0), el material posee un numero 
de Deborah De ---+ °independiente del tiempo caracteristico de la deformaci6n tD+O · .. 
que describe reol6gicamente una suspensi6n Newtoniana (Barnes, et. aI. , 1989). 

b. 	 Si una suspensi6n posee un tiempo de relajaci6n tR es muy grande (tR ----;) w), y los 
tiempos de deformaci6n ID son relativamente pequenos con respecto a tR (tR » tc) , 
entonces De ----;) w y el material reol6gicamente se comporta como un s61ido elastico 
(Barnes, et. aI., 1989). Este aspecto puede dar c1aridad respecto a los esfuerzos de 
cedencia que se desarrollan en suspensiones concentradas, para suspensiones elasto­
viscosas, las cuales pueden ser representadas por las ecuaciones constitutivas de 
Bingham, en la ecuaci6n (88) 0 la ecuaci6n constitutiva de Herschel-Bulkley como 
se plante6 en la ecuaci6n (92) . 

Considerando que el tiempo caracteristico de las suspensiones poseen ordenes de magnitud 
que oscilan entre 10-12 segundos para suspensiones muy diluidas hasta 6.0 segundos para 
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suspensiones altamente concentradas de particulas coloidales (Bustamante, 1999), es 
posible que las suspensiones al ser sometidas a muy altas tasas de cizalladura (del orden de 
104 

S·I) en intervalos de tiempo muy cortos (ID muy pequei'ios) presenten una distorsi6n 
inicial en la curva de flujo, ocasionando la aparici6n de un comportamiento tipo s6lido, 10 
que esta asociado al desarrollo de esfuerzos de cedencia en las suspensiones (Bustamante, 
1999) y terrnomecanicamente hablando a la producci6n de mayor entropia en la 
deforrnaci6n, 10 que se percibe por un aumento de la tixotropia (Bustamante, 1999). 

Es obvio que los modelos reol6gicos construidos para predecir la viscosidad en el limite 
Newtoniano a alta tasa de cizalladura, no consideran este numero adimensional, sin 
embargo si se desea obtener predicciones de viscosidad comparando datos obtenidos en 
distintos viscosimetros este numero adimensional es muy importante. 

Dada la dificultad de tener un valor del tiempo caracteristico de la suspensi6n, IR, suele 
hacerse una aproximaci6n empleando otros tipos de tiempos, dependiendo de los 
movimientos mas importantes que puedan presentarse durante el flujo de la suspensi6n, asi: 

a. Si es importante el movimiento Browniano en la suspensi6n se define un tiempo 
basado en este aspecto: 

1/ x 
3 

I =1 =_0_ (136)
R B K T 

B 

b. Si es importante la deformaci6n elastica, como en el caso de suspensiones 
concentradas con diametros relativamente gruesos de particulas, se define un tiempo basado 
en esta deforrnaci6n elastica de cizalladura asi: 

(137) 


donde G es el m6dulo de rigidez de la deformaci6n mediante la aplicaci6n de un campo 
esfuerzos de cizalladura. 

c. Flujo de suspensiones donde la ioercia sea importante, se puede definir 1/ 
2p x

IR = II ~ _0_ (138) 
1]0 

d. Existen otros tiempos que caracterizan la suspensi6n dependiendo de la importancia 
relativa de las fuerzas de tensi6n superficial, las fuerzas de repulsi6n y/o las fuerzas de 
atracci6n electrostaticas para particulas cargadas superficial mente. 

6. Numero adimensional de Peclet: Pe. 

Este numero adimensional se define como la relaci6n entre las fuerzas hidrodinamicas 
debidas a la cizalladura y las fuerzas debidas al movimiento Browniano, asi: 



Pe = rli,!X 3 (139)
KBT 

Como puede notarse , este grupo adimensional tiene importancia cuando el movimiento 
Browniano es significativo, 10 que ocurre particularmente en suspensiones con altos 
contenidos de particulas de tamano coloidal. 

1:D 
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Figura 6. Curva de relajacion de esfuerzos cuando se suspende subitamente el esfuerzo de 

cizalladura para una suspension de Cuarzo y Liquido denso 2, con cl> de 0.20 


(tR = 4.64 s) 


7. Numero adimensional de Reynolds: Re 

Este grupo define el balance de fuerzas inerciales (debidas al campo de velocidad sobre la 
particulas) respecto a las fuerzas viscosas del medio, asi : 

Re = rP oX 2 (140) 
IiI 

Este grupo es importante cuando Re es relativamente mas grande que el numero de Peclet 
Pe, esto es, en el caso de suspensiones con diametros de particulas relativamente grandes 0 

viscosidad del fluido que forma parte de la suspension demasiado baja ( fluido inviscido) . 

Para suspensiones cizalle-adelgazantes, se ha demostrado que el numero de Reynolds, Re, 
disminuye a medida que aumenta la tasa de cizalladura (Barrientos, et. aI. , 1994). 



(141) 

Modelos de viscosidad empleando amllisis dimensional de Barrientos et aL (1994). 

~r 
Con base en una analisis dimensional, Barrientos el" al. (1994) desarrollaron un modelo de 
la viscosidad que se Ie conoce con el nombre de "modelo de los nueve para metros" el cual 
tiene la siguiente estructura: 

(142) 

Donde x es un tamafio promedio de la distribucion de tamafios, y los diferentes parametros 
Pi (i = 1.2, .. ,9) son ajustables para cada tipo de mineral. 

Es de anotar que este modelo introduce como variable caracteristica de tamafio el diametro 
medio de la distribucion, la cual es una medida de tendencia central, por 10 tanto si se 
desea considerar real mente la distribucion granulometrica es pertinente introducir, ademas 
de 10 anterior, otra variable que caracteriza la medida de la dispersion de la distribucion 
como 10 es la desviacion estandar u otro indice estadistico, que de informacion de la 
polidispersi,dad de tamaiios en la distribucion de los solidos que forman parte de la 
suspension. 

Sin embargo, como esta planteado en la ecuacion (142), este modelo es equivalente a la 
viscosidad que tend ria una suspension compuesta por un fluido Newtoniano y un sistema 
particulado con un monotamaiio de diametro igual al tamafio promedio de la distribucion, y 
por ende los efectos ocasionados por la polidispersion de los tamaiios de las particulas, tales 
como empaquetamiento, modificacion de la presion de poro, cambios de area superficial, 
entre otros, debilmente podrian ser considerados. 

En tal sentido Hopkins & Woodcock (1990) introducen para la medicion de las propiedades 
reologicas de una suspension el coeficiente de variacion CV definido como la razon entre la 
desviacion estandar y el tamaiio medio de la distribucion granulometrica del sistema 
particulado que forma parte de la suspension. 

CV =~ (143) 
x 

A pesar de los esfuerzo anteriores, no parece ser tan simple la consideracion de la 
polidispersidad de la distribucion solamente teniendo en la cuenta el coeficiente de 
variacion. 

EI numero de Reynolds empleado en la ecuacion (142) se define como: 
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Re = P f x y (144) 
f.1f 

Es importante resaltar que en el modelo de Barrientos et. at. (1994), se introduce el numero 
de Reynolds en terminos de la tasa de cizalladura y la viscosidad del fluido. Esto permite 
hacer algunos comentarios: 

a. 	 El numero de Reynolds que se define en la ecuaClOn (144) tiene un canicter 
eminentemente reol6gico y describe de alguna manera el estado de deformaci6n 
independiente del equipo. 

b. 	 Debe considerarse que previa a la definici6n planteada en la ecuaci6n (144), existe 
una definici6n de un numero de Reynolds obtenida a partir de la geometria del 
aparato dentro de un regimen laminar, como 10 reportan Tangsathitkulchai & 
Austin (1988), para un flujo de Couette con la siguiente forma: 

ReeL = 2nNPfR:(S -1) (145) 
f.1f 

Donde ReeL es el numero de Reynolds en un flujo de Couette definido en terminos de la 
geometria y operaci6n del viscosimetro, N son las revoluciones por segundo, Rb es el radio 
del cilindro y S es la raz6n entre radio de la copa sobre el radio del cilindro. 

Tangsathitkulchai & Austin (1988) reportan tambien que el numero de Reynolds critico, en 
eJ cual el flujo de Couette pasa de flujo laminar a turbulento esta definido como: 

40 
(146)

Re=, ~ ~l ~ 

Lo anterior implica que el numero de Reynolds, Re; en terminos de la geometria del 
viscosimetro y de las condiciones de operaci6n propuesto por la ecuaci6n (145) difiere del 
numero de Reynolds definido en la ecuaci6n (144), ya que este ultimo tiene en la cuenta un 
parametro de tamafio de las particulas que forman parte de la suspensi6n. 



7. 	 TEORiA DE DISIPACION DE ENERGIA MEcANICA PARA EL CALCULO 
DE LA VISCOSIDAD EN UNA SUSPENSION. 

Happel y Brenner (1965) usaron la misma metodologia que empleara Einstein (1956) para 
el caIculo de la viscosidad en una suspension formada por un fluido newtoniano mezclado 
con particulas duras. 

EI concepto basico propuesto en ambas circunstancias consiste usar el concepto de 
viscosidad reducida., como se planteo en la ecuacion (73). La viscosidad reducida a su vez 
representa la razon entre el trabajo realizado por los esfuerzos de contacto en la suspension 
(Ws) y el trabajo realizado por los mismos esfuerzos en el fluido solamente (Wr), cuando se 
mantienen iguales las condiciones hidrodinamicas en la deformacion de la suspension y del 
fluido Newtoniano dentro del viscosimetro. Lo anterior equivale a comparar el trabajo 
realizado bajo las mismas condiciones de deformacion, la que se como aproximacion 
isocinetica. 

Si consideramos un fluido viscoso con velocidad v, que disipa energia mecimica sobre una 
superficie dS, la tasa de disipacion puede ser caIculada asi: 

Tasa de disipacion 1 
a v-T-dS 	 (147)[ de energia mecimca 

Dado que el vector v - T puede considerarse como un flujo de energia mecanica, la tasa de 
energia por unidad de tiempo y por unidad de volumen que es suministrada debido al 
trabajo efectuado por los esfuerzos sobre un elemento de volumen (cuando no se 
consideran las fuerzas de cuerpo) esta dada por: 

Trabajo reaJizado por 

los esfuerzos por unidad 

de volumen. sobre un 

e1emcnto de volumen 

= 


Trabajo realizado 

sobre un e1emento 

por cambio de su 

volumeo 

+ 


trabajo realizado 

sobre un elemento 

considema do la 

friccion intema 

+ 


Trabajo realizado 

en el movimiento 

del elemento en 

conjunto 

(148) 

'1-(v-T) = -p'1-v + <I> + v - (V -T) 

Ademas, se puede calcular el trabajo realizado por la suspensIOn Ws y por el fluido 
newtoniano Wf, al ser sometidos a un campo de esfuerzos de contacto representado por el 
tensor T de la siguiente manera: 

(149) 
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Por 10 tanto la viscosidad relativa de la suspensi6n se puede definir como (Happel & 
Brenner, 1965): 

e 
Il s _ W_ _ ___T_s_e V_'_ s 0 cIS _..:::1::­

(150) 
Il I WI - fcIS e Tr e v r 

So 

Ahora bien, como se mantiene fija la condici6n de no-deslizamiento (flujo de Stokes), 
entonces: 

V = V . =Vr sobre So (151 ) 

Si cambiamos el marco de referencia al centro de las particulas esfericas, podemos 
transformar el sistema de un estado transciente a un estado estacionario (Barrientos & 
Concha, 1995), por 10 que se pueden comparar ambos regimenes. 

Por otro lado, si consideramos la magnitud de la fuerza de arrastre de cada una de las 
particulas esfericas en la suspensi6n como: 

FD =6JrpRvr~ (152) 

donde Vr es una velocidad relativa s6lido-fluido y ~ es una correcci6n (Happel & Brenner, 
1965), R es el radio de las particulas y / es el espaciamiento promedio entre las particulas en 
la suspensi6n. De esta manera se puede encontrar una expresi6n para la energia disipada 
as.: 

3 2 [x] (153)Es oc 4 JrIlIv,x I 
donde x es el diametro de la particula y Ilf la viscosidad del fluido Newtoniano que forma 
parte de la suspensi6n. 

Ahora bien, asumiendo que las particulas estan orientadas de tal forma que po seen un 
numero de coordinaci6n seis (Happel & Brenner, 1965), es posible determinar una 
velocidad relativa promedio, tal que: 

(v; ) = A(X+/)2(T, : T.) (154) 

Donde A es del orden de 1130 a 1/12 (Happel & Brenner, 1965) la cual depende 
inicialmente de la fracci6n volumetrica de particulas en la pulpa. 

Reemplazando en la ecuaci6n (150), se tiene que: 



(155) 

v 

donde T: es el tensor deformacion evaluado en el centro de una esfera. 

Haciendo los arreglo convenientes para expresar la sumatoria de los tensores en cada 
particula como una integral de volumen se tiene que: 

~ 
3 

"Ti-Ti = "'IT -TdV (156)6 ~ •-. 'I' r- r 
I v 

reemplazando en la ecuacion (155), se tiene que: 

~ oc 2.¢A1J x] (157) 
/.JJ 2 '''LI 

Como se sabe, la razon xii depende de la fraccion volumetrica de particulas en la 
suspension esto implica la existencia de una relacion funcional entre xii y ¢, de acuerdo a 
un arreglo cubico de las esferas, asi: 

~ = (¢/¢my /3 
(158)

I 1-(¢/¢mY'3 

donde ¢>m es la maxima concentracion que se puede obtener (ver figura 5), y por 10 tanto: 

(159)con 
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8. NUEVO MODELO DE LA VISCOSIDAD DE SUSPENSIONES 


De acuerdo a 10 planteado a la luz de las consideraciones tennomecarucas de la ecuaci6n 
(67), se puede obtener una estructura matemcitica de un modelo para la viscosidad reducida 
f.1r en una suspensi6n en los limites Newtonianas de alta y baja tasa de cizalladura, 
solamente. 

Debe tenerse en la cuenta que por definici6n, el planteamiento tennomecanico es incapaz 
de generar un modelo de la viscosidad dependiente de la tasa de cizalladura, pues a medida 
que se involucra la tasa de cizalladura en la deformaci6n de la suspensi6n se introducen 
elementos cineticos en el proceso, 10 cual por definici6n esta fuera del alcance del analisis 
tennodinamico. 

Para una suspensi6n considerada como un fluido Newtoniano generalizado, la ecuaci6n 
(69) se puede reescribir teniendo en la cuenta la ecuaci6n (71) asi: 

,= f.1s(f)f (160) 

donde en general, f.1s es funci6n de la tasa de cizalladura f y se aplica la regia de la cadena 
para derivar la ecuaci6n (160) con respecto a f se tiene que: 

d,

df = f.1s (f) + f df.1(f) (161)


df 

La viscosidad Newtoniana de la suspensi6n a alta tasa de cizalladura (ver figuras 3 y 4) no 
depende de la tasa de cizalladura, entonces: 

df.1(f) =0 cuando f.1(f) = f.1oo (162) 

Si se estima que no se cambia la distribuci6n de la energia intema al deformar una 
suspensi6n por un campo de cizalladura determinado, es posible entonces derivar la 
estructura matemcitica de un modelo de la viscosidad Newtoniana a alta tasa de cizalladura 
independiente esta ultima variable. 

Como se demostr6 antes, la distribuci6n mas probable de paquetes de particulas n* se 
expres6 en la ecuaci6n (60), en donde ~. es la energia intema por unidad de volumen de 
cada paquete de particulas. 

La disipaci6n viscosa de energia mecanica dependeni fuertemente de la distribuci6n de 
paquetes de particulas, por 10 tanto: 

f.1s -a n * 
(163) 

f.1J n 

Esto implica que: 



lis a explvj / KTJ 

lir Q 
6 (164) 

Ii V
In~a _J 

lir KT 

Bustamante (1998) analizo los datos experimentales de Hopkins & Woodcock (1990) Y 
dedujo que la variacion de la presion osmotica en eI sene de la suspension (Ia que en 
mineralurgia se denomina presion de poro) tiene una estructura de la forma: 

t/J(1 - 2 13m) 

p a exp (165) 
K 

Donde m es el coeficiente de distribucion cuando la funcion de Rosin- Rammler representa 
la distribucion de tamanos y como se detail a en la ecuacion (124). 

Si se asume que los cambios en los niveles de energia interna en la suspension debido a 
defonnaciones por esfuerzos de cizalladura pueden ser representados por las variaciones de 
la presion de poro en un volumen detenninado, esto es: 

(I- 2 13m) 

VjaJJ(xp,lff)exp(rp )dVp 
(166) 

Kv 

Donde J(X, If/) es una funcion del tamano y de la fonna de las pafticulas. De otro lado, el 
panimetro de tamano de la distribucion de tamanos segtin la ecuacion (124) es KRR, 
entonces: 

(167) 


Considerando que el tennino exponencial en la ecuacion (166) es independiente del 
volumen de paquetes la cual se puede sacar de la integral, y que la integral de la funcionJ 
es g(KRit Iff), entonces: 

t/J(I - 2I3m) 

V j a g(KRR ,Iff)- exp (168) 
K 

Si se reemplaza la expresion (168) en la ecuacion (164), se puede obtener una expresion 
para la viscosidad reducida en los limites Newtonianos a alta tasa de cizalladura de la 
siguiente forma: 

.,1. (1-2 13m )] 

In lis a g(KRR, If/) -exp ..:....'If__ (169)
[lir K 

Donde KRR Y Iff son los panimetros de tamaiio y de fonna de la distribucion de tamafios del 
sistema particulado, los cuales controlan la coordinacion y estructura de los paquetes de 
particulas que se fonna en la suspension. 
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9. TRABAJO EXPERIMENTAL Y VALIDACION DEL MODELO 


Trabajo experimental 

Equipo de medicion para la evaluacion reoLOgica 

La evaluaci6n del comportamiento reol6gico de las suspensiones se efectu6 en un rotametro 
Haake RV-I00 combinado con un sistema de medida CV 100 acoplado con un sensor de 
torque M5 y cuatro juegos de copalcilindro MVIP, MVI1P, SVI YSVD (ver tabla 2) 

Este rotametro es del tipo copalcilindro con un sistema de medici6n Searle en el cual la 
copa permanece fija y el cilindro interior gira a una velocidad de rotaci6n OJ. La tasa de 
cizalladura en el cilindro interior se calcula mediante la expresi6n: 

1 R2 R2 }{1[D-·--OJ a - ~ a n-Mn 	 (170)II 11- r - 30 R2 _ R2 - 15 R~ _ ~ -

Donde Ra es el radio de la copa y R; el radio del cilindro que rota al interior en el sistema 
Searle, n es la frecuencia del movimiento de rotaci6n en revoluciones por segundo y M la 
expresi6n que se hay a entre parentesis en la ecuaci6n 1. 

Este equipo reporta el esJueno de cizalladura T Y la tasa de cizalladura r, ademas de los 
parametros derivados a partir de estas variables, entre los que se encuentra la viscosidad 
aparente para cada uno de los pares de esJuerzo y tasa de cizalladura. 

En la tabla 2 se muestran las caracteristicas geometricas de los sen sores del viscosimetro 
Haake RV-I00 y los intervalos de operaci6n, en los cuales las mediciones fueron 
efectuadas 

La temperatura de todas las pruebas se mantuvo constante a 11.5 ± 0.5 grados centigrados, 
10 cual se logra mediante un termostato que po see el equipo Haake. 

Minerales empleados 

Se emplearon tres tipos de minerales: 

1. 	 Concentrados de sulfuros metalicos, proveniente de la planta de flotaci6n de 
Molibdeno de la Divisi6n Andina de CODELCO- Chile (G.E. 4.1). Se emplearon 
tres distribuciones granulometricas, las cuales se detaIl an en la figura 7. 

2. 	 Cuarzo cristalino de alta pureza empleado en la fabricaci6n de vidrio (G.E. 2.58). 
Se emplearon tres distribuciones granulometricas (ve figura 8). 

3. 	 Carbon Coke (G.E. 1.48) proveniente de la Compafiia de Aceros del Pacifico CAP 
- Chile. Se emple6 una sola distribuci6n granulometrica (ver figura 9). 
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La distribuci6n de tamafios de cada una de los minerales ensayados, se ajust6 muy bien a 
una distribuci6n Rosin-Rammler(ver ecuaci6n (124)), como se puede apreciar en las figuras 
7, 8 Y 9. 

Tabla 2 Geometria e intervalos de operacion del viscosimetro Haake RV-lOO 

TIPO DE SENSOR 
VARIABLES GEOMETRICAS MVIP MVllP SVI SV2 

Cilindro interno (rotor) 
Radio del eilindro Ri (mm) 20.04 18.40 10.1 10.1 
Altura del eilindro L (mm) "-"' 60.0 60.0 61.4 19.6 

Copaextema 
Radio Ra (mm) 21 21 11.55 11.55 

Volumen de muestra (em}) 40 55 9 6 
Intervalo de Esf!!erzo (pa) 5-230 8-250 10-300 50-350 

lntervalo de tasa de eizalladura (s-J) 0.1-1000 0.08-800 0.05-250 0.05-250 
(Fuente: Manual de operaei6n de rotametro Haake) 
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Figura 8 Distribuciones granulometricas del cuarzo cristalino 

EI equipo utilizado en la determinaci6n de la granulometria fue un analizador de particulas 
SYMPATEC DELOS, empleando la via humeda y por 10 tanto las muestras fueron 
suspendidas en agua destilada en una celda SUCELL y dispersadas con ultrasonido durante 
10 segundos. 

Debe tenerse en la cuenta que los tamafios reportados son diametros de Stokes, debido a los 
mecanismos de medici6n del equipo. 

Fluidos Newtonianos empleados 

Para la preparaci6n de las suspensiones, se emplearon tres tipos de fluidos Newtonianos, 
los cuales fueron evaluados previamente en el rotametro Haake. Los Iiquidos poseen la 
misma densidad de las particulas para impedir la sedimentaci6n durante los diferentes 
ensayos y la estratificaci6n del sistemas particulado durante la medici6n reol6gica. 

Ademas de 10 anterior, los liquidos son apolares con el fin de evitar efectos de interacci6n 
quimica superficial eludiendo de esta manera diferentes efectos electroviscosos. 

La figura 10 muestra las curvas de flujo de los tres fluidos Newtonianos empleados, cuyas 
viscosidades se muestran en la tabla 3. 
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Los amilisis de los datos obtenidos en la evaluaci6n reol6gica tanto desde el punto de 
experimental como desde el punto de vista estadistico en los ajustes matematicos de las 
curvas de flujo, no reportan esfuerzo de cedencia alguno en los Iiquidos empleados, 10 cual 
es una condici6n imprescindible para asegurar el comportamiento Newtoniano de los 
Iiquidos y de esta manera controlar posterionnente la aparici6n de esfuerzos de cedencia en 
las suspensiones al ser defonnadas. 
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Figura 9. Granulometria del carb6n-coke 
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Figura 10 Curvas de flujo de Iiquidos Newtonianos 



Estrategia experimental 

Variacion de parinnetros reologicos de medicion 

Variacion de la tasa de cizalladura 

Los intervalos de variacion de la tasa de cizalladura fueron desde cero hasta 1000 S-I para 
los sensores MVIP y MV1IP y hasta 440 S-1 para los sensores SVI y SV2. 

EI intervalo de tiempo para que la suspension alcance la tasa de deformacion maxima, 
partiendo de cero, siempre fue muy alejado del tiempo de relajacion tR-

Medicion del tiempo de relajacion tR 

EI tiempo de relajacion tR se medio experimentalmente al someter la suspensIOn a un 
esfuerzo de cizalladura determinado (TO), Y luego retirar este esfuerzo subitamente dejando 
que la suspension retome a1 equilibrio espontaneamente, como 10 sugiere el fabricante del 
rotametro Haake (ver figura5). 

Por otro lado, con el fin de evitar confusiones en el analisis de los datos experimentales, se 
programo la operacion del rotametro durante los ensayos con incrementos constantes de la 
tasa de cizalladura en el tiempo, como se aprecia en la figura 11. 

Variacion de la velocidad de aplicacion del esJuerzo de cizalladura 

La gran mayoria de las pruebas se efectuaron con incrementos constantes de la tasa de 
cizalladura, (ver figura 11). 

Lo anterior se hizo con el proposito de poder comparar los resultados reologicos bajo las 
mismas condiciones de velocidad de aplicacion del esfuerzo de cizalladura, pues de 10 
contrario es dificil extraer conclusiones ya que se cambiarian las condiciones de aplicacion 
del esfuerzo 10 cual es un parametro importante en el comportamiento reologico de las 
suspenslOnes. 

Tabla 3 Viscosidades de Iiquidos Newtonianos usados en las suspensiones 

Liquidos Newtonianos Viscosidad 
mPa.s 

Liquido denso 1 281.1 
Liquido denso 2 25.65 
Liquido denso 3 10.58 

-

Ademas de 10 anterior, se tuvo especial precaucion de que los tiempos de deformacion 
durante los ensayos fueran suficientemente grandes, normal mente entre 20 a 60 veces el 



tiempos de relajaci6n tR y asi evitar el efecto ocasionado por la velocidad de aplicaci6n del 
esfuerzo de cizalladura. 

La variaci6n de los intervalos de duraci6n de los experimentos fue entre 6.0 shasta 300 s. 

Variaciones en el sistema particulado. 

Variacion de la fraccion volumetrica de solid os ¢ 

Se investig6 los efectos de la fracci6n volumetrica de s61idos ¢ en intervalos desde 0.01 
hasta 0.50 pasando por 0.05,0.1,0.2,0.3, 0.40, 0.45 y 0.5 

Variacion de la granulometria del sistema particulado 

Como se mencion6 en las secciones anteriores, para el concentrado de cobre se tuvieron en 
cuenta tres distribuciones de tamanos (ver figura 7), para el cuarzo se trabaj6 con tres 
distribuciones de tamanos (ver figura 8) y para el carb6n coke se oper6 con tan s610 una 
distribuci6n de tamanos (ver figura 9). 

Para cada una de las distribuciones originales se efectuaron ensayos variando la fracci6n 
volumetrica de s61idos ¢. 

Para la evaluaci6n del efecto del tamano de particula sobre las reoiogia de la suspensi6n se 
vari6 el parametro de tamano KRR en las distribuci6n de tamanos del sistema particulado 
que forma parte de la suspensi6n y se mantuvo fijo el parametro de distribuci6n m (ver 
ecuaci6n 124). 

AI mantener fijo el parametro de la distribuci6n m (ver ecuaci6n de 124) se pretende evitar 
la modificaci6n de las condiciones de empaquetamiento del sistema particulado en la 
suspensi6n. Esta estrategia fue reportada por Tangsathitkulchai & Austin (1988). 

l1eft1Xl [II 

Figura 11. Variaci6n de la tasa de cizalladura con el tiempo en la mayoria de los 
ensayos realizados con los diferentes minerales 
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Validacion del modelo 

Las figuras 12, 13, 14, 15 Y 16 muestran los resultados experimentales y las curvas 
simuladas empleando el modele propuesto. 

Si no consideramos la forma de las particulas, se puede reducir el modelo de la ecuaci6n 
(169) asi : 

t/J(1-213m> ]
In lis = P(K

RR 
)· exp -'---- (171)[Ii! K 

Donde P(KRR) es una funci6n del panlmetro de tamafio del sistema particulado que forma 
parte de la suspensi6n y el panlmetro K depende solamente del parametro m de la 
distribuci6n de tamafios (ver ecuaci6n 124). 

La estadistica de las regresiones no-lineales y la cota de error en que se incurre cuando se 
simula el modele respecto a los datos experimentales, hace que este modelo tenga una 
capacidad de predicci6n muy alta con respecto a los reportados en la literatura c1asica de 
reologia de suspensiones. 

Modefacion de fa viscosidadpara suspensiones de sulfuros metalicos 

Las suspensiones compuestas por un fluido Newtoniano y una distribuci6n de tamafios de 
sulfuros metalicos cuando el sistema particulado posee una distribuci6n granulometrica 
muy amplia, present6 bajo el modele de la ecuaci6n (171), el siguiente ajuste (ver figura 
12): 

In [EL]= 0.069 o exp [t/JO.444] (172) 
Ii! 0.161 

Con una cota de error del 0.9% Y el chP del ajuste es de 0.031 con un intervalo de 
confianza del 95%. 

De otro lado, si no se varia fuertemente la distribuci6n de tamafios del mineral de cobre; se 
tiene que el ajuste de acuerdo a la ecuaci6n (171) se presenta asi . 

Para la distribuci6n mas fina de concentrados de cobre (ver figura 13) se tiene que: 

In[EL] = 0.0geXp[ t/J0 .44~ ] (173) 
Ii! 0.161 

Con una cota de error del 7.0%, chi de 0.140 e intervalo de confianza del 95%. 

Para la distribuci6n de tamafios de concentrados de cobre mas gruesa (100% mayor amalia 
325) se obtuvo el siguiente resultado: 
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In[i:!£] =0.lS8eXp[L]
f.1J 0.177 

(174) 

Con una cota de error del 1.0%, chi2 de 0.0229 e intervalo de confianza del 95%. 

Jl r 

100 
Concentrado de Cobre 

10 

M>delo: 

In(Ils/Ilt)=O · 069· exp(~Q445/O.161 ) 

1~=-~~--~--r-~--~--r-~--~--r-~--~ 

0,0 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 0,6 

Fraccioo votum6bica de s6lidos , 

Figura 12. Curva simulada y valores experimentales de la viscosidad reducida versus la 
fracci6n volumetrica de s61idos en la suspensi6n, para el mineral de sulfuro con una 

distribuci6n de tamafios muy amplia. 

Modefaci6n de fa viscosidad para suspensiones de cuarzo cristalino 

Las figuras 14 y 15 muestran los resultados del ajuste del modelo propuesto en la ecuaci6n 
(171) con suspensiones compuestas con cuarzo cristalino para diferentes distribuciones de 
tamafio, pero donde se conserva fijo el parametro m de la distribuci6n Rosin-Rammler que 
se plantea en la ecuaci6n (124). 

Cuarzo cristalino grueso (ver figura 14): 

In[i:!£] = 0.027 exp[L]
f.1J 0.150 

(175) 

Con la siguiente evaluaci6n estadistica; cota de error del 0.60%, chi de 0.012 e intervalo de 
confianza del 95%. 
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Figura 13. Resultados experimentales y curva simulada de la viscosidad en suspension de 

mineral de cobre, modificando fuertemente la granulometria del sistema particulado. 

Cuarzo medio (ver figura 15): 

In[ f.-ls 1= 0.037 exp[ (>0.391 ] 

f.-lf 0.150 
(176) 

Con la siguiente evaluacion estadistica; cota de error del 0.30%, chi de 0.0025 e intervalo 
de confianza del 95%. 

Cuarzojino (ver figura 15): 

In[~l = 0.043exp[~]
f.-lf 0.l50 

(177) 

Con la siguiente evaluacion estadistica; cota de error del l.0%, chi de 0.024 e intervalo de 
confianza del 95%. 
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Figura 15. Datos experimentales y curva simulada de la viscosidad relativa /-lr de cuarzo 
medio y fino, versus la fracci6n volumetrica de s61idos en la suspensi6n. 
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Figura 16. Curva de viscosidad reducida simulada y valores experimentales de la 
viscosidad relativa Ilr para una suspensi6n de carb6n-coke 

Modefaci6n de fa viscosidad para suspensiones de carb6n-coke 

Las suspensiones de carb6n-coke presentaron el siguiente ajuste del modelo planteado en la 
ecuaci6n (171). 

[ 
Il ] [ ¢O.2~1 ]In _s =0.014exp -­
III 0.105 

(178) 

Con la siguiente evaluaci6n estadistica; cota de error del O. 1 %, chI de 0.019 e intervalo de 
confianza del 95%. 

De 10 anterior es faci I observar que los parametros del modelo de la ecuaci6n (171) tienen 
una estrecha relaci6n con la distribuci6n granulometrica del sistema particulado que forma 
parte de la suspensi6n. 

Se puede verificar que el parametro P(KRR) es realmente una funci6n del parametro de 
tamano de la distribuci6n tipo Rosin-Rammler de la ecuaci6n (124), mientras que el 
parametro K en la ecuaci6n (171) depende de fuertemente del parametro de distribuci6n m 
en la ecuaci6n (124) y de la amplitud de la distribuci6n de tamanos del sistema particulado. 



10. DISCUSION 

EI modelo propuesto en la ecuacion (I 71), posee una fundamentacion tennomecanica, la 
cualle da una base conceptual bastante s61ida desde el punto de vista fenomenol6gico . 

Sin embargo, la funci6n P(KRRJ de la ecuaci6n (I71) debe ser evaluada con mayor 
precision, asi como el panimetro K del modelo. 

A pesar de 10 anterior, se muestra la potencialidad de fusionar elementos de la mecanica de 
particulas con la mecanica del medio continuo, para lograr avances en la identificaci6n de 
fenomenos reol6gicos en suspensiones minerales con distribuciones amplias de tamafios de 
particulas. 

De otro lado, es importante destacar que la interpretacion que se Ie da en este trabajo al 
factor (J-MjJ) de la ecuaci6n (105) unido a la teoria de formaci6n de paquetes, pennite 
dilucidar un aspecto de bastante dificultad para interpretar en reologia, y es el papel del 
agua en la suspension sobre las caracteristicas reol6gicas de la pulpa. 

EI papel que cumple el agua que no esta ligado a la formacion de paquetes de particulas en 
la disipaci6n de energia mecanica de la suspensi6n al ser deformada permanentemente 
merece atenci6n y es coherente con anteriores trabajos (Bustamante, 1999) respecto al 
comportamiento del tensor de esfuerzo y a la viscosidad de la suspensi6n. 

A partir de la teoria de mezcias, si ¢Ii-213m) es la fraccion volumetrica efectiva de solidos en 
la suspension, entonces el factor (I _¢Ii-213m)) es la fraccion de agua libre en la pulpa y la 
responsable del caracter cizalle-adelgazante de I suspension. 

Para el presente caso, es facil verificar que el factor ¢Ii-213m) es equivalente al factor A4> de la 
ecuaci6n (105). 

De esta manera, el factor At/J se puede considerar como la fracci6n volumetrica efectiva de 
las particulas, esto es, bajo la tooria de fonnaci6n de paquetes, seria la fraccion volumetrica 
de paquetes, los cuales a su vez estan formados por particulas y agua ligada a la fonnacion 
de estos paquetes, mientras que el factor (1- At/J) seria el agua que no esta ligada a la 
formacion de estos. 

En este sentido, la literatura reporta la aproximacion de Roscoe (Quemada, 1985), en la 
cual da valores al parametro A dependientes de la amplitud de la distribuci6n de tamafios 
que forma parte de la suspension, asi: 

l.0 Para suspensiones fuertemente polidispersas 

A= (179) 

Yo. 74 
Para suspensioones compuestas por monotamafios 
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Si se observa detalladamente el parametro Ken el modelo de la ecuaci6n (171) se puede 
observar facilmente que este parametro esta relacionado a la cantidad de agua que no esta 
formando paquetes de particulas, esto es, ala fracci6n de agua "Iibre", la cual a medida que 
aumente genera una disminuci6n de la viscosidad, mientras el factor: 

¢ ( 1-2 / 3m) (180) 

estaria ligado al volumen efectivo ocupado por los paquetes de particulas en la suspensi6n. 

Lo anterior implica que el papel del agua que no forma parte de los paquetes estaria ligado 
de alguna manera al control del comportamiento reol6gicos de las suspensiones, 10 invierte 
la concepci6n clasica de considerar que la variable mas importante en la reologia de 
suspensiones es la fracci6n volumetrica de los s61idos que forman parte de la suspensi6n. 

De otro lado, es importante resaltar que la distribuci6n de tamafios que forma parte de la 
suspensi6n se caracteriz6 mediante la ecuaci6n tipo Rosin-Rammler, como se detalla en la 
ecuaci6n (124). Esta ecuaci6n tiene la posibilidad de interpretar el sistema particulados en 
dos de sus principales aspectos. 

El primer aspecto es la definici6n de un diametro de particula caracteristico el cual es 
definido por el parametro KRR , mientras que la forma de la distribuci6n y la amplitud de 
esta se caracteriza por el parametro m. 

Es de esperar que el parametro m de la distribuci6n influya significativamente en el 
empaquetamiento de las particulas, mientras que el parametro de tamafio proporcione 
suficiente informaci6n acerca del diametro caracteristico de la distribuci6n y su efecto 
sobre las condiciones reol6gicas del escurriemiento de la suspensi6n. 

Por ultimo, . Si se observa detalladamente la ecuaci6n (171), se puede ver facilmente que el 
modelo de la viscosidad como se plantea considera un caso especial, y es aquel en el cual el 
sistema particulado no posee una distribuci6n de tamafios, sino que este es un sistema 
particulado compuesto por un monotarnafio. 

Es importante aclarar que para un sistema particulado compuesto por particulas de un unico 
diametro ( un monotamafio) al ser caracterizado por la ecuaci6n tipo Rosin-Rammler 
detallada en la ecuaci6n (124), genera un valor de m ~ 00. 

Lo anterior implica que el exponente de q, en la ecuaci6n (180) tiende a la unidad y por 10 
tanto la viscosidad model ada segUn la ecuaci6n (171) pronostique un valor maximo. Esto 
ha sido comprobado experimental mente en trabajos anteriores (Bustamante & Barrientos, 
2000, Bustamante, 1999, Hopkins & Woodcock, 1990) 

De otro lado, mientras aumenta la polidispersidad del sistema particulado la viscosidad 
disminuye siempre y cuando las distribuciones de tamafio conserven un solo y unico modo 
(Bustamante, 1999). 



Para terminar, este modelo no considera en ninguna circunstancia los llamados efectos 
electroviscosos, ya que no se consideran interacciones electricas de las superficies de las 
particulas con grupos polares del fluido que forma parte de la suspension. 
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11. CONCLUSIONES 


Se pueden obtener las siguientes conclusiones a partir del trabajo anterior: 

a. El factor ¢fi-213m) representa una fracci6n volumetrica de particulas efectiva en la 
suspensi6n, si se considera la formaci6n de paquetes de particulas en la pulpa, mientras que 
el panimetro K representa dentro de la estructura de la ecuaci6n una fracci6n de agua que no 
forma parte de los paquetes de particulas, y por 10 tanto en la medida que aumente la 
cantidad de agua libre que no forma parte de los paquetes, la viscosidad tiende a disminuir 
asi como el comportamiento cizalle-adelgazante. 

b. EI modelo propuesto posee una sustentaci6n termomecanica, la cual permite que 
fenomenol6gicamente este apoyado a partir de la ecuaci6n de conservaci6n de energia 
mecanica. 

c. Una de las las principales conclusiones de esta investigaci6n radica en explicar 
como los procesos de deformaci6n por esfuerzos de cizalladura en fluidos compuestos por 
dos fases, una continua y otra discontinua, elevan el nivel de energia intema, pero no 
cambian la distribuci6n de esta energia. Lo anterior permite comparar dos estados de 
deformaci6n, y por 10 tanto la substracci6n de los esfuerzos de cizalladura aplicados bajo 
una determinada tasa de cizalladura, es una medida de la energia mecilOica que se disipa en 
un fluido Newtoniano generalizado. 

d. El modelo propuesto en la ecuaci6n (171) es valido para determinar la viscosidad 
Newtoniana a alta tasa de cizalladura en suspensiones cizalle-adelgazantes compuesta por 
un fluido Newtoniano y un sistema particulado con una distribuci6n de tamafios. 

e. El modelo propuesto de viscosidad incluye como caso particular aquel en el cual el 
sistema particulado este compuesto por un monotamafio y predice en estos casos un valor 
de maxima viscosidad, 10 cual experimentalmente ha sido comprobado por Bustamante 
(2000), y 10 cual es coherente con los resultados de Dabak & Yucel ((1987) cuando 
compararon la viscosidad de suspensiones de monotamafios con valores de la viscosidad de 
suspensiones a las que se Ie fueron agregando particulas mas finas (permanecieron fijos los 
demas parametros de la suspensi6n), y reportaron la disminuci6n de la viscosidad. 
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