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Titulo en espanol

Modelacion espacial de la mortalidad infantil, el periodo postnatal de cribado y el
volumen de atencién hospitalaria en Colombia

Title in English

Spatial modeling of infant mortality, the postnatal screening period and the hospital care
in Colombia

Resumen: En este trabajo se proponen modelos de sobredispersion generalizados con
estructura econométrica espacial. Como punto de partida se consideran modelos clasicos
de la econometria espacial, trabajados principalmente por Anselin (1988) cuya principal
caracteristica es el ajuste de un modelo de regresién lineal normal considerado bajo una
estructura espacial en los residuales o en el mismo predictor lineal de la media. En este
contexto, esta tesis extiende esa idea en datos de naturaleza discreta, especificamente
en datos de conteo cuyos supuestos distribucionales pueden ser binomial o Poisson. No
obstante, por la disposicién geogréfica y la naturaleza de la informacién, estas observa-
ciones no cumplen con el supuesto de independencia, provocando un ajuste inadecuado
de los modelos lineales generalizados usuales por la presencia de sobredispersion; asi,
en esta direccion el uso de modelos sobredispersos cobra sentido. Sin embargo, dado
que existe una estructura de correlacién espacial latente, los modelos propuestos que
aqui se denominan modelos de sobredispersion autocovariantes, permiten cuantificar
por medio de una llamada autocovariable el efecto que tiene en la variable respuesta el
comportamiento de la misma en las unidades geograficas consideradas méas proximas,
soportado por el pardmetro de sobredispersiéon, cuyo papel ahora es corregir la dispersién
extra que el pardmetro de la autocovariable no es capaz de controlar. El ajuste es hecho
mediante el uso de métodos bayesianos con algoritmos MCMC. Estos se aplican al analisis
de la tasa de mortalidad infantil, el periodo postnatal de cribado y el volumen de atencién
hospitalaria en Colombia por departamentos. Estos mismos se definen a partir de los
sugeridos en Quintero, Cepeda-Cuervo and Nunez-Antén (2012). En las aplicaciones se
analizan tres conjuntos de datos cuya fuente primaria es la encuesta nacional de salud
en Colombia para el ano 2007. Dos suministrados por Quintero, Cepeda-Cuervo and
Nunez-Antén y un tercero generado directamente a partir de la encuesta.

Abstract: In this thesis we propose generalized overdispersion models with spatial
econometric structure. As a base line, we consider classical spatial econometric models,
worked mainly by Anselin (1998) which characteristic is to fit a normal linear regression
model, taken under a spatial structure in the residuals or in the linear predictor of the
mean. In this context, this thesis extends that idea in discrete nature data, specifically in
data whose distributional assumption may be either binomial or Poisson. Nevertheless,
due to the geographical nature, these observations do not meet the independence
assumption, provoking an inadequate fit of the commonly generalized linear models,
because of the presence of overdispersion. In this way, the use of overdispersed models
makes sense. However, since there is a latent spatial correlation structure, the proposed
models allow to quantify the effect over the response variable considering its behavior
in the adjacent neighbors, supported by the overdispersion parameter, which role is to
correct the additional dispersion that cannot be controlled by the spatial correlation.
The fitting is done by the use of Bayesian methods with MCMC algorithms. These are



applied to estimate the infant mortality, the postnatal screening period and the hospital
care in the departments of Colombia by departments. Those are defined, based on the
ones suggested in the Quintero, Cepeda and Nunez paper (2012). The primary source of
the data is the National Health Survey (ENS) for the year 2007 in Colombia.

Palabras clave: Sobredispersion, heterocedasticidad, autocorrelacion espacial, sobredis-
persién no constante, matriz de pesos espaciales, MCMC.

Keywords: Overdispersion, heteroskedasticity, spatial autocorrelation, no constant over-
dispersion, spatial weights matrix, MCMC (Markov Chain Monte Carlo methos), Bayesian
estimation.
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Introduccion

En el uso de los modelos lineales generalizados, una de las caracteristicas méds comunes
y frecuentes en la estructura intrinseca de los datos, es la presencia de sobredispersion.
Esto indica, que en muchos de los casos cuando se pretende modelar ciertos datos con
las técnicas basicas ya desarrolladas, no es posible encontrar un ajuste adecuado, ni un
modelo capédz de describir la disposicion total de la informacién. De manera general, se
supone que se tiene una muestra aleatoria de una variable Y; que pertenece a la familia
exponencial de distribuciones y que su media p; puede ser modelada por un conjunto
de variables exdgenas XIT de forma que mediante el predictor lineal g(u;) = 7, = xiT,B,
el vector de parametros desconocido 3 cuantifica el grado de asociacién entre estas y la
transformacién de la media g(u;); este conjunto de variables es denominado generalmente
como covariables. La funcién g¢(-) debe ser mondtona y diferenciable y se conoce como
funcién de enlace.

La sobredispersion aparece cuando la varianza excede a la que es capaz de capturar
el modelo escogido. Para el tratamiento de la informacién cuando hay presencia de este
fenémeno, existe una variedad de técnicas desde diversos enfoques, que encierra desde la
inclusién en el predictor lineal de un efecto aleatorio, hasta el modelamiento jerarquico,
asumiendo distribuciones en los dos niveles. En cualquier caso, de manera general, se llega
nuevamente a un modelo de la forma g(u;) = n; , donde algin pardmetro que define la
varianza puede ser modelado por alguna funciéon de variables explicativas h(Z;fF'y), con
~ un vector de pardmetros a ser estimado, y h(-) una funcién de enlace, monétona y
diferenciable, posiblemente distinta de g(+).

La aparicién del fenémeno de la sobredispersion se puede presentar cuando no se cum-
plen algunos de los supuestos basicos asumidos en la construccién de un modelo estandar;
en particular la no independencia entre las observaciones y la varianza no constante. Si no
hay independencia entre las observaciones, es posible pensar en algin tipo de correlacién
(v que si se tiene informacién de cardcter espacial, puede haber influencia de los vecinos
més préximos en el comportamiento de su respuesta).

En la construccién de un modelo que retna la informacién de los vecinos mas cercanos,
se hace uso de la teoria econométrica espacial, en donde un modelo lineal estd definido
por la forma general

p=XB+pWY (1)

en donde E(Y) = u, con X y 3 matriz disefio conocida de tamano n x (p + 1) y vector
de pardmetros de tamano (p+ 1) x 1 respectivamente, definidos como antes, p es llamado
parametro de autocorrelacion espacial, W es una matriz de pesos espaciales de dimension

v



INDICE GENERAL VI

n x n, cuya entrada w;; refleja la intensidad de la interdependencia entre las regiones
indexadas por ¢y j y el vector Y es el vector de observaciones de la variable dependiente.
En este escrito se revisa y usa un modelo que cumple con la unificacion de los dos métodos
mencionados, los modelos lineales generalizados y la econometria espacial, es decir, un
modelo de forma general:

9(i) = XiB + pW; Y, (2)

con las caracteristicas ya mencionadas. Esta tesis propone la especificacién de este modelo
para el caso Binomial y Poisson, en ambos considerandose la sobredispersién. Ademas de
esto, se realiza el mismo procedimiento cuando la varianza de la variable aleatoria puede
ser especificada en términos de otras variables explicativas, como ya se mencioné anterior-
mente. Asi, un objetivo es determinar cémo mejora la inclusion en el predictor lineal de
la variable rezagada. Ademads, se presentan tres modelos con efectos espaciales, uno con
distribucién de la respuesta Normal, otro con respuesta tipo Poisson y otro binomial. En
efecto, para datos a nivel departamental en Colombia, la variable con respuesta Normal
es el volumen de atenciones en total de las IPS en el ano 2007, la variable con respuesta
Poisson es el nimero de ninos fallecidos entre el 2000 y 2005 y la variable con respuesta
binomial es el niimero de madres que han pasado por un periodo postnatal de cribado
entre 2000 y 2005. La estimacion de los pardmetros estd enfocada a la perspectiva Ba-
yesiana, con ayuda de los métodos de simulacién MCMC (Markov Chain Monte Carlo),
aunque se muestra una aplicacién por el método de maxima verosimilitud para el modelo
con respuesta normal.

Para la construccién los modelos mencionados anteriormente, se necesita recordar mu-
chos aspectos de la teoria estadistica. Esta tesis aborda en el capitulo uno, los modelos
econométricos espaciales y sus caracteristicas mas importantes. En el capitulo dos se tra-
tan los modelos de sobredispersion con respuesta Poisson y binomial; los mas usuales y
algunos propuestos recientemente, desarrollados por ejemplo por autores como Williams
([69], [70]), Breslow [10], Crowder [18] y Hinde [39] entre otros. A lo largo de este contenido,
también se comenta la forma de estimacion de los pardametros de regresién, se muestra un
analisis descriptivo de las variables mas relevantes que ayudan al modelamiento, y su apor-
te con sus respectivas correlaciones a la mejora de los modelos, se muestran los modelos
resultantes, las conclusiones y las interpretaciones mas importantes de las ecuaciones.



Modelacién espacial del volumen de atencion
hospitalaria en Colombia por Modelos
Econométricos Espaciales

En este capitulo se introducen conceptos relevantes de los modelos econométricos li-
neales espaciales. Se define la matriz de pesos espaciales y algunas técnicas descriptivas
bésicas de datos con estructura espacial.

1.1. Introduccion

Los datos de los que se dispone para realizar el documento, pertenecen a informacién
recolectada a nivel departamental en Colombia. Esto sugiere que posiblemente, hay una
estructura de correlacién intrinseca en cada una de las variables de interés, ya que las
unidades sobre las que se mide la informacion presentan un orden en el espacio. Esta
estructura debe ser definida a partir de los conceptos de dependencia y heterogeneidad
espacial.

1.2. Heterogeneidad y dependencia o autocorrelacién espacial

Anselin [4] establece que la heterogeneidad espacial puede ser dispuesta como la falta
de uniformidad de los efectos espaciales de una variable. Comenta también que desde el
punto de vista econométrico, la heterogeneidad espacial puede ser tratada considerando
parametros variables, coeficientes aleatorios o varias formas de cambio estructural tales
como modelos de regresién “switching” (regresién con cambios bruscos). Ademds de esta
falta de estabilidad estructural de los muchos fenémenos sobre el espacio, las unidades
espaciales observacionales, estan lejos de ser homogéneas. También senala que la hetero-
geneidad se puede reflejar en los errores de un eventual modelo de regresién, en donde
seguramente habrd presencia de heterocedasticidad, una de las causas de sobredispersion.

En términos generales, la dependencia espacial puede ser considerada como la existen-
cia de una relacién funcional entre lo que pasa en un punto del espacio y lo que pasa en
otro lugar [4]. Como ya se habia mencionado, en datos que presentan caracteristicas con
esta estructura espacial, es muy probable que exista un problema de sobredispersién. La
presencia de autocorrelacion espacial en un conjunto de datos, es vista en muchos casos
como un serio problema en el modelamiento de los mismos, ya que con esta estructura

1



CAPITULO 1. MODELACION DEL VOLUMEN DE ATENCION HOSPITALARIA COLOMBIANA 2

no se mantienen algunas de las mas béasicas hipoétesis que reposan sobre el modelamiento
estandar, como la independencia y la distribucién idéntica (para el caso de la heteroces-
dasticidad) de los errores. De esta manera, el error de tipo I, se puede aumentar, oca-
sionalmente incluso invirtiendo la pendiente de alguna relacion en algin estudio que no
involucra efectos espaciales [24]. Para poder capturar en un modelo toda la correlacién y
los efectos espaciales intrinsecos en los datos, es necesario definir como punto de partida,
la matriz de contigiiidad espacial.

1.2.1. Matrices de contigiiidad espacial

Una matriz de contigiiidad espacial expresa de manera conjunta la conectividad entre
dos regiones. Como es natural, existe la necesidad primero de describir o determinar cudles
regiones estan influyendo de cierta manera el comportamiento de la variable en cada unidad
espacial. En primer lugar, se asume que se dispone de un mapa sobre el cual es posible
determinar las observaciones en cada unidad regional (en este caso el mapa de la divisién
politica de Colombia). A ese mapa se denomina sistema espacial y se denota por S. En
total, ese sistema cuenta con n unidades espaciales, y un proceso Y medido en cada una
de esas unidades espaciales o regiones; es decir, se tiene Y (R;) en donde {R1, Ra, ..., Ry}
forma lo que se conoce en la practica como un lattice o grilla de S. Una vecindad para
cada unidad espacial R; es definida por la coleccién de unidades R; para las cuales Y (R;)
estd contenida en la forma funcional de la probabilidad condicional de Y (R;), condicionada
aY =Y(S)={Y(R1),Y(R2),...,Y(Ry,)}, el proceso en todas las otras unidades [4], [8],
[36]). Formalmente, el conjunto de vecinos de i se denota por J mediante

p(Y(R)Y) = p(Y(R)|Y (Ry)) (1.1)

donde Y (Ry) es el proceso Y (-) observado en todas las regiones j tales que pertenecen al
conjunto J,y Y = Y (S) es el proceso en todos las regiones del sistema definido conformado
por el sistema S. Teniendo en cuenta la estructura espacial en la definiciéon de vecindad
Anselin [4] propone la siguiente definicién del conjunto de vecinos para la unidad espacial
R;:

[ p(Y (R)) # p(Y (R)IY (Ry) para diy < e;} (1.2)

donde d;; es una medida de distancia entre I?; y R; en un espacio determinado, y ¢; es
un punto critico de corte para cada unidad espacial R;, probablemente el mismo para
todas las unidades espaciales. La distancia métrica denotada por d;; de forma muy gene-
ral puede no ser euclidiana. Al definir de esta manera el concepto de vecindad, se debe
incluir una definicién adicional con respecto a la estructura espacial; combinar la nocién
de dependencia estadistica con la nocion espacial. Por lo que esta definicién no evita que
las unidades espaciales que no cumplen el criterio de distancia dejen de influenciar sobre la
probabilidad condicional de Y (R;), estos no son considerados los vecinos mas cercanos. El
resultante conjunto de vecinos para cada unidad puede ser representado en una estructura
espacial, asociado a una matriz de conectividad [4].

Las primeras medidas de dependencia espacial fueron propuestas por Moran [53] y
Geary [29], y estas fueron basadas en la nocién de contigiiidad binaria entre las unidades
espaciales [60]. De acuerdo con esto, la estructura de vecindad se expresa por medio de
valores 0 o 1. Si dos unidades espaciales tienen algiin borde en comin de longitud diferente
de cero, ellas son consideradas contiguas, y entonces el valor de 1 es asignado [4]. Un
buen uso de la introduccion de estos coeficientes, es probar si existe correlacion entre los
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residuales de un modelo de regresién. Sin embargo, Cliff y Ord [14] generalizaron esas
definiciones.

Esta definicién de contigiiidad presentada, asume por su estructura la existencia de
un mapa, sobre el cual las fronteras de cada unidad espacial pueden ser observadas (un
lattice). Para un arreglo irregular de las areas de las unidades espaciales, como en el caso
colombiano dividido por su convencién politica (departamentos), la construccién de la
matriz de contigiiidad espacial resulta relativamente sencilla; este tipo de matriz, es una
de las consideradas para el trabajo posterior en la aplicacién. En el caso en que las unidades
espaciales se refieren a un mapa regular (como una cuadricula), o a un arreglo de puntos
irregulares, la determinacién de contigiiidad no es dnica [4].

Se considera un mapa regular y se asocia una letra a cada area, indicando una unidad
espacial, como en la figura 1.1.

B £ 3
BlalB a
B £ 3
o
i §1B|¢
| <| 58lalg|o
e §1B|¢
o

Ficura 1.1. Contigiiidad en un mapa regular

La nocién de vecindad en una grilla regular, puede ser establecida de muchas maneras.
Anselin [4] explica algunas de ellas como sigue: Un borde comin entre la unidad « y sus
vecinos circundantes puede ser considerado de diferentes maneras. Por ejemplo, pueden
considerarse contiguos cuando hay un borde en comun entre ellos, como el caso de la
primera, en donde « es vecino de los 8’s. También, puede considerarse contiguo cuando
se comparte algin vértice, como el caso de la segunda ilustraciéon, en donde los £ son
contiguos a la «, o también, una combinacién de ambos criterios de contigiiidad puede ser
usada; estas situaciones reciben el nombre de torre, alfil y reina, en analogia del juego de
ajedrez.

Cuando las unidades espaciales constan de puntos, como las ciudades en una jerarquia
urbana, que son regular o irregularmente espaciados sobre el sistema, el significado de
contigiiidad puede ser derivado de la nocién de camino més corto sobre una red formada
por conectar puntos, tales como la red formada por la linea que une todos los nodos en la
ilustracién 3 de la gréfica 1.1 (este es un enfoque econométrico espacial, sin embargo, en
dicha situacién, debe tenerse en cuenta otros tipos de técnicas, como las geo estadisticas,
véase [23]. Los puntos sobre la red son considerados como vecinos siempre y cuando estén
dentro de una distancia maxima el uno del otro. Por ejemplo, los nodos llamados 5 caen
dentro de una distancia demarcada por un radio de magnitud d desde el centroide «, y
pueden ser considerados como contiguos por esta distancia critica. La nocién de vecindad,
también es definida en [71], mostrando las mismas caracteristicas dadas en [4].

De manera similar, otro orden de contigiiidad puede ser considerado. Esto se logra de
manera recursiva, definiendo una contigiiidad de orden k cuando las unidades espaciales
son contiguas de primer orden a una unidad espacial contigua de orden k — 1. Por ejemplo,
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las celdas llamadas por £ y 0 en la figura 1.1 son contiguas de segundo orden a « de acuerdo
al criterio torre, ya que ellos son contiguos de primer orden a f3.

Desde el enfoque matematico y para hacer uso de la correlacién existente en una
vecindad particular teniendo en cuenta que la autocorrelacion espacial depende de la in-
terdependencia entre dos o mas regiones cuyo valor en el proceso de interés tenga algun
tipo de asociacién, se usa la matriz de pesos espaciales que tiene la siguiente forma general:

0 w2 ... wi
w1 0 e Won
w=1| (1.3)
Wnp1 Wp2 ... 0

en donde cada una de las entradas de la matriz, define, por ejemplo en el caso de w;; la
fuerza de la dependencia entre las unidades espaciales indexadas por 7 y j. La construcciéon
de la matriz W no es tnica y no siempre es simétrica. En el caso de la propuesta de Moran
y Geray [53] y [29], w;; = 1 si las regiones ¢ y j son contiguas, y es cero en caso contrario,
segun el criterio de contigiiidad escogido. Esta matriz de pesos espaciales W presenta
caracteristicas importantes que deben ser cuidadosamente consideradas, segin se defina
el criterio de contigiiidad. Por ejemplo, en el caso de una contigiiidad fisica, la matriz de
pesos espaciales no tendra la capacidad de captar correlaciones con unidades espaciales
que estén aisladas y que por la naturaleza de la variable medida, la correlaciéon presente
entre ellas, refleja un alto grado de dependencia.

El concepto de contigiiidad binaria fue generalizado por Cliff y Ord [15] como se men-
cion6 anteriormente. Esta propuesta incluye una medida general de la interaccién potencial
entre dos unidades espaciales [4]; consiste en usar una combinacién de la medida de distan-
cia y el tamano relativo de la frontera entre dos unidades espaciales. Los valores resultantes
seran obviamente asimétricos, a menos que ambas unidades espaciales tengan el mismo
tamano y proporcién del respectivo limite. La propuesta formalmente es:

con d;; la distancia definida entre la unidad espacial 7 y j, §;; es la proporcién del limite de
la unidad 7 el cual estd en contacto con la unidad j, y a y b son dos parametros a estimar.
De manera similar, Dacey [19] sugirié formar los pesos que también tomaran en cuenta el
area relativa de las unidades espaciales:

wij = dl-joz]ﬂij (15)

con d;; el factor binario de contigiiidad, «; es la parte de la unidad 7 en el area total
de todas las unidades espaciales presentes en el sistema, y ;; como se usé en el anterior
criterio.

Varios autores han sugerido de otra forma la construccién de los pesos, como es el caso de
Dacey [19], Anselin [2] y Bodson y Peeters [9]; estos ultimos proponen construir los pesos
relacionados directamente con el fenémeno que tratan.
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1.2.2. Operador de retardo espacial

En el contexto de series de tiempo, un operador de retardo es usado para desplazarse
o rezagar la variable por uno o més periodos de tiempo. Es el caso del operador L, por
ejemplo vy = LFy;, en donde y; es la observacién de la variable en el tiempo j. En el
caso espacial, este enfoque tan simple no puede ser usado, por las multiples direcciones
a donde puede rezagarse o desplazarse la variable. Si se considera por ejemplo una malla
regular, el proceso Y () observado en el lugar (i, j) puede ser rezagado o desplazado a las
siguientes direcciones, usando un criterio de contigiiidad fisico de primer orden:

e Usando un criterio de contigiiidad torre o rook, a
Yi—1,55 Yij—15Yi+1,5 Yij+1
e Usando el criterio del alfil o bishop, a
Yi—1,j—15Yi+1,5—1, Yi+1,5+1, Yi—15+1

e Para un criterio de contigiiidad reina o queen, el nimero total de posibles direcciones
se incrementa a ocho, segtin la siguiente ilustracion

i—1,j+1]dj+1]i+1,j+1
i—1,5-1|4j—1]it1,j-1

En el caso de mapas o sistemas regulares, el niimero de vecinos resultante depende del
criterio de contigiiidad que se utilice. Cuando el sistema es irregular, se puede encontrar
una gran cantidad de posibles direcciones. Por esto el niimero de pardmetros asociados
con las diferentes vecindades puede llevar a un andlisis algo complicado. Ademas, si se
tiene una gran cantidad de datos y un sistema o estructura regular, podria suceder que
los grados de libertad restantes no seran suficientes para permitir una estimacién eficiente
de estos parametros. Este problema se soluciona si se considera la suma de los pesos de
todos los valores pertenecientes a una clase de contigiiidad dada, en vez de tomar cada una
de ellas individualmente. Los términos de la suma son obtenidos multiplicando el proceso
observado en la vecindad 7, con los pesos asociados de la matriz de pesos espaciales. De
manera formal:

L*Y (R;) = Zwin(Rj) para todo j € J; (1.6)
J

en donde L* es el operador de rezago asociado con la clase de contigiiidad k, j es el indice
de las observaciones pertenecientes a la vecindad de la unidad R; de la clase de contigiiidad
k (J; es el conjunto de indices de los vecinos de la regién R;), y w;; son los pesos espaciales.
En notaciéon matricial, se tiene

LY = WY (1.7)

conY =Y (5)={Y(R1),Y(R2),...,Y(R,)} como antes, obteniendo que W es el opera-
dor de retardo espacial. La matriz de pesos W usada en el retardo espacial es frecuente-

mente estandarizada por filas, es decir, para cada R;, > w;; = 1. Por lo tanto, el retardo
J
espacial puede ser interpretado como un promedio de pesos del proceso aleatorio Y (-) en

las vecindades de R;.
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1.2.3. Autocorrelacién espacial

La dependencia espacial puede ser considerada como la existencia de una relacion
funcional entre lo que pasa en un punto del espacio y lo que pasa en los demés [4]. En
términos generales, la autocorrelacion presente en una variable puede conducir en el caso
de la proposicion de un modelo al no cumplimiento de uno de los supuestos bésicos, como
la no correlacion entre los residuales. Si esto ocurre, el modelo que se asume de la varianza
podria resultar insuficiente, y en este caso, la variabilidad captada por el modelo es menor
que la que estd presente en los datos, produciendo el fenémeno de la sobredispersion,
explicado brevemente en el capitulo siguiente. De acuerdo con esto, el objetivo ahora
es presentar unas pruebas de no correlacion entre las observaciones. Para un criterio de
contigiiidad dado, en este caso binario, Moran [53] y Geray [29] propusieron los siguientes
coeficientes de autocorrelacion:

0> wiy (Y (R:) — V)(Y(Ry) — Y)
="

<Z uw) SV (R;) — V)2
(n— 1) wis (Y (R:) — Y (R)))?

C= Y (1.9)
(22%») S(Y(R) - Y(R;))?

ij

respectivamente, donde Y (R;), i = 1,2,...,n son las observaciones del proceso Y'(-) rela-
cionadas con cada una de las n regiones o unidades espaciales, y, para este caso, w;; = 1
sii# jysiR;y Rjson contiguos, y w;; = 0 en otro caso. Estas estadisticas, en este caso
son mostradas con el objetivo de probar si p = 0 en procesos que tienen la forma funcional

P n
Y(R:) =Bo+ > B+ p Y wiyV(Ry) + e (1.10)
j=1 j=1

para un modelo lineal (o modelos con estructura mas general, con g(-) una funcién de enlace
que relaciona la media del proceso de interés con las covariables), §; con ¢ = 0,1,...,p
pardmetros a estimar, x;; la entrada 4, j de la matriz disefio conocida (en esta notacién, se
hace referencia al proceso j-ésimo que hace de covariable X(-) en cada una de las areas
o unidades espaciales del sistema S, es decir, x;; = X;(R;)). En general, esos coeficientes
han sido pensados como puntos de partida para la prueba p = 0 en modelos como el
siguiente:

Y=p+pW(Y —p)+e (1.11)

mencionado con mas detalle adelante. Una demostracion de normalidad asintética para
este par de estadisticas fue trabajada por Cliff y Ord [14] y por Sen [62]. La conclusién
de estos estudios, es que asumiendo normalidad, no se tiene una buena aproximacién para
regiones conectadas de una manera escasa [60]. El apéndice A muestra en detalle apartes
de inferencia para las estadisticas en mencién.
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1.3. Modelos clasicos de la econometria espacial

Esta seccién se ocupa de resenar de manera general los aspectos méas importantes de
los modelos clasicos usados en datos con estructura espacial en donde se tiene el supuesto
de normalidad en la variable respuesta. Se hace mencién de los modelos autocovariantes o
autorregresivos y los modelos econométricos espaciales basados en modelos lineales. En el
apéndice se relaciona la estimacién via maxima verosimilitud de los parametros del modelo
que se conoce como modelo SAR. Todos los modelos revisados en este capitulo y en este
escrito incorporan autocorrelacion espacial usando matrices de vecindad o de contigiiidad
espacial vistas en la secciéon anterior.

1.3.1. Modelos Autorregresivos - AR

Los modelos autorregresivos espaciales pueden escribirse de manera general por la
siguiente expresion:

Y =XB8+pWY +e€ (1.12)
con Y = {Y(R),Y(R2),....Y(R,)} X = [1,X,Xy,...,X,] con X]T =
{X;(R1), X;(R2),...,X;(Ry)}, una matriz disefio conocida (X = [X,;(R;)] con i =
1,2,...,ny j=0,1,2,...,p, otros procesos subyacentes, observados sobre las regiones

R; que conforman S; a menudo Xo(R;) = 1 para todo R;), B un vector de pardmetros
desconocidos, € ~ N(0,0%I). En este caso, la matriz de covarianzas del modelo es

V =a*[(I- pW)T (T - pW) L. (1.13)

En este tipo de modelos, el término autorregresivo definido por A = WY es indepen-
diente de los predictores y asi es apropiadamente aplicado cuando una alta correlacién es
el resultado de procesos endégenos que no estan relacionados con las variables predictivas
[43]. Los siguientes modelos mencionados son los CAR (Modelos Condicionales Autorre-
gresivos) y SAR (Modelos Simultédneos Autorregresivos). Una distincién fundamental con
un impacto significativo sobre las estimaciones (desde el enfoque cldsico) y las estrategias
de inferencia es la diferencia entre dichos procesos. El modelo condicional es basado en
la especificaciéon de una probabilidad condicional, mientras que el modelo simultaneo es
expresado como una probabilidad conjunta. Ambos modelos son presentados m&s a me-
nudo en una forma autorregresiva, es decir, donde el valor de una variable en un punto es
relacionada a sus valores en el resto del sistema espacial [4].

Los modelos espaciales autocovariantes con estructura gaussiana toman una de estas
dos posibles formas, dependiendo de como la estructura de error correlacionada espacial-
mente es especificada [47]. De hecho, por la forma de construccién de los modelos, si la
estructura de correlacion es considerada en la variable respuesta se esta en el caso de un
modelo CAR, y si la correlacién también se considera en los residuales se esta en el caso
de un modelo SAR.

1.3.2. Modelos Condicionales Autorregresivos - CAR

El modelo CAR fue propuesto por Besag [8] para obtener una alternativa para el
método de estimacién no lineal propuesto por Whittle [68] en los modelo SAR mencionados
en la siguiente seccién. El modelo consiste en una relacion lineal entre una esperanza
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condicional de la variable dependiente y sus valores en el resto del sistema S, es decir
B(Y (R)|Y (R(_y) = oW, Y (1.14)

en donde Y (R_;) = {Y(R;) : j # i}. En particular, Besag [8] define el modelo CAR

como

E(Y (R)[Y(R_3)) = pi + p > wir(Y (Ri) — i) (1.15)
k=1

P
en donde p; = ) fjz;;. En tal caso, el modelo CAR (Conditional Autoregressive Models)
=1

J
puede ser escrito como

Y(R)Y(Ry) ~N (Hi +p Y wir(Y(Re) — pr), Uf)
=1

si {Y(R;) : R; € S} es un proceso aleatorio normal. Si o7 = o2 para todas las unidades
espaciales R;, la matriz de covarianzas para Y es

Ve =} (1-pW)™! (1.16)

en donde W es simétrica. Si se tiene que Var(Y (R;)|[Y(R_;)) = o7, la matriz de va-
rianzas del vector Y incondicionado es (I — pW)™'% con ¥ = diag(o?,03,...,02). Se
puede encontrar la distribucién incondicionada del proceso aleatorio Y, es decir, se puede
demostrar que Y ~ N (X3, 0%(I — pW)™1) en el caso particular de igualdad de varianzas.
Definiendo el vector € como

e=Y —XB— pW(Y — X3)

se encuentra facilmente que Var(e) = o?(I — pW) y como resultado importante
Cov(e,Y) = oI Para revisar estos resultados mds detenidamente, se sugiere ir a [60].
Noétese que para esta estructura, Vo determina W y ademads se establece que hay inde-
pendencia entre los residuales y el vector Y. Dada esta definicién de €, y con la estructura
encontrada, finalmente se puede definir el modelo CAR de la siguiente manera [43]:

Y = XB+ pW(Y —X8) + ¢ (1.17)

con todas las caracteristicas encontradas para los respectivos componentes del modelo.
Dada la estructura de la varianza del proceso Y, se observa que la matriz W que defi-
ne la estructura de vecindad y de rezago espacial, debe ser simétrica. Consecuentemente,
los modelos CAR no son adecuados cuando los procesos trabajan con distancias no FEu-
clidianas, resultando asi en matrices de covarianza asimétricas. En tales situaciones, los
modelos relacionados SAR (simultaneous autoregressive models) son una mejor opcion, ya
que su matriz W no necesita ser simétrica [24]. En general, los modelos CAR solo consi-
deran efectos de vecindad de primer orden, mientras que los modelos SAR permiten por
su recursividad, efectos de vecindad de mayor orden [43].
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1.3.3. Modelos Simultaneos Autoregresivos - SAR

Los modelos SAR datan del trabajo de Whittle [68], en el cual, campos aleatorios sobre
una malla regular, fueron expresados en la forma de una ecuacion en diferencias estocastica
sobre las coordenadas del lattice. Besag [8] define un proceso simultdneo autorregresivo
como el conjunto de n ecuaciones autorregresivas

Y(R) = pi+p Y wir(Y(Rr) = ) + €
k=1

para ¢t = 1,2,...,n, donde €1,¢€9,...,¢, son variables aleatorias normales independientes
con media cero y varianza o?. Whittle [68] describe el proceso como una autorregresién
lineal en el plano bajo la hipdtesis que se dispone de una grilla regular en la forma

L(Ts, T)Yst = €54 (1.18)
donde T y T son operadores de translacion definidos por

TsYsy =Ysr14, TiYsy=Ysii1

_ ik
L(Tsth)n,t - E : § :OéjkTsTt
ik
con j,k=...,—1,0,1,..., como indices espaciales, Y como el proceso bajo consideracion,
o, como pardametros que definen la estructura, y los € como variables aleatorias inde-
pendientes normalmente distribuidas. En forma matricial, esta ecuaciéon puede escribirse
como:

Y =pWY +¢€ (1.19)

con Y y € vectores del proceso y términos de errores respectivamente, y W la matriz corres-
pondiente de pesos espaciales [4]. Los modelos SAR pueden tomar tres formas diferentes,
dependiendo sobre en donde el proceso autorregresivo se asume que ocurre. El primero
asume que el proceso autorregresivo ocurre en el proceso de interés Y (-). El modelo toma
la forma

Y =pWY + X3 +¢€ (1.20)

que es equivalente a la expresion:
Y=>1-pW) X3+ (I-pW) e (1.21)

con p el parametro autorregresivo, W la matriz de pesos conectividad espacial y 8 un
vector representando las pendientes asociadas con los predictores de las variables de la
matriz diseno X. El segundo, asume que la correlacion espacial afecta ambos términos,
el proceso aleatorio Y'(+) y los términos de las variables explicativas. En dicho caso, otro
término WX+~ aparece en el modelo, definiendo el rezago y la autocorrelacién de las
variables definidas en X. Este modelo se escribe como

Y =pWY + X3+ WXy +€ (1.22)

con v un vector de pardmetros a estimar. El tercer modelo, asume que el proceso autorre-
gresivo ocurre solo en el término de error. En este caso, el modelo de regresién usual, es
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complementado por el término AWE, de la forma:
Y =XB8+AWE + € (1.23)

El término AW representa la estructura espacial del término de error dependiente &. [24].
De manera general, el modelo SAR se puede expresar mediante la ecuacién

Y = X8+ pW(Y — X3) + € (1.24)

con € ~ N(0,0%I). Se verifica facilmente que la matriz de covarianzas del proceso aleatorio
Y()a €s
Var(Y) = Vg = o?[(I - pW)T (1 - pW)] ! (1.25)

con W una matriz de contigiiidad espacial, posiblemente no simétrica [43]. Un resultado
importante es Cov(e,Y) = o2[(I — pW)T]~! [60]. Nétese que para un proceso SAR, la
eleccion de W para obtener Vg puede no ser tnica, en contraste con el modelo CAR.
También se puede ver que existe una correlacion entre el proceso de interés Y y los errores,
determinado por los pesos espaciales escogidos, a diferencia del modelo CAR. Para una
comparacién més extensa entre los dos modelos SAR y CAR, se sugiere ver [34], [35], [36]
y [37].

Anselin [4] hace una mencién mds notoria a los modelos SAR. De manera general,
propone un modelo econométrico espacial extendiendo la idea desde las series de tiempo,
por ejemplo una adaptacién de un proceso de promedios moviles llevado a la estructura

Y = e+ pWe (1.26)

con Y como antes, € es un vector de variables aleatorias independientes y W es la matriz
usual de contigiiidad espacial. Para una propuesta mas general, escribe que el punto de
partida es dado por

Y = oW Y +XB+e (1.27)
€e = AMWae+¢& (1.28)

con & ~ N(0,Q), y los elementos de la diagonal de la matriz de covarianzas de los errores
2 son
Q= hZ(ZO() con h; >0

en donde 3 es un vector de pardmetros asociado a los procesos independientes X(-) no
rezagados, X es una matriz considerada diseno como antes, p y A los coeficientes para
el proceso rezagado y para el término de error rezagado respectivamente. Se observa que
los elementos de la diagonal pueden ser modelados por un grupo de variables exdgenas
z. Notese ademads que las matrices de contigiiidad W1 y Ws pueden no ser iguales, per-
mitiendo una definicién diferente de cada proceso espacial en el proceso de interés y en
el término de ruido. Si el tamano del vector B es p + 1, y el del vector @ es k + 1, en
general, se tienen 3 + k + p pardmetros que estimar. Siguiendo esta estructura, se pueden
definir cuatro modelos de regresién espacial, segtin los valores de cero de algunos de estos
parametros:

e Para p = 0, A = 0, @ = 0 (p + 2 restricciones), se obtiene el modelo clasico de
regresion lineal, sin efectos espaciales.
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e Para A =0y o =0 (p + 1 restricciones) se obtiene el modelo
Y =pW1Y + X038 +€ (1.29)

modelo espacial autorregresivo, que es el mismo modelo mostrado en la ecuacién
(1.20). Como un caso mas general de este, se puede asociar el modelo anteriormen-
te denominado mixto, en donde participaba la matriz W rezagando los procesos
subyacentes X ().

e Para p = 0y a@ = 0 (p + 1 restricciones), se tiene el modelo que coincide con
el tercer modelo mostrado anteriormente (expresién (1.23) también conocido como
SAR residual) cuya expresion Anselin [4] la muestra como

Y = X8+ (I-\Wy) ¢ (1.30)

es decir, el modelo de regresion lineal con efectos espaciales autorregresivos en el
término del error.

e Para a = 0, (p restricciones) se tiene:

Y = pW1Y + X8+ (I - AWy) I¢ (1.31)

modelo espacial autorregresivo mixto con una estructura espacial en el término del error.
Nétese que si o = 0 en cualquier caso, se estd en la situaciéon de h = o2, lo que implica
homocedasticidad. (Para esto, ver [4] y [24]). Cuatro méds especificaciones pueden ser obte-
nidas permitiendo heterocedasticidad de una forma especifica (es decir, un valor especifico
de h(za)) en cada uno de los modelos anteriores. Los diferentes modelos son construidos
imponiendo restricciones sobre la forma general (1.27) y (1.28), como en los casos ante-
riores [4]. En el apéndice B se muestra brevemente el procedimiento para la estimacién
por méaxima verosimilitud de los pardmetros que influyen en el modelo que Anselin [4]
llamo6 modelo de regresién lineal espacial.

En adelante, para mantener la notaciéon seguida por los principales autores, se hace
Y (R;) =:Y;, para R; € S asimismo para cualquier proceso o covariable X (-). Los siguien-
tes capitulos muestran en resumen los principales resultados de la sobredispersion en los
modelos lineales generalizados y la estadistica Bayesiana, método por el cual estimamos
eventualmente los parametros de los modelos considerados.

1.4. Aplicacion: Modelacién espacial del volumen de atencion
hospitalaria en Colombia

1.4.1. Analisis descriptivo y exploratorio

Ademaés de considerar las estadisticas mencionadas en las secciones anteriores, se in-
troducen algunas metodologias graficas o exploratorias de correlacién univariadas. Por
analisis descriptivo o exploratorio de datos, comtinmente conocido como AED, se entiende
el conjunto de herramientas graficas y descriptivas usadas para el descubrimiento de patro-
nes de comportamiento en los datos y el establecimiento posible con la menor estructura
posible [66].
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En Anselin [5] se explica que una de las tres formas en que la estadistica espacial
contribuye a las ciencias sociales, es la aplicacion de técnicas descriptivas conocidas como
andlisis exploratorio de datos espaciales (AEDE) y la visualizacién de los mismos en un
enfoque inductivo para descubrir patrones, provocando hipétesis y sugiriendo asociaciones.
Considera asimismo que AEDE es un subconjunto de todas las herramientas AED.

Como primera medida se realiza un analisis descriptivo no espacial de la variable res-
puesta considerada en este estudio. Con base en la informacién disponible en la Encuesta
Nacional de Salud del 2007 para Colombia, se presenta una variable que mide el volumen
de atencién en las IPS (Institucién Prestadora de Servicios; es decir, todos los centros,
clinicas y hospitales donde se prestan los servicios médicos, bien sea de urgencia, de con-
sulta o de hospitalizacién, ver http : //www.elcolombiano.com), de manera que se agrupa
una estimacién para el total de estas mismas, ya sean publicas, privadas o mixtas, llamada
en el escrito variable VOLAT (volumen de atencién). Un evento de consulta externa se
define como cualquier tipo de servicio recibido en la IPS de manera ambulatoria (consulta
por médico general o especialista, diagnésticos preventivos y promocionales que incluyen
hasta cirugia ambulatoria). Estan considerados como eventos en urgencias todas las con-
sultas definidas como tales y en hospitalizacién se consideraron como eventos los egresos
hospitalarios (Encuesta Nacional de Salud, 2007 - Resultados Nacionales). Mediante una
razén de la variable VOLAT y el total de habitantes por departamento (datos demograficos
proyectados para el 2007), se determina la variable respuesta para nuestro modelo, la cual
contiene informacién del nimero de eventos en que se hace uso de la IPS mensualmente
por cada mil habitantes (variable IDVOLAT).

La proporcién estimada de hogares en el pais en el que residen personas que han sufri-
do desplazamiento provenientes de otro departamento desde enero del ano 2003 variable
Displc. También se cuenta con una variable que mide el porcentaje de hogares en cada
departamento que han sido afectados por riesgos naturales entre 2005 y 2007 (variable
RNtr).

Se dispone también de informacién sobre el porcentaje de la poblacién que tiene nece-
sidades bésicas insatisfechas para el afio 2004 (variable NBI), sobre los recursos otorgados
para la educacién y atencién integral para ninos pequenos (en miles) por familias, brinda-
dos por el gobierno central a las diferentes administraciones departamentales o municipales
en el ano 2005 (variable Rec) y sobre el porcentaje de ninos menores de un afno que han
recibido la tercera dosis de la vacuna contra el polio aplicada en el ano 2004 (variable Vac).
Por ltimo, por parte de la Asociacion Colombiana de Clinicas y Hospitales, se cuenta con
una variable que mide el nimero total de instituciones prestadoras de servicios de salud,
bien sea naturaleza privada, mixta o publica, para el aio 2010 variable TotIPS. Con base
en esta ultima, se construye una variable indicadora que muestra el comportamiento de
las IPS en cada departamento, segin su naturaleza publica o privada, manteniendo las
mixtas como privadas (variable IndIPS).

Cada una de estas variables estd medida en los 33 departamentos, incluyendo Bogota.
La figura 1.2 muestra los gréaficos de densidad empirica y cajas de la variable IDVOLAT.

La figura 1.2 muestra que no hay departamentos cuyo indice de volumen de atencién
sea mayor que el promedio (candidatos a valores extremos). El diagrama de cajas y el grafi-
co de densidad muestran un leve sesgo negativo, indicando que hay algunos departamentos
con en valor del indice mucho mas bajo que el promedio. Cabe mencionar que el niimero
de eventos de atencién por cada 1000 habitantes en Colombia es en promedio 214 y su
desviacién estandar es de 4.81 indicando una dispersién relativa de 47.21 %. Esta variabi-
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F1curaA 1.2. Grafico de densidad y gréfico de cajas para la variable Volumen de Atencién IDVO-
LAT

lidad en la informacion sugiere que la media de esta variable puede estar influenciada por
el comportamiento de algunas otras. Los coeficientes de correlacién lineal entre la variable
de interés y las consideradas covariables son —0.43, 0.20, —0.59, 0.49, —0.39, 0.17 y —0.43
para Disple, TotIPS, el indice mencionado IndIPS (razén entre el total de IPS piblicas y
el total de IPS privadas por departamento), Vac, NBI, Rec y RNtr respectivamente. Los
graficos de dispersion més destacados son mostrados en la figura 1.3
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FiGURA 1.3. Gréficos de dispersién de la variable IDVOLAT contra las variables Displc, IndIPS,

NBI y Rec

Segun la figura 1.3 las variables Disple, IndIPS y NBI, muestran una relacién lineal
negativa con la variable IDVOLAT'. Sin embargo la variable Rec, muestra comportamiento
no lineal con respecto a la variable respuesta. En tal caso, habria que pensar en una
eventual transformacion. Continuamos ahora con en andlisis exploratorio revisando la
estructura espacial de esta variable.

Analisis descriptivo y exploratorio espacial

Como se habia comentado en la introduccién y al inicio del presente capitulo, los datos
tienen un orden especifico en el espacio. Cada una de las unidades muestrales pertenece
a un espacio definido y limitado, lo que convierte los puntos muestrales en unidades es-
paciales. El primer grafico que se muestra (figura 1.4), es un mapa de Colombia con su
respectiva division politica y administrativa, en donde cada departamento se ve represen-
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tado por un tono de color distinto, que indica el rango en el que la variable de interés
IDVOLAT toma valores.

IDVOLAT Variable
O Menos de 185.1
O Entre 185.2y225.3
E Entre 2254y 2549
B Masde 255.0

Ficura 1.4. Distribucién Colombiana de la variable IDVOLAT

El mapa de la figura 1.4 muestra el comportamiento de la variable a través del territorio
colombiano. Se aprecia que hay indicios de correlacion espacial, ya que al oriente y al sur
del pais se encuentran las tasas mas bajas de volumen de atencién en salud por habitantes.

Autocorrelacion espacial - I de Moran

En secciones anteriores se definieron las estadisticas de Moran [53] y Geray [29] y en
el apéndice A se muestra la de Getis [30] (Autocorrelaciéon Local) para verificar posible
presencia de correlacién espacial en la informacion. Para la variable IDVOLAT que se com-
porta como en el mapa de la figura 1.4, se tienen los respectivos valores de las estadisticas
0.2686, 0.6850 y 0.03141. Las pruebas de hipotesis que contrastan la hipotesis nula de que
no hay correlacion espacial de variable de interés, es decir, I, C y G igual a cero para
cada una, versus la alternativa que son diferentes de cero, usando la distribucién normal
como resultado asintdtico, muestran un respectivo p - valor de 0.0048, 0.0034 y 0.0552.
Sin embargo, se realiza la prueba por el método de aleatorizacién tinicamente para el caso
de Moran (100000 permutaciones), obteniendo un p valor de 0.0089.

La figura 1.5 muestra la densidad de la estadistica I obtenida y la linea vertical marca
el lugar en donde se encuentra el estadistico de este caso. También se puede ver en esa
figura el diagrama de dispersion de Moran univariado. Este consiste en realizar un gréafico
de dispersién simple, entre la variable Y (en este caso IDVOLAT) y la variable rezagada
WY, donde W es la matriz de pesos espaciales; la matriz de contigiiidad de primer orden
totalizada por filas (el objetivo es revisar gréaficamente si existe alguna dependencia lineal
entre la variable de interés y el valor promedio de los vecinos més préximos).

El valor de la estadistica de Moran en el diagrama se visualiza en la pendiente de la
recta que atraviesa la nube de puntos. En ocasiones se prefiere estandarizar las variables
para identificar con mayor facilidad si la autocorrelacién espacial es debida a un pequeno
conjunto de datos (posiblemente autocorrelacién local) o por algiin punto atipico. Aqui no
se muestra este resultado ya que guarda el mismo comportamiento de la figura 1.5
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Con la informacién que suministran los graficos de la figura 1.5, se concluye que en
esta variable hay presencia de autocorrelacién espacial al menos a un 99 % de nivel de
confiabilidad. El punto més influyente segin el gréafico, que no pertenece al patrén que
establecen los integrantes al sistema de vecindad establecido, es San Andrés, ya que no
tiene vecinos de contigiiidad fisica como los trabajados en este caso, y el valor de la variable
rezagada es cero.

El software GeoDa es un paquete especialmente disefiado para trabajar con datos eco-
nométricos espaciales; fue creado por Luc Anselin y se basa especificamente en anélisis
descriptivo y en herramientas AEDE, aunque incluye moédulos para algunas regresiones
clasicas y estimacién de pardametros via méaxima verosimilitud. Algunos de los resultados
obtenidos por nosotros en R son contrastados paralelamente con el software en mencion,
que puede ser descargado gratuitamente de la pagina http://geodacenter.asu.edu/.

1.4.2. Modelo espacial del volumen de atencion hospitalaria en Colombia

En esta seccién se dan a conocer los resultados obtenidos al aplicar el modelo de regre-
sién espacial con las tres tipologias SAR dispuestas en (1.20), (1.22) y (1.23). Se considera
la variable respuesta como el indicador del volumen de atencién en cada departamento
por cada 1000 habitantes (nimero de eventos por cada mil habitantes), y las variables
explicativas como la proporcion de desplazados Ddisplc, TotIPS, el llamado indice IndIPS
(razén entre el total de IPS publicas y el total de IPS privadas por departamento), Vac,
NBI, Rec y RNtr. Vale la pena discutir sobre el impacto que genera cada una de estas
variables en el volumen de atencién hospitalaria en Colombia, y determinar entre ellas
cudles son los factores que méas influyen en la determinacién de su comportamiento. Entre
los resultados obtenidos anteriormente, se determinan los coeficientes de correlacion lineal
entre cada una de estas variables y la respuesta. Sin embargo, se obtienen bajos coefi-
cientes de correlacién con respecto a las variables TotallPS y Rec, pero se puede observar
que la relacion, con la variable Rec no es lineal. La figura 1.6 muestra que dos relaciones
viables entre esta y la variable respuesta es y = log(z) y y = 1/z, de forma que una
transformacion adecuada en cada uno de los casos es el logaritmo natural o el reciproco.
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FI1GURA 1.6. Diagrama de dispersién de log(Rec) y 1/(Rec) con la variable IDVOLAT

De acuerdo a esta nueva transformacion, el coeficiente de correlacién respectivamen-
te de la variable transformada con respecto a la variable respuesta aumenta a 0.4016 y
—0.5014, y graficamente la relacién se puede observar lineal positiva y lineal negativa.

El primer modelo presentado es el modelo lineal normal, en donde se asume que los
residuales y la variable respuesta siguen una distribucién normal con media cero y
respectivamente, y varianza comin o?. El modelo de la media es:

p = Bo + P1Disple + BoIndIPS + B3Vac + S4NBI + 51/(Rec) + SgRNtr (1.32)

Las estimaciones de los parametros estan consignadas en la tabla 1.1

Pardmetro Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
Estim 231.510 | 0.517 | —1.676 | 0.500 | 0.361 | —33.183 | —1.230
d.e 54.317 | 1.567 1.288 0.560 | 0.652 20.739 0.550

TaBLA 1.1. Estimacién y desviacién estandar de los pardmetros del modelo (1.32)

En este caso la estimacién para la varianza del modelo o2 es de 1316.7. La tabla
1.1 muestra que la mayoria de los parametros que entran en juego no son significativos
(solamente dos lo son). Sin embargo, el objetivo inmediato es determinar si existe algin
tipo de correlacién espacial. Mediante el andlisis descriptivo concluimos que puede haber
indicios de que la variable respuesta presente niveles de correlacién; el objetivo ahora es
revisar si los residuales de este modelo también lo estéan.

Modelo espacial SAR con rezago en el residual

Anteriormente se vio que la forma funcional que adquiere el modelo en este caso es
(1.23). Entonces, ademds de tener la el modelo para la media como (1.32), la estructura
del error es de la forma

E=\W¢+e (1.33)

Las estimaciones para este nuevo modelo, son mostrados en la tabla 1.2:

En este caso la estimacion para la varianza de los errores es de 819.11. El parametro de
interés A tiene una estimacion de —0.7949 y una desviacién estandar de 0.2493. Mediante
el uso de las pruebas apropiadas (véase apéndice B), probamos la hip6tesis nula de que
A = 0. En efecto, el valor del test de razén de verosimilitud es 3.6565, cuyo p valor es
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Pardmetro 5o 51 B2 B3 B4 Bs Be
FEstim 157.956 | 1.177 | —1.101 | 1.254 | —0.352 | —25.028 | —0.757

d.e 40.150 | 1.057 | 0.931 | 0.411 | 0.488 15.253 0.397
TABLA 1.2. Estimacion y desviacién estandar de los pardmetros del modelo con estructura de error
(1.33)

de 0.055 (distribuido x?3 bajo la hipétesis nula). Otra estadistica de uso frecuente para
probar esta hipotesis es la de Wald. El valor que toma es de 10.162 y el p valor respec-
tivo es 0.0014 (al igual que el caso anterior distribuido x bajo la hipétesis nula). Estos
resultados muestran que el parametro que define la autocorrelaciéon en los residuales es
significativamente distinto de cero. Revisando las estimaciones de los parametros de la
tabla 1.2, se encuentra que en comparacién a la tabla 1.1 hay mas variables significativas,
que desde el andlisis descriptivo mostraban correlaciéon con la variable. También se nota
que las diferencias de las estimaciones de o en ambos modelos, en donde para el modelo
SAR disminuye, mostrando asf la reduccién de la variabilidad de los residuales y un even-
tual mejor ajuste. El AIC en el primer modelo (Modelo Lineal Normal) toma el valor de
338.81, mientras que en el modelo SAR con rezago en el término del error es de 337.160,
mostrando una pequena baja tal vez despreciable.

Modelo espacial SAR con rezago en la variable respuesta

El siguiente modelo en consideracién corresponde al especificado en la seccién (1.3.3),
mas especificamente el de la ecuacién (1.20), y tiene la siguiente estructura en el predictor
lineal de la media

= o + P1Displc + FoIndIPS + S3Vac + B4NBI + f51/(Rec) + SsRNtr + pA  (1.34)

con A; = W, Y = W, IDVOLAT. Los respectivos estimadores de los parametros estan en
la tabla 1.3.

Parametro Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
FEstim 295.817 | 1.603 | —1.170 | 0.733 | —0.018 | —67.456 | —1.263

d.e 67.182 | 1.450 | 1.112 | 0.475 | 0.561 27.843 0.480

TaBLA 1.3. Estimacién y desviacién estandar de los pardmetros del modelo (1.34)

Como se aprecia, segun esta estructura, las variables que resultan siendo significativas
son 1/Rec y RNtr, al menos a un 90 % de significancia. El valor estimado de o2 es 950.59,
algo mas bajo que el modelo lineal simple, pero més alto que el SAR residual (debe tenerse
cuidado con la comparaciéon directa con los anteriores, ya que la varianza para este modelo
cambia por la estimacién del p que es diferente de cero). La estimacién del pardmetro p
es —0.3463 y su desviacion estandar de 0.2006. Para probar la significancia del pardmetro
p se usa la estadistica de razén de verosimilitud, la cual toma la forma de (B.26) y la
estadistica de Wald que se reduce a la forma (B.18). Respectivamente los valores que
toman las estadisticas son 2.096 y 2.987 con p valores de 0.1476 y 0.0843. En ambos casos
la conclusién con respecto a la decision sobre la hipdtesis cambia; para el caso del test
de razén de verosimilitud no se rechaza y para el test de Wald se rechaza a un 90 % de
confiabilidad (son estadisticas distribuidas x? con un grado de libertad), concluyendo que
el pardmetro que define la autocorrelacion es significativo. El AIC para este caso es de
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338.72 y se rechaza también la hipdtesis de presencia de autocorrelaciéon en los residuos.
Notese que el AIC aumenta con respecto al SAR residual, pero esta diferencia puede ser
despreciable.

Modelo espacial SAR mixto

Se realiza también el modelo SAR mixto, en donde el predictor toma la estructura
(1.22) explicado en la misma seccién que los dos anteriores. En este sentido, el modelo
permite rezagar ademas de la variable respuesta, el conjunto de las variables explicativas.
Asi, se estiman 15 pardmetros, 6 mas que en los casos anteriores. El modelo tiene forma
estructural dada por

Y = pWY + X8+ WX~y +e€ con;
XB = pg+ B1Displc + B2IndIPS 4 f3Vac + B4 NBI + ,851/(R6C) + BgRNtr
WX~ = W]y Displc + 72IndIPS + y3Vac + 74 NBI + 751 /(Rec) + 76 RNtr]

Noétese que la ultima igualdad, hace referencia a las covariables rezagadas por la matriz
de pesos. La tabla 1.4 muestra las estimaciones de cada uno de los parametros para el
predictor lineal sin las covariables rezagadas

Parametro Bo b1 B2 B3 B4 Bs Bes
Estim 218.873 | 2.017 | 0.364 | 1.072 | —0.157 | —42.206 | —1.054
d.e 64.623 | 1.223 | 1.172 | 0.373 | 0.452 29.296 0.414
TABLA 1.4. Estimacién y desviacion estandar de los pardmetros del modelo SAR mixto, variables
explicativas

La tabla 1.5 contiene las estimaciones y las desviaciones de las variables rezagadas.

Parametro Y1 Y2 Y3 V4 V5 Y6
Estim 4.664 | 2.580 | 2.806 | —0.965 | —143.322 | —1.538
d.e 2.434 | 3.077 | 0.623 | 0.984 65.901 0.906

TABLA 1.5. Estimacién y desviacién estandar de los pardmetros del modelo SAR mixto, variables
explicativas rezagadas

De ambas tablas, la 1.4 y 1.5, se obtiene que las variables Disple, Vac, RNtr, Displc
rezagada, Vac rezagada, 1/ Rec rezagada y RNtr rezagada son significativas. Sin embargo,
el AIC no cambia mucho con respecto a los demas, y para este nuevo caso asume un valor
de 336.47. El valor de p cambia como era de suponer ya que la estructura no es la misma,
pasa a tomar un valor de —1.0578 con una desviacién estandar de 0.2073, y con este, los
respectivos valores de las estadisticas de pruebas de razén de verosimilitud y Wald, son
11.696 y 26.038 con p valores es de 0.0006 y 3.347 x 10~ 7. El valor de la varianza de los
errores, es dada en este caso por 502.37, muy baja en comparacién a los demés modelos.

La tabla 1.6 muestra en resumen los valores de AIC, estimaciones de o2, p y A segiin
corresponda, para los modelos considerados.

El cuadro 1.6 muestra que el modelo més adecuado es el SAR mixto, en donde la
varianza de los residuales y el AIC son méas bajos en comparaciéon con los deméas. Debe
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Modelo AIC o? P A
Normal Lineal 338.81 | 1316.7
SAR Residual 337.16 | 819.11 —0.795
SAR variable respuesta | 338.72 | 950.59 | —0.346
SAR mixto 336.47 | 502.37 | —1.057

TABLA 1.6. AIC , 02, p y A para los modelos considerados

tenerse en cuenta que el coeficiente estimado p es diferente de cero significativamente. No
debe compararse directamente el valor de o? en los modelos SAR variable respuesta y
SAR mixto con los demés, ya que en ese caso, la estructura de la varianza del término del
error depende de la matriz W y de p; y admitimos una comparaciéon para los casos en que
p ~ 0 o simplemente lo es, como en SAR Residual.

Para trabajar con un modelo CAR, como lo presentamos en la seccion 3, se necesitan
matrices de pesos simétricas; hasta aqui W no lo es, ya que estd totalizada por filas.

Modelo espacial CAR

Para este caso, se toma la matriz de contigiliidad fisica de primer orden que es simétrica,
como matriz de pesos. Asi, la matriz no produce en la autocovariable un promedio de los
vecinos mas cercanos, sino una suma de ellos. Una manera de visualizar esto, es que en el
modelo (1.17) la matriz de varianzas del vector de ruidos € depende de ella. Por definicién,
una matriz de varianzas debe ser simétrica, lo que lleva a la restriccién de simetria de la
matriz (I — pW)~! y a su vez de la matriz W. En realidad, los modelos CAR y SAR
estan relacionados, pero los términos pW, por razones técnicas ya mencionadas, no son
idénticos. Sea el término pW de los modelos CAR denotado por K y el término pW de
los modelos SAR denotado por S; entonces, cualquier proceso SAR es un proceso CAR
con K = S+ 87 — STS (ver [38] y [24]). La estructura del modelo entonces, es tomada
de la expresién (1.17), y puede verse como un modelo CAR de los errores correlacionados
espacialmente, muy similar a un modelo SAR residual haciendo

y=XB+v (1.35)

v=\Wv +e (1.36)
Las estimaciones de los parametros son dadas en el cuadro 1.7

Parametro Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
FEstim 184.201 | 0.865 | —1.262 | 1.016 | —0.204 | —25.825 | —0.892

d.e 42,742 | 1.141 | 1.001 | 0.443 | 0.520 15.920 0.426

TaBLA 1.7. Estimacién y desviacién estandar de los pardmetros del modelo (1.35)

El valor estimado de A que define la estructura (1.36) es —0.254 y su desviacién estandar
es 0.0993. La hipétesis de interés en este caso es dada por Hp : A = 0 versus Hy : A # 0.
Aqui, solo se usa el test de razén de verosimilitud, cuya estadistica toma el valor de 2.990
y se contrasta con una x?, lo que indica un p - valor de 0.083, mostrando que se rechaza la
hipétesis nula de que A es cero (hay correlacién espacial en los residuales). El cuadro 1.7
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muestra que con esta nueva estructura de W las variables Vac y RNtr son significativas a
un 95 % de confiabilidad. La estimacién de o2 es 821.05 y el AIC es de 337.83, resultados
que sugieren un ajuste muy similar al SAR residual.

Otra manera de hacer comparaciones entre los modelos anteriormente trabajados, pue-
de ser la generalizacién del coeficiente de determinaciéon R? definido para una modelo lineal
usual. E1 R? es un valor en un modelo lineal que resume la proporcién de variabilidad resu-
mida por el modelo. Es deseable estandarizar la definicién del R? a modelos més generales,
para los cuales el concepto de varianza residual no puede ser ficilmente definido, y la maxi-
ma verosimilitud es el criterio de ajuste [54]. El pseudo R? propuesto por Cox y Snell [17]y

Magee [49] es dado por
2/n
R?=1- {L(O)} (1.37)
L(B)

donde L(0) y L(3) denota la verosimilitud del modelo nulo y bajo consideracién, respec-
tivamente, 3 el vector de pardametros que se consideran en el modelo. Esta definicion de
pseudocoeficiente de determinacion tiene las siguientes propiedades:

e Es consistente con el R? clésico, es decir, en caso de una regresién lineal, coinciden.

e Es consistente con estimacion de maxima verosimilitud como un método de esti-
macion, es decir, las estimaciones de méaxima verosimilitud de los pardmetros del
modelo maximizan R?

e Es asintdticamente independiente del tamano de la muestra.

e Se puede interpretar como la proporcion de variacion explicada.

[54]. Para el ultimo caso mencionado, Nagelkerke en su escrito, explica las restricciones
con un buen ejemplo. También presenta su propuesta de R?, para el caso en que se trabaje
alguna eventual regresion logistica, como una generalizacion del coeficiente de Cox y Snell.
El pseudo R? de Nagelkerke es definido por la expresion

R? = R (1.38)
~ max(R?) ‘

en donde méx(R?) =1 — L(0)*/" y R? definido como en la ecuacién (1.37).

Sin embargo, en cada uno de los casos del presente escrito, ambos coeficientes, el de
Nagelkerke y el de Cox y Snell coinciden y cada uno toma los valores mostrados en la
tabla 1.8

Modelo —2log L | R? de Nagelkerke
Normal Lineal 322.816 0.534
SAR Residual 319.160 0.563
SAR variable respuesta | 320.720 0.583
SAR mixto 306.475 0.716
CAR error 319.826 0.574

TABLA 1.8. pseudo R? de Nagelkerke para los modelos considerados
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La tabla 1.8 muestra que el mejor modelo o el que mejor ajusta los datos, segin este
criterio, es el SAR mixto, con un 71.63 % de variabilidad explicada. Sin embargo, cabe
mencionar que a diferencia de los demas modelos, este tiene seis parametros de més. A
pesar de esto, retirando del modelo las variables IndIPS y NBI, se reduce en 4 el ntimero
de pardmetros a estimar, el pseudo R? se mantiene cerca, toma valores de 70.52 %, v el
AIC disminuye considerablemente con el mostrado en el cuadro 1.6, ya que toma un valor
de 329.74.

1.4.3. Otras matrices de pesos espaciales

Ya en secciones anteriores se construyeron modelos autorregresivos definidos y presen-
tados cada uno en la seccién (1.3). Para ello se trabaja con la matriz de pesos espaciales
W encargada de recoger la informacién de los vecinos mas cercanos; se usa una matriz de
contigiiidad fisica de primer orden totalizada por filas. En esta nueva seccién se utilizan
otras definiciones de matrices, esto es, se establece una nueva vecindad para cada uno de
los departamentos. La primera opcién es trabajar con una contigiiidad fisica de segundo
orden, y la otra, es establecer cada una de las regiones naturales del pais (divisién politica
y cultural) como una clase de vecindad.

1.4.3.1. Matriz de pesos espaciales con contigiiidad fisica de segundo orden

Se considera primero la matriz de pesos espaciales de contigliidad fisica de segundo
orden. En este caso, se suponen vecinos, ademas de los ya establecidos por la contigiiidad
fisica de primer orden, los vecinos de primer orden de los vecinos ya considerados. Para esta
nueva definiciéon de matriz de pesos espaciales, los valores de la I de Moran, C' de Geray
y G de Getis, son 0.1057, 0.8227 y 0.03111 respectivamente. Los respectivos p valores de
cada una las pruebas de interés (si es cero estadisticamente el valor de la estadistica) son
0.0208, 0.0040 y 0.09868. En las tres se rechaza la hipdtesis nula, al menos a un nivel de
confiabilidad del 90 %. Como es de suponer, la estructura de la ecuacién que define cada
modelo no cambia con respecto a los considerados en la seccién anterior; inicamente, las
estimaciones de los parametros.

Modelo espacial SAR con rezago en el residual

La ecuacién para la media del modelo SAR con rezago en el residual, es la misma
(1.32) y para los términos de error (1.33)

Pardmetro Bo B1 B2 B3 Ba s Be
FEstim 228.824 | 0.555 | —1.955 | 0.478 | 0.195 | —34.446 | —0.958

d.e 49.503 | 1.302 | 1.157 | 0.517 | 0.562 | 18.040 0.410

TABLA 1.9. Estimacién y desviacion estandar de los pardmetros del modelo con estructura de error
(1.33) - Matriz de contigiiidad fisica de segundo orden

La tabla 1.9 muestra las estimaciones respectivas del caso. Haciendo una comparacion
con la tabla 1.2, se observa un cambio importante en cada uno de los parametros estimados.
Cabe mencionar también que las variables que son significativas son IndIPS, 1/Rec y RNtr,
a un 90 % de confiabilidad. También se tiene que la estimacién del pardmetro de interés
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A que define la estructura de correlacién espacial para este es —0.665 con una desviacién
estandar de 0.541. Nuevamente mediante las pruebas mostradas en el apéndice, se prueba
la hipdtesis de que A = 0 (juegos de hipétesis (B.14)). Asi, el valor del test de razén de
verosimilitud (B.26) es 0.8321 cuyo p valor es de 0.3616. La otra estadistica de uso frecuente
que se menciona para probar esta hipétesis es la de Wald ((B.19) en esta situacién). El
valor que toma es de 1.5091 y el p valor respectivo es 0.220. Los resultados anteriores
muestran que no se rechaza la hipoétesis nula, es decir, A es estadisticamente igual a cero
(no hay correlacién significativa en el modelo). La estimacién de la varianza del residual
que define el modelo como o? es 982.95, mientras que el AIC es 339.98.

Modelo espacial SAR con rezago en la variable respuesta

La ecuacion de la media es dada al igual que el caso anterior por la misma estructura
del modelo correspondiente en la seccién anterior, es decir, por la ecuacién (1.34). Las
estimaciones de cada parametro estan consignadas en la tabla 1.10

Pardmetro Bo B1 B2 B3 B4 s Be
Estim 345.608 | 1.574 | —0.789 | 0.490 | 0.136 | —81.198 | —1.397

d.e 78.733 | 1.438 | 1.218 | 0.471 | 0.558 | 31.717 0.482

TABLA 1.10. Estimacién y desviacién estdndar de los pardmetros del modelo (1.34) - Matriz de
contigliidad fisica de segundo orden

De la tabla 1.10 se puede observar que algunas de las estimaciones de los pardmetros
cambian un poco en comparacion a los mostrados en la tabla 1.3. Sin embargo, al igual
que cuando se usé la matriz de contigiiidad fisica de primer orden, las inicas variables que
salen significativas son 1/Rec y RNtr, a un 95 % de confiabilidad. La estimacién de o2 es
936.6 y el AIC es de 337.95. Ademas la estimaciéon de p es de —0.474 con una desviacién
estandar de 0.265 y las estadisticas de razon de verosimilitud y Wald son 2.870 y 3.209,
cada una respectivamente con un p valor de 0.0902 y 0.0732; indicando que la correlacién
espacial incluida en la media es significativa al menos a un 90 %.

Modelo espacial SAR mixto

La ecuacién que describe este modelo es la misma usada en la especificacion del modelo
SAR mixto cuando se trabaja la matriz de contigiiidad fisica de primer orden. Asimismo se
muestra en la tabla 1.11 las estimaciones de cada uno de los parametros para el predictor
lineal sin las covariables rezagadas.

Pardmetro Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
Estim 335.761 | 2.946 | —0.519 | 0.494 | 0.483 | —81.187 | —1.736

d.e 93.374 | 1.568 | 2.311 | 0.488 | 0.758 | 37.143 0.540

TABLA 1.11. Estimacién y desviacién estdndar de los pardmetros del modelo SAR mixto - Varia-
bles explicativas - Matriz de contigiiidad fisica de segundo orden

La tabla 1.12 contiene las desviaciones y estimaciones de las variables rezagadas.

Cada una de las tablas mencionadas anteriormente muestran que las variables Displc,
1/Rec y RNtr son significativas. Sin embargo y en contraste con el mismo modelo pero
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Parametro Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 V6
FEstim 14.430 | —0.870 | 0.999 | —0.409 | 350.877 | —0.813
d.e 9.360 | 11.285 | 1.965 | 4.131 | 276.563 | 2.570

TABLA 1.12. Estimacion y desviacion estandar de los pardmetros del modelo SAR mixto - Varia-
bles explicativas rezagadas - Matriz de contigiiidad fisica de segundo orden

con matriz de contigiiidad fisica de primer orden, ninguna de las variables rezagadas con
esta estructura de vecindad resulta significativa. Esto sugiere que la definicion de una
estructura de vecindad asi en este caso puede no ser oficiosa. El valor de la estimacién
del parametro de interés p es —0.968 con una desviacién de 0.531 y los valores de las
estadisticas de razén de verosimilitud y Wald son 2.136 y 3.323 respectivamente, con p
valores de 0.1438 y 0.0682, mostrando que en uno de los dos casos es posible no rechazar
la hipotesis que el pardmetro es cero. La estimacién de la varianza residual es 746.02,
subiendo en comparacién al mismo modelo con diferente estructura de vecindad. E1 AIC
que muestra este modelo es 343.84.

Modelo espacial CAR

Aligual que los casos anteriores no se especifica la estructura del modelo ya que coincide
con las mostradas para el mismo con estructura de vecindad diferente. Asi, el cuadro 1.13
muestra las estimaciones y desviaciones para cada uno de los pardmetros considerados en
este.

Pardmetro Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
FEstim 235.815 | 0.455 | —1.911 | 0.422 | 0.265 | —31.851 | —1.038

d.e 49.264 | 1.314 | 1.152 | 0.515 | 0.558 | 17.863 0.427

TaBLA 1.13. Estimacion y desviacién esténdar de los pardmetros del modelo (1.35) - Matriz de
contigiiidad fisica de segundo orden

La estimacion de A es —0.101 con una desviacién de 0.109. El valor de la estadistica
de razén de verosimilitud para probar la hipdtesis si A = 0 es de 0.8803 y su respectivo p
valor es 0.3481. Esto indica que el modelo no presenta correlacién espacial y la hipotesis
nula podria ser rechazada. Para este modelo las variables que pueden ser consideradas
significativas son IndIPS, 1/Rec y RNtr, al menos a un 90 % de confiabilidad. La estimacién
de la varianza del residual es de 964.98 y el AIC es de 339.94. Notese que con respecto
al modelo CAR con la primera estructura de vecindad considerada, todos estos valores
cambian un poco mostrando un ajuste menos adecuado. Se muestra un cuadro que resume
cada uno de los valores de interés de cada modelo con la nueva estructura de vecindad
considerada. La tabla 1.14 resume los valores de AIC, 62, p y A segun corresponda.

En cuanto al cuadro que relaciona el criterio AIC, los estimadores de la varianza
residual y los pardametros de autocorrelacién segin corresponda, se nota que aunque la
diferencia de los valores del criterio AIC son despreciables entre algunos modelos; el modelo
que menor criterio muestra es el SAR variable respuesta. Los respectivos valores del R
cuadrado de Nagelkerke, son mostrados en el cuadro 1.15

Segtn el cuadro 1.15, el modelo con mayor R? es SAR mixto. Debe tenerse en cuenta
el nimero de parametros que se usa en el ajuste del modelo. Sin embargo, sacando del
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Modelo AIC o? P A
Normal Lineal 338.81 | 1316.7
SAR Residual 339.98 | 982.95 —0.665
SAR variable respuesta | 337.95 | 936.36 | —0.474
SAR mixto 343.84 | 746.02 | —0.968
CAR 339.94 | 964.98 —0.101

TABLA 1.14. AIC , 02, p y X para los modelos considerados

Modelo —2log L | R? de Nagelkerke
Normal Lineal 322.816 0.534
SAR Residual 321.984 0.546
SAR variable respuesta | 319.946 0.573
SAR mixto 313.838 0.645
CAR error 321.936 0.547

TABLA 1.15. pseudo R? de Nagelkerke para los modelos considerados - Matriz de contigiiidad de
segundo orden

modelo SAR mixto las variables que no son significativas, solo dejando Disple, 1/Rec,
RNtr y sus respectivas cantidades rezagadas, el valor de —2log L(83) es de 316.32 y el R
cuadrado se transforma en 0.6176, considerando asi 9 parametros que estimar en vez de
15.

1.4.3.2. Matriz de pesos espaciales por regiones naturales

En esta parte del escrito se construye la vecindad de acuerdo a las regiones naturales.
La figura 1.7 muestra el mapa de las regiones naturales de Colombia por departamento.

Regiones Naturales
O Pacifica

O Carbefinsular
@ Andina

B Amazonia

B Orinoquia

F1curaA 1.7. Regiones naturales por departamento en Colombia

Para esta vecindad los valores de las estadisticas de correlacion espacial son respecti-
vamente 0.1080, 0.8650 y 0.0314 para la I de Moran, C' de Geary y estadistica G. Para
cada uno los p valores de la prueba de hipodtesis de que son estadisticamente igual a ce-
ro son 0.0935, 0.0762 y 0.0762 respectivamente, en donde tampoco no se puede rechazar
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la hipotesis de que hay correlacién espacial. Al igual que en los dos casos anteriores en
que consideramos dos estructuras de vecindad diferentes, mostramos los resultados mas
relevantes cuando consideramos esta nueva vecindad.

Modelo espacial SAR con rezago en el residual

La ecuacién corresponde a la mostrada en la expresion (1.32) para el predictor lineal y
para los términos de error (1.33). La tabla 1.16 muestra los resultados de las estimaciones.

Parametro Bo B B2 B3 Ba s Be
FEstim 148.877 | 1.270 | —2.408 | 1.126 | —0.371 | —22.725 | —0.117

d.e 39.925 | 0.556 | 0.921 | 0.487 | 0.305 15.941 0.365

TABLA 1.16. Estimacién y desviacién estdndar de los parametros del modelo con estructura de
error (1.33) - Matriz de vecindades por regiones naturales

La tabla 1.16 muestra que las tnicas variables que resultan significativas son Displc,
IndIPS y Vac, al menos a un 90 % de confiabilidad. En este caso el valor de Xes de —1.777
con una desviacién estandar de 0.355 y los p valores de las pruebas de razon de verosimilitud
y Wald son 0.081 y 5.441 x 10797 respectivamente, en donde cada una de las estadisticas
toman un valor de 3.035 y 25.101. En ambos casos podemos rechazar la hipotesis nula de
ausencia de correlacion espacial mediante esta nueva definicién de vecindad. El valor del
AIC para este es de 337.78 y la estimacién del término o2 es 638.76.

Modelo espacial SAR con rezago en la variable respuesta

La configuracién de la media del modelo se muestra en la ecuacién (1.34). Las estima-
ciones para esta propuesta son mostradas en la tabla 1.17.

Pardmetro Bo B1 B2 B3 Ba s Be
FEstim 237.061 | 0.528 | —1.705 | 0.495 | 0.350 | —33.512 | —1.218

d.e 74.377 | 1.397 | 1.164 | 0.506 | 0.579 | 18.905 0.488

TABLA 1.17. Estimacién y desviacion estandar de los pardmetros del modelo con estructura (1.34)
- Matriz de vecindades por regiones naturales

En la tabla 1.17 se puede apreciar que las variables significativas son 1/Rec y RNtr a
un 90 % de confiabilidad. La estimacién del pardametro p que define la autocovariable es
—0.0237 con desviacion estandar de 0.210 y asi, los valores de cada uno de los respectivos
estadisticos razén de verosimilitud y Wald son 0.012 y 0.013, con p valores de 0.912 y 0.910,
indicando que no se rechaza la hipdtesis que p = 0; luego, se concluye que estadisticamente
no hay correlacién de acuerdo a la estructura de vecindad expuesta. El valor del AIC es
de 340.80 y el valor estimado de o2 es 1036.9.

Modelo espacial SAR mixto

Anteriormente se mostraron las estimaciones para los modelos espaciales SAR con
estructura de correlacién en el residual y en la variable respuesta. Recordemos que la es-
pecificacién del modelo es la misma que cuando consideramos este mismo con una matriz
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de contigiiidad fisica de primer orden. Al igual que los casos anteriores, primero se consig-
nan las estimaciones de los pardametros del modelo sin rezago; estos resultados pueden ser
visualizados en la tabla 1.18.

Pardmetro Bo b1 B2 B3 Ba s Be
FEstim 432.582 | 3.067 | —0.522 | 0.336 | —0.501 | —77.616 | —0.650

d.e 334.416 | 1.635 | 3.217 | 0.771 | 0.713 53.704 0.526

TABLA 1.18. Estimacion y desviacion estandar de los parametros del modelo SAR mixto - Varia-
bles explicativas - Matriz de vecindades por regiones naturales

Se puede notar que segun la tabla 1.18 no hay ninguna variable significativa con esta
estructura de vecindad. El valor estimado de p es —1.395 con una desviacion estandar de
0.379. Ahora se observan las estimaciones de los parametros que definen las covariables
rezagadas; la tabla 1.19 muestra esta informacién

Parametro Y1 Y2 Y3 V4 V5 Y6
FEstim 3.780 | 6.740 | 1.071 | —3.712 | —295.529 | 3.284
d.e 4.718 | 19.407 | 3.520 | 3.165 367.341 | 2.280

TABLA 1.19. Estimacién y desviacién estandar de los pardmetros del modelo SAR mixto - Varia-
bles explicativas rezagadas - Matriz de vecindades por regiones naturales

Como se aprecia, ninguna de las variables rezagadas de acuerdo a esta estructura de
vecindad resulta siendo significativa. E1 AIC es 336.27 y el valor de la estimacién para o2
es 490.66. A pesar de esto, cabe mencionar que con esta estructura se rechaza la hipétesis
de que los residuales no estan espacialmente correlacionados. Como se puede entonces
apreciar, este modelo que en casos anteriores presentaba una mejoria con respecto a los
demads aun quitandole pardmetros en la estimacién, no muestra un adecuado ajuste.

Modelo espacial CAR

La estructura del modelo se muestra en las ecuaciones (1.35) y (1.36). Se recuerda
que en este caso la matriz W debe ser simétrica. De esta manera, se escoge la misma
matriz que relaciona la vecindad, solo que no es totalizada por filas. Las estimaciones son
presentadas en el cuadro 1.20.

Parametro Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
FEstim 136.283 | 1.481 | —2.645 | 1.206 | —0.439 | —22.142 | 0.048

d.e 37.708 | 0.195 | 0.927 | 0.486 | 0.182 16.809 | 0.326

TABLA 1.20. Estimacién y desviacién estdndar de los pardmetros del modelo (1.35) y (1.36) -
Matriz de vecindades por regiones naturales

Se puede entonces concluir con respecto a esta nueva tabla que las tnicas variables
que no son significativas, son 1/Rec y RNtr. En contraste, las otras lo son a un 95%
de confiabilidad. El resultado de este modelo es bastante bueno en comparacién a los
modelos CAR presentados con anterioridad. El estimado de A es cercano a —6.66 con
una desviacién estandar muy cercana a cero, y la estadistica de razén de verosimilitud
que prueba la hipdtesis que A = 0 toma un valor de 86.534, lo que conduce a un p valor
menor que 2.22 x 10716, En este mismo caso, el valor estimado de la varianza residual
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02 es 2.664 x 1077 y el AIC disminuye considerablemente hasta 254.28. Sin embargo, al
revisar los supuestos bésicos del modelo, encontramos que los residuales no se comportan
adecuadamente. Por esto, se trata de ajustar el modelo, y se encuentra uno que lo hace
mejor. Al quitar del predictor lineal las variables 1/Rec y RNtr, se obtiene la forma
funcional

y=XB+v (1.39)
y
v=\Wv+e (1.40)
con
X8 = By + B1Disple + B2IndIPS + B3Vac + 54NBI (1.41)
La tabla 1.21 muestra las estimaciones de este modelo
Pardmetro Bo B1 B2 B3 B4
FEstim 145.900 1.205 —3.821 1.093 —0.250
d.e 0.011 [1.622x107%[2423x107%] 1279 x10"* | 7.057 x 10~°

TaBLA 1.21. Estimacién y desviacién esténdar de los pardmetros del modelo (1.40) - Matriz de
vecindades por regiones naturales

Para el modelo presentado en el cuadro 1.21 se tiene que el AIC alcanza un valor
de 251.41, un poco mas bajo que el anterior. Ademads, la estimacién de la varianza es
de 2.7568 x 107°. El valor estimado de A sigue siendo muy cercano a —6.66 con una
desviacion estandar de casi cero, y la estadistica de razén de verosimilitud que prueba
la hipdtesis A = 0 toma un valor de 92.963, tomando un p valor muy cercano a cero.
Ademas de esto, se puede apreciar de la tabla en mencién que todas las variables son
significativamente distintas de cero. Al incluir un efecto de vecindad como el trabajado
en esta pequena seccion, se concluye que este es el mejor modelo CAR en todas las tres
estructuras espaciales consideradas. Como se hizo para cada uno de los casos anteriores, se
presenta una tabla que resume el comportamiento en general de cada uno de los modelos
considerados con esa estructura de vecindad, las regiones naturales.

Modelo AIC o2 P A
Normal Lineal 338.81 1316.7
SAR Residual 337.38 638.76 —1.777
SAR variable respuesta | 340.8 1036.9 —0.023
SAR mixto 336.27 490.66 —1.395
CAR 251.41 | 2.756 x 10~° —6.666

TABLA 1.22. AIC , 02, p y A para los modelos considerados

La tabla 1.22 muestra los valores mas relevantes de cada modelo considerado. Clara-
mente, se puede establecer que para esta nueva propuesta, el modelo mas adecuado que
describe mejor la informacion, es el modelo CAR, pues el AIC es mucho méas bajo que
todos los demaés. Si consideramos el R cuadrado de Nagelkerke mostrado para cada uno en
el cuadro 1.23, podemos apreciar un importantisimo comportamiento del modelo CAR.

Como se ha mencionado anteriormente, no es viable compararlo directamente, si no
se considera el nimero de pardmetros estimados como es el caso del modelo SAR mixto
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Modelo —2log L | R? de Nagelkerke
Normal Lineal 322.816 0.534
SAR Residual 319.781 0.575
SAR variable respuesta | 322.804 0.535
SAR mixto 306.270 0.718
CAR error 237.415 0.965

TABLA 1.23. pseudo R? de Nagelkerke para los modelos considerados - Matriz de contigiiidad por
regiones naturales

en donde se estiman 15 parametros en comparacién de los 9 de los demas salvo los 7 del
modelo CAR. Recordemos que el R? se puede inflar arbitrariamente en dado caso cuando
el nimero de parametros aumenta.

1.5. Conclusiones

Como se puede apreciar a lo largo del capitulo, existe una evidente correlacién espacial
en las variables medidas en los departamentos de Colombia. Nétese que el modelo SAR
mixto se comporta mejor que los otros modelos SAR considerados, comparandolo con estas
estructuras usando la misma definiciéon de matriz de contigiiidad. En efecto, el modelo con
mejor comportamiento es el modelo CAR residual, en donde se considera una estructura
de autocorrelaciéon en los residuales. Observamos también que el indice de desplazamiento
estd positivamente correlacionado con el indice de volumen de atencion hospitalaria, al
igual que la variable VAC. Esto sugiere que entre més proporcién de hogares con per-
sonas desplazadas, mayor es el volumen de atencién hospitalaria como era de esperarse.
Asimismo, entre mayor es el porcentaje de ninos menores de un ano que han recibido la
tercera dosis de la vacuna contra el polio, mayor es el volumen de atencion hospitalaria,
como era de esperarse. También, se puede concluir que en los departamentos en donde
hay més IPS publicas en comparacion con las IPS privadas, se presenta menos volumen
de atencién hospitalaria, al igual que en los departamentos en donde hay mayores indi-
ces de NBI. Los resultados mencionados, son los resultados esperados en el pais. Ademés
de todos lo mencionado, se observa que el modelo mejora sustancialmente, cuando en el
término del error, le incluimos una variable que resuma la estructura espacial intrinseca en
los datos, agrupando vecindades mediante el criterio de las regiones naturales. El modelo
CAR residual no se comporta de manera similar al SAR residual, ya que en el caso del
CAR, los valores que toma la matriz W, son mucho més grandes que los SAR.



Un enfoque Bayesiano en la modelacion espacial
de la mortalidad infantil colombiana y periodo
postnatal de cribado

En Colombia durante muchos afos se ha sufrido el conflicto armado que ha dejado a los
menos favorecidos en circunstancias de pobreza, sobre todo en las regiones més apartadas
en donde los grupos al margen de la ley cometen actos delictivos, atacando a su vez a la
poblacion infantil. Junto a esto, la corrupcion latente en este pais ha generado durante
todo este tiempo bajo nivel educativo que afecta el desarrollo con el paso del tiempo. Uno
de los principales retos que tiene el actual gobierno es reducir la tasa de muertes infantiles
por causas como la pobreza y el conflicto armado, entre otras.

De la mano del gobierno, la UNICEF ha actuado y ha hecho ptblica su preocupacién
en los ultimos anos sobre los acontecimientos de violencia en contra de la nifiez en Co-
lombia, a pesar de que las cifras de muerte y violencia se han reducido. Sin embargo, las
politicas colombianas deberian estar enfocadas en la proteccién infantil, y en general, en la
proteccién de los derechos humanos. Se conoce que para el ano 2005 la tasa de mortalidad
infantil para ninos menores de 5 anos fue de 19 por cada mil infantes que nacieron vivos,
indicando una relevante diferencia comparandolo con el mismo indicativo de los paises
desarrollados, que fue de 6 por cada mil. Ademas de la violencia que azota el territorio
colombiano hay que senalar que las politicas de salud ptblica no son las mejores, y de esta
manera, las causas de muerte en esta poblacion, en especifico, se multiplican.

Para determinar y caracterizar posibles factores que inciden en la muerte de ninos
menores de cinco anos en Colombia se hace uso de la informacién de la Encuesta Nacional
Demografica y de Salud para el ano 2005, la cual contiene informacién por departamentos
sobre el nivel familiar al cual pertenece el infante. Ya que se dispone de datos ordenados en
el espacio, es importante determinar si la tasa de muertes infantiles en Colombia también
depende de la zona o territorio, por el factor ya mencionado que incide drasticamente en
el comportamiento de la sociedad colombiana: la violencia.

Es importante senalar que en Colombia, existen algunas regiones mas sacudidas por
la violencia que otras, y por consiguiente, son regiones con mayor indice de pobreza.
Algunos de los departamentos con maés indices de violencia, son el Chocé, Putumayo,
Cauca, Amazonas, Narino y Cauca, donde algunos de ellos son los limites con Peri y
Ecuador. También las selvas colombianas y el llano, departamentos como Arauca, que
limitan con Venezuela.
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En este estudio se analiza la mortalidad infantil y sus posibles causas. El niimero de
ninos menores de cinco afnos que murieron durante el periodo de 2000 al 2005 (variable
NF) fue estimado para cada uno de los 32 departamentos, y también en las cuatro ciudades
de Bogota, Cartagena, Barranquilla y Santa Marta. Ademas se consideré el ntimero de
madres (en miles) que habfa en cada una de esas 36 areas (variable Nmadres), asi como
el porcentaje de mujeres mayores de 18 anos que han sufrido algin tipo de abuso fisico
de sus actuales familias (variable Viol). Ademads, para cada una de las dreas de estudio,
hay también informacién sobre el porcentaje de la poblacién que tiene necesidades bésicas
insatisfechas para el anio 2004 (variable NBI), sobre los recursos otorgados para la edu-
cacién y atencién integral para ninos pequenos (en miles) por familias, brindados por el
gobierno central a las diferentes administraciones departamentales o municipales en el ano
2005 (variable REC), sobre el porcentaje de personas jovenes (entre los 18 y los 23 anos)
quienes han accedido a educacién superior en 2005 (variable ES), sobre el porcentaje de
ninos menores de un ano que han recibido la tercera dosis de la vacuna contra el polio
aplicada en el ano 2004 (variable Vac), sobre el nimero de madres en la i-ésima drea que
pasaron por un periodo postnatal de cribado (NScree), sobre el nimero de madres (en
miles) que han tenido su ultimo hijo después de 1999 (NMadres99) y sobre el porcentaje
de madres que han pagado los costos totales del periodo postnatal de cribado (variable
Pay).

En las siguientes secciones se revisan brevemente los conceptos de sobredispersién y
del enfoque o estimacién bayesiana de los pardmetros.

2.1. Modelos lineales generalizados

Sea Y; una variable aleatoria que pertenece a la familia exponencial. La funcién de
densidad de probabilidad de Y; puede escribirse de la forma

f(yi3 05, ) = exp [p{yibi — b(0:)} + c(y, 8)] (2.1)

donde E(Y;) = p; = b/(0;), Var(V;) = ¢~ 1V;, V. = 0u/00 es la funcién de varianza y
¢~ > 0 es el pardmetro de dispersién [55]. Como ejemplos de distribuciones que pertenecen
a la familia exponencial, se debe mencionar a la Normal, a la Gamma, a la Poisson y a la
binomial entre muchas otras. En los dos primeros casos el coeficiente ¢ respectivamente
toma los valores de 02 y CV =2, con CV el coeficiente de variacién. Esto permite cierta
flexibilidad en el manejo de la varianza de forma que la variabilidad que presentan los datos
puede resumirse sin ningin problema de acuerdo al valor que dispone el pardametro. Sin
embargo, en los otros dos casos, ¢ = 1/m para el caso de la binomial y ¢ = 1 en la situacién
Poisson, indicando que la estructura de varianza asociada a estas distribuciones, esta sujeta
Unicamente a los cambios que puedan ofrecer las funciones de varianzas respectivas o el
tamafio de muestra como el caso de la binomial. En el caso de la distribucién Poisson la
funcién de varianza es V(u) = p y en el caso de la binomial, V(u) = p(1 — p).

Desde los modelos lineales generalizados, se permite establecer una relacién entre la
media de las observaciones, u;, ¢ = 1,...,n, con las variables explicativas dispuestas pre-
viamente en la recoleccion de la informacion, de la forma

g9(pi) =ni =%} B, para i=1,...n (2.2)



CAPITULO 2. MODELACION DE LA MORTALIDAD INFANTIL Y EL PERIODO POSTNATAL DE CRIBADO31

donde 7; es llamado el predictor lineal para la ¢ - ésima observacion, x; es el vector de
tamano (p+ 1) x 1 de variables explicativas para la i-ésima observacion, 3 es un vector de
tamafio (p+1) x 1 de pardmetros desconocidos, y g(+) es una funcién de enlace, monétona
y diferenciable. Usualmente, la funcién de enlace canénica g(p;) = 6; con 6; como en
(2.1) se elige, garantizandose la existencia o convergencia de la estimacién por méxima
verosimilitud para el vector 3 y a su vez una relativamente facil interpretacion de los
coeficientes del modelo.

Para el caso de la distribucion binomial, la variable que pertenece a la familia exponen-
cial es Y;*, la proporcién de éxitos obtenidos en muestras de tamano m;, i = 1,...,n. En tal
caso, el pardmetro de dispersién es ¢; = 1/m; como habfamos mencionado anteriormente.
Ademds, si m; representa la probabilidad de éxitos en la i-ésima observacién binomial, el
valor esperado de la variable respuesta es E(Y;*) = m; y la funcién de varianza es dada por
V(m;) = mi(1 — m;), asi que Var(Y;*) = m;(1 — m;)/m;. Es importante resaltar que en este
caso se estda modelando la proporcion de éxitos. Sin embargo, las propiedades asociadas
a la variable binomial que cuenta el nimero de éxitos, puede ser directamente obtenida
después de definir la variable Y; = m;Y;*, de tal forma que su media y varianza estan dadas
por m;m; y m;m;(1 — m;), respectivamente [55].

Para el caso de la distribuciéon Poisson, donde Y; es la variable aleatoria que cuenta el
numero de éxitos que ocurre en un tiempo dado, distancia o area especifica, el pardametro
de dispersion es ¢; = 1. Si A; es la tasa media de ocurrencia de un evento dado, y la
funcién de varianza estd dada por V(\;) = \;, entonces la media y la varianza de la
variable aleatoria Y; son ambas dadas por A;. La funcion de enlace canénica, para el caso
binomial es la logistica, dada por la expresién g(m;) = log[m; /(1 — ;)] = n;, y para el caso
de la variable Poisson, es la logaritmica, dada por la expresién g(\;) = log(\;) = 7;, en
donde log(-) hace referencia al logaritmo natural.

Asi, una vez establecidas las principales caracteristicas de un modelo lineal generali-
zado, recordamos que el fenémeno de la sobredispersién ocurre cuando la varianza de los
datos excede a la que puede capturar la distribucion. Para el caso de la binomial, hay
presencia de sobredispersién si Var(Y;) > m;m;(1 — 7m;), y para el caso de la Poisson, si
Var(Y;) > A;. Cuando no se tiene en cuenta este fenémeno en la construccién del modelo,
se puede cometer subestimacién de los errores estandar de las estimaciones, lo que implica
una inferencia errénea para los estimadores de los pardmetros de regresién [39).

2.2. Modelos usuales de sobredispersion

En esta seccién se aborda de manera general los modelos méas usados para tratar el
fenémeno de sobredispersion en los casos cuando la variable respuesta tiene distribucion
Poisson y binomial. Hay muchas modelos que capturan la sobredispersién, los cuales surgen
desde posibles mecanismos alternativos para el proceso subyacente[39]. Los modelos consi-
derados en este escrito, son aquellos producto de asumir alguna distribucién al pardmetro
que define la distribucién (el caso de los modelos jerdrquicos) y el de incluir un efecto
aleatorio en el predictor lineal. Estos dos métodos permiten extender la varianza de la
variable respuesta, como se puede ver a continuacion.
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2.2.1. Modelos de conteo con sobredispersién

Uno de los problemas méas comunes en los modelos estadisticos es la presencia de
sobredispersion. Por este término entendemos que la varianza de la variable respuesta Y
excede la varianza nominal [51], implicita en la relacién media - varianza, aplicando los
modelos lineales generalizados[39]. A lo largo de esta seccién se asume que la variable
respuesta de interés Y sigue una distribucién discreta Poisson de media p, o, binomial
de pardmetros m y mw, con m el nimero de ensayos y 7 la probabilidad de éxito. De esta
manera, si se establece que ¢ = 1 en ambos casos, se puede presentar que Var(Y) = o2u
para el caso de la Poisson, y Var(Y) = o?mm(1—7) para el caso de la binomial, con o > 1
[55].

La sobredispersién puede surgir de muchas formas, y diferentes causas deben ser eva-
luadas o tenidas en cuenta para reducir el impacto que produce formular un modelo incapaz
de capturar toda la variabilidad con la que cuenta la informacién de la que se dispone.
Algunas de ellas representan una aparente sobredispersiéon, como el caso de presencia de
algunos puntos extrafios o mediciones atipicas que pueden ser simplemente eliminados y
asi reducir las evidencias de la presencia del fenémeno en cuestién. Otras causas aparentes
son la ausencia de algin término en la parte sisteméatica del modelo y correlacién entre las
respuestas de un mismo grupo. Si no se tiene en cuenta el exceso de variabilidad, se pue-
den cometer serios errores de subestimacion de errores estdndar y por supuesto inferencias
erréneas sobre los parametros de regresion[39]. Con base en todo esto, se definen en las
secciones siguientes cada uno de los principales modelos usados para capturar el exceso de
variabilidad de la variable respuesta.

2.2.1.1. Modelos asociados a la distribucién Poisson

Sea Y7, Ys, ..., Y, una muestra aleatoria con distribucién Poisson de media p. Se supone
que la dispersion de los datos es més grande que la capturada por el modelo Poisson, es
decir, Var(Y) > E(Y)) [51], o como se mencioné anteriormente, si Var(Y) = o2 con 02 > 1
[55]. Una causa probable de este fenémeno es la heterogeneidad de las unidades muestrales
que puede ser debido a la variabilidad inter unidades experimentales[55]. Una forma de
contrarrestar este fendmeno y encontrar la manera de capturar la variabilidad extra en
este modelo, es asumiendo que la media de la Poisson es una cantidad estocastica, teniendo
esta su propia distribucién; por conveniencia, Gamma [69].

De esta manera, se supone que Y |Z = z ~ Pois(z), en donde Z ~ G(u, ¢) en que ¢ no
depende de p. Con esta parametrizacién y notacién (Paula, G., 2010), se tiene entonces
E(Z) = puy Var(Z) = u?/¢, donde la distribucién de Y incondicionada tiene los dos
primeros cumulantes

EY)=p vy Var(Y)=p+p?/¢ (2.3)

con distribucién binomial negativa [50]. Nétese que la varianza es més grande que la media,
obteniendo ademas que la nueva funcién de varianza para este caso es la cuadratica en vez
de la lineal [51]. Margolin et al. [50] y G. Paula [55] muestran que la funcién de densidad
de probabilidad resultante es

Pr(Y = y) = <y * z - 1) (1 — 7)PmV (2.4)
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con m = p/(u+ ¢). Se supone ahora que Y7,Ys,...,Y, son variables aleatorias indepen-
dientes de manera que Y; ~ BN (u;, ¢) en que E(Y;) = u; y Var(Y;) = p; +p? /¢, se modela
la parte sistemética
9(mi) =x{ B

con ¢(-) una funcién de enlace que cumpla todos los requisitos de los modelos lineales
generalizados, x; es el vector columna de todas las covariables medidas en el i-ésimo
individuo y 3 es el vector de pardmetros a ser estimado. Por lo general, g(p;) = log(u;)[55].
Estos ajustes dan la posibilidad de considerar distintos modelos de este tipo asumiendo
que los pardmetros en la distribuciéon asumida para Z varian.

El siguiente modelo considerado para tratar la variacién excesiva, es el Poisson normal
(conocido también como modelo Poisson log-lineal mixto para el caso en que su funcién
de enlace es la logaritmica). Aqui se considera la inclusién de un efecto aleatorio en el
predictor lineal [39]. De manera general, para una funcién de enlace g(-), se supone ahora
que dado un vector de efectos aleatorios «, los conteos Y7, Yo, ...,Y,, son condicionalmente
independientes tales que Y;|a ~ Pois(u;) donde

9(w) =x] B+ 2z o (2.5)

con X; v z; vectores fila de las matrices X y Z respectivamente, ambas conocidas. Este es un
caso especial de los modelos lineales mixtos generalizados, en el cual la familia exponencial
(condicionada) es Poisson. El pardmetro de dispersién en este caso es nuevamente ¢ = 1
[41]. En particular para este caso, la funcién de enlace es g(u) = log(u) (funcién de enlace
canonica), y para tratar sobredispersién se hace Z = I,,, con I,, una matriz identidad de
tamano n X n y asi, a es un vector de tamano n x 1, lo que indica un efecto aleatorio para
cada uno de los individuos. La ecuacién (2.3) se convierte para este caso en especifico

log(ui) = x{ B+ (2.6)

con «; la entrada i - ésima del vector . La funcién de varianza para el modelo (2.4) es de
la forma Var(Y;) = u; + k'?, que coincide con la de la binomial negativa. En efecto, con
esta funcién de enlace candnica (logaritmica) y un efecto aleatorio aditivo en el predictor
lineal denotado por «; para cada individuo, siempre se obtiene una funcién de varianza
similar a esta forma, para cualquier efecto aleatorio [39]. La suposicién distribucional a
menudo que se usa para el vector aleatorio a es normal multivariado con media 0 y matriz
de covarianza G que puede depender de un vector ¢ de componentes de varianza. Con la
estructura general de los modelos lineales mixtos generalizados GLMM (por sus siglas en
inglés) se obtiene una opcién para modelar cuando las respuestas son correlacionadas. Por
tal razén, GLMM es a menudo usado para tratar variables categéricas o discretas cuando
las respuestas son correlacionadas [41]. De esta manera, se obtiene una forma de tratar la
sobredispersion, cuando la causa de esta es el no cumplimiento de independencia entre las
observaciones de la respuesta Y.

2.2.1.2. Modelos asociados a la distribucién Binomial

Uno de los modelos considerados por Hinde para datos con exceso de variaciéon y de
respuesta binomial, es el beta binomial, asumiendo sobredispersién no constante. Williams
en 1975 [69], propone este modelo para un experimento toxicolégico, disenado para inves-
tigar los efectos teratdgenos o fetotdxicos de cierto quimico en un laboratorio de animales.
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Se consideran los dos niveles de respuesta de una variable como éxito o fracaso. Se supo-
ne que la poblacién bajo estudio, se agrupa bajo ciertas caracteristicas formando lo que
se conoce como Cluster. El ensayo presentado en el escrito de D.A. Williams [69], es un
ejemplo de esto. Ahora se supone que el numero de clusteres es fijo, denotado por k. En el
1 - ésimo cluster, el nimero de unidades medidas con respuesta positiva o éxito, Y;, es asu-
mida con distribucién binomial de pardmetros m;, m; [51]. De esta manera, E(Y;) = m;m;
y Var(¥;) = m;m(1 — m;): Nétese que la variabilidad cambia de clister a clister. Pa-
ra permitir variacién binomial extra, se introducen variables continuas inobservables II;
distribuidas independientemente sobre (0,1) con E(II;) = m;, Var(Il;) = om(1 — m;), y
se asume que, condicionado sobre II; = m;, la variable Y; tiene distribucién binomial de
pardmetros (m;,m;) [70]. De esta forma, Y;|m; ~ Bin(m;,m;), entonces E(Y;|m;) = m;m y
Var(Y;|m;) = m;m;i(1 — m;). De ahi se obtiene

E(Y;) = E{E(Y;|m;)} = mm; (2.7)

Var(y;) = E{Var(YjJm;)} + Var{E(Y;|m;)} (2.8)

= olmmi(l —m)

en donde 02 = 1+ (m; —1)d [55]. El caso particular que interesa en este punto es § > 0, ya
que se necesita que O',L»Q > 1. El modelo beta - binomial asume que II; sigue una distribucién
beta con funcién de densidad

Pr(Il; = ;) = 7% (1 — m)""'/B(a, b) (2.10)
con 0 < m <1,a>0,b>0[69]. Luego, la distribucién de Y; incondicionada tiene funcién
de probabilidad
(T;Z)B(a +yi,mi +b— ;)

B(a,b)

para y; = 0,1,2,...,m;. Esta es la distribuciéon beta binomial y su forma limite es una
binomial negativa, andlogo al limite Poisson de la binomial [32]. Es preferible la parame-
trizacion

PrY;=y) =

(2.11)

a; o 1

a; +b yon= a; +b

luego, la varianza de Y; es m;m;(1 — m;)(1 + m;7;)/(1 + 7;) v asi, por definicién 7; > 0 y
m; > 0. Esta reparametrizacion es conveniente especialmente en casos donde se considera
apropiado el modelo binomial puro (7; = 0), y por lo tanto a y b son ambos infinitos, lo
cual podria causar dificultades en estimacién e hipdtesis de interés [32]. En méas detalle, si
la variable aleatoria II; tiene una distribuciéon degenerada con probabilidad 1 a un tnico
punto (o de otra manera, escrito anteriormente como a; => 0o y b; = 00), entonces
Var(I;) = 0 y Y; resulta siendo una binomial, ya que 6 = Var(Il;) y asi, 6 = 1/(a; + b+ 1)
[1]. Sea X una matriz disefio conocida, como se menciona anteriormente. Al igual que en el
caso Poisson, suponiendo ahora que Y7, Ys, ..., Y, es una muestra aleatoria de manera que
Y; ~ BBD(m;, ;) (Beta Binomial Distribution), en que E(Y;) = m;, se modela la media de
Y; por medio de la parte sistemdtica

=

g(m) =x; B
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con ¢(-) una funcién de enlace y todo lo demds como en el caso Poisson - Gamma de las
secciones anteriores. Por lo general, g(m) = log(n/(1 — 7)), que es la funcién de enlace
logistica, canénica para una distribucién binomial perteneciente a la familia exponencial.
Si bien, el modelo beta binomial asume que las variables II; tienen distribucion beta,
otra posibilidad es asumir que el predictor lineal tiene alguna distribucién continua [39].
Al igual que en la seccién (2.2.1) para el caso de la Poisson, supongamos que dado un
vector de efectos aleatorios a, las variables de conteo Y1, Yo, ..., Y, son condicionalmente
independientes tales que Y;|a ~ Bn(m;, m;), en donde p; = m;m; y asi la parte sistemética
tiene la forma (2.3) en la seccién (2.2.1). Si la funcién de enlace escogida es la logistica
(funcién de enlace candnica), uno obtiene

log ('ul> =xI'B+zla (2.12)
i — M

con x; y z; definidas con en la seccién (2.2.1). Este es un caso especial de los GLMM, en
el cual la familia exponencial condicionada es Binomial. Al igual que en el caso simple, el
parametro de dispersién ¢ es uno [41]. Para tratar la sobredispersion, se escoge Z = 1,,, lo
que indica un efecto aleatorio para cada uno de los individuos o cluster. La ecuacién (2.9)
se convierte en

log ('ul) =xI'B+ (2.13)
mi — Hy
con «; la entrada i-ésima entrada del vector . Una ventaja de este modelo sobre el
anterior, es que este puede ser extendido més facilmente a modelar datos en los cuales hay
varios niveles de variacién extra - binomial [70]. Si o es la desviacién estandar del efecto
aleatorio del predictor lineal o, y si 0% es pequefio, La funcién de varianza asociada para
este caso esta relacionada con una expresion de la forma pu(1 — p) con ¢ el pardmetro de
dispersién dependiendo de o2 y de la misma expresion (1 — p). En este caso, la varianza

de la variable respuesta es dada por
Var(Y;) = mm;(1 — m)[1 4 o%(m; — D (1 — ;)] (2.14)

(ver[70] y [39]). Este modelo recibe el nombre de modelo logistico mixto. Si a ~ N (0, X),
y como es usual ¥ = ¢2I,,, el modelo recibe el nombre de logistico normal o binomial
normal si g(-) es genérico. Sin embargo, a lo largo de este escrito se hace referencia al
modelo logistico normal y al binomial normal indistintamente.

2.3. Otros modelos de sobredispersion

Entre los modelos alternativos de sobredispersion més mencionados en la literatura
se encuentran los modelos de cuasi-verosimilitud, la familia doblemente exponencial y los
modelos lineales generalizados con media aleatoria, brevemente mencionados en la seccién
anterior como una generalizacién del modelo Poisson Normal o el modelo Binomial Normal.
Mencionamos brevemente el modelamiento por el enfoque de la cuasi-verosimilitud y el de
la familia doblemente exponencial.
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2.3.1. Modelos de cuasi - verosimilitud

En 1974, Wedderburn publica su articulo proponiendo un nuevo tipo de modelamiento
para datos con respuesta diferente a la normal. En tal caso, se debe conocer de antemano
la relacién funcional existente entre la media y la varianza de la variable respuesta, es decir
se debe conocer V() con E(Y) = p. Supone también que cada p; puede ser modelada
mediante un conjunto de variables exdgenas por medio de un vector de parametros 3
como es habitual. En este sentido, los modelos de cuasi - verosimilitud, pueden ser vistos
como una generalizacién de los MLG, ya que solamente se asume una funcion de varianza
conocida y una relacién funcional entre dicha media que define el comportamiento de la
varianza y el vector de pardmetros B y no se requiere el conocimiento de la distribucién
de la variable respuesta. Bajo este escenario, se asume que

E(Y)=pu(8) v Var(Y)=o0V(n) (2.15)

en donde ¢? es un pardmetro de dispersién [55]. Dada la estructura de la varianza, el
modelo permite flexibilidad en el manejo de la misma, en donde su estructura no depende
tinicamente de la relacién funcional V(i) sino también del pardmetro o2. El logaritmo de
la funcién de cuasi - verosimilitud es definido como

<

I
1 —t
Qi) = o5 [ e (2.16)
Yy
en donde se puede verificar facilmente que Q(u;y) tiene propiedades semejantes a la funcién
de verosimilitud usual (ver [55]). La distribucién de la variable respuesta queda determi-
nada por la especificacién de V(i) cuando esta coincida con una perteneciente a la familia
exponencial. El articulo en cuestién muestra que la forma de estimacion de los pardametros
es hecha mediante la maximizacion de @) por medio del método iterativo de Fisher Scoring.

Como se meciond anteriormente, estos métodos permiten una mayor flexibilidad en el
manejo de la varianza. Por ejemplo cuando se especifica la funcién de varianza V() = p o
V(p) = p(1—p) en los respectivos casos Poisson o binomial, la varianza serd Var(Y) = o2
y Var(Y) = o?u(1 — p1). Se permite modelar sobredispersion si o2 > 1. Los resultados en
las estimaciones de estos mismos, por su estructura y su construccién, son muy similares a
los obtenidos por medio de los MLG clésicos; solamente difieren por supuesto en los valores
de o2. Este debe ser estimado separadamente y el método convencional para hacerlo es el
de los momentos, que toma la forma general

1 Ky —
~9 4 7
o7 = —. (2.17)
n—p ; V(f1:)
Si se supone que Y7,...,Y, son variables aleatorias independientes con logaritmo de

n
funcién de cuasi - verosimilitud Q(u;v;), ¢ = 1,...,n, se tiene que Q(u;y) = > Q(1i; i)
i=1

y ademads se supone que g(u;) = 1;, se deduce que los MLG son un caso especial de los
modelos de cuasi verosimilitud. Por lo tanto, algunas pero no todas, las funciones de cuasi
verosimilitud corresponden a una verdadera funcién de verosimilitud para p [55].
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2.3.2. Familia doblemente exponencial

Este tipo de modelamiento puede ser usado para generalizar cualquier modelo de re-
gresion, pero el principal interés del escrito de Efron en 1986 es en modelos binomial y
Poisson [26]. Los modelos mencionados en este articulo, son basados en lo que denominan
familia doblemente exponencial, lo que permite convenientemente modelar la media y la
varianza mediante unas variables regresoras de manera simultanea e independiente.

2 eg asumido

Esta idea surge de revisar la restriccion de que el parametro de dispersion o
constante en un modelo de cuasi verosimilitud. Consiste en generalizar un modelo de cuasi

- verosimilitud de acuerdo a
g(w) =x{ B, Var(Yi) =iV (i) y h(o}) =2~ (2.18)

donde h(-) es otra funcién de enlace, positiva y doblemente diferenciable, v es un vector
de pardmetros, z; es un vector de variables aleatorias, posiblemente diferentes a x;, y las
funciones g(-), V, y los vectores x; y 8 como en la seccién (2.1) [56]. En el caso especifico de
los MLG, si Y7, Ys,...,Y, es una muestra aleatoria independiente con media p; podemos
escribir esta generalizacion de la forma

g(w) =x; B, Var(Y;) =V (i) v h(d) =1z (2.19)

Es claro que este enfoque es una generalizacién, ya que si h(¢;) = =, es decir, si

Z = [1:0] con 1 un vector columna con el valor 1 en todas sus entradas, cae en el caso de
los modelos lineales generalizados (ver [31]).

2.4. Modelos de sobredispersién generalizados

Estos modelos que tratan la sobredispersién, son propuestos por Quintero, Cepeda y
Nuniez en 2012 [57]. La propuesta bésica consiste en asumir que el pardmetro de sobredis-
persién varia como una funcién de un conjunto de valores tomados por algunas variables
explicativas presentes en los datos, y asi puede ser modelado como una funcién de esas
variables. También, se consideran modelos con media aleatoria en los cuales la varianza
del componente aleatorio del predictor lineal es modelado por una funcién de algunas
variables explicativas [57].

2.4.1. Modelos asociados a la distribucién Poisson

En la seccion (2.2.1.1) se trataron los modelos usuales de sobredispersién para el caso
de la respuesta Poisson. El primero considerado es el modelo binomial negativo. Se asume
entonces que el parametro de dispersion no es constante y que este varia de acuerdo a
un conjunto de variables explicativas Z[57]. Siguiendo la misma notacién, la funcién de
densidad de probabilidad resultante es

Pr(Y; = y;) = (y’ +ji B 1) (1 — ;)P (2.20)
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con m; = p;/(pi + ¢i), de forma tal que un modelamiento conjunto de la media y la
dispersion es considerado. Por ejemplo, se puede tener

log(ps) =x{ By log(¢s) =2/ (2:21)
siguiendo con la funcién de enlace candnica en el predictor lineal de la media.

De igual manera, el otro modelo considerado en esa seccién es el Poisson normal. Se
recuerda que se tiene la inclusién en el predictor lineal de un coeficiente aleatorio de forma

log(1;) = xI' B+ oy (2.22)

en donde en este caso en especifico, a; ~ N(0,¢;), y ¢; varia como una funcién de algin
conjunto de variables explicativas al igual que en el caso anterior. De manera similar al
caso de la binomial negativa, se piensa en una funcién de enlace para la varianza como el
logaritmo natural.

El uso de estos modelos debe ser considerado cuando hay signos de sobredispersién no
constante en los datos. Para efectos de verificacion si la sobredispersion varia como una
funcién de un conjunto de variables explicativas, es suficiente chequear si los parametros
asociados a estas variables son estadisticamente significativos [57]. Los pardmetros que
definen estos modelos pueden ser ajustados desde el enfoque clasico o Bayesiano; en este
caso el punto de partida es el ultimo mencionado.

2.4.2. Modelos asociados a la distribucién binomial

En la seccién (2.2.1.2) se trataron los modelos usuales de sobredispersién para el caso
de la respuesta binomial. El primer modelo en ser generalizado es el beta binomial. All{ se
revisé que Y;|m; ~ Bin(m;,m;) y que la distribucién de Y; incondicionada es beta binomial
de forma que su varianza es de la forma (2.9). El objetivo es rescribir esta varianza en la
forma extendida por Var(Y;) = m;m;(1 — m;)(1 + (m; — 1)d;). En esta via, se permite que
el parametro de dispersién d; varie de acuerdo a un conjunto de variables explicativas. El
objetivo subyacente de esta nueva propuesta es el modelamiento conjunto de la media y
del parametro de sobredispersién bajo el supuesto de que la variable respuesta sigue una
distribucién beta binomial, un supuesto que permite la posibilidad de tener una varianza
méas grande que la considerada por el MLG estandar o el modelo de sobredispersion beta
binomial de la seccién (2.2.1.2) [57].

El segundo modelo generalizado es el modelo binomial normal. En este caso, la variacion
extra es incorporada por medio de la inclusién del coeficiente aleatorio como en la expresion
(2.13) con Var(a;) = o2. En tal caso, o2 puede ser modelado como una funcién de un
conjunto de variables explicativas al igual que el caso de la Poisson normal (ver [57], [13],

[11]).

2.5. Modelos de sobredispersiéon autocovariantes

Si se observa la estructura de todos los modelos que se han revisado anteriormente,
capaces de resumir y controlar el problema de la sobredispersion, se debe tener en cuenta
que el fenémeno en cuestién puede aparecer como consecuencia de la disposicién geografi-
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ca de los datos, es decir, por la autocorrelacién espacial (no independencia de la variable
respuesta). Entre muchas otras causas, esta es la que mayor interés presenta en nuestro
estudio, por los objetivos y caracteristicas que las variables bajo estudio enmarcan a lo
largo de la estructura espacial de la informacion. Sin embargo, pese a esto, cada uno de
los modelos sobredispersos usuales que se revisaron con anterioridad, atienden de manera
suficiente este problema, corrigiendo por si mismos la presencia de la correlacién entre las
unidades espaciales. No obstante, cuando evidentemente hay un objetivos de cuantificar la
presencia de la sobredispersién de acuerdo a un esquema de vecindad generado, es impres-
cindible usar un modelo capaz de capturar mediante un pardmetro toda la informacién
disponible que la estructura espacial definida pueda brindar. Es en este sentido en que
estos modelos propuestos toman sentido. El principal interés es cuantificar la afectacion
espacial de una variable bajo estudio cuando esta presenta una respuesta Poisson o bi-
nomial, y estd claramente acompanada de una estructura sobredispersa. En tal caso, el
modelo soporta, recoge y cuantifica esta caracteristica intrinseca que por si sola la au-
tocovariable definida no es capaz de capturar. La estimacién de los parametros de este
modelo, puede ser hecha entre otros mediante el enfoque cldsico via maxima verosimilitud
y el enfoque Bayesiano. El presente escrito se ocupa de la estimacién Bayesiana.

2.5.1. Modelos asociados a la distribucién Poisson

Sea S un sistema espacial con n unidades y sea Y (-) un proceso medido en cada una
de las unidades espaciales, es decir se tiene Y (R;) en donde {Ry, Ra,...,R,} forma S.
Por simplicidad, se hace Y (R;) = Y;. Dada una estructura de vecindad, y una matriz de
pesos espaciales W con las caracteristicas mencionadas en el capitulo anterior, de manera

general, se supone que
exp(—A;) Y
Pr(Yi = ui¥_y) = S (223)
;!
con Yy =Y (R;) ={Y(R;) : j # i}. El modelo autocovariante Poisson es dado por la
expresion
9(\i) = pi + pWiY (2.24)

con B(Y;|Y{_;) = Ai, en donde p; = x} 3, con X una matriz disefio conocida, 3 un vector
de parametros a estimar, W una matriz de pesos espaciales, Y el vector del proceso Y
y p un parametro a ser estimado, denominado el pardmetro de la autocovariable. Para el
caso de la Poisson, usualmente g(-) = log(-). Por simplicidad también se hace WY = A.
De esta manera el modelo autocovariante Poisson log lineal puede ser escrito como

log(Ai) = pi + pAi. (2.25)

El siguiente modelo considerado es el modelo de sobredispersién binomial negativo.
Este es el resultante de modelar en dos niveles, como se puede ver en la seccién (2.2.1.1).
En este casose tiene que dados una estructura de vecindad y los valores del proceso de
interés en las unidades espaciales, la distribuciéon condicionada del proceso Y es binomial
negativo.

Para esto se supone que Y* = Y|Y(_;) y que Y;*|Z = z ~ Pois(z), en donde Z ~

G(u, ¢) en que ¢ no depende de p. De esta manera, Y* incondicionada tiene distribucién
binomial negativa como se puede apreciar en la seccién (2.2.1.1). La funcién de densidad
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de probabilidad resultante es

Pr(Yy =y;) = Pr(Yi=yi|Y(;)) = (yz f )(1 —m)Pn¥ (2.26)
(2
con m; = pi/(p; + ¢). Teniendo en cuenta que E(Y:|Y(_;) = pi, Se modela la parte

sistematica
9(pi) = x{ B+ pW,Y (2.27)

Usando la funcién de enlace logaritmica, se obtiene el modelo binomial negativo auto-
covariante con estructura

log(pi) = x] B+ pA; (2.28)

El siguiente modelo en presentar es el modelo Poisson normal autocovariante. Al igual
que el caso inmediatamente anterior, suponemos que Y* = Y|Y(,i) y que dado un vector
de efectos aleatorios «, los conteos Y[", Yy, ..., Y son condicionalmente independientes
tales que Y;*|a ~ Pois(y;) en donde

9(wi) =x; B+ pW;Y + 2] o (2.29)

donde j; = E(Y;|Y(_;) con x;, W; y z; vectores fila de las matrices X, W y Z res-
pectivamente, las tres conocidas. Al igual que el caso simple relacionado en la seccién
(2.2.1.1), la funcién de enlace es g(p) = log(u) (funcién de enlace candnica), y para tratar
sobredispersién se trabaja Z = 1,,, con I,, definida como antes. Para este caso especifico

log(pi) = x] B+ pAi + (2.30)

con A; definida como arriba. Los siguientes modelos presentados son los modelos gene-
ralizados autocovariantes con respuesta Poisson. En la seccién (2.4.1) se presentan los
modelos propuestos por Quintero, Cepeda y Nufiez (véase [57]). De esta manera, se pre-
senta el modelo binomial negativo generalizado autocovariante. Nuevamente se supone que
Y* =YY y que Y;*|z ~ Pois(z) con Z distribuido como antes. Se asume entonces que
el parametro de dispersién no es constante como en la seccién (2.4.1) y que este varia de
acuerdo a un conjunto de variables explicativas Z. La funcién de densidad de probabilidad
resultante es

-1 |
Pr(Yy = yf) = Pr(Yi = ylYi_y) = (yz . )(1 Ca)tat (231)

con m; = u;/(1i+¢;) de forma tal que un modelamiento conjunto de la media y la varianza
puede ser considerado. De este modo, se podria tener

g(ui) =x; B+ pW1,Y vy h(¢;) =zl v+ I\Wa, Y (2.32)

con E(Y;|Y(_;)) = pi, g(-) y h(-) funciones de enlace, en donde W1 puede ser diferente de
W2, ambas matrices de pesos espaciales y A un pardametro que define el comportamiento
autocovariable o autorregresivo en la dispersién con base en la variable respuesta. Si se
hace Aj; = W;, Y para j = 1,2 y se usa la funcién de enlace logaritmica en ambos casos,
se tiene

log(i) = xf B+ pAr; y log(¢i) =zl v + My (2.33)
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Noétese que el caso especial A # 0 aparece cuando hay evidencias de que la dispersion
de la variable respuesta depende en cierta medida de lo que ha pasado en los vecinos més
cercanos con respecto a esa misma variable.

El siguiente modelo considerado es el modelo Poisson normal generalizado autocova-
riante. Se obtiene este modelo suponiendo que Y* = Y|Y{_; y que dado un vector de
efectos aleatorios a, los conteos Y*, Yy, ..., Y, son condicionalmente independientes ta-
les que Y*|a ~ Pois(;) en donde el predictor lineal toma la forma (2.29). En tal caso,
a ~ N(0,;) en donde g; puede ser modelado por un conjunto de variables explicativas,
incluso una nueva autocovariable, definida como en las estructuras del pardmetro de dis-
persién en (2.33).

2.5.2. Modelos asociados a la distribucién binomial

Siguiendo con la misma intencion de la seccién anterior, ahora se supone que el proceso
Y dados los valores observados en la vecindad respectiva, sigue una distribucién binomial.
Esto es, Y;* = Y;|Y(_; tiene funcién de densidad de probabilidad

Pr(Y? = ) = PriYi = i) = (1)1 = mym (231)
K3
para y; = 0,1,2,...,n, con E(Y;|Y/_;) = m;m;. Un modelo logistico autocovariante, puede

definirse desde la parte sistematica como sigue

log <7TZ> =x!B+ pW;Y (2.35)
1—m

con X una matriz diseno conocida, 3 un vector de parametros a estimar, W una matriz de
pesos espaciales, Y el vector del proceso Y y p un parametro a ser estimado, denominado
el parametro de la autocovariable, tal cual como el caso de la Poisson. La forma general de
un modelo binomial autocovariante, es dado por la expresion (2.35) en donde log(m/(1—m))
puede ser cambiado por una funcién g(-) que cumpla los requerimientos ya mencionados
de una funcién de enlace. En cuanto a la matriz de pesos espaciales, en este escrito se
presenta una forma de construccién basados en el conocimiento de la variable y; y m;
para cada unidad espacial.

Para la construccién de un modelo autocovariante sobredisperso beta binomial, o mo-
delo beta binomial autocovariante, se tiene lo siguiente. Suponemos nuevamente que los
conteos Y;* = Y;|Y{_;y siguen una distribucién binomial con pardmetros m; y ;. Como en
la seccién (2.2.1.2), se supone que II; ~ Beta(a,b) con funcién de densidad de probabilidad
dada por (2.10). De esta manera, la distribucién de Y;* incondicionada tiene funcién de

probabilidad

o (77) Bla+ iy mi +b — i)
Pr(Yy =y;) = Pr(Yi = y|Y ;) = & B(a,b)

(2.36)

para y; = 0,1,2,...,m;, con todo lo demds como en la seccién (2.2.1.2) cuando se espe-
cificé que la distribucién de Y;* es beta binomial. De esta manera se modela la media de
Y.* por la parte sistemaética

g(mi) = x| B+ pW;Y (2.37)
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con m; = E(Y;|Y{_;)). Usualmente en este caso g(m;) = log(m;/(1 — m;)) y por simplicidad
de la notacién, A; = W;Y como antes. Luego la expresién (2.37) en especifico para este
caso, es

log <7TZ> =x!B+ pA; (2.38)

1—m

El siguiente modelo en ser presentado es el modelo binomial normal autocovariante. Se
supone que dado un vector de efectos aleatorios «, las variables de conteo Y*, Y5, ... Y
son condicionalmente independientes tales que Y;|a ~ Bn(m;, m;) con Y;* como antes. De
esta manera, la forma sistematica es dada por la ecuacion

-

log ( : ) =x! B+ pA; +z! (2.39)
1-— v

si la funcion de enlace escogida es la logistica, con las especificaciones como antes. El

modelo binomial normal es un caso especial de este que es un modelo binomial mixto. En

tal caso, a; ~ N(0,0?) y Z = I,,. El modelo queda entonces dado por la expresién

log <7TZ> =x! B+ pAi + o (2.40)

1—m

Los siguientes modelos presentados son los modelos generalizados autocovariantes con
respuesta binomial. En la seccién (2.4.2) se muestra la propuesta hecha en el articulo de los
autores Quintero, Cepeda y Nunez (véase [57]). El primer modelo de sobredispersién con
este tipo de respuesta en ser generalizado fue el beta binomial. Con base en la informacién
de esta seccién, suponga que se tienen los conteos Y;* como antes. De esta manera, Y*|m; ~
Bin(m;,m;) y asi, Var(Y;*) = mm;(1 — m;)(1 + (m; — 1)d;). De esta forma se permite que
0; varie en funcién de algin conjunto de covariables. La propuesta en este término es un
modelo con parte sistematica en media y varianza dada por

g(mi) =x{ B+pAu y h(6i) =27+ Ny (2.41)

respectivamente, con las especificaciones como en la seccién anterior. En cuanto a la apli-
cacién trabajada aqui por ejemplo, se tiene el modelo

log <1 i > =x!B+pAu vy log(6;) =zl v+ My, (2.42)
-

Recuérdese que las matrices Wj que definen las autocovariables A;, j = 1,2, pueden
no ser iguales. El tltimo modelo presentado en este escrito es el modelo binomial normal
generalizado autocovariante. Este se obtiene suponiendo que las variables Y;* dado un
vector de efectos aleatorios a son distribuidas binomial. En el caso trabajado, se supone
que a; ~ N (0, 01-2) en donde es permitido modelar 0'Z~2 por un conjunto de covariables. En
tal caso

g(m) =x] B+ pAii y h(o]) =z v+ My (2.43)

donde m;m; = E(Y;*). En la aplicacién, por ejemplo g(m) = log(r/(1 — 7)) y h(c?) =
log(c?), con todo lo demés como el modelo anterior.

La siguiente seccion muestra en breve los conceptos preliminares de la estadistica Baye-
siana y su uso en la estimacién de los parametros que definen la estructura de un modelo.
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2.6. Estimacion Bayesiana

Actualmente la inferencia Bayesiana surge como una propuesta alternativa a la in-
ferencia clasica o frecuentista, atractiva por el desarrollo y la capacidad computacional
adquirida en el campo cientifico durante las ultimas décadas. Hacia los anos 80, se creia
que el enfoque bayesiano no tenia grandes ventajas practicas en comparacion a los demas,
y se restringia su uso simplemente a las familias de distribuciones (modelos probabilisti-
cos muy limitados) en donde su forma a posteriori resultara una distribucién conocida
por todos. Ademds de esto, se requeria una especificaciéon a priori del comportamiento
probabilistico de los datos, lo que significaba esfuerzos por no cometer abusos en la limi-
tada estructura computacional y en la informacién de caracter subjetivo por parte de los
investigadores.

Sin embargo, la aparicién de los métodos intensivos de simulacién, como MCMC, y
a su vez el desarrollo tecnolégico en los dispositivos computacionales, ayudan a que en
los ultimos anos, la estadistica Bayesiana ocupe un lugar muy importante en el camino
que disponen dia a dia los investigadores en el reto de encontrar herramientas que permi-
tan un desarrollo probabilistico e inferencial de los fendmenos mas sofisticadas y eficaces.
Este capitulo resena brevemente los principales puntos de la inferencia Bayesiana, y los
métodos méds usados de simulacién estocastica, apoyandose en las referencias [52] y [28]
entre algunos otros escritos. El software usado en general, para estos casos es WinBUGS
y eventualmente, R. La primera seccién se emplea para comentar sobre los métodos de
simulacién estocéstica, pilar del uso contemporaneo de la metodologia Bayesiana, y prin-
cipales herramientas para el paso hacia la inferencia basada en la distribucién de interés,
la distribucion a posteriori. En los siguientes se ocupa de la inferencia.

2.6.1. MCMC - Markov Chain Monte Carlo

Una cadena de Markov es un proceso estocastico de parametro discreto con espacio
de estados discreto, que satisface la propiedad de Markov, esto es, para cualquier entero
n > 0, y para cualesquiera estados xg, ..., x,11, se cumple

P(@n+1]T0s - -+, Tnt1) = P(Tnt1]2n) (2.44)

Si el tiempo n + 1 se considera como un tiempo futuro, el tiempo n como el presente
y los tiempos 0,1,...,n — 1 como el pasado, entonces la condicién (2.44) establece que
la distribucién de probabilidad del estado del proceso al tiempo futuro n + 1 depende
unicamente del estado del proceso al tiempo n, y no depende de los estados en los tiempos
pasados [59]. Con base a esta definicién, se supone que se estd interesado en simular una
distribucién de probabilidad, denotada por 7(x). Aunque la funcién 7 (-) pueda ser escrita
en forma cerrada, se supone que se estd interesado en los momentos de 7 los cuales no
pueden ser computados analiticamente. Ademés la simulacién directa de 7 puede ser dificil
o imposible, tal vez porque es de una dimensién muy alta, y asi el uso del método simple
de Monte Carlo para evaluar esos momentos, no es posible. MCMC ataca este problema,
simulando de una cadena de Markov, cuya distribucién invariante es 7 [21]. Como se vera,
hay dos técnicas basicas usadas en MCMC, uno llamado el algoritmo Metropolis Hasting
y el otro llamado el muestreador de Gibbs
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2.6.1.1. Muestreador de Gibbs

El muestreador de Gibbs es uno de los algoritmos estocasticos més usados para simular
datos de una distribucién mediante cadenas de Markov. La idea de este algoritmo es
béasicamente descomponer un problema de simulacion de dimensién alta a un problema més
tratable; es tratar de reducirlo a una colecciéon de simulaciones mas sencillas de dimensiones
més bajas [21]. El algoritmo es un esquema donde el kernel o probabilidad de transicién
es formado por todas las distribuciones condicionales completas [28]. El algoritmo procede
como sigue:

Se asume que la estructura de probabilidad conjunta de una coleccién de varia-
bles aleatorias Uy, ...,Us, es tal que las formas de las densidades condicionales com-
pletas [Us|U,,r # s|, s = 1,...,k, son identificadas, al menos proporcionalmente. Da-
dos valores de partida arbitrarios, U = (Ul(o),...,U,EO)) para las k variables aleato-
rias, se genera una variable aleatoria Ul(l) de [U1|U2(O),..., ,go)], seguido por Uz(l) de
[Ug\Ul(l),Uéo) . ..,U,EO)] y asi, hasta obtener U,El) de [Uk\Ul(l),...,U,gl_)l]. Esto completa
una iteracién del esquema, dando U() = (Ul(l)7 U ,il)). Después de t iteraciones se tiene

entonces, U") = (Ul(t), ey Uét)). La cadena de Makov asi generada tiene distribucién de
equilibrio [Uy, ..., U], la distribucién conjunta de Uy, ..., Ug. Bajo débiles condiciones de
regularidad, se tiene que cuando t — oo, U® tiende en distribucién a la distribucién de

t .
[U1,..., U], y el promedio ergédico =1 S g(UU)) es un estimador consistente del valor
j=1
esperado (con respecto a [Uy,...,Ug]) de cualquier funcién integrable ¢g(U) [67]. Para ver
estas demostraciones, referirse por ejemplo, al apéndice del articulo [64]. Gamerman y
Lopes [28], definen el algoritmo de la siguiente manera, un poco méas precisa con respecto
al enfoque de este escrito: Se tiene nuevamente el problema de simular la distribucién de

7(0), esta vez, con 6 = (61,...,04) un vector de pardmetros. Se considera también al igual
que como se menciond en el caso anterior, que las distribuciones condicionales completas
mi(0;) = 7(0;]6—;), i = 1,...,d estan disponibles (esto significa que son completamente

conocidas y que puede muestrearse de ellas). El problema a ser resuelto es muestrear de 7
cuando una generacién directa es costosa complicada o simplemente cuando no es posible,
pero cuando generaciones de 7; si es posible. El proceso puede ser descrito en los siguientes
pasos:

Algoritmo 1 - El Muestreador de Gibbs

1. Inicie el contador de iteraciones de la cadena j =1,
y consiga un valor inicial §(©) = (950), e ,9&0)) ;

2. Obtenga un nuevo valor #U) = (9§j),...,95j)) de AU~Y  a través de
generaciones sucesivas de valores

07 ~ w(0a)0Y Y, 007"y
05 ~ w(0s)0Y D 0570 00 Y)

i—1 i—1
~ w(6g107 Y, .65 Y)



CAPITULO 2. MODELACION DE LA MORTALIDAD INFANTIL Y EL PERIODO POSTNATAL DE CRIBADO45

3. Cambie el contador de ja j+ 1y regrese al paso 2 hasta que la
cadena converja.

Cuando la convergencia se tiene, el valor resultante ) es una muestra aleatoria de
w. Como el nimero de iteraciones incrementa, la cadena se aproxima a su condicién de
equilibrio. La convergencia se mantiene aproximada [28]. El muestreador de Gibbs, como
se habia mencionado, ayuda en ocasiones cuando hay que simular datos de una funcién
de alta complejidad, llevandolo a una dimensién mas tratable. El muestreador de Gibbs,
sin embargo, paga un precio por reducir dicha dimensién de las simulaciones que se reali-
zan. Si los componentes, en este caso 99), . ,91(1]) exhiben alta dependencia, el algoritmo
convergera lentamente y ocasionara resultados altamente correlacionados [21].

2.6.1.2. Algoritmo Metropolis - Hastings

El algoritmo bésico de Metropolis - Hastings, ofrece una familia flexible de algoritmos
MCMC, complementarios al muestreador de Gibbs. En esencia, el método usa un meca-
nismo de acepto/rechazo (accept / reject) para corregir una cadena de Markov arbitraria
hasta alcanzar la distribucién invariante de 7 [21]. Considérese de nuevo una distribucién
7 (estacionaria) de la cual una muestra debe ser obtenida via cadenas de Markov. Una vez
mas cabe mencionar que esta tarea solamente tomara sentido si la generacién no iterativa
de 7 es muy complicada o costosa [28]. Dada una arbitraria densidad candidata genera-
dora q(0,¢) (Dellaportas, P. and Roberts, G.O. [21] la describen como probabilidad de
transicién arbitraria, es decir, la densidad de probabilidad de moverse de ¢ a ) que sea
facil simular de ella, el algoritmo Metropolis - Hastings procede como sigue: Se comienza
con un valor inicial arbitrario §y y se simula ¢ de g(6p, -) junto con una variable aleatoria
uniforme ug sobre el intervalo (0,1). Si

(2.45)

uo < (b, ®) := min [”WQ(W 1]

m(00)a(, 60)’
es decir, con probabilidad a(fp, ®), se acepta ¢ como candidato y se hace 0; := ¢. En

otro caso, rechaza ¢ y se hace 6, = . Esto representa una iteracién del método [63]. De
manera mas especifica, Gamerman y Lopes, escriben el algoritmo de la siguiente manera:

Algoritmo 2 - El algoritmo Metropolis - Hastings

1. Inicie el contador de iteraciones de la cadena j =1,
y consiga un valor inicial arbitrario 6O,

2. Mueva la cadena a un nuevo valor ¢ generado de la densidad

Q(Q(jil)v )

3. Evalue la probabilidad de aceptacién del movimiento a(9(j_1),qb).
Si el movimiento es aceptado, 8) = . Si no es
aceptado U) = 9~ y la cadena no se mueve.

4. Cambie el contador dej a j+1 y retorne al paso 2 hasta
obtener convergencia

El paso 3 es realizado después de la generacion de una cantidad independiente u. Si
u < «, el movimiento es aceptado y si w > « el movimiento no es permitido [28]. Un
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ejemplo de este algoritmo, es el muestreador independiente (the independence sampler).
Consiste en la eleccién mas simple posible de la distribucién propuesta ¢, de forma que
sea independiente de su primer argumento:

q(6,¢) = q(¢) (2.46)
donde el dominio de 7 esta contenido en el de ¢q. Aqui se puede escribir
(8, ¢) = min [(:((‘é’)) 1} (2.47)
donde )
T
w(@) = —=. 2.48
0="% (2.48)

Es claro que tomando ¢ proporcional a 7, w es constante y el algoritmo se reduce, como
se podria esperar, a una muestra aleatoria independiente e idénticamente distribuida de m
[21].

Dejando de lado por ahora los métodos méas comunes y usados de MCMC titiles para
muestrear de funciones de probabilidad complejas, se resenian algunas de las caracteristicas
m&s importantes de la inferencia Bayesiana en las siguiente secciones. Para un comple-
mento detallado de algunos métodos MCMC implementados en R, y sus correspondientes
resultados tedricos, se recomienda ver [61] y [28].

2.6.2. Inferencia Bayesiana

Como punto de partida del enfoque Bayesiano como herramienta inferencial estadistica,
estd el teorema de Bayes. Antes de mencionarlo, se debe hacer mencién a la informacién
a priori, que se usara para desglosar el tema Bayesiano. Como se ha venido mencionando,
informacién a priori debe estar disponible. Se supone que el modelo probabilistico que
se desea establecer p(-), estd determinado por un niimero, vector o una matriz 6 de valor
desconocido, que toma valores en un espacio definido ©. Con base en este modelo p(-),
lo que buscamos en realidad es tomar alguna decisién con respecto al fenémeno bajo
estudio, que se ve afectado por 6. Dicha cantidad desconocida 6, la cual afecta el proceso
de decisién, es cominmente llamada el estado de la naturaleza [7].

Como el objetivo no es establecer una discusion sobre el impacto que puedan sufrir
las inferencias, las estimaciones y las decisiones sobre lo subjetivo de la eleccién de la
informacién, ya que posiblemente dicha fuente de informacion puede no ser experimental,
se supone como punto de partida que se tiene informacién a prior: del comportamiento
de la cantidad 6 (para una discusién ver por ejemplo [7] y [52]). Supéngase que H denota
dicha informacién. Ahora se asume que esta informacion es expresada en términos proba-
bilisticos. Puede ser resumido de forma que la informacién disponible es p(6|H) y, si la
informacién contenida en H es suficiente para los propésitos inferenciales, esto es todo lo
que se necesita. En este caso, la descripcién de la incertidumbre sobre 6 es completa [52].

Se supone que un conjunto de observaciones X relacionado con la cantidad descono-
cida, es observado. Se asume que la nueva informaciéon X sigue un modelo probabilistico
dado por p(X|#, H). Con base en esta informacién, se desea determinar el modelo pro-
babilistico p(0|X, H) conocida como distribucién a posteriori de la cantidad 6 conocida
como parametro. Se nota asi, que desde el enfoque Bayesiano, para hacer inferencia sobre
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el pardmetro, se le asume un modelo probabilistico y asi, se considera una cantidad es-
tocastica. Por comodidad, se omite H de la notacién, ya que aparece en todos los términos,
sin embargo, no debe ser olvidado [52].

2.6.2.1. Distribucion a posteriori - Teorema de Bayes

El andlisis Bayesiano es hecho combinando la distribucién a priori y la informaciéon
que brinda la muestra X. La distribucién a posteriori de 6 dada la informacion de la
muestra X y dado el conocimiento a priori del parametro, o simplemente la distribucién
a posteriori, es dada por el teorema de Bayes. Nétese que 6 y X tienen densidad conjunta
dada por

p(X,0) = p(0)p(X|0) (2.49)
y que X tiene densidad de probabilidad marginal dada por

p(X) = / p(X, 6)d6. (2.50)
S)

Teorema 1 (Teorema de Bayes). Sean p(0) y p(X) las distribuciones de probabilidad a
priori y marginal de X respectivamente. Si p(6,x) = p(x,0) es la distribucion de probabi-
lidad conjunta de las dos cantidades estocasticas, entonces la distribucion de probabilidad
de la expresion 0|X es dada por

p(x|0)p(6)

p(0x) = e

(2.51)

Al término (2.51) se le conoce como distribucion a posteriori.

La distribucion a posteriori del parametro, es la que brinda su informacion para realizar
las inferencias necesarias del fenémeno bajo estudio. Para demostrar el teorema, basta con
usar el hecho de que

plo) = 7 (25
y como
p(x[0) = pf(g;) (2.53)

después de unos elementales movimientos algebraicos, se tiene lo que se quiere.

El resultado del teorema de Bayes, que permite encontrar la distribucién a posteriori
del pardmetro, puede ser escrito de la siguiente manera:

p(01x) o< p(x[0)p(0) (2.54)

ya que p(x) no depende de la cantidad 6 y puede ser considerada como una constante.
El teorema da una regla para actualizar probabilidades en funcién de 6, comenzando
desde p(f) y llegando a p(f|x) después de observar una muestra x que da informacién
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sobre el comportamiento del parametro. Esta es la razon por la cual las distribuciones
son llamadas distribucion a priori y distribucion a posteriori respectivamente [52]. Sin
embargo, el concepto de distribuciones a priori y a posteriori son siempre relativas a
la observacion considerada en el momento dado. Es posible que después de observar x y
obtener la densidad a posteriori, un nuevo conjunto de observaciones y también relacionada
a 0 a través de una eventual funcién de verosimilitud distinta (p(Y|6) distinta a p(X|0)
o en otros términos py (y|0) # px(x|0)) esté disponible. En este caso, la distribucién a
posteriori (relativa a X) es la distribucién a priori (relativa a Y) y una nueva informacién
a posteriori puede ser obtenida por una nueva aplicacién del teorema de Bayes [28]. Cabe
mencionar que estos resultados se muestran para el caso univariado pero son extensivos a
todas las dimensiones.

2.6.2.2. Distribucién a priori

Para determinar la funcién de densidad o modelo probabilistico a priori de 6, se pue-
den tomar distintas vias. De manera muy general, cada una de ellas se puede clasificar
o en técnicas informativas o en técnicas no informativas. Por lo general, como se habia
mencionado, muchas de las técnicas que ofrecen una distribucién a priori informativa, re-
sultan siendo subjetivas. Vale la pena recordar que [7] hace una discusion al respecto. Hay
muchas maneras de determinar de manera subjetiva la distribucion a priori. Si el espacio
paramétrico © es discreto, el problema se reduce simplemente a determinar probabilida-
des a cada elemento de ©. Si el espacio paramétrico es continuo, esta tarea se dificulta un
poco [7]. Varias técnicas en este ultimo caso, son mostradas en el texto de Berger, 1985, y
aqui solamente se mencionan unas. Las mds importantes son el enfoque del histograma. Se
trata de dividir el espacio paramétrico © en intervalos, determinar la probabilidad subje-
tiva de cada uno de ellos, y luego dibujar un histograma de probabilidad (una densidad).
En este caso, una densidad p(6) puede ser obtenida. La segundo técnica dada por este
autor, es la del enfoque relativo de la verosimilitud. Consiste simplemente en comparar la
verosimilitud intuitiva de varios puntos de © y esbozar directamente una densidad a priori
desde esas determinaciones. La tercera técnica es emparejando una forma funcional dada.
El autor senala que simplemente se asume p(f) es de una forma funcional predeterminada
y que luego se asume un modelo probabilistico eligiendo la densidad que més forma similar
tenga. Por 1ltimo comenta un método que consiste en la determinacion de la funcion de
probabilidad acumulada o funcién de distribucién a priori. Esto es hecho, determinando
algunas probabilidades acumuladas « (percentiles o fractiles) y z(«), dibujando los puntos
(z(a), ) y bosquejando una curva suave uniéndolos. Antes de hablar de distribuciones
a priori informativas y no informativas, es necesario recordar la nocién de distribuciones
conjugadas. La definicién es tomada del texto de Migon y Gamerman.

Definicién 1 (Distribuciones conjugadas). Sea F' = {p(x|6),0 € ©} una familia de distri-
buciones muestrales. Una clase de distribuciones P se dice que es una familia conjugada
con respecto a F si para toda p(f|x) € F y p(0) € P, se tiene que p(0|x) € P.

En efecto, en otras palabras, esta situacién se da cuando para un modelo observacional
dado, las distribuciones a priori y a posteriori pertenecen a la misma clase de distribucio-
nes. Esto brinda ventajas para el subsecuente proceso inferencial, debido a la simplificacién
del andlisis que queda restringido a un conjunto pequeno de posibles distribuciones. Asi,
pasar de una distribucién a priori a una posteriori solo requiere un cambio en los hi-
perparametros sin célculo adicional [28]. La distribucién de € se puede actualizar si se
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dispone de mas informacién, y los cédlculos no se complican. Las principales familias de
distribuciones y sus conjugadas, son las siguientes:

e Para la distribucién binomial, la familia de distribuciones de beta es su conjugada.

e La distribucion normal es conjugada de si misma, siempre y cuando la varianza sea
conocida.

e La distribucién Gamma es la conjugada de la distribucién Poisson.

e La distribucion Gamma es la conjugada de la distribuciéon exponencial, un caso
particular de si misma.

e Para la distribucién multinomial, la conjugada es la distribucién de Dirichlet.

e La distribucién Gamma es la conjugada de una distribucién normal de varianza
desconocida.

e La distribucién normal - gamma o Normal - x? es la conjugada de una normal con
media y varianza desconocida.

Para ver mejor todos estos resultados, el lector debe referirse al texto de Migon y Gamer-
man.

Distribuciones a prior: informativas

Cuando se hace referencia a distribuciones informativas, se establece que la informacién
que recoge el modelo probabilistico a priori, influye de manera certera y precisa en la deter-
minacién del comportamiento a posteriori del parametro. Cuando se establece una familia
de distribuciones como informacion a priori del parametro, de cualquier manera porta y
brinda informacién sobre su comportamiento. Por eso, en este caso las distribuciones con-
jugadas pueden determinarse como informativas, ya que, como se menciond anteriormente;
estan informando sobre el comportamiento probabilistico del fendmeno antes de que haya
algun tipo de observacién en el estudio.

Distribuciones a priori no informativas

Lo que se quiere establecer con estas distribuciones, es que el investigador pueda rea-
lizar sus inferencias sin la necesidad de trabajar con demasiada informacién subjetiva
predispuesta en la distribucién a priori. La primera idea que se trabajé fue la de proponer
una distribucién a priori uniforme, en donde, por la estructura de esta, se puede suponer
que no hay informacién disponible o simplemente no se debe o quiere usar. En este caso,
la funcién de probabilidad toma la forma p(6) = k para 6 variando en un conjunto deter-
minado, lo que implica que no hay preferencia de ningin valor de 6. Las limitaciones con
respecto a esta idea son realmente muchas. En particular, la especificaciéon de los limites
de la distribucion, muestra que si hay algin tipo de informacién brindada. Una pequena
discusién con respecto a esta alternativa, se puede encontrar en el texto de Migon y Ga-
merman. Otra alternativa un poco mas elaborada de trabajar con distribuciones a priori
no informativas, es la de Jefrey (1961). Lo que se busca con esta propuesta, es de dar la
menor informacién a priori posible. La siguiente definicién es la versién tomada del texto
de Migon y Gamerman.
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Definicién 2 (La a priori No Informativa de Jeffrey). Considere una observacion x con
funcion de densidad de probabilidad p(x|0). La a priori No Informativa de Jeffrey tiene
densidad dada por

p(0) x [I(0)]'?, 6Heo. (2.55)

En el caso multivariado, la densidad es dada por

p(0) < [I(0)['/2,  feo. (2.56)

Algunas buenas propiedades de esta propuesta son mostradas en [52], con algunos
buenos ejemplos.

2.6.2.3. Modelos de regresion

Esta seccién se ocupa de explicar de manera general el procedimiento de estimacion
de los pardmetros en un modelo de regresién lineal. Sin embargo, en esencia es el mismo
procedimiento para modelos maés extensos, como el caso de los modelos lineales genera-
lizados. Cepeda, E. y Gamerman, D. [12], proponen un algoritmo para estimar modelos
con estructuras similares a los modelos lineales generalizados. Se propone como base de
partida el modelo lineal general. Supéngase que se tiene un modelo de regresion, expresado
de la siguiente manera:

y ~ N(XB,0°L,) (2.57)

en donde X es la matriz diseno compuesta por n individuos (filas) y p + 1 columnas (p
variables explicativas), 3 es un vector de p + 1 pardmetros a ser estimados, I,, es una
matriz identidad de tamano n x n y o2 el pardmetro de dispersién a ser estimado. Desde
el punto de vista Bayesiano, el modelo (4.14) se completa con una distribucién a priori de
los parametros (87, 02) [28]. En este caso se pueden establecer las distribuciones

10 ”°S°> (2.58)

B|O-2NN(b070-2BO) y U2NIG (252

Bajo esta parametrizacion, se tiene que ngSp/o? ~ X72’L()' Si se hace ¢ = 07 2. En
términos de ¢, la a priori es NG(by, By, no, So) (normal - gamma) o equivalentemente

(2.59)

Blé ~ N(bo, ¢ 'By) 'y ¢~G(”0 ”OSO)

27 2
y asi, la densidad del vector (87, ¢) es definida por p(3, ¢) x p(B|¢)p(¢), y se tiene

p(B. ) oc gtV e {—ﬁ[noso + (B —bo)" By (B~ bo)]} (2.60)

El modelo (2.57) puede escribirse también como

y|B, ¢ ~ N(XB,¢'1,,) (2.61)
de donde se establece que I(3, ¢) = f(y|3, ¢). De esta manera,
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18,0 = 6~ oxp { - 10(8) + 51} (2:62)

donde Q(B) = (B8 — B)TXTX(ﬁ - ,é'), B es la solucién habitual de minimos cuadrados de
las ecuaciones normales y S, = (y — X3)T(y — X3).

Ahora, para encontrar la distribucién a posteriori de la conjunta de los parametros de
interés, se aplica la proporcionalidad p(87, ¢|y, X) o« (8T, ¢)p(BT, $), lo que resulta en
una expresién como la que sigue:

Y% exp {—(g(ﬂ —b)'B (B~ bl)} ¢ Lexp {—271151} (2.63)

donde ny = ng +n, 1151 = noSo + (y — Xby)Ty + (bo — b1)" By 'bo, b1 = B1(By by +
XTY) y By' = Byt + XTX. Si se compara (2.63) con (2.60), se puede asegurar que
tienen la misma forma distribucional las densidades a priori y a posteriori. En tal caso, la
distribucién a posteriori de los pardmetros de interés es NG(by, B1,n1,51), es decir, las
densidades a posteriori de cada uno de los pardmetros separables son

(2.64)

Bl6~ N(by, 6"\ Bo) ¢~G(”1 ”151)

27 2
[28]. El objetivo final de esta seccién, es observar que a partir de la distribucién que se
asume que tienen los datos y la distribucién a priori especificada para los parametros del
modelo, se encuentra la distribucion a posteriori que no siempre es tratable como en el
caso simple de la regresion normal. Con base en ella, necesitamos hacer inferencia sobre
los parametros, usando entonces métodos intensivos de muestreo para generar muestras
de esta distribucion obtenida. Es exactamente el mismo caso para los modelos lineales
generalizados, solo que algunas de las distribuciones pertenecientes a la familia exponencial
no tienen una distribucién conjugada, lo que al final resultara en distribuciones a posteriori
que no pueden ser tratadas analiticamente, lo que dificulta la inferencia bayesiana exacta.
Desde el enfoque clasico, en el caso de los modelos lineales generalizados, la distribucién
asintotica del vector de pardametros estimado por el método de maxima verosimilitud y
maximizado por el método numérico de Fisher Scoring /@l es normal de media el valor
del vector paramétrico 3 y matriz de varianzas y covarianzas qufl(B) con é un estimador
consistente del parametro de dispersién. Por ese hecho, aqui usamos la distribucién a prior:
de los pardametros del modelo normales, con una varianza lo suficientemente grande y un
valor esperado de cero. Esto también podemos verlo como una extensién, heredada desde
los modelos lineales, como acabamos de ver anteriormente en esta seccién.

2.6.2.4. Estimacién en modelos de regresién - MLG

En este caso, la funcién de verosimilitud para 3 del modelo usual considerado (2.1) y
(2.2) es,

L(B) < Y ¢{yiti — b(0:)} (2.65)
=1
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en donde asumimos que el parametro ¢ es fijo y conocido por facilidad de la deduccién
del procedimiento de estimacién. Asi, su vector de score es

agéf) = z”: ) { \/g(yz - Mi)xij} (2.66)

=1

en donde w; = (du;/dn;)?/V;, con V; definido como en la seccién (2.1). Asi, en forma
matricial, la funcién de escore puede escribirse como

= oXTWPV T2 (y — ) (2.67)
B
con W = diag(wi,wa,...,wy), V =diag(V, Vo, ..., Vo) y = (p1, 2, - - ., tbn). Su respec-
tiva matriz de informacién de Fisher es dada por la expresion

9*L
1) ~E{~F5ogr

[55]. El estimador de 3 via maxima verosimilitud, es obtenido por una solucién iterativa
de las ecuaciones U(8) = 0. Si la log verosimilitud es céncava, entonces el estimador de
méxima verosimilitud es tinica cuando existe al menos un 3 en donde U(B) alcanza el
maximo local o el maximo global. Bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador de
méxima verosimilitud de 8 cumple con la siguiente propiedad distribucional

} = ¢oXTWX (2.68)

V(B = B) =4 N(0,67'E71(8)) (2.69)
siempre que n — 0o, en donde
3(B) = lim @
n—o0 n

[55]. Para un modelo Bayesiano asociado con la verosimilitud (2.65), necesitamos la especi-
ficacién de una distribucién a priori para (3. Una eleccién usada comtunmente es N (By, Vo)
donde By y Vi son conocidos. Asi, después de observar y = (y1,...,%,)", la distribucién
a posteriori de 3 es dada por

(Bly) ocexp | > {yis(x] B) — b(s(x] B))

i=1

BBV B 0)|  (270)
en donde la funcién que relaciona el pardmetro candénico 6 con la media p (inversa de la
funcién ¥'(+)) es denotado por 6 = q(p) y p = g~ H(x! B), es decir, s(x! B) = q(g~ (xI'B))
(véase [16]). Como es claro, la distribucién a posteriori de la ecuacién (2.70) no es analiti-
camente tratable. De hecho, no existe una expresion cerrada para la constante normaliza-
dora. Ademads, encontrar medidas a posteriori por integracién numérica no es una tarea
sencilla. El enfoque més conveniente es entonces la integracion numérica MCMC, las cua-
les requieren, como se ha visto anteriormente, generacion de muestras de la distribucion a
posteriori. Los algoritmos que pueden ser usados, son el Metropolis-Hastings, pero si la log
verosimilitud a posteriori es céncava, entonces se podria también usar el enfoque adaptive
rejection sampling [16].
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2.6.2.5. Estimacion en modelos autocovariantes sobredispersos

En el presente capitulo en la seccién (2.5) se hizo uso de la variable condicionada
Y = Yi|Y(_;) vy se mencioné la estructura que toma en cada una de los casos considerados
en los modelos autocovariantes sobredispersos. Se denota la funcién de probabilidad de esa
variable condicionada de forma general por f(y?,6;, ¢;), con 6; y ¢; pardmetros asociados
a la media y a la dispersion respectivamente. De manera general, se supone que la funcién
de verosimilitud para los pardametros considerados en el modelo es

n

L*(IB77ap7 )‘> = Hf(ijezyqsz) = Hf+(yi7:6777107 A) (271)

i=1 i=1

cuando las observaciones y; son independientes, para una funcién f*(-) desconocida, con
0; = q(i), wi = g~ (X! B + pAn), ¢i = h'(z] v + M), E(Y]") = p;, Var(Y]) =
iV (1) para Aj;, j = 1,2 y todo lo demds es como en la seccién (2.5). Para establecer
un modelo Bayesiano asociado a la verosimilitud (2.71), se necesita la especificacién de
una distribucién a priori para 8* = (3,4, p, A). Se supone que esa distribucién es 7(8*) y
entonces la distribucién a posteriori es dada por

m(B*y) = 7(B,7, p, Aly) o< L*(B,7, p, N7 (B, 7, p, ). (2.72)

Como la distribucién (2.72) posiblemente no es tratable analiticamente, el enfoque mas
conveniente es la integracién numérica MCMC, la cual requiere generacién de muestras
de la distribucién a posteriori. Los algoritmos que pueden ser usados son el Metropolis-
Hastings (Gibbs Sampler), pero si la log verosimilitud a posteriori es céncava, entonces se
podria también usar el enfoque adaptive rejection sampling [22].

2.7. Aplicacion: Modelacion espacial de la tasa de mortalidad
infantil colombiana

Con base en la informacion explicada al inicio del capitulo que define cada una de las
variables, es importante conocer el comportamiento espacial de la variable de interés que
define la respuesta en el modelo considerado; el niimero de ninos menores de cinco anos
que murieron durante el periodo de 2000 al 2005 (variable NF). El mapa de la variable
NF es mostrado en la figura 2.1

Los departamentos con mas indice de la variable NF son Chocé y Guajira, Amazonas,
Vaupés, Guaviare, Guainia, Vichada, Casanare y Arauca, en general hacia los llanos, gran
parte del departamento del Amazonas; cada uno con mas de 5165 ninos menores de cinco
anos fallecidos durante el periodo de 2000 al 2005. De otro lado, los departamentos con el
menor nimero de nifios menores de cinco anos fallecidos entre el periodo 2000 a 2005, son
Tolima, Quindio, Risaralda, Cundinamarca, Bogot4, Santander, Atldntico y Bolivar.

En un anélisis preliminar, se tiene que el valor de la estadistica I de moran es I = 0.592
y el p valor de la prueba es 7.797 x 10~ en donde la hipétesis nula es que no hay correlacién
espacial por parte de esta variable(rechazamos Hy en favor de Hy).
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Wariable NF
O Menos de 1135
O Entre 1135y 2045
@ Enfre 2045 y 5165
B Mas de 5165

FIGURA 2.1. Mapa de Colombia por departamentos para la variable NF

2.7.1. Modelo Poisson

En esta seccion se asume que la variable de interés condicionada a los valores de la
variable en el sistema, el nimero de ninos (en cientos) menores de 5 afios que murieron
en el perfodo 2000 a 2005 en la i - ésima drea (cada departamento, ademds de cuatro
ciudades), sigue una distribucién Poisson con pardmetro \;, cuyo modelo de la media es
dado por

log(\) = By + f1NMadres 4 32 Viol + 3sNBI 4 4Rec + B5ES + 8¢ Vac (2.73)

Este es el ya conocido modelo Poisson, cuya funcién canénica de enlace es el logaritmo
natural, que asume que la media y la varianza de la variable respuesta es la misma. En
este caso, para la variable de interés NF se tiene que la media es 100.11 y la desviacién
estandar es 214.05 (en cientos), resultados que sugieren empiricamente sobredispersién en
la informacién. En efecto, el supuesto que E(Y) = Ay Var(Y') = A, no se cumple, a pesar
de que se asume que la variable sigue dicha distribucién.

Para este modelo se tiene —2log L = 710.11 y BIC = 735.20. En la tabla 2.1 se
reportan las estimaciones de los parametros y sus desviaciones estandar.

Bo B1 Bo B3 Ba Bs Be
Est | 1.544 | 4.969 x 104 | 0.068 | 0.006 | —8.283 x 10~% | —0.043 | 0.004

d.e | 0.324 [ 2178 x 107> | 0.005 | 0.002 | 7.883 x 10~ 0.005 | 0.002

TaBLA 2.1. Estimadores a posteriori, media y desviacién estdndar del modelo (2.73)

Las distribuciones a priori para cada uno de estos parametros que modelan la media,
es normal de media cero y varianza del orden 10%, es decir que para cada pardmetro se
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considera 3; ~ N(0,107%) como distribucién. Se tuvo en cuenta la actualizacién de la
cadena en cada 20 pasos con el fin de eliminar la autocorrelacion de la cadena.

2.7.2. Modelo autocovariante Poisson

Al tener en cuenta la estructura de correlacién espacial capturada por una nueva
variable WY, construida con la matriz de contigiiidad W definida en el capitulo anterior,
este nuevo modelo presenta los valores —2log L = 468.30 y BIC = 496.97. Haciendo uso
del BIC se observa que el modelo que incluye la variable WY tiene un mejor ajuste para
los datos en comparacién al simple modelo Poisson. El modelo se formula de la siguiente
manera:

log(A\) = By + B NMadres + B2 Viol + B3NBI + S4Rec + B5ES + BgVac + pA  (2.74)

Las estimaciones de los parametros y sus respectivas desviaciones estandar, son repor-
tadas en la tabla 2.2

Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
Est | —0.845 | 3.045 x 10~ 1 0.082 0.015 —3.992 x 10~ 7T —0.035 0.013
d.e 0.361 2.450 X 10 ° | 5.078 x 10~ > | 1.788 x 10 ° 8.082 x 10 ° 5.509 X 10—3 | 0.002

TaBLA 2.2. Estimacion y desviacion estandar de la distribucién a posteriori de los parametros del
modelo (2.74)

En el ajuste del modelo, se encuentra que la estimacién del pardmetro de la autoco-
rrelacién es p = 3.574 x 1073 con desviacién estandar 2.337 x 1074, lo que indica que el
parametro es significativamente distinto de cero y, que la informacién ponderada de los
vecinos esta afectando la respuesta en cada area. La distribucién a priori para cada uno
de los pardmetros nuevamente es normal de media cero y varianza del orden de 109, esto
es i ~ N(0,107%) para i =0,1,....,6 y p ~ N(0,107°). Con la informacién disponible en
la tabla 2.2 y lo mencionado anteriormente, se concluye que todos los parametro son sig-
nificativamente distintos de cero. Asi, se observa que el modelo mejora considerablemente
cuando se le introduce este término que recoge la informacion ponderada de los vecinos.

2.7.3. Modelo de sobredispersiéon binomial negativo

En esta seccion se asume para los datos un modelo de sobredispersién binomial negati-
vo, es decir, se ajusta una distribucién Poisson en donde su media es modelada como una
gamma capturando mayor variabilidad en la respuesta. Desde este enfoque, se consigue
que NF ~ BN(«;, ), en donde o = 7/(7 + ;). El modelo para la media es expresado
de la siguiente manera

log(\) = By + f1NMadres + 32 Viol + 3NBI 4 4Rec + B5ES + s Vac (2.75)

Los valores estimados para cada uno de los parametros son presentados en la tabla 2.3.

El BIC para este caso es 330.32. Las distribuciones a priori siguen siendo las mismas
para los f3’s, es decir, N(0,107°%). En cuanto al pardmetro 7 la distribucién considerada es
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Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
Est | 0.897 | 6.910 x 10~* [ 0.062 | 0.016 | —3.329 x 10~ * | —0.033 | 0.003
d.e. | 1.198 | 1.846 x 10~ ] 0.020 | 0.009 | 1.649 x 10~% 0.017 | 0.009

TABLA 2.3. Media y desviacién estandar de la distribucién a posteriori de los pardmetros del
modelo (2.75)

una gamma de ambos parametros 0.0001, es decir, 7 ~ G(0.0001,0.0001). La estimacién
es dada por 7 = 2.942 y la desviacion estandar es 0.835. Las pruebas de normalidad para
los parametros incluyentes, a excepcién del parametro de la varianza, son hechas mediante
Kolmogorov - Smirnov y en todos los casos los p valores son menores que 0.05

2.7.4. Modelo binomial negativo autocovariante

En este caso la formulacién del modelo binomial negativo autocovariante discutido en
la seccion (2.5.1) es:

log(A\) = By + S1NMadres + B2 Viol + B3NBI + S4Rec + B5ES + BgVac + pA  (2.76)

Para este modelo —2log L es 294.813 y en consecuencia el BIC es 327.06. Notese que el
valor del BIC, baja un poco con respecto al modelo anterior. La estimacién y la desviacion
estandar para la distribucién a posteriori de cada pardmetro son reportadas en la tabla
24.

Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be
Est | 0.891 | 2.935 x 1097 | 0.040 0.024 —3.412 x 1097 [ —0.014 | 3.393 x 10—03
d.e | 0.891 | 2.270 x 10 9% | 0.019 | 9.550 x 10~ 05 1.558 x 10~ 0% 0.018 0.007

TABLA 2.4. Media y desviacion estandar de la distribucién a posteriori de los parametros del
modelo (2.76)

La estimacién de los pardmetros 7 y p son 3.621 y 3.902 x 10~3 respectivamente, con
desviaciones estandar 1.126 y 1.754 x 1073. El modelo obtenido luego de haber hecho un
proceso de seleccién de variables con respecto a los resultados mostrados en la tabla 2.4,
estd dado por la siguiente ecuacién

log()\i) = By + B3N BI; 4+ BaRec; + pA; (277)

En consecuencia, el nuevo valor de —2log L es 300.064 y asi, el BIC es 317.98. Como el
valor del BIC disminuye un poco con respecto al anterior, se considera este modelo como
el mejor, ademas de reducir el nimero de variables explicativas. Asi, todos los pardmetros
son significativamente distintos de cero a un 95 %, en particular el p llamado el pardmetro
de la autocovariable A. La tabla 2.5 presenta estos resultados.

La prueba de normalidad para cada una de las distribuciones a posteriori de los parame-
tros, no rechaza tnicamente para el parametro [3.

Podemos ver que se ha encontrado un buen modelo, no solo por el valor del BIC que
presenta, sino por su composicién y su poca cantidad de pardmetros (parsimonia).
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Bo B3 Ba p T
Est | 1.992 | 0.031 | —4.150 x 107°¢ 0.006 3.427
d.e ] 0.290 | 0.006 | 1.417 x 1079% | 8573 x 1094 | 0.991

TABLA 2.5. Media y desviacién estandar de la distribucién a posteriori de los pardmetros del
modelo (2.77)

2.7.5. Modelo Poisson Normal

La siguiente alternativa para trabajar la sobredispersiéon es el modelo Poisson - normal.
La propuesta principal es adicionar en el predictor lineal un efecto aleatorio que sigue una
distribucién normal de media cero y varianza . De esta forma, la varianza explicada por
Y que hace de la variable respuesta, se incrementa de acuerdo a la varianza del coeficiente
aleatorio 7, ademds de darle peso a la covarianza entre dos observaciones. La férmula del
modelo es

log(\) = Bo + f1NMadres + 3 Viol + B3NBI + 4Rec + B5ES + g Vac + ¢ (2.78)

en donde ¢; ~ N(0,7). Para v la distribucién a priori es v ~ G(0.001,0.001). Una vez
determinadas las distribuciones a posteriori de cada uno de los parametros, se encuentra
que —2log L = 189.04 y asi el BIC para este caso es 217.70. El valor estimado para ~ es
2.44 (la mediana de la distribucion a posteriori). La tabla 2.6 contiene las estimaciones y
la desviacién estandar para cada parametro.

Bo B1 B2 B3 Ba Bs Be Y
Est | 0.666 6.700 x 10 0% 0.055 | 0.019 | —3.900 x 10— 9% | —0.029 | 4.881 x 1093 | 2.440
de | 1.778 | —2.000 x 10~ 9% | 0.029 | 0.012 1.910 x 10~ 04 0.019 0.010 0.859

TABLA 2.6. Media y desviacién estandar de la distribucién a posteriori de los pardmetros del
modelo (2.78)

Se procede a una depuracion del modelo, es decir, a extraer variables explicativas
que no influyan de forma certera en el ajuste. De este procedimiento se llega a la forma
funcional

log(\) = By + f1NMadres + 32 Viol + B4Rec + ¢ (2.79)

del cual se encuentra que —2log L = 187.12 y asi BIC = 205.04. La tabla 2.7 relaciona
las estimaciones de cada parametro y su desviacion estandar.

Bo B1 Bo Ba vy
Est | 1.776 | 8.600 x 107%% | 0.042 | —4.900 x 10794 | 1.689

d.e | 0.490 | 1.000 x 10792 [ 0.013 | 1.000 x 10~9% | 0.492

TABLA 2.7. Media y desviacién estandar de la distribucién a posteriori de los parametros del
modelo (2.79)

En la siguiente seccién se considera el modelo autocovariante Poisson normal que in-
cluye la autocovariable A;.
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2.7.6. Modelo autocovariante Poisson normal

El modelo autocovariante Poisson normal es el modelo de sobredispersion discutido en
la seccién (2.5.1). La forma funcional del modelo es dada por

log(A) = By + Sf1NMadres + B2 Viol + SsNBI + 4Rec + G5ES + BgVac + pA + ¢ (2.80)

y el supuesto distribucional sobre ¢; se mantiene normal, de media cero y varianza . Para
este, se tiene —2log L. = 189.65, luego BIC= 221.90. La tabla 2.8 muestra las estimaciones
y la desviacién estandar para los parametros involucrados en este modelo

Bo 81 B2 B3 Ba Bs Be
Est | 0.853 | 2.176 x 10 9% | 0.038 0.025 —3.726 x 10 9% | —0.013 | 2.033 x 10~ 0
de. | 1.032 | 2.230 x 1097 [ 0.022 | 9.650 x 1003 1.620 x 10~ 0% 0.018 0.080

TABLA 2.8. Estimacién y desviacion estandar de la distribucion a posteriori de los parametros del
modelo (2.80)

Las estimaciones de los pardametros p y v son 0.004 y 3.192 respectivamente, con
desviaciones estandar dadas por 1.818 x 107%y 1.076. El modelo més adecuado para este
caso es dado por la expresién

log(A) = Bo + BsNBI + S4Rec 4+ pA +¢ (2.81)

en donde la estimacion de v es 3. Para este ajuste, —2log L. = 188.98 y asi, se encuentra
que BIC = 206.90.

Se calculan los p valores para la prueba de normalidad de las distribuciones a posteriori
de cada uno de los pardmetros, obteniendo, 0.00816, 2.353 x 10711, 0.4824 y 2.405 x 10~ 1!

para Bo, B3, B4 ¥ p respectivamente.

En seguida se tratan los modelos de sobredispersiéon generalizados. Unicamente se
establece el modelo Poisson normal, ya que el binomial negativo generalizado no presenta
un buen comportamiento de acuerdo al criterio de comparacién escogido. Cualquiera de
los modelos ajustados en este caso, varia de acuerdo al mencionado anteriormente, ya que
el nuevo interés es observar el comportamiento de alguna de las variables en el caso del
parametro de dispersién.

2.7.7. Modelo Poisson normal generalizado

En esta seccion se modela la varianza con la variable N BI. Se asume entonces que la
media de la variable N F' denotada por \;, sigue el modelo

log(\) = Bo + f1NMadres + 32 Viol + 3sNBI + 54Rec + B5ES + ¢ (2.82)
donde ¢; ~ N(0,;) y el modelo asociado a ; es dado por
log(y) = 6 + 61NBI (2.83)

La tabla 2.9 muestra tanto las estimaciones como la desviacién estandar de cada uno
de los parametros que aparecen en el modelo.
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Bo 81 B2 B3 Ba Bs
Est | 1.192 | 6.300 x 10 9% | 0.056 0.018 —3.900 x 10~ 0% | —3.218 x 10~ 02
d.e. | 0.582 | 1.000 x 10~ 9% [ 0.015 | 6.136 x 1003 1.594 x 10~ 0% 0.016

TABLA 2.9. Estimacién y desviacién estandar de la distribucion a posteriori de los parametros del
modelo (2.82) y (2.83)

Las estimaciones de y y 61 son respectivamente dados por 0.750 y 7.462 x 10793, con
desviaciones estandar 0.907 y 0.022. El valor para este caso de —2log L es 189.07 y asi,
el BIC es 217.74. De la tabla 2.9 se observa que los pardmetros que modelan la varianza
no son significativos. Con respecto a esto, se observa que toda la relacion o capacidad
explicativa de la variable NBI esta siendo capturada por la media o por la varianza. Se
procede a la busqueda de la mejor relacién funcional y se llega al modelo

log(A) = Bo + BaRec + B5ES +¢ (2.84)

manteniendo la estructura de la varianza. El valor de —2log L es 185.98 y el BIC es
203.89. Con respecto al modelo (2.82), el BIC senala que hay un mejor ajuste del (2.84).
Las estimaciones de este modelo estan en la tabla 2.10

Bo Ba Bs ) 01
Est | 4.771 | =5.821 x 10794 | —7.283 x 10792 | 0.522 | —0.0606
d.e. | 0.510 | 2.539 x 107%% 0.022 1.043 | 0.025

TABLA 2.10. Estimacién y desviacién estandar de la distribuciéon a posteriori de los parametros
del modelo (2.84)

A pesar de los resultados obtenidos de los pardmetros 6y y 61 mostrados por la tabla
2.10, y segin el comportamiento del BIC, que en este caso baja considerablemente, se
concluye que los parametros no deben salir del modelo. Los p valores de las pruebas de
normalidad para cada una de las distribuciones a posteriori de los pardmetros son 0,
9.407 x 10712, 0.07012, 0.01323 y 0, para o, B4, Bs, 0o y 01.

Hasta aqui se ha involucrado una variable que modela la varianza, siendo el caso de
NBI, y cuya forma funcional es (2.83). Otra opcién es pensar que el modelamiento de la
varianza puede hacerse mediante la variable ES, es decir, ahora la varianza toma la forma
funcional

log(v) = 6y + 61 ES (2.85)

Ahora, con esta nueva estructura en la varianza, como primera medida se estudia el
modelo donde el predictor lineal de la media tiene la siguiente forma

log(A) = By + f1lNMadres + B2 Viol + SsNBI + 4Rec + S5ES + g Vac + ¢ (2.86)

En cuanto a esta nueva propuesta, el valor de —2log L es 188.32 y asi, el BIC corres-
pondiente es 220.57.
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Al realizar el proceso de depuracion de parametros, la forma funcional de modelo més
adecuado tiene la siguiente forma

log(\) = Bo + BsRec + ¢ (2.87)

con la misma estructura de dispersion para el coeficiente aleatorio, dada en la ecuacién
(2.85). Para este modelo, el valor de —2log L es 188.26, y su respectivo BIC' es de 202.32.

Hasta ahora se ha considerado un modelo que involucre en la varianza la variable N BI
y la variable ES. Ahora se incluye en el modelo de la sobredispersién la covariable A; al
igual que en los modelos SAR y CAR para cuando se trabajan modelos lineales normales,
de forma que este coeficiente queda expresado de forma funcional como

log() =00+ 61 A (2.88)

con A; = W,Y.

El siguiente predictor lineal es el del modelo que mejor se comporta, en cuanto al
criterio BIC,

log(A) = Bo + S1Rec + ¢ (2.89)

En este caso el BIC es de 200.78 y el valor de —2log L es 186.45. Para cada uno
de los parametros, el p valor de la hipdtesis de normalidad para sus distribuciones a
posteriori es menor que 0.05 a pesar de que sus histogramas muestran mucha similitud con
la normalidad. La informacion de cada uno de los parametros, su estimacion, su varianza,
estan relacionadas en la tabla 2.11.

ﬂO ﬂl 90 91
Est | 3.283 | —4.564 x 10792 | 0.522 | —6.617 x 10793
dee. | 0271 | 2.091 x 107 [ 0.352 | 2.069 x 10793

TaBLA 2.11. Estimacion y desviacion estandar de la distribucién a posteriori de los pardmetros
de los modelos (2.88) y (2.89)

Nuevamente, a pesar que fy no es significativo, se prefiere este modelo por su buen
comportamiento con respecto al BIC.

Cada uno de los modelos presentados en las secciones anteriores, muestra distintas
caracteristicas y presenta distintos componentes sistematicos. El comportamiento de cada
modelo y su calidad de ajuste, esta representado y cuantificado por el valor del BIC. Se
consideran varias propuestas mediante la suposicién de que la variable respuesta es Poisson
en la aplicacion de la tasa de mortalidad en los ninos menores de cinco anos durante el
periodo 2000 - 2005. El nombre de cada una de ellas y su respectivo BIC son mostrados
en la tabla 2.12

Claramente, la inclusion de un término que recoge la informacién de la vecindad,
baja considerablemente el BIC como se muestra anteriormente. Puede apreciarse en el
comportamiento del criterio en los dos modelos mas simples Poisson log - lineal y Poisson
log - lineal autocovariante. Sin embargo, puede apreciarse que el modelo mas adecuado
escogido con el este criterio es el Poisson normal generalizado con estructura

log(A\) = Bo + BiRec +¢
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Modelo —2logL | k| BIC

Poisson Log - Lineal 710.118 | 7 | 735.20
Poisson Log - Lineal Autocovariante | 468.302 | 8 | 496.97
Binomial Negativo 301.655 | 8 | 330.32
Binomial Negativo Autocovariante | 300.064 | 5 | 317.98
Poisson Normal 187.126 | 5 | 205.04

Poisson Normal Autocovariante 188.987 | 5 | 206.90
Poisson Normal Generalizado 186.450 | 4 | 200.78

TABLA 2.12. BIC de los modelos con distribucién asociada a Poisson

para la media, y
10g(’}/) =60y +6:A

para la dispersién. De esta manera, el nimero de ninos fallecidos por departamentos
en Colombia, es una variable dependiente de los recursos asignados por el estado y su
comportamiento variable también puede ser explicado por el comportamiento regional, en
parte por la concentracion de pobreza en algunos sectores colombianos en especifico y por el
conflicto armado que la genera, reunido de manera mas perceptible en el sector rural, como
se muestra en el mapa para la variable NF, figura 2.1. Esta propuesta es considerada para
trabajar la sobredispersion y aqui se muestra la opciéon de no solamente modelar la media
como funcién de un grupo de variables explicativas, sino también la varianza, haciendo
uso de que la informacién disponible presenta cualidades de heterogeneidad espacial y
que considerar una varianza igual para todas las unidades resulta en una opcién no tan
adecuada.

2.8. Aplicacién: Modelacion espacial del periodo postnatal de
cribado en Colombia

Es importante conocer el comportamiento espacial de la variable de interés que define
la respuesta en los préximos modelos considerados; el nimero de madres (en miles) en la
i-ésima drea que pasaron por un periodo postnatal de cribado (Nscree). El mapa de esta
variable es mostrado en la figura 2.2

Los departamentos de la Guajira, Amazonas, Vaupés, Guaviare, Guainia, Vichada,
Casanare, Putumayo y la regién peninsular son las regiones o departamentos del pais
que presentan mayor indice de la variable N Scree. Por su parte los departamentos de
Cundinamarca, Bogota, Santander, Norte de Santander, Cordoba, Bolivar, Magdalena y
Atléantico, muestran menores indices, ya que el nimero de madres que pasaron por un
periodo postnatal de cribado es inferior a 21190 para cada uno. En este caso la estadistica
I de Moran es I = 0.540 y el p valor de la prueba cuya hipodtesis nula es que no hay
correlacién espacial por parte de esta variable es de 2.289 x 10719, Con esta informacién
se procede a realizar el respectivo modelo para cada uno de los casos considerados.

El objetivo ahora es proponer un modelo que explique la proporcién de madres que
han dado a luz su ultimo hijo entre 1999 y 2005, y que pasaron por periodo postnatal de
cribado. Se supone entonces que el nimero de madres (en miles) en la i-ésima drea que
pasaron este cribado (es decir la variable NScree) dados los valores de la variable en el
sistema considerado, sigue una distribucién binomial con probabilidad de éxito dada por
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Variable NScree
O Menos de 21190
O Entre 21190 y 35860
@ Entre 35830 y 69090
B Mas de 69090

FIGURA 2.2. Mapa de Colombia por departamentos para la variable N Scree

i, y su correspondiente nimero de ensayos dado por el nimero de madres (en miles) que
han tenido su ultimo hijo después de 1999.

2.8.1. Modelo logistico (Binomial)

En esta seccién, se propone como punto de partida el modelo de regresién logistico
dado por

T
log (17r> = Bo + p1Viol + 5oNBI + B3ES + B4Pay (2.90)
con ; la probabilidad de éxito de la variable N Scree (la probabilidad que una madre en la
i - ésima drea pase por un periodo post natal de cribado). Los valores correspondientes a
—2log L y al BIC son 326.85 y 344.77 respectivamente. La informacién de las estimaciones
de cada uno de los parametros esta relacionada en la tabla 2.13

Bo B1 B2 B3 Ba
Est | 1.628 —0.026 —4.166 x 10793 0.013 —0.045

dee. | 0244 | 5841 x 10793 | 2524 x 1079 | 5.763 x 10792 | 8.014 x 10793

TABLA 2.13. Estimacién y desviacién estandar de la distribuciéon a posteriori de los parametros
del modelo (2.90)

Los p valores para las pruebas de normalidad de Kolmogorov - Smirnov son 0.055,
0.043, 0.005, 0.278 y 0.246 para los parametros [y, 51, B2, B3 v B4 respectivamente, a
pesar de mostrar similitud con la distribucién normal. Cabe recordar que se esta frente a
un caso de sobredispersién, y se debe seguir en la busqueda del modelo més adecuado. Se
trabaja ahora con el modelo autocovariante logistico definido en la seccién (2.5.2). Para
esto necesitamos un coeficiente que recoja la informacion de los vecinos de la i-ésima area
y lo hacemos mediante la construccién una nueva variable denominada A;, resultado de la
expresion:
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4=
1—71’1'

(2.91)

en donde 7; tiene la forma del estimador de maxima verosimilitud del pardmetro m;. En

general, se define el estimador w; = 3:1 con Y;* definido por W;Y = Y,* y n; definido
por W;n = n; en donde W; es la yalmencionada fila ¢ - ésima de la matriz de pesos
espaciales W de contigiiidad 1, Y; = NScree; y n; = NMadres99; (n es el vector de la
variable NMadres99), caracteristicas que definen la distribucién binomial de la variable
respuesta.

2.8.2. Modelo autocovariante logistico (Binomial)

El propésito al igual que en el caso de la Poisson, es incluir en el predictor lineal
del modelo, un coeficiente que resuma y aporte informacion relacionada con los vecinos
mas cercanos, en cuanto a informacién sobre la variable N Scree. Se trata de observar el
comportamiento del modelo cuando se involucra una variable que ayude a controlar la
variabilidad extra causada por los datos. El modelo propuesto en la seccién (2.5.2) toma
la forma de la siguiente ecuacion

log <17_T7T> = Bo + B1Viol + BoNBI + B3ES + S4Pay + pA (2.92)
en donde la variable A; es definida como en (2.91). En este nuevo caso, se tiene —2log L =
313.5 y ademas BIC = 335.06, de donde se observa que hay un mejor ajuste en este
modelo que en caso del modelo logistico simple, pues, hay una reducciéon importante en el
valor del BIC. Se muestra la tabla 2.14 que relaciona los valores de las estimaciones de los
pardmetros y sus respectivas desviaciones estandar.

Bo 81 B2 B3 B4 P
Est | 1.978 | —1.661 x 10 02 | —4.070 x 1093 | 1.088 x 10 02 —0.045 —1.197
d.e | 0.251 5.900 x 10~ 03 2.300 x 1003 5.500 x 1093 | 7.900 x 10~ 92 0.493

TABLA 2.14. Estimacién y desviacion estandar de la distribucion a posteriori de los parametros
del modelo (2.92)

Se realizan las pruebas de normalidad de todos los parametros. Para los pardmetros
en su orden, [y, B1, B2, B3, B4 ¥ p, los p valores son 0.00004, 0.016, 0.8339, 0.8992, 0.4224
y 0.2991.

2.8.3. Modelo Beta - Binomial

La informacién respectiva a la construccién de este modelo, puede ser encontrada
en la seccién (2.2.1.2). El objetivo de modelar los datos con esta propuesta, es atacar
la sobredispersion presente. La idea principal, es fijar un modelo en donde la variable
respuesta tenga distribuciéon beta binomial. Esto es producto de asumir que la variable
respuesta tiene distribucién binomial de pardmetros 7 y m;, y que los 7 siguen una
distribucién beta con primer momento 7; y segundo momento 7m;(1 — ;) + 7TZ»2, de modo
que la varianza estd dada por 7m;(1 — ;). De esta manera, la variable respuesta Y; sigue
una distribucién beta binomial con esperanza y varianza dadas por m;m; y m;m;(1—m;)[1+
7(m; — 1)]. Para este caso el modelo propuesto es dado por la siguiente expresién
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1—A
en donde NScree ~ Bin(NMadres99;,m;), m ~ Beta(a;,b;) y A\; es la media de la
distribucion beta, es decir, \; = ﬁ y T = a; + b;. En principio, log(r;) = 6, constante
para todas las observaciones. La tabla 2.15 muestra las estimaciones y las desviaciones
estdndar de las estimaciones del modelo.

A
log <> = By + p1Viol + oNBI + B3ES + 4Pay (2.93)

Bo B1 B2 B3 Ba 0
Fst | 2.468 | —0.041 | —8.962 x 10793 [ 4.015 x 10~ % | —0.051 | 3.781
d.e. | 0.485 | 0.014 0.007 0.012 0.017 | 0.425

TABLA 2.15. Estimacién y desviaciéon estandar de la distribucion a posteriori de los parametros
del modelo (2.93)

En este caso, y a menos que se especifique lo contrario, cabe recordar que las distribu-
ciones a priori son dadas por normales independientes de la forma

Bj ~ N(0,1.0 x 107°)

dando como resultado un fuerte proceso de convergencia, por el tamafio que se le da a
la varianza. Aqui por la forma de construccién del modelo, la distribucién a priori para
el pardmetro 6 es N(0,1.0 x 1079), igual que para un coeficiente del predictor lineal.
La estimacion de la expresion log7; es 3.78 con una desviacion estandar de 0.4254, lo
que sugiere que el parametro es significativamente distinto de cero. Los p valores de las
pruebas de normalidad para cada parametro, son todos dados por valores menores que
9.911 x 1077, a excepcion del de 34, cuyo valor p es de 0.2410. Para este modelo, se tiene
que —2log L = 182.71 y BIC = 204.21, mostrando una reduccién importante en el valor
del BIC, lo que de inmediato sugiere una preferencia sobre este.

Después de realizar el procedimiento de examinar las variables, se llega a un modelo con
forma funcional

A

cuyo valor de —2log L es 183.13 y el BIC es 197.46, mostrando asi nuevamente, una mejoria
con respecto al anterior. La tabla 2.16 muestra las estimaciones y las desviaciones estandar
de las estimaciones cada uno de los parametros.

Bo B2 B4 0
FEst | 1.089 —0.014 —0.022 | 3.602

d.e. | 0.186 | 4.278 x 1079 | 0.011 | 0.404

TABLA 2.16. Estimacién y desviacién estandar de la distribuciéon a posteriori de los parametros
del modelo (2.94)

log <1i> = By + BaNBI + B4Pay (2.94)

Los p valores de la prueba de normalidad para cada uno de los parametros, obteniendo
0.2122, 8.778 x 1071, 6.387 x 1076 y 0.0001625 para By, B2, B4 v 0 respectivamente.

2.8.4. Modelo autocovariante Beta - Binomial

Este se aborda de manera que la ecuacion resultante que formula el mejor modelo que
incluye la variable rezagada, estd dada por la expresion:
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1—-A

cuyas estimaciones de los parametros y de las varianzas de las estimaciones son dadas en
la tabla 2.17.

log <A> = Bo + f2NBI + pA (2.95)

Bo Bo p 0
Fst | 1.629 —0.016 —1.689 | 3.457
de 0364 | 4363 x 1079 | 0.911 | 0.358

TABLA 2.17. Estimacién y desviacién estandar de la distribucion a posteriori de los pardametros
del modelo (2.95)

Cabe mencionar que el valor de —2log L para este nuevo modelo es de 180.19 y asi-
mismo el valor del BIC baja considerablemente a 194.52, en comparacién con el modelo
descrito en la seccion anterior. Los p valores de la prueba de normalidad en este caso son
menores o iguales a 2.373 x 1072 para By, B2 v p, v de 0.02468 para el pardmetro 6 que
define al 7 que aumenta la varianza recogida por el modelo. Hasta el momento se han
considerado los modelos logistico y beta binomial, cada uno involucrando una variable de
rezago que permita recoger informacion de los vecinos més cercanos. Ahora, es el turno
de los modelos con efectos aleatorios.

2.8.5. Modelo Binomial Normal

La caracteristica principal del modelo binomial normal, estd en adicionar al predictor
lineal un efecto aleatorio, que permita aumentar la variabilidad que explica el modelo.
Notado por ¢; al coeficiente aleatorio para la ¢ - ésima unidad espacial, se asume que es
distribuido normalmente con media cero y varianza 7 y que son independientes con ¢;, para
todo ¢ # j. De esta manera, la forma funcional del modelo queda dada por la siguiente
expresion:

log <1f7r> — Bo + B1Viol + BoNBI + B3ES + B4Pay + ¢ (2.96)

con g; ~ N(0,7). Aqui se asume una distribucién a priori para el 4 como G/(0.0001, 0.0001),
la cual solo admite valores positivos y ademads presenta una varianza suficientemente gran-
de. Los coeficientes del modelo se muestran en la tabla 2.18

Bo B1 B2 B3 Ba o
Fst | 2.546 | —0.044 | —7.907 x 10795 | 5.508 x 10~%% [ —0.055 | 9.340
de. | 0751 | 0.020 | 8.242x 10703 0.013 0.019 | 4.952

TABLA 2.18. Estimacién y desviacion estandar de la distribucion a posteriori de los parametros
del modelo (2.96)

En este caso, —2log L = 180.802 y BIC = 202.30. Sin embargo se realiza el procedi-
miento de busqueda del mejor ajuste, y se llega al modelo que tiene forma funcional dada
por

log (&) = By + BsPay + ¢ (2.97)
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Este modelo es el que mejor se comporta de todos los evaluados, con respecto a la
categoria en estudio Binomial Normal. Su valor de —2log L es 181.545 y Su BIC es de
192.9. Se muestra en la tabla 2.19 los valores de los pardmetros estimados y sus respectivas
desviaciones estandar.

Bo Ba Y
FEst | 0.600 | —0.030 | 5.760

d.e. | 0.119 | 0.013 | 2.464

TABLA 2.19. Estimacién y desviaciéon estandar de la distribucion a posteriori de los parametros
(2.97)

Los p valores de las pruebas de normalidad para cada pardmetro son 0.1709 y 0.5362.

Como la propuesta es trabajar con modelos autocovariantes, se presenta el resultado
de modelar con la variable rezagada A;.

2.8.6. Modelo autocovariante Binomial Normal

Las especificaciones del modelo se encuentran en la seccién (2.5.2). Al realizar el pro-
cedimiento detenidamente de selecciéon de variables, se encuentra un modelo que tiene
por particularidad contar solo en el predictor lineal con A;. De esta manera, el modelo
resultante estd dado por la siguiente expresion:

log (171-71_) =By + pA+s (2.98)

en donde ¢; ~ iidN(0,7), al igual que el caso anterior. Las distribuciones a priori son las
mismas con las que se trabajo el modelo binomial normal. De esta forma, se muestra la
tabla 2.20 que relaciona el estimador de cada parametro y su correspondiente desviaciéon
estandar.

Bo p Y
FEst | 1.042 | —1.868 | 4.816

d.e. | 0.381 | 1.066 | 1.847

TABLA 2.20. Estimacién y desviacion estandar de la distribucion a posteriori de los parametros
del modelo (2.98)

Puede notarse de la tabla 2.20 que el parametro p resulta siendo no significativo. Sin
embargo, al extraer la variable rezagada A; del predictor lineal, el BIC aumenta. En este
caso, el valor de —2log L es 179.14 y el valor del BIC es 189.89.Los p valores de las pruebas
de normalidad para cada distribucién a posteriori, son més pequefios que 1.086 x 1077,

2.8.7. Modelo beta binomial generalizado

La forma funcional para la media del modelo estd dada por la siguiente expresion:

A
log <1_/\) = fo + B1Viol + 5oNBI + SB3ES + B4Pay (2.99)
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y para la varianza se tiene
log(y) = 6 + 61 NBI (2.100)

en donde se asume que la variabilidad no constante de la variable respuesta a través de los
departamentos puede ser explicada por el comportamiento de la variable N BI. El valor de
—2log L en este caso es de 184.593 y el BIC es 209.67. Haciendo el proceso de depuracion
en las variables, el modelo queda reducido en la media por

log (1_AA> — Bo + fiPay (2.101)

manteniéndose la estructura funcional del pardmetro de la dispersion v; dada en (2.100).
Para este caso, —2log L = 180.844 y BIC = 194.4, lo que muestra una mejoria con respecto
al modelo inmediatamente anterior. Las estimaciones de los pardmetros y sus respectivas
desviaciones estandar son mostradas en la tabla 2.21

Bo Ba 0o 0,
FEst | 0.526 | —0.032 | 2.017 | 0.032
d.e. | 0.114 0.011 1.240 | 0.031

TABLA 2.21. Estimacién y desviaciéon estandar de la distribucion a posteriori de los parametros
del modelo (2.100) y (2.101)

Aunque la tabla 2.21 muestra que los parametros que modelan la dispersiéon no son
significativos, se aprecia que ayudan a que el modelo presente algo de mejoria con respecto
al mostrado anteriormente. Sin embargo, al observar esta caracteristica, se piensa en incluir
en el modelamiento de la varianza otra variable explicativa, es decir, ahora se asume que
la variabilidad no constante de la variable respuesta a través de los departamentos puede
ser explicada por el comportamiento de la variable ES. De esta forma, el modelo més
adecuado que se encontrd en el caso de tener una forma funcional para la varianza de la
siguiente manera

log(y) = 60 + 61ES (2.102)

es el modelo mostrado en (2.101), pero no presenta grandes cambios con respecto al BIC,
que sigue siendo de 194.4.

Se presenta la tabla 2.22 que resume el nombre de cada modelo para el caso de la
aplicacién de la proporcion de madres que pasaron por un periodo postnatal de cribado y
su respectivo valor del BIC (modelos asociados a la distribucion binomial).

Modelo —2logL | k| BIC

Logistico Binomial 326.857 | 5 | 344.77
Logistico Binomial Autocovariante | 313.561 | 6 | 335.06
Beta Binomial 183.130 | 4 | 197.46

Beta Binomial Autocovariante 180.190 | 4 | 194.52
Binomial Normal 181.545 | 3 | 192.9
Binomial Normal Autocovariante 179.145 | 3 | 189.89
Beta Binomial Generalizado 180.265 | 4 | 1944
Binomial Normal Generalizado 179.338 | 4 | 193.32

TABLA 2.22. BIC modelos distribucién Binomial

El primer modelo considerado, el logistico, muestra un BIC' de 344.77. Es importante
senialar, como en este caso y en los demas, la baja en este valor en cuanto se agrega al pre-
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dictor lineal la autocovariable A; definida anteriormente. Cabe resaltar el comportamiento
del modelo Beta Binomial generalizado en comparacion con el usuales considerado desde
el enfoque de la sobredispersién Beta Binomial; muestra un B/C un poco menos alto. El
modelo més plausible, con mejor BIC, es el Binomial Normal Autocovariante, definido
por la expresién
log (F> =po+pA+s
11—

en donde g; ~ N(0,7). En este caso, la informacién que define la probabilidad de encontrar
una mujer que ha dado a luz su 1dltimo hijo entre 1999 y 2005, y que pasd por periodo
postnatal de cribado, depende de los valores que tome la regién. El comportamiento de esta
variable puede definirse por las condiciones de los vecinos circundantes o més cercanos.
Mediante las técnicas econométricas usadas, puede encontrarse un modelo parsimonioso,
capaz de explicar el comportamiento de esta variable, inicamente teniendo en cuenta los
valores de la misma en los lugares mas cercanos, haciendo uso de uno de los modelos més
usados para abordar la sobredispersién, en este caso provocada por la correlaciéon y por la
heterogeneidad espacial.

2.9. Aplicacion: Otras matrices de pesos espaciales

Esta seccién se ocupa de observar el comportamiento de algunos de los modelos mas
relevantes considerados, con la diferencia de que la matriz de contigiiidad se construye de
otra manera a la de primer orden. El procedimiento es igual que en la primera aplicacién,
se usa entonces la matriz de contigiiidad fisica de segundo orden y la construccién de
vecindad mediante las regiones naturales.

2.9.1. Matriz de contigiiidad fisica de segundo orden

El primer modelo probabilistico considerado es el Poisson.

2.9.1.1. Modelos con respuesta Poisson

Con esta nueva estructura espacial, el I de Moran toma un valor de 0.2717 y haciendo
uso de las pruebas de aleatorizacién se encuentra un p valor de 4 x 107% que rechaza
la hipétesis nula de que la autocorrelacion espacial es cero. Bajo esta nueva estructura,
la correlacién espacial es mucho més baja que si se considera la matriz de contigiiidad
fisica de primer orden. Se muestra el diagrama de Moran univariado, en donde se dibuja
la variable de interés y la misma variable rezagada en simultaneo. la figura 2.3 muestra
que existe una relacion no lineal entre la variable rezagada y la variable misma. Esto
sugiere que a pesar de que I es pequena, se puede decir que la correlacién es significativa,
ademds de observar el p valor de la prueba, teniendo en cuenta que la funcién de enlace
es la logaritmica. La tabla que resume el BIC de todos los modelos que consideramos se
muestra en el cuadro 2.23

El cuadro 2.23 contiene los BIC para los modelos autocovariantes, con la matriz de
pesos espaciales definida de segundo orden. Se aprecia claramente que en esta aplicacion,
esta nueva covariable definida, afecta de manera negativa el modelo en comparacion a la
definicién de contigiiidad bésica binaria. En efecto, cuando el modelo bajo consideracion es
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F1cUrA 2.3. Diagrama de Moran Univariado para la variable NF

Modelo —2logL | k| BIC
Poisson Log - Lineal Autocovariante | 680.288 | 8 | 708.95
5
5

Binomial Negativo Autocovariante 315.246 333.16
Poisson Normal Autocovariante 186.26 207.76
Poisson Normal Generalizado 185.83 4 | 200.16

TABLA 2.23. BIC modelos distribucion Poisson - Matriz de segundo orden

sobredisperso, la diferencia de BIC puede resultar despreciable, asimismo cuando el modelo
considerado es el Poisson log - lineal, ya que el cambio que sufre el BIC es de 735.20 a
708.95. Esto sugiere que la matriz de contigiiidad fisica de primer orden es mucho maés
adecuada en este caso que la matriz de contigiiidad fisica de segundo orden. La siguiente
tabla relaciona estas conclusiones para el caso de la aplicaciéon binomial.

2.9.1.2. Modelos con respuesta binomial

En esta seccién, al igual que la inmediatamente anterior, se muestran los resultados
cuando se considera una matriz de pesos espaciales de segundo orden. En tal caso el I de
moran para la variable

T

OR =

1—7

(con 7 el estimador de méaxima verosimilitud NScree/NMadres99) toma un valor de
—0.0023 y el p valor de la prueba de aleatorizacion es 0.2589, lo que indica que estadisti-
camente, ese coeficiente es significativamente igual a cero. También sew hace la prueba de
aleatorizacion para la variable N Scree, que muestra un I de moran de 0.2654 y un p valor
de la prueba de aleatorizacion de 0.00004, indicando asi que se rechaza la hipdtesis nula
de que la autocorrelacién espacial es igual que cero. La figura 2.4 muestra los diagramas
de moran para ambos casos.

La figura anterior sugiere de manera similar que el caso anterior, que la relacién entre
la variable de interés y su comportamiento con respecto a la covariable construida con
la matriz de contigiiidad de segundo orden, es no lineal. Los respectivos BIC para cada
modelo en consideracién son mostrados en la tabla 2.24

El cuadro 2.24 muestra que cuando se trata de un modelo con sobredispersiéon, es indis-
tinta la definicién de matriz de contigiiidad. En tal caso, segiin el BIC, no hay diferencias
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F1GURA 2.4. Diagrama de Moran Univariado para la variable OR y la variable NScree

Modelo —2logL | k| BIC

Logistico Binomial Autocovariante | 281.612 | 6 | 303.11
Beta Binomial Autocovariante 180.336 | 4 | 194.67
Binomial Normal Autocovariante 179.226 | 3 | 189.97
Beta Binomial Generalizado 183.396 | 4 | 197.73

TABLA 2.24. BIC modelos distribuciéon Binomial - Matriz de segundo orden

importantes entre un modelo sobredisperso autocovariante y su matriz que define la vecin-
dad. Sin embargo, es importante senialar que si el modelo considerado no es sobredisperso,
el BIC baja considerablemente, mostrando asi que hay un mejor ajuste cuando se trabaja
con una vecindad de segundo orden que de primer. El BIC baja de 344.77 a 303.11, lo que
valida nuestra conclusién.

2.9.2. Matriz de contigiiidad fisica por regiones naturales

Como antes, el primer modelo probabilistico considerado es el Poisson.

2.9.2.1. Modelos con respuesta Poisson

Considerando la estructura espacial de regiones naturales, el I de Moran toma un valor
de 0.3943 y haciendo uso de las pruebas de aleatorizacion se presenta un p valor de 0.00245,
rechazando la hipétesis nula de que la autocorrelacion espacial es cero en favor de que es
positiva. Se muestra el diagrama de Moran univariado, en donde se dibuja la variable
de interés y la misma variable rezagada en simultdneo, de acuerdo a esta definicion de
vecindad. la figura 2.5 muestra que no hay una relacion lineal o al menos tan clara entre la
variable rezagada y la variable misma. Si se tiene en cuenta que la funcién de enlace es la
logaritmica, se podria llegar a pensar que esta relacion podria mejorar considerablemente.
La tabla que resume el BIC de todos los modelos que consideramos se muestra en el cuadro
2.25

El cuadro 2.25 contiene los BIC para los modelos autocovariantes, con la matriz de
pesos espaciales definida por regiones naturales. Cuando el modelo bajo consideracién es
sobredisperso, la diferencia de BIC puede resultar despreciable como ocurrié en los ca-
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FiGURA 2.5. Diagrama de Moran Univariado para la variable NF - Matriz de contigiiidad por
regiones naturales

Modelo —2logL | k| BIC

Poisson Log - Lineal Autocovariante | 572.386 | 8 | 601.05
Binomial Negativo Autocovariante | 322.870 | 5 | 340.78
Poisson Normal Autocovariante 185.55 | 5 | 203.46
Poisson Normal Generalizado 185.28 | 4 | 199.62

TABLA 2.25. BIC modelos distribuciéon Poisson - Matriz de contigiiidad por regiones naturales

sos anteriores y cuando el modelo considerado es el Poisson log - lineal, aunque mejora
con respecto a la vecindad de segundo orden, no es méas adecuado que el modelo consi-
derando la matriz de contigiiidad fisica de primer orden. Esto sugiere que la matriz de
contigiiidad fisica de primer orden sigue siendo mas adecuada. La siguiente tabla relaciona
estas conclusiones para el caso de la binomial.

2.9.2.2. Modelos con respuesta binomial

Aqui se muestran los resultados cuando se considera una matriz de pesos espaciales
mediante la definicién de vecindad por regiones naturales. En tal caso el I de moran para
la variable OR es de —0.0105 y el p valor de la prueba de aleatorizacién es 0.3431, lo que
indica que estadisticamente, ese coeficiente es significativamente igual a cero. De forma
similar que cuando lo hicimos para la matriz de contigiiidad fisica de segundo orden,
también hacemos la prueba de aleatorizacién para la variable N Scree, que nos muestra
un I de moran de 0.3591 y un p valor de 0.00434, indicando asi que se rechaza la hipdtesis
nula de que la autocorrelacion espacial es igual a cero. La figura 2.6 muestra los diagramas
de moran para ambos casos, igual que el caso anterior.

La figura 2.6 sugiere de manera similar que el caso inmediatamente anterior, que la
relacion entre la variable de interés y su comportamiento con respecto a la covariable
construida con la matriz de contigiiidad por regiones naturales, no es tan lineal o no es
tan clara. Los respectivos BIC para cada modelo en consideracién son mostrados en la
tabla 2.26

Si el modelo considerado no es sobredisperso, el BIC muestra que la definicién de
vecindad mas adecuada es la de segundo orden. Si el modelo es considerado sobredisperso,
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FiGURA 2.6. Diagrama de Moran Univariado para la variable OR y la variable NScree - Matriz de
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Modelo —2logL | k| BIC

Logistico Binomial Autocovariante | 320.83 | 6 | 342.33
Beta Binomial Autocovariante 179.487 | 4 | 193.82
Binomial Normal Autocovariante 178.484 | 3 | 189.23
Beta Binomial Generalizado 184.577 | 4 | 198.91

TABLA 2.26. BIC modelos distribucion Binomial - Matriz de contigiiidad por regiones naturales

entonces, las conclusiones y los resultados no varian mucho, indistintamente de la matriz
de contigiiidad y la vecindad definida.

2.10. Aplicaciéon: Volumen de atencién hospitalaria en Co-
lombia

En el capitulo 1 se usaron las técnicas econométricas espaciales para modelar el vo-
lumen de atencién hospitalaria en Colombia. Se hizo uso de la variable que mide la tasa
de eventos de hospitalizacion, asistencia por urgencias y asistencia por consulta externa.
Es de tener en cuenta que estos datos estan relacionados con todos los tipos de entida-
des (IPS); privada, mixta o publica. Aqui se usan los modelos propuestos y se modela la
variable VOLAT definida previamente en el capitulo 1.

Se supone que la variable VOLAT en la i - ésima regién condicionada a los demas
valores en el sistema espacial, sigue una distribuciéon Poisson de media \;. El predictor
lineal del modelo es dado por la expresion

log(\) = Bo + B1Disple + BoIndIPS + B3Vac 4+ S4NBI + B5Rec + SgRNtr (2.103)

En esta seccion solamente se considera la matriz de contigliidad espacial de orden uno.
Los valores del BIC son mostrados en la tabla 2.27

La tabla muestra que el modelo que mejor se comporta de acuerdo a esta vecindad
establecida es el modelo Poisson normal. Sin embargo se destaca que la diferencia entre
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Modelo —2logL | k BIC
Poisson Log - Lineal 384.437 | 7 | 408.912
Poisson Log - Lineal Autocovariante | 342.791 | 8 | 370.763
Binomial Negativo 240.066 | 4 | 254.052
Binomial Negativo Autocovariante | 231.537 | 5 | 249.019
Poisson Normal 157.706 | 4 | 171.692
Poisson Normal Autocovariante 157.214 | 5 | 174.696
Poisson Normal Generalizado 157.824 | 5 | 175.306

TABLA 2.27. BIC de los modelos para la variable VOLAT

el modelo Poisson y Poisson autocovariante es importante, sefialando que la inclusiéon en
el modelo de la covariable que recoge la informacién de los vecinos mas cercanos mejora
el ajuste. Lo mismo ocurre con el modelo binomial negativo. La diferencia del BIC en
el caso de los modelos Poisson normal y Poisson normal autocovariante es de casi tres
puntos, una diferencia posiblemente despreciable; sin embargo, se destaca el hecho de que
el coeficiente que define la correlacién espacial es significativamente distinto de cero. Por
esta razon decimos que el modelo tiene la ventaja de capturar la correlacion espacial en
términos de un factor fijo, y corregir por medio del coeficiente aleatorio la sobredispersion
que p no es capaz de capturar.

Por esta razén se presenta el modelo Poisson normal autocovariante como el modelo
de mejores caracteristicas. Cabe destacar que en todos los modelos sobredispersos, los
parametros 1, 82, B3 y B¢ no son significativos. El modelo Poisson normal tiene entonces
la siguiente estructura

log(\) = Bo + B4NBI + B5Rec + pA + ¢ (2.104)

con ¢ ~ N(0,7). Las estimaciones y desviaciones estandar de las distribuciones a posteriori
de los parametros son reportadas en la tabla 2.28

Bo Ba Bs p Y
FEst | 2.791 | —0.042 | 0.131 | 0.017 | 4.379

d.e. | 0.335 | 0.006 | 0.019 | 0.006 | 1.710

TABLA 2.28. Estimacién y desviaciéon estandar de la distribucion a posteriori de los parametros
del modelo (2.104)

De acuerdo con esto, en los departamentos en donde la variable NBI es mas alta, se
tiene una variable VOLAT maés baja y en los departamentos en donde la variable Rec
es mds alta, la variable VOLAT es més alta. Esto es, en los departamentos en donde el
porcentaje de la poblacidon con necesidades bésicas insatisfechas es mas alto, se espera un
nimero de eventos relacionados con el volumen de atencién hospitalaria bajo y asimismo,
en los departamentos en donde los recursos otorgados para la educacion y atencién integral
para ninos pequenos son mas altos, se espera un nimero de eventos relacionados con el
volumen de atencién hospitalaria més alto.

Se observa que los pardmetros son significativos a un 99 %, en particular el pardmetro
p. Segun el valor estimado, se espera que entre mas alto sea el valor de la variable de los
departamentos vecinos, mas alto es el valor de la variable respuesta, es decir, entre mas
eventos relacionados con el volumen de atencién hospitalaria se presenten en los vecinos
mas préximos, mas eventos se presentan en la unidad espacial de interés.
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Los modelos generalizados no mostraron un ajuste adecuado, razén por la cual no se
mencionaron; sin embargo, al igual que en las aplicaciones anteriores, podemos concluir
que el criterio de vecindad usado puede cambiar el comportamiento del modelo; nosotros
para esta aplicacion, solamente consideramos la matriz de contigiiidad fisica de primer
orden.

2.11. Conclusiones

Como se ha comentado a través de las aplicaciones, esta es una clase de modelos
que permite capturar la correlacién espacial de acuerdo con una estructura de vecindad
establecida. En muchas formas, la presencia de esta estructura en los datos genera sobre-
dispersion. Aunque los modelos de sobredispersién capturan y controlan este fenémeno,
incluyendo la autocorrelacién entre las unidades, el interés va mas alla de controlarla; es
en un sentido, cuantificarla y darle caracteristica de factor fijo. En los casos mostrados
en el presente capitulo, la inclusién al modelo de una variable que recoja informacion
espacial cercana, permite mejorias en el comportamiento de cada modelo. Sin embargo,
debe tenerse en cuenta que por el caracter de la informacién, la estructura de vecindad
definida en la ecuacién (1.1) no puede ser conocida por la naturaleza de los datos, sino
debe ser demarcada por los objetivos establecidos por el investigador. De acuerdo con esto,
el efecto producido por la autocorrelacién espacial puede ser totalmente controlado por la
autocovariable, siempre y cuando la estructura (1.1) quede totalmente determinada por
la realizacién estructural y probabilistica del sistema S; algo muy complejo de determinar
en la practica.

De otra mano, la variable Y usada en la definicién de los modelos sobredispersos en
todos los sentidos, puede ser considerada condicionada en dos vias. La primera, antes
de establecer el modelo, considerando solamente la estructura espacial S y el proceso
Y () medido en cada unidad espacial que compone S. En este aspecto, claramente juega
un papel muy destacado la definicién de vecindad (1.1), obteniendo por notacién Y;* =
Y;|Y(_;). Después, cuando se considera la construccién de un modelo, el proceso Y™ puede
ser condicionado por diferentes vias, como es el caso de los modelos sobredispersos usuales
cuando se condiciona por el valor de un parametro o por el conjunto de efectos aleatorios,
como el caso mas usual.



APENDICE A

Algunos resultados en inferencia para las
estadisticas que definen correlaciéon espacial

Cliff y Ord [14] encuentran los siguientes momentos para las dos estadisticas (1.8) y
(1.9), como apoyo para la inferencia sobre p.

E(I) = —1/(n—1) (A1)
E(I%) = (n?S; — nSy + 3Q%)/{(n* — 1)Q?*} (A.2)
E(C) =1 (A.3)
Var(C) = [(2S1 + S2)(n — 1) — 4Q%]/{2(n + 1)Q%} (A.4)

donde Q =) w;;
S1 = ;;;(wij +wj;)? para i#j (A.5)

y

Sy = %Z(wl +w,)? (A.6)

i=1

Getis y Ord [30] proponen una importante familia de coeficientes G capaz de medir la
asociacion espacial usando estadisticas de distancia. En ese escrito se puede encontrar una
interesante comparacién de la estadistica I de Moran y la propuesta G. Explicitamente, la
estadistica es dada por al expresion

75
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gwmw>

Gi(d) = para i #j (A.7)

ﬁ:lY(Aj)

con w;;(d) es una matriz de pesos espaciales de unos y ceros, con unos para todas las
entradas que pertenecen a un conjunto que senala que la ubicacion de cada unidad espacial
estd a menos de una distandia d del punto i. Todas las otras entradas son cero, incluyendo la
entrada del punto mismo, es decir, la diagonal de la matriz [30]. Es decir que esta estadistica
mide el grado de asociacién que resulta de la concentracién de puntos ponderados (o drea
representada por un punto muestral) y todos los otros puntos ponderados incluido entre un
radio de distancia d del punto original ponderado. Esto quiere decir, que esta estadistica
tal cual como estd descrita, mide la correlacion espacial, pero a nivel local, existiendo el
valor de cada uno de los puntos de importancia. Asi, una generalizacién, una estadistica
util para encontrar correlacién global para todo el conjunto de datos, es dada por
n

SO wi(d)Y (A)Y (A;)

,_.
<.
Il
—

Q
—
&

I

<

para i #j (A.8)

En el escrito se muestran los momentos de la estadistica, como punto de partida para
la inferencia de los datos. En efecto, para la estructura general de la estadistica, que es la
de interés, se tiene

E[G(d)] = W/[n(n —1)] (A.9)

en donde o
W=>"> wi(d) para j#i (A.10)

i=1 j=1

La varianza para esta estadistica, es dada por

Var(G) = E(G2) — {W/[n(n — 1))} (A.11)

en donde ayuddndose de la notacién dada en Cliff and Ord [14], se tiene que

E(G2) = [Bom% + Bimg + Bgm%mz + Bsmims + B4mil] (A12)

1
(m? — mg)?n®

donde m; = Y (4:), j = 1,2,3,4, y ) = n(n —1)(n —2)...(n — 7+ 1). Los
i=1

coeficientes son
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By = (n?—3n+3)S; —nSy +3W?
By = —[(N?=n)S; —2nS, + 3W?
By = —[2nS; — (n+3)Sy + 6W?]

By = 4(n—1)S; —2(n+1)Sy + 8W?
By = S — S+ W?

Para la estadistica G;(d) que observa correlacién local, se tienen los siguientes resulta-
dos como apoyo de la inferencia:

E(G;) =W;/(n—1) (A.13)
con W; = > w;;(d) y ademas
=1
WZ(TL —1- Wz)Yz
Var(G;) = A.14
(G = G e 22 (814
N n
> Y (4)) > Y(4))?
en donde se tienen las relaciones Y;; = % y Tpo = % - Yﬁ De esta

manera, asumiendo que G;(d) es aproximadamente distribuido normal estdndar, cuando

Z; ={Gi(d) — E[Gi(d)]}/ / Var(Gi(d)) (A.15)

es positivamente o negativamente mas grande que algin nivel de significancia especifico,
decimos que obtenemos asociacién espacial positiva o negativa [30]. La estadistica G(d)
debe ser usada en variables positivas con origen natural. Por eso no debe ser usada para
probar la hipétesis de no correlaciones en los residuales de un eventual modelo lineal. Sin
embargo, cabe mencionar que la estadistica I tiene un problema con respecto a la G, y es
que esta presenta debilidad en cuanto a discriminar patrones que tienen grandes valores
dominantes o bajos valores dominantes dentro de la distancia d. Ambas estadisticas tienen
dificultad con respecto a patrones aleatorios en los cuales hay una pequena desviacion con
respecto de la media [30].

Otra propuesta para inferir sobre el comportamiento del parametro que define la au-
tocovariable, es que partiendo de lo anterior, en previo andlisis al involucrar una autoco-
variable en cada uno de los modelos, puede probarse simplemente si hay autocorrelacién
espacial, haciendo uso de las pruebas de aleatorizacién. La base légica para este tipo de
pruebas es que se considera la hipdtesis {p = 0}, es decir, la autocorrelacién espacial
es cero. Se supone que el plan (orden en que se encuetran posicionadas cada una de las
unidades espaciales) que se ha usado, es escogido aleatoriamente de los

s =mn! (A.16)

posibles planes (posibles ubicaciones de las unidades espaciales). Se enumeran estos planes
por IL, (y=1,2,...,s). Asi, si la correlacién espacial fuera cero, se deberfa tener exacta-
mente el mismo resultado, es decir, el mismo valor de I o de C' para cada IL,. En otras
palabras, se encuentran los valores {G,,7 = 1,2,...,s} con G denominado un criterio,
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que es el valor de uno de los estadisticos I o C. Sea G el valor del criterio en el plan
denominado actual (en otras palabras Go = p), que es el plan en donde las unidades espa-
ciales conservan su estructura original. Asi, el nivel de significancia de la prueba de que la
autocorrelacién espacial es cero contra la alternativa que es diferente, estd dado por

NS = }[Nﬁmero de Gy(y=1,2,...,s) > Gy (A.17)
s

o de otra forma 1
NS = —[Ntmero de Iy(y =1,2,...,s) > Ij] (A.18)
s

en donde I, es el coeficiente de Moran calculado con la estructura espacial definida por el
plan v e Iy es el coefiente de Moran calculado en el denominado plan original, que es la
estructura espacial original. Para ver mas detalles, véase el capitulo 5 de [40].



APENDICE B

Estimacion por maxima verosimilitud e inferencia
para el modelo SAR

Estimacion por maxima verosimilitud

Anselin en algunas de sus publicaciones muestra las limitaciones de usar minimos
cuadrados ordinarios, en modelos que contengan algin tipo de procesos espaciales (En
modelos CAR es usual y recurrente usar minimos cuadrados).

En primer lugar, se hace A =1 — pW; y B =1 — A\W,. Como E[¢£¢7] = Q, existe un
vector de errores aleatorios homocedasticos v tales que v = Q~Y2¢ y los errores definidos

en (1.28) quedan
e =B QY% (B.1)

También se tiene con estas nuevas definiciones, que la ecuacién (1.27) queda convertida en

AY =XB+¢€ (B.2)
luego, esto es
AY = X3 +B'Q'% (B.3)
o alternativamente,
QY2B(AY — X3) = v (B.4)

donde v es normalmente distribuido con matriz de covarianzas I. La expresién (B.4) es
una funcién de los pardametros del modelo con estructuras no lineales. Aunque el término
v tiene una distribucion, no puede ser observado, y la funcién de distribucién tiene que ser
basada en la de Y. Asi, es necesario hacer uso del concepto de jacobiano, el cual permite
que la distribucién para Y sea derivada desde el vector v, a través de la misma relacién
funcional (B.4) [4]. El jacobiano para esta transformacion es:

J = det(0v/0Y)
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lo que da de dicha expresién, como
Q'/2BA| = [2V/2B||A|
y la funcion de log verosimilitud asociada por
L= —(N/2)log(r) — (1/2)1log || + log |B| 4+ log|A| — (1/2)vTv (B.5)

con

vlv=(Ay - XB8)'BTQ 'B(AY - X7) (B.6)

como una suma de cuadrados de aproximados errores transformados [3]. Las expresiones
resultantes para el vector de score igualado a cero son (d = (0L/00) = 0, con 0 =
(p, BT, N, 0%, a’) el vector de todos los p + k + 3 posibles pardmetros del modelo)

oL/oB = oT(Q7V/?BX) (B.7)

OL/8p = —trA”'W; +vQ V2BW,Y (B.8)

OL/ON = —trB7'Wy 4+ vQ Y2Wy(AY — XJ3) (B.9)

OL/das = —(1/2)trQ 'H, + (1/2)v"Q*/?H,B(AY - X0) (B.10)

paraa =1,2,...,p. Las expresiones para las entradas de la matriz de varianzas asintética

(matriz de informacién esperada), se pueden encontrar en [3] y [4] . Como se observa, ese
sistema de ecuaciones es no lineal y no tiene una solucion analitica, pero puede ser resuelta
por métodos numéricos.

Pruebas de hipoétesis usando ML

Un resultado muy conocido de los estimadores via maxima verosimilitud es la norma-
lidad asint6tica. Anselin [4] lo escribe como

nt%(0 - 8) > n (0, nlggo(f(o)/n)—l) (B.11)

resultado indicando que el estimador de méxima verosimilitud, converge en probabi-
lidad al parametro, con esperanza el pardmetro y con varianza asintética la inversa de
la matriz de informacién esperada. Las hipotesis de interés en el caso lineal pueden ser
formuladas de acuerdo a la expresion

Hy:CT0=6 versus H;:CTO+6 (B.12)

para una matriz C de tamafio p + k + 3 X g de rango g con coeficientes conocidos y
un vector con entradas 6 = (d1,...,dy). Se asume que ran(C) = g, porque de otra manera
algunas de las relaciones de Hy serian redundantes y podrian ser obtenidas de otras. En
la practica, se espera que dichas eventuales hipdtesis redundantes sobre los parametros,
hayan sido eliminadas [58]. Anselin propone una forma mds general para las hipdtesis,
asumiendo que pueden haber combinaciones no lineales de los parametros, y asumiendo
que dichas pueden ser estimables. Sin embargo, el enfoque de este escrito puede tener
solamente tres puntos de referencia de manera particular, ellos son expresados por las
siguientes hipdtesis:
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Hy:p=0 wversus H;:p#0 (B.13)

Hy:A=0 versus Hj:A#0 (B.14)

juegos que prueban la presencia o no de la correlacion en la variable respuesta o en los
errores, respectivamente. Otra hipotesis de interés es

Hy:aa=0 wversus H;:a#0 (B.15)

probando asi la presencia de heterocedasticidad. Para cada una de estas hipotesis,
el mecanismo de prueba es el de siempre; hay que establecer una distancia que permita
identificar que tan diferentes son los pardmetros estimados bajo la hipétesis nula y los
pardmetros estimados sin ninguna restriccién. Anselin, de manera muy general y sencilla,
propone un juego de hipédtesis de forma que el vector paramétrico pueda escribirse como
una particion, es decir, @ = [01, 0], y que el eventual juego de hipdtesis puede escribirse
de manera general como

Hy:0, = 0(1) versus Hj: 01 # 0(1) (B.16)

aunque en nuestro caso particular, se deberia escribir la hipdtesis nula como
Hy:0,=0

Asi, se deben estimar dos parametros; el estimador de maxima verosimilitud sin ninguna
restriccién 6 y el estimador de 0 restringido bajo la hipotesis nula, es decir, asumiendo que
la particion 6, es cero. Este se denota como éR. Cada una de las pruebas, deben basarse
entonces en identificar que tan lejos o cerca (medida de distancia, usualmente usando chi
cuadrado) estdn estos pardmetros, y si es viable entonces aceptar que 61 sea cero, o si
definitivamente rechazar la hipétesis nula. En efecto, se dan a conocer las estructuras de
los estadisticos para las respectivas pruebas, a saber la de Wald, de Score y la de la Razén
de Verosimilitud.

e Test de Wald: La estadistica de Wald, para probar el juego de hipétesis (B.16), es
expresado por la cantidad

Ew = [0 — 09 Var—1(6,)[0, — 6] (B.17)

en que 0, sale del vector 8 = (61, 6,) (Paula, G., 2010). La varianza aquf mostrada es
proporcional a la inversa de la matriz de informacion de Fisher esperada, y basta con
tomar la particion de interés. La estadistica de Wald es asintoticamente distribuida
chi cuadrado x? con ¢ grados de libertad, donde ¢ corresponde al niimero de restric-
ciones. Como la raiz de la estadistica corresponde a una variable normal estandar, es
equivalente asintéticamente a una variable distribuida ¢. En el contexto de probar la
significancia de los pardmetros del modelo, el test de Wald es comtinmente senalado
como una ¢ asintética [4]. Para el juego de hipétesis (B.13), la estadistica queda
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convertida en
&w = p*/vnn (B.18)

cuya distribucién es chi cuadrado con un grado de libertad, en donde p es el esti-
mador de maxima verosimilitud del parametro p y v1; es el elemento de la diagonal
correspondiente al elemento p en la matriz de varianzas y covarianzas asintética.
La deduccién de las otras estadisticas de prueba de interés, son, para el juego de
hipétesis (B.14) A

&w = X /vprapra (B.19)

donde A es el estimador de méxima verosimilitud de A Y Up+3,p+3 €s el elemento de
la diagonal correspondiente al pardmetro A en la matriz de varianzas y covarianzas
asintotica, al igual que el caso anterior, en este caso la distribucion es chi cuadrado
con un grado de libertad; y para el juego de hipétesis (B.15) la estadistica es

&w = a Var ' (&)é (B.20)

en donde é es el estimador de maxima verosimilitud de o y Var~!(é) es la inversa
de la matriz de varianzas y covarianzas asintética particionada en los g pardmetros
de interés que definen la heterocedasticidad del modelo o, ..., a4, cuya distribucién
es chi cuadrado con g grados de libertad.

e Test de Score: Esta prueba se basa en la estadistica de score. La forma general
queda determinada por
€5 =U1(8°) ' Varg(6,)UL(0°) (B.21)

en que Ui(0) = L/001, 8° = (69,09) en que 69 es la estimativa de méxima
verosimilitud de 62 bajo la hipé6tesis nula (recuerde que estamos trabajando bajo
el juego de hipétesis (B.16)) [55]. La varianza mencionada en esa estadistica, es
la misma que el caso anterior, solo que es evaluada en la estimacién de maxima
verosimilitud para 67 restringida bajo la hipdtesis nula.

e Test de razén de verosimilitudes: La funciéon de verosimilitud del vector pa-
ramétrico 0 es

L(0) = —(N/2)log(n) + log |2 /?BA| — (1/2)v"v (B.22)
la, verosimilitud restringida bajo Hy (para el juego de hipdtesis (B.13) ), es

L(8r) = —(N/2)log(n) + log |2;"*Bg| - (1/2)u’u (B.23)

con

u'u=(y - X8r)"'BLQy'Br(y — X8r) (B.24)

La estadistica de razon de verosimilitudes es:

¢ry = (WTu — v"v) + 2{log |2 /?BA| — log |2, *Bg|} (B.25)
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con los coeficientes evaluados respectivamente en sus ecuaciones restringidas y no
restringidas. La estadistica, es entonces asintéticamente distribuida como y? con un
grado de libertad [4]. En este caso se usa el hecho que bajo Hy, A =1— pW; =1
Bajo el mismo procedimiento, la estadistica para probar el juego de hipétesis (B.14)
es

¢ry = (W u — v"v) + 2{log |2 V/2BA| — log |2, Ag|} (B.26)

con

u’u = (Ary — XBr) Q' (Ary — XBr) (B.27)
y como el caso anterior, la estructura de L(@r) queda como

L(6Br) = —(N/2) log(n) + log |2 Ag| — (1/2)uTu (B.28)
Asf, la distribucién de la estadistica EgV es x? con un grado de libertad. Aqui usamos
el hecho que bajo Hy, se tiene B=1—- AW, =1.

Anselin en [4] y [3] muestra una alternativa muy interesante para pruebas de hipdtesis
de este tipo bajo técnicas de estimacién restringida por el método de multiplicadores de
lagrange.



APENDICE C

Residuales Modelo CAR Residual

La primera parte del apéndice, muestra los residuales del modelo lineal normal, que
tiene la estructura (1.32). En principio, al realizar un simple andlisis de residuales, encon-
tramos que hay un ajuste adecuado, un R? de 0.5346 y un AIC de 338.81. De acuerdo al
analisis residual, se usa la prueba de Shapiro Wilk para chequear normalidad, encontrando
un p valor de 0.7263, comprobando normalidad. Esto se puede apreciar de acuerdo a la
figura C.1. La figura C.1 muestra un andlisis gréfico residual bésico del modelo (1.32).
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Ficura C.1. Analisis gréfico residual del modelo (1.32)

De ahi, se observa una clara no correlacién entre los valores estimados y los residuales,
una normalidad aceptable, y una homocedasticidad no tan clara. De hecho, para valores
ajustados mayores, mayor variabilidad en los residuales y visceversa, lo que hace pensar
que no hay homocedasticidad en el modelo. Una caracteristica no observable a simple
vista, es que si se agrupan estos residuales por regiones naturales, se obtiene la estructura
mostrada en la figura C.2. En tal caso, la regién natural 1 es Amazonas, la 2 es Andina,
la 3 es Caribe incluyendo Insular, la 4 es Orinoquia y la 5 es Pacifica: En cuanto a la
figura C.2, se observa que los residuales se comportan de manera heterogénea de acuerdo
a la region natural. Esto sugiere desde el principio que definitivamente falta un factor por
incluir en el modelo, de manera que se cumplan todos los supuestos. Para este efecto, se
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Residuales

Regiones Naturales

Ficura C.2. Residuales del modelo (1.32) por regiones naturales

propone un modelo lineal mixto de la siguiente manera:
p = Bo + P1Disple + BoIndIPS + B3Vac + S4NBI + 51/(Rec) + SgRNtr + « (C.1)

con a un efecto aleatorio para el factor Regién Natural. En este caso, el valor de 62 =
213.57 y el valor de o2 cambia a 1201.40. El AIC es de 322.6, menor que el modelo lineal
normal. Nétese que el factor aleatorio hace recoger un poco mas de informacion al modelo
que el anterior. Sin embargo, el modelo sigue pareciendo no tan adecuado en relacién a
los residuales. La figura C.3 muestra de nuevo el comportamiento de estos agrupados por
regiones naturales. Es claro entonces, que no es conveniente modelar las regiones naturales

Residuales

Regiones Naturales

F1curA C.3. Residuales del modelo (C.1) por regiones naturales

como un factor en la media. En tal caso, al parecer es conveniente pensar en un modelo
de la forma (1.32) para la media, y para la varianza un factor que recoja y modele el
comportamiento diferente de las regiones. El modelo CAR, que es el méas adecuado, hace
esto. La figura C.4 compara el comportamiento de los residuales del modelo lineal normal
y lo que modela el CAR residual, usando la definicién de vecindad por regiones naturales.
Notese que son muy similares en comportamiento.
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FicurA C.4. Box Plot para los residuales del modelo lineal normal y el modelo error CAR de
acuerdo a las regiones naturales



APENDICE D

Cédigos R y Winbugs

Las aplicaciones del primer capitulo se realizaron en el paquete R y las del segundo en
WinBugs. A continuacion se muestran los codigos en R de los modelos del capitulo 1:

library(spdep)

### Modelo SAR Espacial con estructura espacial en el término de errores.
model.fitl <- errorsarlm( TASA ~ DISPLC + INDIPS100 + VACUNA + NBI +
RECINV + RIESGO, data = Colombia, listw = Col, zero.policy = TRUE)

### Modelo SAR Espacial con estructura espacial en el proceso Y
model.fit2 <- lagsarlm(TASA ~ DISPLC + INDIPS100 + VACUNA + NBI +
RECINV + RIESGO ,data = Colombia, listw = Col, zero.policy=TRUE)

### Modelo SAR Espacial mixto

model.fit3 <- lagsarlm(TASA ~ DISPLC + INDIPS100 + VACUNA + NBI +
RECINV + RIESGO ,data = Colombia, listw = Col, zero.policy=TRUE,
type = "mixed")

### Modelo CAR Residual

model.fit4 <- spautolm(TASA ~ DISPLC+ INDIPS100 + VACUNA + NBI +
RECINV + RIESGO, data = Colombia, listw = ColC, zero.policy=TRUE,
family = "CAR")

A continuacién se muestran algunos de los c6digos empleados en WinBugs en el capitulo

### Modelo Poisson

model

{

for(iin1 : N) {

VA[i] ~ dpois(lambda[i])

log(lambdal[i]) <- beta[l]+ beta[2]*Desplazamiento[i] + beta[3]*INDIPS[i] +
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beta[4]*Vac[i] + beta[5]*NBI[i] + betal[6]*Rec[i] + beta[7]*RiesgosN[i]
sresid[i] <- (VA[i] - lambdal[il)/(sqrt(lambdali]))

}

for(j in 1:7){

betal[j] ~ dnorm(0.0,1.0E-6)

}

}

### Modelo Poisson autocovariante

model

{

for(iin1 : N ) {

VA[i] ~ dpois(lambdalil)

log(lambdal[i]) <-beta[1]+ beta[2]*Desplazamiento[i] + beta[3]*INDIPS[i] +
betal[4]*Vac[i] + betal[5]*NBI[i] + betal[6]*Rec[i] + beta[7]*RiesgosN[i] +
beta[8]*Wy[i]

sresid[i] <- (VA[i] - lambdalil)/(sqrt(lambdalil))

}

for(j in 1:8){

betal[j] ~ dnorm(0.0,1.0E-6)

}

}

### Modelo binomial

model

{

for(iin1 : N ) {

Ncontrol[i] ~ dbin(p[i],NMamas99[i])

logit(p[i]) <- betall] + betal[2]*Viol[i] + betal[3]*NBI[i] + beta[4]*ES[i]
+ beta[5]*pago[i]
sresid[i]<-(Ncontrol[i]-NMamas99[i]*p[i])/sqrt (NMamas99 [i]l*p[i]l*(1-p[i]))
}

for (j in 1:5){

betal[j] ~ dnorm(0.0,1.0E-6)

}

}

### Modelo binomial autocovariante

Model

{

for(iin 1 : N ) {

Ncontrol[i] ~ dbin(p[i],NMamas99[i])

logit(pl[i]) <- betal[l] + beta[2]*Viol[i] + beta[3]*NBI[i] + beta[4]+*ES[i]
+ beta[b]*pago[i] + beta[6]*Wy[i]
sresid[i]<-(Ncontrol[i]-NMamas99[i]*p[i])/sqrt (NMamas99 [i]*p[i]l*(1-p[i]))
}
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for (j in 1:6){

betal[j] ~ dnorm(0.0,1.0E-6)
}

}
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