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En este articulo se propone un modelo de crecimiento exdgeno de tres
sectores basado en una estructura sencilla de equilibrio general que
replica los patrones de cambio estructural por los que han atravesado
muchos paises. El modelo demuestra que en el caso de economias rela-
tivamente cerradas, sin sectores dindmicos y en las que buena parte
de la poblacidén no ahorra por sus bajos niveles de ingreso, el cambio
estructural puede ser explicado por la acumulacidén de capital per
cdpita suponiendo preferencias no homotéticas de los consumidores. En
esas condiciones, la acumulacidén de capital per cdpita es una condi-
cion suficiente para el cambio estructural, porque actia como mecanismo
activador de la ley de Engel.
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Abstract

Raffo, Leonardo. “Can structural change accompany exogenous growth?”,
Cuadernos de Economia, v. XXIV, n. 42, Bogota, 2005, pages 49-88

This article proposes an exogenous growth model for three sectors based
on a simple general equilibrium structure replicating the patterns
of structural change which have affected many countries. The model
shows that structural change can be explained by per capita capital
being accumulating by supposing consumers’ non-homotetic preferences
in the case of relatively closed economies having no dynamic sectors
and where a good part of the population cannot accrue savings due to
their low income levels. In these particular conditions, accumulating
per capita capital represents a sufficient condition for structural
change, because it acts as an activating mechanism as described 1in
Engel’s law.

Key words: structural change, Engel’s law, activating mechanism, exo-
genous growth. JEL: E21, 041, 0Ol4.

Résumé

Raffo Lépez, Leonardo. “Existe-t-il un changement structurel en pré-
sence d’une croissance exogeéne ?”, Cuadernos de Economia, v. XXIV, n.
42, Bogota, 2005, pages 49-88

Nous proposons dans cet article un modele de croissance exogene de
trois secteurs basé sur une structure simple d’équilibre général qui
reproduit les patrons de changements structurels que de nombreux pays
ont traversé. Le modele démontre que dans le cas d économie relati-
vement fermées, sans secteurs dynamiques et ou une grande partie de
la population n économise pas du fait de ses bas niveaux de revenus,
le changement structurel peut étre expliqué par 1 ‘accumulation de
capital par habitant en supposant des préférences non homothétiques
des consommateurs. Dans ces conditions, 1 ’accumulation de capital par
habitant est une condition suffisante pour le changement structurel,
parce qu’ il agit comme un mécanisme activateur de la loi de Engel.

Mots clés : changement structurel, loi de Engel, mécanisme activateur,
croissance exogene. JEL: E21, 041, 014.



Los procesos de desindustrializacién en Estados Unidos, en varios paises
europeos y en Japdn, asi como la vertiginosa terciarizacién de casi todas las
economfas del mundo, incluida la mayor parte de los paises en desarrollo,
revelan que atin queda mucho por entender de la dindmica de cambio estruc-
tural. La teorfa neocldsica del crecimiento, quizd por haberse concentrado
en el andlisis de las trayectorias de crecimiento balanceado bajo el influjo de
los “hechos de Kaldor”, ain no ha avanzado mucho a este respecto.

En un brillante articulo que da las pautas de lo que conjeturo es un programa
de investigacién promisorio, Kongsamut ez /. (2001) se preguntan: sexiste
un modelo de crecimiento consistente con los hechos de Kaldor y con la rea-
sighacién masiva y paulatina de trabajo del sector agricola al sector terciario?'
Su respuesta es afirmativa. ;Existe ese modelo, siempre que se cumplan ciertas
restricciones cruzadas de los pardmetros del modelo!* Y la trayectoria resultante
se denomina trayectoria de crecimiento balanceado generalizada (generalized
balanced growth path): una trayectoria que capta los hechos claves del creci-
miento balanceado y es consistente con la dindmica de cambio estructural.
El problema de esta respuesta, como bien sefalan Ngai y Pisarides (2004) es
que impone una restriccién que ata los pardmetros de las preferencias (a la
Stone-Geary) —que dan origen a la no homoteticidad de las preferencias— a
los pardmetros de las funciones de produccién, y viola una de las convencio-
nes mds arraigadas de la macroeconomia moderna: la plena independencia
de las preferencias y la tecnologfa (Ngai y Pisarides 2004). Pero no podemos
negar la pertinencia de su pregunta, que lleva a otra de igual envergadura en

1 En particular, estos autores se plantean asi la pregunta para el caso de Estados Unidos: “;existe
un modelo de crecimiento consistente con los hechos de Kaldor y con las reasignaciones
masivas que se han experimentado en Estados Unidos durante el dltimo siglo?” (Kogsamut
et al. 2001).

2 Restricciones sobre las preferencias y la tecnologfa, por ejemplo.
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el plano empirico. ;Cémo conciliar los hechos de Kaldor con los hechos de
Kuznets? (Clark 1940, Kuznets 1957, Chenery 1960).

Es posible que muchos de los modelos posteriores en este campo apunten en
esta direccién. Por ello, la pregunta relevante para la investigacién es: ;cudles
son las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de trayectorias de
crecimiento balanceado generalizado? Para responderla con claridad debemos
emprender una investigacién exhaustiva sobre la naturaleza y los determinantes
de los procesos dindmicos de cambio estructural. ;Cudles son los fenémenos
econémicos que gobiernan los procesos de cambio estructural? ;Cudles son las
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de cambio estructural?
Para avanzar en este camino es necesario construir un entramado tedrico a
partir de andlisis transversales cuidadosos de los modelos tedricos que han
tratado el problema, no sélo los que estdn inscritos claramente en el programa
neocldsico de investigacién del crecimiento?, sino que también hay que releer
—desde la perspectiva heuristica de la teorfa econémica contempordnea— los
andlisis heterodoxos del cambio estructural que parten de premisas opuestas
a las del mundo del crecimiento balanceado, como los trabajos de Baumol
(1967), Fuchs (1965) y Pasinetti (1981), y elaborar nuevos modelos que
respondan interrogantes especificos que nos acerquen a la solucién de los
enigmas que adn subsisten en esta materia.

En este articulo propongo un modelo que da un primer paso en la cons-
truccién de dicho entramado tedrico pues resuelve un problema clave para
responder las dos dltimas preguntas formuladas: ;existe cambio estructural
en presencia de crecimiento exégeno? Mi hipétesis general acerca de la
existencia de procesos de cambio estructural es que el cumplimiento de la
ley de Engel junto con la presencia de mecanismos activadores de esa ley son
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de cambio estructural®.

3 Ver Matsuyama (1992), Cornwall y Cornwall (1994), Park (1995), Quibria y Harrigan
(1996), Rowthorn y Ramaswany (1997), Echevarria (1997), De Groot (1998), Kongsamut
et al. (2001), Laitner (2000), Féllmi y Zweimiiller (2002), Ngai y Pissarides (2004).

4 Donde los procesos de cambio estructural son todas las dindmicas que modifican la estructura
del empleo o la produccién en el largo plazo. En este trabajo me concentro en los sectores que
producen bienes finales. En esta etapa de la investigacién no se ha abordado atn el anilisis
de los procesos de cambio estructural que afectan a las actividades intermedias, porque si
bien juegan un papel esencial en las transformaciones estructurales de cualquier economia, su
estudio es mds complejo y exige haber llegado a conclusiones definitivas en la investigacién
de los procesos de cambio estructural por el lado de la demanda y la produccién de bienes
finales.
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Entiendo por mecanismos activadores de dicha ley todos aquellos procesos
de acumulacién de stocks que afectan en forma directa o indirecta los ni-
veles de ingreso per cdpita y, asi, permiten que se modifique la estructura
de la demanda derivada de preferencias no homotéticas. Estos mecanismos
pueden ser de dos tipos: primero, los que inciden en el crecimiento de la
productividad, como la experiencia (en cuanto pardmetro tecnolégico), los
que determinan el crecimiento de los niveles de consumo de subsistencia’,
y segundo, los que determinan de manera directa los niveles de ingreso de
los consumidores, como el capital y el trabajo. En este articulo considero
tnicamente los del segundo tipo en el andlisis de la acumulacién de capital
per cdpita como condicién suficiente (en presencia de la ley de Engel) para
la existencia de cambio estructural, sin desconocer la importancia de los
del primer tipo y su estrecha relacién con los del segundo. Mi punto de
vista coincide con la hipétesis inicial de De Groot (1998), que indica que
para explicar los procesos de cambio estructural del empleo, se deben tener
en cuenta factores de demanda y de oferta, aunque este autor no parece
mantener esta hipdtesis en toda su amplitud, pues acepta que cuando cada
sector se caracteriza por la ausencia de crecimiento de la productividad o
por la ausencia de requerimientos de subsistencia o de ambos, la asignacién
de trabajo es constante en el tiempo, es decir, sostiene que, en general, una
condicién necesaria y suficiente para que la asignacién de empleo no se
mantenga constante en el tiempo en el caso de preferencias de elasticidad
de sustitucién unitaria es que haya al menos un sector con requerimientos
de subsistencia y con crecimiento (mds especificamente, con productividad
creciente).

En los casos mds generales en los que existe al menos un sector con requeri-
mientos de subsistencia y crecimiento, la asignacién del trabajo deja de ser
constante (De Groot 1998, 14).

En mi opinién, ésta s6lo es una condicién suficiente porque aun sin sectores
dindmicos, es decir, sin sectores cuya productividad se mantenga al menos
constante en el tiempo, y de buenos bienes sustitutos, pueden surgir los

5  Eslégico suponer que los requerimientos de consumo de subsistencia, més que un flujo, son
un stock acumulable, en tanto su expansién es un proceso histérico e irreversible que los
consumidores podrian controlar —al menos hasta cierto punto— decidiendo qué consumen
en un momento determinado y en qué medida. Esto no se contrapone a la presencia de
procesos de consumo adictivo, que son relevantes en las decisiones de consumo.
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patrones de cambio estructural mencionados, siempre que la estructura de
consumo se modifique a medida que prospere la acumulacién de capital
per cépita, y la produccién se caracterice por un determinado ordenamiento
de los niveles de productividad de los sectores. Y esto se puede demostrar
—como se verd en el modelo que propongo— siempre que se suponga que
hay acumulacién de capital y que todos los sectores involucrados utilizan
capital, puesto que la acumulacidn, al inducir aumentos constantes de
los salarios (y de estos con respecto a la tasa de interés o rendimiento del
capital), activa el efecto de la ley de Engel sobre la estructura de consu-
mo y el crecimiento. Esta es, de hecho, una de las razones por las que un
modelo como el de Matsuyama (1992) predice una estructura del empleo
constante en una economia cerrada: asf se obvia la acumulacién de capital.
Ahora bien, el origen de la verdadera hipétesis de De Groot y de la mia
es el siguiente planteamiento de Pasinetti (1981) acerca de los patrones de
cambio estructural:

Pretender discutir el progreso técnico sin considerar la evolucién de la de-
manda harfa imposible evaluar la verdadera relevancia del progreso técnico y
llevaria a que la investigacién careciera de significado. Los incrementos de la
productividad y los incrementos del ingreso son dos caras del mismo fenémeno.
Puesto que los primeros implican los segundos, y la composicién de los primeros
determina la relevancia de los segundos, no se puede considerar a los unos si
se ignora a los otros (Pasinetti 1981, cursivas mfas).

Con el modelo que presento en este articulo intento probar que dados ciertos
supuestos sobre la tecnologia y la demanda, que en parte corresponden a
los de los modelos de crecimiento exégeno, la acumulacién de capital per
cdpita es una condicién suficiente para la existencia de cambio estructural.
El modelo se basa en una estructura sencilla de equilibrio general y se emplea
para demostrar que el crecimiento persistente del empleo y la produccién
en los sectores secundario y terciario, y su reduccién igualmente persistente
en el sector primario, fenémenos que han experimentado muchas econo-
mias del planeta en el dltimo siglo, no se explican, en el caso de economias
relativamente cerradas, dnicamente por el crecimiento no balanceado de las
productividades de los sectores (Baumol 1967), ni por la incidencia conjunta
del crecimiento de las productividades y las modificaciones de la estructura
de la demanda, como habrfan demostrado los trabajos seminales de Pasinetti
(1981) y Cornwall y Cornwall (1994), y, después, los de Rowthorn y Ra-
maswany (1997), Echevarria (1997) y De Groot (1998), ni por la existencia
de una elasticidad de sustitucién no unitaria en el consumo, como indican

los trabajos de Quibria y Harrigan (1996) y De Groot (1998).



(EXISTE CAMBIO ESTRUCTURAL EN PRESENCIA DE CRECIMIENTO EXOGENO? 55

Procuro demostrar que, aun en ausencia de sectores dindmicos, es decir, de
sectores cuya productividad crece en forma sostenida a lo largo del tiempo,
y de elasticidad de sustitucién no unitaria —en el consumo—, pueden surgir
los patrones de cambio estructural sefialados siempre que la estructura de
consumo se modifique a medida que prospera la acumulacién de capital,
y la produccién se caracterice por un determinado ordenamiento de los
niveles de productividad marginal del capital de los sectores o, lo que es lo
mismo, por un determinado ordenamiento de la intensidad en el uso del
capital o del trabajo por sectores®. Ese es el caso de la mayorfa de los paises
en desarrollo, en los que desde las primeras décadas del siglo xx comienzan
a apreciarse esas tendencias seculares, pese a su atraso productivo, y, en
algunos casos, pese a la ausencia evidente de sectores dindmicos. Por tal
razdn, la existencia de sectores dindmicos en conjuncién con estructuras
de demanda que cambian por variaciones del ingreso —lo que se cumple en
presencia de preferencias no homotéticas— sélo es una condicién suficiente
para la existencia de cambio estructural en el tiempo. El modelo es un
esquema de crecimiento econémico exégeno de tres sectores: un sector de
bienes primarios, un sector de bienes secundarios, que cumplen el papel de
bienes de inversién (acumulables) y un sector de bienes terciarios; inspirado
en los modelos bisectoriales de equilibrio general desarrollados por Usawa
(1961, 1962)7 en el que, siguiendo a Matsuyama (1992) y a otros autores,
se introducen preferencias no homotéticas en su esqueleto bdsico, las cua-
les garantizan el cumplimiento de la ley de Engel. De ese modo se retoma
un atributo esencial de los primeros modelos de crecimiento en equilibrio
general, del que se han alejado buena parte de los trabajos sobre la materia:
el equilibrio econémico no se determina en ausencia del determinante
fundamental del crecimiento y la acumulacién —el capital-.

Por otra parte, pruebo que estas transformaciones estructurales inducidas por
la acumulacién —a las que denomino mransformaciones endégenas, porque a
medida que la economia se aproxima al estado estacionario son engendradas
por el incremento paulatino de los salarios, tanto en términos absolutos

6 Elhecho de que sea posible ordenar las intensidades del uso de los factores y que ese orden se
mantenga independientemente del nivel de precios de los factores significa que las funciones
de produccién se caracterizan por la no reversibilidad en el uso de los factores, supuesto
que juega un papel muy importante en la demostracién de los teoremas fundamentales de
la teorfa neocldsica del comercio internacional.

7 Que en su ingenioso articulo de 1961, Solow denomina “modelos de equilibrio general en
miniatura’.
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como con respecto a la tasa de interés— disminuye la velocidad de conver-
gencia hacia el estado estacionario. Asf se corrobora una suerte de efecro de
neutralizacién que la ley de Engel ejerce en el proceso de convergencia hacia
el estado estacionario y que se explica por las diferencias de productividad
entre los sectores. También pruebo que todas las transformaciones de la
estructura de consumo que no son inducidas por la acumulacién de capital
per cdpita —a las que llamo transformaciones exdgenas— causadas por procesos
de expansidén de las necesidades bésicas no ligados a la acumulacién®, o por
cambios sociodemogréficos plasmados en variaciones del tamafo promedio
de los hogares que modifican los requerimientos de consumo de subsisten-
cia, si se supone que la unidad de andlisis en el lado del consumo son las
familias y no los individuos’, limitan la capacidad de ahorro e inciden en los
niveles de largo plazo de las variables per cdpita. Estas ideas respaldan una
de las hipétesis que Nurkse sugirié en 1953 con respecto a los efectos de la
expansién de los requerimientos de consumo de subsistencia, a saber, que
ésta puede deteriorar la capacidad de ahorro de la economia y, ademds, que
la expansién de este tipo de consumo puede originar procesos dindmicos en
el consumo, que aumentan el tamafo del mercado y fomentan la inversién.
Ortiz (1995) probd esta dltima en el caso de una economia cuya produccién
agregada se expresa a través de una funcién de produccién lineal a la Rebelo
(Kongsamut ez al. 2001) que genera rendimientos constantes a escala.

En la siguiente seccién presento el modelo. En la tercera resuelvo el equi-
librio competitivo. Y luego analizo el crecimiento y el cambio estructural.
Las proposiciones y pruebas matemdticas pertinentes se resumen en el anexo
que aparece al final del articulo.

8  Ver Ortiz (1995) donde @ prioriy en el contexto de un modelo agregado de equilibrio general
intertemporal, se supone que los requerimientos de consumo de subsistencia, modelados
mediante una funcién de utilidad intertemporal logaritmica crecen exponencialmente. La
expansién de necesidades bdsicas también se podria modelar como un proceso endégeno
a la acumulacidn, en cuyo caso la transformacién de la estructura del gasto seria endégena
seglin mi conceptualizacién.

9 Los cambios en los requerimientos minimos de consumo, que en este caso se pueden entender
como cambios en los niveles de consumo de subsistencia familiar, se explican por modi-
ficaciones graduales o stbitas de diversos factores sociodemogréficos, como el tamafio del
hogar, su estructura por edad y género, y las caracteristicas ocupacionales de sus miembros.
Entonces, la estructura de consumo no depende tinicamente de los precios y del ingreso de
la unidad de gasto, sino también de factores sociodemogréficos, que se pueden sintetizar
en la variable tamafio de los hogares para modelarlos con la misma estructura analitica, sin
gran esfuerzo adicional. En este caso, el tamafio de los hogares estarfa ligado intrinsecamente
a las preferencias de las familias.
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EL MODELO

Este modelo analiza los efectos de la modificacién de la estructura de consumo
sobre la produccién, el empleo y el crecimiento en una economia donde se
producen tres tipos de bienes: manufacturas, que cumplen el papel de bienes
de inversién acumulables'’, y dos bienes de consumo: bienes primarios y
servicios o bienes terciarios. La estructura de consumo se expresa mediante
las participaciones de bienes primarios y de servicios en el consumo total.
Puesto que se supone que la elasticidad de sustitucion de bienes agricolas por
manufacturas es unitaria (en el consumo), dichas participaciones, expresadas
en términos monetarios, no se alteran debido a cambios (transitorios o per-
manentes) de los precios relativos''. Por ello, la modificacion de la estructura
de consumo depende del nivel de ingreso y de los requerimientos de consumo
de subsistencia —que se suponen constantes—y en la solucién del modelo se
puede prescindir de los precios relativos de los dos tipos de bienes de consu-
mo, concentrdndonos en la participacién de cada bien en el gasto total. Las
relaciones de Engel o relaciones ingreso-gasto son claves en el andlisis porque
a partir de ellas se encuentra la expresién reducida de la participacién en el
consumo, la cual capta la estructura de consumo de la economia.

10 Larazén para suponer que las manufacturas son acumulables y representan bienes de inversion
es que las partidas de gasto mds representativas de la formacién interna bruta de capital, como
maquinaria y equipos en general, pertenecen al sector secundario. Esto implica que el concepto
de capital es ortodoxo, pues no incluye capital humano ni capital social. De no ser asi, serfa
mds pertinente suponer que los bienes de capital corresponden en parte, a bienes del sector
secundario y, en parte, a bienes del sector terciario, que no se consumen en el presente. Pero
esto implicarfa condiciones diferentes a las que se proponen en este trabajo. Para un modelo
riguroso, que considera, ademds de un sector exclusivamente de bienes de inversién y otro
de bienes de consumo, un tercer sector de materias primas consumibles e invertibles, ver el
trabajo de Weitzman (1971). Por razones similares, Kogsamut ez a/. consideran que los bienes
acumulables pertenecen al sector de manufacturas. “El supuesto de que sélo se puede invertir el
producto manufacturero es consistente con las tablas de insumo producto de Estados Unidos.
Segtin éstas, los sectores manufacturas y construccién produjeron entre el 90% y el 93% de
la inversién durante el periodo 1958-1978” (Kongsamut ez 4. 2001, 6).

11 Las preferencias Cobb-Douglas —sean 0 no homotéticas— permiten descartar el efecto de
los cambios sostenidos en los precios relativos de los bienes de consumo en la estructura
del gasto y el empleo. Este efecto es, en cambio, fundamental en otros trabajos, como los
de Quibria y Harrigan (1996) o De Groot (1998), donde el cambio sostenido de precios
se debe al crecimiento sostenido de la productividad de los sectores. En su modelo de cre-
cimiento desbalanceado, Baumol (1967) supone implicitamente preferencias de elasticidad
de sustitucién unitaria, lo que implica una elasticidad precio de la demanda unitaria.
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Ademds, se supone que los asalariados tienen fuertes restricciones de ingreso,
pues carecen de riqueza, y no pueden ahorrar. Los capitalistas ahorran la
totalidad de sus rentas, asi que en el modelo no hay lugar para la optimiza-
cién intertemporal del consumo y se hace hincapié en los bajos niveles de
ingreso de la mayor parte de la poblacién. Es sorprendente que a pesar de la
prosperidad y la rdpida acumulacién de riqueza en los paises industrializados
durante las dltimas décadas, en gran parte de los paises en desarrollo haya
sucedido todo lo contrario.

Se supone que la oferta de trabajo es ineldstica con respecto al salario para
evitar las complicaciones de los fendmenos migratorios y de las variaciones
en el esfuerzo de los trabajadores, es decir, de la eleccién entre trabajo y ocio.
Ast, el crecimiento de la mano de obra es exdgeno. Para facilitar el andlisis
de las modificaciones de la estructura de consumo ocasionadas por cambios
sociodemogrificos, mds exactamente, por cambios en el tamafio promedio
de los hogares, suponemos que el nimero de hogares en un momento dado
equivale a la mano de obra total en ese momento. Esto tiene sentido si se
considera que en cada hogar hay un solo preceptor de ingresos: el ‘cabeza de
familia’ o ‘jefe del hogar’. Se supone, ademds, que hay competencia perfecta
y que no hay desempleo, es decir, que toda la poblacién econémicamente
activa estd empleada. Esto no significa que toda la poblacién esté empleada,
sino que cada empleado puede tener mds de una persona inactiva a su cargo,
segtin el tamafio del hogar'.

Los tres sectores tienen funciones de produccién Cobb-Douglas con deriva-
das primeras y segundas de los factores definidas, céncavas, con rendimientos
constantes a escala y productividades marginales decrecientes de los factores,
que satisfacen las condiciones de Inada. Sean:

Y= AKFL™, i=1,2,3.. (1]

las funciones de produccién de bienes primarios (1), servicios (2) y manufac-
turas o bienes de inversién (3), respectivamente, donde ¢, < @, < ;. Instan-
tdneamente, las dotaciones de factores estdn dadas y se reparten entre los tres
sectores de acuerdo con sus precios de equilibrio. Se tiene, entonces, que:

K=K+K +K, (2]
Z:L1+L2+L3 [3]

12 El modelo permite analizar las consecuencias indirectas de posibles migraciones a través de
cambios en el tamafio promedio de los hogares, ceteris paribus el nimero de hogares.



(EXISTE CAMBIO ESTRUCTURAL EN PRESENCIA DE CRECIMIENTO EXOGENO? 59

La tasa de crecimiento de la mano de obra, n, es exégena. Es decir,
n=L(t)/L(t). Se supone una funcién de ahorro ‘cldsica que implica
que el ahorro depende totalmente de los beneficios, que se ahorran en su
totalidad (la propensién marginal a consumir de los capitalistas es nula).
Los asalariados consumen todos sus salarios (su propensién marginal a
ahorrar es nula). Puesto que el ahorro debe ser igual a la inversién, ex ante
y ex post, se debe cumplir:

rK = p,Y, (4]

onde la inversién corresponde a la produccién de mdquinas multiplicada
donde | deal d d Itiplicad
por su precio en términos de los bienes agricolas (ps). El capital se deprecia
a una tasa constante 0.

Se supone que los hogares tienen preferencias Stone-Geary, que son no

homotéticas!'?:

u(c,c,) = €log(c,—a) + loge, (5]

donde los argumentos de la funcién de utilidad representan el consumo de bienes
primarios (1) y de servicios (2), respectivamente; ¢1 debe ser positivo y representa
los requerimientos de consumo de subsistencia por unidad de consumo, y €
representa el sesgo de consumo hacia los bienes primarios'*. Como ya se dijo,
existe competencia perfecta en las tres industrias. Las dos ecuaciones siguientes
garantizan el equilibrio en cada uno de los mercados de bienes de consumo. El
precio de los bienes agricolas se normaliza a uno, pues es el numerario:

Yi=clL [6]
p2Y2 = pzch [7]

donde p; es el precio de las manufacturas en términos de bienes agricolas.

13 Ver Matsuyama (1992) y De Groot (1998). Debemos tener presente que la funcién de utilidad
ala Stone-Geary para n bienes distintos se puede tratar como un caso especial de una funcién

.. . . . ul Yo

CES con requerimientos de consumo de subsistencia del tipo ¢ = Za, (¢;—ay| >donde p
i=1 n

tiende a cero. Con esta notacién, la funcién general a la Stone-Geary serfa: ¢ = [ [(c; — &)

que expresada en logaritmos, paran =2y ¢: = 0, se puede escribir tal como ap:iielce en [5],
utilizando £, el sesgo hacia el consumo de los bienes primarios, en vez de @ y @, que se
interpretan como pardmetros distributivos del consumo. Ver Deaton y Mullbauer (1983).
14 Si se quieren analizar los fenémenos demogréficos a través de cambios en el tamafio promedio
de los hogares, se puede suponer que ¢ = YT es el consumo de subsistencia de la familia, donde
T corresponde al tamafio promedio de los hogares, es decir, el tamafio del hogar de la familia
representativa, y Y corresponde a los requerimientos de subsistencia de cada miembro.
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EQUILIBRIO COMPETITIVO

El equilibrio competitivo funciona de la siguiente manera: dadas unas do-
taciones de capital y de trabajo determinadas histéricamente, las industrias
demandan por separado una proporcién de ambos factores de acuerdo con
la tasa de precios prevaleciente en el mercado (w/r) que maximiza sus be-
neficios, pero inmediatamente hacen ajustes que afectan los precios de los
factores hasta lograr la eficiencia productiva: una situacién en la que no es
posible aumentar la produccién de un bien sin disminuir la de otro, es decir,
cuando se alcanza la frontera de posibilidades de produccién. Para cada tasa
de (w/r) se determina un conjunto de costos marginales y un vector de
precios de mercado. Por su parte, las familias eligen sus propias canastas 6p-
timas de consumo de acuerdo con su restriccidn presupuestaria (sus salarios,
pues los capitalistas no consumen) y la tasa de precios (pi /p»). La eficiencia
del consumo se logra cuando las tasas marginales de sustitucion de todas las
familias se igualan, y se reparten las existencias de cada bien de la manera mds
eficiente posible. Las proporciones de los bienes producidos éptimamente
se deben ajustar a la demanda relativa de cada bien, hasta que las relaciones
marginales de sustitucién entre los dos bienes de consumo se igualan a su tasa
de transformacién respectiva, garantizando la eleccién de la canasta ptima
y un vector de precios de equilibrio, de cumplirse la ley de Walras. Quizd el
lector desprevenido se sorprenda porque este modelo no se resuelve como
otros modelos de equilibrio general de crecimiento econémico —como el de
Matsuyama (1992)— reemplazando en la linea de expansién del consumo las
funciones de produccidn, las condiciones de eficiencia de la produccién y los
precios de equilibrio, sino que se explora un método alternativo basado en el
planteamiento explicito de las participaciones del gasto de los bienes que se
consumen, que se expresan como funciones de la razén salario-tasa de interés.
Este método se basa en otro que permite obtener la solucién de equilibrio
general, no a partir de la linea de expansién de los bienes, sino del equilibrio
de los mercados de la economia, teniendo en cuenta la ley de Walras. Su gran
ventaja —que, en mi opinidn, es un aporte a la heuristica de este programa
de investigacién— es que permite dilucidar claramente las caracteristicas del
proceso dindmico de cambio estructural. De hecho, el modelo de Matsuyama
se puede resolver utilizando este método, y se llegarfa exactamente a su mismo
resultado. Si los lectores mds escépticos abrigan dudas, el modelo se puede
representar matricialmente, diferenciando totalmente sus nueve ecuaciones
bdsicas, para obtener un sistema de nueve ecuaciones con nueve incégnitas,
cuyo jacobiano (el determinante de su matriz estructural) es distinto de cero,
de modo que el modelo es causal.
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Produccién

Las condiciones de primer orden del problema de maximizacién de los
beneficios en cada una de las industrias garantizan que:

Ki o—1
piAiai (L‘)

=r
DA (1 —a[)(%)& —w  Sea i=123.
De modo que:

(1—-a)

w = o (Ki /L,-) donde w = %

0, en términos intensivos:

r = p;A;OC;k?‘"l dOHdC k[ = K,' /L, c Yy = K /L, [8]

w = pA (1 — o)k [9]
que, dividiendo por [8] da:

w= (158 =k = (12 o [10]

Por otra parte, se dividen entre si las expresiones de [8], y con [10] se llega
a las expresiones reducidas de los precios relativos:

B-

p2 — ﬁa)dl*dﬁ [11]
Py = gja’ [11]
D ﬂ2 - »
= _ Im- pyos-o 11
s ﬁgw (117]
_ 1 . 15
donde B = Aor (I=a)® i=1,2,3..

15 A estas expresiones de los precios también llegamos obteniendo las funciones de costos de las
firmas y derivdndolas por y; respectivamente. Estas expresiones son funciones uno a uno de
las tasas de precios de los factores en los precios de las mercancias, lo que estd intimamente
ligado al hecho de que en las funciones de produccién Cobb-Douglas no hay reversibilidad
en la intensidad de los factores.
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Derivando estas expresiones con respecto a @, se observa que si @ aumenta
los dos primeros precios disminuyen, y aumenta el tercero. Esto implica que
a medida que aumenta @, p; baja mds que p,. Sustituyendo las expresiones
reducidas de los dos primeros precios en [9] se obtiene:

W= %a)“““k;" 9]

1
Sustituyendo en esta tltima expresién [10] se obtiene:
w=1/Bw* (97]
una expresion reducida de w en términos de @.

Derivando las expresiones reducidas de w y k; con respecto a @ se obtiene:

0

% = o, >0 [12]
ok, _ a;

aa)_<1—a,>>0 [13]

que constatan que los niveles de capital por trabajador empleado en cada
sector y el salario nominal son funciones crecientes de la razén de precios de
los dos factores en competencia perfecta. En el anexo aparece la proposicién
que establece formalmente que el salario y la tasa de interés, asi como el
capital por trabajador de cada sector son funciones de . La grifica 1 en la
que @ es la razoén salario-tasa de interés de equilibrio, ilustra el equilibrio
de las tres industrias. Los dngulos formados en el segundo cuadrante entre
el eje @ y las lineas rectas con origen en @ representan las pendientes de
las funciones de produccién respectivas, y con esa estructura productiva se
utiliza mds capital per cdpita en los sectores mds intensivos en capital.

Por comodidad, las ecuaciones de las dotaciones de factores se reescriben
como:

p1k1 + pzkz + p3k3 = k [2,]
p1+p2+p3: 1, dOIldC p[:L,’ /L, l: 1,2,3 [3,]

Definiendo 7 de [8] en términos de los bienes de inversién, sustituyendo
en [4], dividiendo a ambos lados por L, simplificando, dividiendo y mul-
tiplicando el miembro derecho por Ls, se tiene:

0(3k = k3p3 [4,]
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Combinando esta ecuacién con [8’] para los bienes de inversidn, la asigna-
cién del trabajo en este sector se puede escribir como:

p=(-ayk [14)
Consumo

Cada familia maximiza:
u(ci,c;) = €log(c,—¢1) +loge,  sujeto a at+po=w

Se debe cumplir, ademds, que si todo el capital per cdpita se asigna al sector
de bienes necesarios se logra producir mds de los requerimientos minimos de
subsistencia por persona, para que las funciones de utilidad de las familias estén
bien definidas y sea posible la existencia de agentes racionales, es decir'®:

16 La ecuacién [15] no sélo se puede establecer en términos del consumo de un agente re-
presentativo, también se puede establecer en términos de los agregados relevantes, como
(Lifi (k) = Ak*L: (= c,L) > ciL) = F (K,L) > ¢:L. Matsuyama (1992) emplea una
condicién similar, la ecuacién [6] de su modelo establece que, de asignarse toda la mano
de obra al sector agricola, éste puede producir un nivel de bienes estrictamente mayor que
el que satisface los requerimientos de consumo de subsistencia. “[La primera desigualdad
establece que] el sector agricola es suficientemente productivo para proporcionar el nivel
de alimentos de subsistencia para todos los consumidores” (Matsuyama 1992, 6).
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f(k)p =Ak*p (=c)> [15]

Las condiciones de primer orden de este problema de maximizacién res-
tringida implican que:

E
Las funciones de demanda marshallianas se deducen despejando el mul-
tiplicador de Lagrange (A) a partir de las ecuaciones de primer orden y
reemplazando:

C1=1f8w+1_|1_851 (17]
1 1 1 1_

[18]

C, = m EW - m ECI
donde se aprecia que el consumo de ambos bienes depende positivamente del
salario, mientras que el consumo de bienes agricolas depende positivamente
de los requerimientos de consumo de subsistencia, y el de manufacturas
inversamente'’. Las siguientes expresiones definen la proporcién del gasto en
cada uno de los bienes consumidos. Es claro que la proporcién del consumo
en alimentos con respecto al total es mayor que la de servicios:

JZIS 1 [ é
w _1+88+w [19]
D2Cr 1 [_é
w ~14+€ w [20]

C p.Cy . . ,
donde W Y T, sintetizan la estructura de consumo de esta economifa.

Como w depende de @ es pertinente considerar que las proporciones del
4
w

c . . .
D, (w) = % Esto permite redefinir las funciones r(w), w(w) y k: (w),
puesto que son dominios, y sus rangos cambian al actuar la ecuacién que

gasto son funciones de @ y se pueden definir las funciones @, (w) =

determina los requerimientos de consumo de subsistencia (ver el anexo).

ac w w o, w w
17 Laley de Engel se cumple, ya que a—“LL—l = .G <ly a—yjc—2= w—z = L loque

prueba que, en términos porcentuales, un aumento del salario lleva a un aumento menos

que proporcional del consumo de bienes agricolas, pero a un aumento mds que proporcional
el consumo de manufacturas.

del d fact
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La gréfica 2 ilustra el comportamiento de la estructura del gasto de la econo-
mia. Se verifica la existencia de cambio estructural por el lado del consumo
en funcidn de la razén salario-tasa de interés.
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En términos agregados se tiene:
rK = p;Y, [4]
y ademds:
Yi=cal (6]
D2 Y,= )23 L [7]

Dividiendo las dos ultimas ecuaciones por wL, multiplicando y dividiendo
sus miembros izquierdos por L;, y reordenando se obtiene:

¢i i .
0= Awk/p i=12. 21]

Utilizando [8] y [9],
p =9 (w)(1—-a) [22]
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Estos resultados muestran que las proporciones de mano de obra en los
dos sectores consumibles dependen de sus proporciones de consumo (que
dependen de la razén salario-tasa de interés) multiplicadas por la intensidad
del trabajo en esos mismos sectores. Teniendo en cuenta [3’] se obtiene:

Ps = D (w)o, + D, (w)at, [24]

expresién que aclara que la proporcién de mano de obra en el sector de
bienes de capital (manufacturas) corresponde a las proporciones de gasto
de los bienes consumibles ponderadas por la participacién del capital de
esos sectores. Las dltimas tres ecuaciones permiten definir las proporciones
de la mano de obra en cada sector como funciones de @ (ver el anexo). La
gréfica 3 ilustra la existencia de cambio estructural para la mano obra en los
tres sectores en funcién de la razén salario-tasa de interés, para la economia
en su conjunto'®. Es claro entonces que existe cambio estructural siempre
que @ se modifique. Y, como veremos, puesto que esta variable cambia a
través del tiempo a medida que prospera la acumulacién de capital per cdpita
habrd cambio estructural en presencia de crecimiento exégeno.
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18 Las asintotas de la grdfica se confirman cuando se calculan las segundas derivadas de las tres
tltimas funciones definidas con respecto a la razdn salario-tasa de interés.
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Solucién del equilibrio instantineo

Sustituyendo p, y p; en [2’], utilizando [3’] y despejando k se obtiene
una expresién, dnicamente en funcién de @, que completa el andlisis del
equilibrio general instantdneo:

k(a)) = I—L(X;[d)l (a))al + @2 (CO)O(z], Yo e (a)mim{f’ @ s [25]

Asi se prueba que el capital por trabajador de cada sector y la tasa de capital-
trabajo total son funciones de la razén de precios de factores, en condiciones
de competencia perfecta y rendimientos constantes a escala. Derivando con
respecto a @, y teniendo presente que @1'(w) = —P2'(@) < 0, se obtiene
la siguiente expresién:

dk _ 1
do ~ 1—a,

[@, (@)a, + D: (@)t + O(P(@) (0t — A2))] > 0, VO E (Dpinss D) [26]

En el anexo se muestra que este dltimo resultado es crucial para garantizar
que el modelo es causal, es decir, que en un momento dado todas las variables
endégenas (i, Y, Y5, ki, ko, ks, @, 0, 'y P5) dependen de la tasa de capital per
cdpita agregada. Se puede plantear el siguiente teorema:

Teorema 1: el modelo estdtico conformado por [1] a [7] estd determinado
de manera Unica por 4, es decir, es causal si y sélo si la funcién k(@) tiene
inversa.

Prueba: por la proposicién 5 (ver anexo).

La implicacién de la dltima proposicién es esencial: como la economia en su
conjunto depende del capital per cpita total —en un momento dado, existe una
dotacién de capital a partir del proceso de acumulacién—, a medida que éste se
modifica, también lo hace la razén salario-tasa de interés y, en consecuencia,
existe cambio estructural: un incremento suave y sostenido en la proporcién
de mano obra empleada en los sectores secundario y terciario (y también en
las proporciones de gasto de los mismos sectores), asi como una disminucién
suave y sostenida en el sector agricola (y en la proporcién de consumo de este
tipo de bienes)". Por tanto, en este modelo la existencia de la ley de Engel y
la presencia de incrementos sostenidos en la razén salario-tasa de interés son
condiciones necesarias y suficientes para la dindmica de cambio estructural, y

19 No obstante, atn falta presentar la dindmica de crecimiento para aclarar cémo y en qué
medida crece el capital per cdpita.
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los incrementos acttian como un mecanismo activador de la ley de Engel. Pero
si se relajara el supuesto de un ordenamiento particular de las intensidades de
capital delos sectores o < &, < @ (y, en consecuencia, el de las productivida-
des marginales del capital), es posible que a pesar de cumplirse las condiciones
anteriores no hubiese cambio estructural si la intensidad del capital en el sector
de bienes agricolas fuera mds alta que la del sector de servicios, pues impedirfa
el incremento de la razén salario-tasa de interés al incrementarse el capital
per cdpita. Puesto que en ese caso un incremento dado del capital per cdpita
no necesariamente inducirfa incrementos en la razén salario-tasa de interés
(w). De acuerdo con [26] se deduce, entonces, que una condicién suficiente
para la existencia de cambio estructural en presencia de crecimiento exégeno
es la existencia de preferencias no homotéticas y acumulacién de capita per
cdpita, en conjuncién con un sector de consumibles de demanda eldstica (con
respecto al ingreso) mds intensivo en capital, que el sector que, en cambio, se
enfrenta a una demanda ineldstica. El mecanismo que activa la ley de Engel
es, pues, laacumulacién de capital per cdpita, ya que incrementa el ingreso de
las familias y asf, modifica la estructura del consumo y del empleo. La grifica
4 ilustra la relacién de causalidad entre el capital per cdpita total y la razén
tasa salario-tasa de interés, que cierra el modelo en su parte estdtica™.
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20 Como se puede ver, la curva es convexa. Esto se verifica calculando la segunda derivada de
k(@) con respecto a @.
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Por otra parte, la existencia de cambio estructural bajo la accién de la ley
de Engel, que se activa a través de la acumulacién de capital per cdpita y se
expresa, por el lado del consumo mediante la derivada de las proporciones
del gasto con respecto a la razén capital-trabajo (@/'(@) = — P:'(@)), implica
que la elasticidad de sustitucion de factores del conjunto de la economia,

o= % : %, es mayor que 1, a pesar de que la elasticidad de sustitucién

de factores de cada sector por separado es 1. En efecto, a partir de [25] y
[20] se puede probar que la elasticidad de sustitucién es:

D'(w)(a,— )
&, (0)at, + P; (w)m) > 1

o=1 +( [27]
donde el segundo término de la expresién es mayor que cero. Para este
resultado no sélo es imprescindible el ordenamiento especifico de las inten-
sidades del capital por sectores que hemos supuesto, sino que la intensidad
del primer sector debe ser estrictamente menor que la del segundo. Es
interesante observar que en ausencia de la ley de Engel (¢ = 0y, por ende,
&/ (w) = —P:'(@w) = 0) no hay cambio estructural y la solucién del modelo
se simplifica notablemente. En tal caso, las preferencias serfan de tipo Cobb-
Douglas, es decir, u(ci,c;) = cfch™, y [22], [23] y [24] se reducirfan a:

p1 = a(l - O(l) [22*]
p.=10—-a)(l—a,) (23]
p3 = aal + (1 - a)az [24*]
Asi, [25] se convierte en:
k() = 125 -[aa, + (1 - )] [257]
3
con una derivada positiva con respecto a la razén salario-tasa de interés:
de _ 1
do=T-a " 1267]

que garantiza la causalidad de este modelo alternativo. Aunque en este caso
es posible calcular explicitamente la inversa de k(®):

(1 -0k

w(k) = [aa,+ (1 — a)as]

Ademds, a partir de [26*] se puede probar que en tales circunstancias la
elasticidad de sustitucién del conjunto de la economia es unitaria.
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Consumo y ahorro agregados

El consumo agregado de la economia equivale al consumo per cdpita multi-
plicado por L. Puesto que el primero no es otra cosa que el salario nominal,
el consumo agregado se puede expresar como:

C= Vg1 (28]

El ahorro agregado de la economia se puede expresar como:
S=Pksps- L [29]

utilizando [10], [11] y [14] con algunas operaciones algebraicas se llega a:
S =Bl (1 —os)k(w) L [30]

La produccién agregada de la economia se encuentra a partir del equilibrio
macroeconémico, dado por:

Y=Y +h+PhY, (31]

expresdndolo como el producto per cdpita multiplicado por L, se procede a
sustituir las expresiones reducidas de los precios y de las proporciones del gasto
que aparecen en el miembro derecho de la identidad macroeconémica, asi
como los niveles de producto por trabajador de los tres sectores en términos
de las funciones respectivas, expresando los niveles de capital correspondientes
en funcién de la razén salario-tasa de interés, se llega a una expresion reducida
en funcién de @, que representa la produccién agregada:

Y=L[(1 - a)Bi'o" " k(w)+ B o] [32]

Con las ecuaciones anteriores se pueden encontrar las tasas de ahorro y de
consumo o propensiones medias al ahorro y al consumo de la economia.

De [28] y [31], simplificando y utilizando [25], se obtiene:

_C = 1
pmec(@) = ;(w) 1+ (0o, + D, (w)a, 53]

que, como era de esperar estd entre 0 y 1, y depende inversamente de @.
Es decir, a medida que se incrementa la cantidad de capital existente y, en
consecuencia también @, disminuye la propensién media al consumo. Este
resultado corrobora la existencia de cambio estructural y la participacién
creciente de las manufacturas (bienes de inversién) en el producto total.
Ademis, se puede probar que este comportamiento depende de la accién
de la ley de Engel en conjuncién con el ordenamiento de las intensidades
de capital por sectores que hemos supuesto. Se tiene que:
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—®/(w)(a,— a,)
1+ & (w)a, + D, (w)a,

pmec’ (@) = <0 (34]
De manera andloga, utilizando [29] y [30], simplificando y usando [25] se
obtiene una expresion reducida de la tasa de ahorro de la economia, que
depende positivamente de @, efecto determinado por la accién de la ley

de Engel:

P (wa + P, (wa,
1+ (wa, + D, (wa,

pms(w) = %(w) = [35]

o' (w) (o, — )
1+ (wa, + D, (w)a,

pmes’ (@) = >0 [36]
Mediante un procedimiento similar se puede probar que en el modelo
sencillo con preferencias de tipo Cobb-Douglas, en ausencia de la ley de
Engel y de cambio estructural, la tasa de ahorro de la economia y la pro-
pensién media al consumo, representadas por las siguientes ecuaciones,
son constantes:

1
1+ao,+(1—a)a,

pmec(@) = (33*]

ao,+ (1 — a)a,
14+ac,+(1—a)a,

pms(w) = [35%]

CRECIMIENTO ECONOMICO

En este modelo la acumulacién depende de la inversién —la que a su vez
depende del ahorro—y de la tasa de depreciacién, que se supone constante;
la inversién se transforma en nuevo capital fisico que crece paulatinamente
a una tasa menor, mientras que el ahorro disponible depende de la tasa
de interés real (deflactada por el precio de los bienes de inversién), que
disminuye progresivamente ligada a la productividad marginal decreciente
del sector productor de bienes de inversién a medida que prospera la acu-
mulacién. La tasa de crecimiento se comporta de modo similar que en un
modelo tipo Solow. Inicialmente es mayor que la tasa de crecimiento de la
poblacién, pero luego, cuando alcanza el estado estacionario, se vuelve igual
a esta dltima y la economia alcanza una senda de crecimiento balanceado.
En la primera fase de crecimiento —denominada transicién al estado esta-
cionario— hay cambio estructural, porque se activa la ley de Engel, mientras
que en la fase posterior hay estabilidad estructural, ya que el crecimiento
balanceado genera un crecimiento proporcional del valor de las remune-
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raciones factoriales y los ingresos per cdpita de los agentes se mantienen
constantes, en particular, la razén salario-tasa de interés, el salario nominal
y la tasa de interés*'. En la primera fase de crecimiento, la acumulacién de
capital per cdpita activa laley de Engel al permitir un crecimiento paulatino
y decreciente de las dotaciones de las familias consumidoras. Cabe advertir
que en la fase de transicién, la remuneracién por la utilizacién del capital
(tasa de interés) disminuye paulatinamente a una tasa decreciente, pero el
ahorro total crece, porque el stock de capital crece en mayor proporcién
que la reduccién de la remuneracién. Esta tltima fuerza lleva a que en la
primera fase de crecimiento se modifique la distribucién del ingreso en
favor de la clase capitalista. Por ello el proceso de cambio estructural im-
plica, como ya se mostrd, que la proporcién de la inversién y del ahorro
con respecto al producto total, asi como la proporcién de la mano de obra
empleada en ese sector, crecen inicialmente. Esto se puede verificar en la
ecuacion [36] donde se muestra que la tasa de ahorro crece en el estado
estacionario. Como el ahorro total 7K de [4] equivale a la inversién total y
corresponde a la clase capitalista (por hipétesis), demostrar que la tasa de
ahorro es creciente equivale a demostrar que la distribucién del producto
(o del ingreso) cambia progresivamente en favor de la clase capitalista.
Anidlogamente, como el consumo total WL corresponde en su totalidad a
la clase asalariada, demostrar —la ecuacién [34]— que la propensién media
al consumo es decreciente equivale a demostrar que su participacién en
el producto total disminuye en la fase de transicién. Asf se prueba que
este rasgo del cambio estructural (la participacién creciente del ahorro y
la inversién en el producto total) se explica por el rdpido crecimiento del
stock de capital fisico durante la fase de transicién al estado estacionario,
que modifica progresivamente la distribucién del ingreso. Este efecto es
otra condicién suficiente para la existencia de cambio estructural: si las
clases sociales tienen patrones de demanda diferentes, las modificaciones
de la distribucién del ingreso entre ellas engendran cambio estructural. Este
fenémeno es consistente con la teoria, puesto que el mecanismo activador
de ese proceso es la acumulacién de capital per cdpita durante la primera
fase de crecimiento econémico. Ademds, es consistente con la hipdtesis de
Kuznets de que hay una relacién directa entre crecimiento y desigualdad
durante las primeras etapas de desarrollo de las economias.

21 Se puede probar que los precios relativos también se mantienen constantes en la fase de
estado estacionario. Esto se verifica mds adelante al demostrar que, en el equilibrio de largo
plazo, la razén salario-tasa de interés no crece, y se mantiene en un nivel fijo.
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La ecuacién fundamental

La tasa de variacién del stock de capital estd dada por:

K=Y,— 86K [37]
donde Y; corresponde a la inversién real. De [4]:

K= 7 — 0K, y dividiendo a ambos lados por K:

K

k=759

En la que se sustituye a 7 por su equivalente en términos de productividad
de las ‘mdquinas’:

ke

= a;k$"' — & que, en términos per cdpita queda:

= ok = (n+95) [38]

=

donde la tasa de crecimiento del capital per cdpita depende directamente
de la productividad marginal del capital del sector bienes de inversién e
inversamente de la suma de la tasa de depreciacién y la tasa de crecimiento
de la mano de obra. Utilizando [11] en [38] y simplificando se obtiene:

LA ﬁ;lwarl_(n + 6)

que sdlo es funcién de £, teniendo en cuenta el teorema 1 (ver el anexo). Asi,
la dindmica del modelo se representa mediante la siguiente expresién:

=B'oky ™ = (n+96) [39]

La trayectoria del capital se encuentra solucionando esta ecuacién diferencial
no lineal de k expresada en forma general. Aqui no lo hacemos, ya que no
se obtuvo la expresién explicita de w(k) al ser k(@) una funcién racional
de @. No obstante, en la siguiente seccién se encuentra la expresién para-
métrica de k, que representa el equilibrio de largo plazo. Se pueden plantear
los siguientes teoremas:

Teorema 2: V1,6 € R" que satisfacen 0 < 35" (B, C1) ' < n+ S existeun
valor dnico k = k" n tal que h(k") = 0.

Prueba: ver el anexo.
Teorema 3: estabilidad local, &” es localmente estable.

Prueba: ver el anexo.
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Teorema 4: estabilidad global (Arrow-Block-Hurwicz)?, el sistema dind-
mico definido por la proposicién 6 es globalmente estable.

Prueba: ver el anexo.

Solucién numérica

Con rendimientos constantes a escala la economia tiende necesariamente
a un equilibrio de largo plazo o estado estacionario, en el que la tasa de
crecimiento del stock de capital es igual a la tasa de crecimiento de la mano
de obra, es decir, la tasa crecimiento del capital per cdpita se anula. En el
estado estacionario:

Ko Bl onri=nts [40]
El nivel de capital por trabajador en el sector de bienes de inversién del
estado estacionario es determinado en esta tltima ecuacién, para un valor
especifico del capital per cépita en este sector, dados unos valores de ny 8,
por la productividad marginal del capital en el sector, independientemente
de la demanda de consumo. Por [10], se deduce que en el equilibrio de largo
plazo @ = @’ se mantiene constante, y se puede especificar en conjuncién
con [40], lo que a su vez, también por [10], permite determinar los niveles
de capital por trabajador de estado estacionario para los otros dos sectores.
La razén capital-trabajo total de equilibrio se deduce de [25] con el valor
de w = @, y ésta si depende de las condiciones de la demanda de con-
sumo, mds exactamente, de la estructura de consumo, ya que esta cumple

un papel relevante en la distribucién del la mano de obra de la economifa.
Entonces, de [40]:

1
«_(n+d\e1
k=("a4) [41]
que reemplazando en [10] se obtiene:
1
s (l=o0s\(n+d\1
@ _< A )( A5 ) [42]

Sustituyendo esta expresion en [25], y expresando @, y @, en términos de
@, se llega a una expresién paramétrica de k':

22 Ver Arrow y Hurwicz (1959).
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k()= (%)[(a.e +o) - B (1 —ay s (n+8) e (o, — )] [43]

CAMBIO ESTRUCTURAL

Sabiendo cémo se modifica la acumulacién de capital a través del tiempo
es posible retomar el andlisis del cambio estructural. La estructura de con-
sumo y, por ende, la de produccién y del empleo se pueden modificar por
dos razones diferentes.

Por una parte, los aumentos endégenos de los salarios y de la razén salario-
tasa de interés fruto de la acumulacién de capital per cdpita dan lugar a
aumentos del consumo de servicios mayores que los del consumo de ali-
mentos, que inciden en la estructura de la produccién y el empleo. Ademds,
este mecanismo activador de la ley de Engel (el incremento del salario y de
la razén salario-tasa de interés) induce un incremento de la demanda de
bienes de inversién al activar un proceso de cambio en la distribucién del
ingreso basado en el rdpido incremento del capital fisico™. Este mecanismo
se tiende a debilitar a medida que prospera la acumulacién de capital, por
cuanto de [39] la tasa de crecimiento del capital per cdpita tiende a ser
cada vez menor (teniendo presente que h(k) < 0), y se extingue justo en
el momento en el que se llega al estado estacionario, y los niveles de k y @
se tornan constantes, tal como indican [42] y [43].

También pueden ocurrir transformaciones exdgenas si se modifica el
pardmetro de requerimientos de consumo de subsistencia, por ejemplo,
mediante procesos de expansién de las necesidades bdsicas no ligados a la
acumulacién o cambios sociodemogrificos, plasmados en variaciones del
tamafno promedio de los hogares, que modifican los requerimientos de
consumo de subsistencia.

Transformaciones endégenas

Este tipo de transformaciones estructurales no altera los niveles de capital per
cdpita, ingreso per cdpita y consumo per cdpita de crecimiento balanceado,
porque en el estado estacionario la razén de precios de factores es constante;

23 Para esto tiltimo falta mostrar cémo se traduce esta transformacién estructural de la demanda
y la produccién en una transformacion del empleo —lo cual veremos mds adelante—.
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el capital y la mano de obra crecen a la misma tasa. Sin embargo, los niveles
per cdpita si se afectan durante la transicién al estado estacionario. Se trata
de un efecto de neutralizacién entre la ley de Engel y el ritmo de acumula-
cién de capital per cdpita: a medida que avanza la acumulacién de capital
per cdpita disminuye el peso de los alimentos en el consumo. Y a medida
que disminuye el peso de los alimentos, baja la velocidad de convergencia
hacia el estado estacionario.

Esto obedece a que el sector de bienes agricolas es menos capital intensivo
que los de servicios y bienes de inversién; al aumentar @ disminuye la parte
de la mano de obra asignada al sector de bienes agricolas como respuesta de
la oferta a los cambios en la demanda de consumo (se demuestra observando
los cambios en [6] y [7] teniendo en cuenta que la oferta es infinitamente
eldstica en ambos sectores, y derivando [21] con respecto a @ para p,)
mientras que aumenta la parte de la mano de obra asignada al sector de
servicios —lo que a su vez se demuestra derivando [23], es decir, 0, con res-
pecto a @ —. Como el sector de bienes agricolas es mds intensivo en trabajo
(o menos intensivo en capital) que el sector de servicios, la disminucién de
la asignacién del trabajo en el primer sector es mayor que su aumento en
el segundo. Por [3’] debe aumentar la parte de la mano de obra asignada
al sector de bienes de inversién. {He aqui una explicacién de por qué hay
cambio estructural en el empleo que afecta al sector productor de bienes de
inversién! La derivada de p, con respecto a @ es —@-'(w)(1 — ), mientras
que la derivada de p, con respecto a @ es @' (w)(1 — a1,); teniendo en
cuenta que @2 (@) = —P’'(w). Se puede observar que la primera es mayor
en términos absolutos. Ademds, sustituyendo [23] en [14], la derivada de
s con respecto a @ es P2'(w) (0, — 1), que es necesariamente negativa. Es
claro que | =@, (W)(1 — ) | > | D (W)(1 — &) | > | D, (@) (o — ) |-

A pesar del efecto anterior de las intensidades de capital, cuando aumenta
@ aumenta el capital per cdpita en los tres sectores, aunque mds en el de
bienes de inversién que en los otros dos, y mds en el de servicios que en
el bienes agricolas (por [10]). Por tanto, el efecto de neutralizacién de la
ley de Engel cuando se modifica @ no impide que caiga la productividad
marginal del capital en el sector de bienes de inversién, pero si retarda la
llegada al estado estacionario, ya que al aumentar p; se produce una rea-
signacidn interindustrial de factores que atenua la utilizacién de capital per
cdpita en el sector de inversién (en relacién con la de los otros dos, por lo
que el trabajo aumenta mds en este sector que en el de servicios, mientras
que en el de mano de obra disminuye). Asi, este proceso libera mano de
obra hacia los sectores dos y tres. Cabe recalcar que si no se cumple la ley
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de Engel (@2'(w) =—@/(w) = 0), la participacién de la mano de obra no

se modifica en ningt’ln sector cuando aumenta @.

Este comportamiento muestra también que dadas estas caracteristicas tec-
nolégicas, la industrializacién consiste en el incremento de la proporcién
de capital per cdpita asignada al sector de bienes de inversién, o en el incre-
mento paulatino de la proporcién de mano obra asignada al mismo sector.
Aunque en este modelo el proceso de acumulacién lleva a que la proporcién
de mano de obra total empleada aumente en dos sectores y disminuya en el
sector agricola, el menos productivo. Y predice que los aumentos graduales
en la participacién de la mano obra en el sector industrial son directamente
proporcionales al aumento de la proporcién del capital agregado y per cdpita
empleada en este sector.

Teorema 5: hay cambio estructural en presencia de crecimiento exdgeno.

Prueba: derivando con respecto a la razén salario-tasa de interés [22], [23]
y [24] se obtienen respectivamente:

apl _ ’
EY0) =—d’(w)(1 —ay) <0,

apz _ ’
%0 = D' (w)(1 —a,) >0,

gz; = o (w)(a, — o) > 0,
por lo que, teniendo en cuenta el crecimiento de la economfa, se verifica el
cambio estructural siempre que tenga sentido la modificacién de la razén
salario-tasa de interés. Como por la proposicién 6 ésta depende de k, y éste
s6lo cambia hasta que se alcanza el estado estacionario de [39], (teoremas
1, 2 y 3), sélo hasta ese momento existe cambio estructural en presencia
de crecimiento exdgeno.

Corolario: las transformaciones enddgenas en la estructura de la demanda
causadas por la ley de Engel disminuyen la velocidad de convergencia hacia
el estado estacionario.

Prueba: en presencia de la ley de Engel la velocidad de convergencia es:

(k/ k)

—=1/Bs(0;— Daw(ky! da) < 0, mientras que en su

ausencia es:

d(k/k) L dw
dk D2 (w)=0 - 1/[33 (a3 B 1)60(]()« W D2 (w)=0 < O
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Como de [24] sz% = —(a, — [®, (), + D, (@)t + 0D/ (w)(ct, — )]s
mientras que:

Cclz% s~ (0 D[P (@) + P (@)r:]
Se deduce que:
Cclz_i) ig—i) b, * Y CTESEE segundo caso la velocidad de convergencia es

menor en términos absolutos.

Transformaciones exégenas

Los cambios exdgenos en los requerimientos de consumo de subsistencia
pueden modificar los niveles de capital-trabajo (k" (")) de crecimiento
balanceado —aparte de los cambios en la tasa de depreciacién o en la tasa
de crecimiento de la mano de obra, que aqui no se consideran—.

Teorema 6: las posibles transformaciones exdgenas de la estructura de la
demanda ocasionadas por aumentos (disminuciones) de los requerimientos
de consumo de subsistencia incrementan (disminuyen), y modifican nega-
tivamente (positivamente) los niveles de capital per cdpita de largo plazo
ceteris paribus @'

Prueba: se puede comprobar que la derivada de [25], es decir, de (k" (@)

con respecto a € es siempre negativa:

dk* (@) _ B~ (o, — o)

dc ~ (1-a)d+e) < 0.

La derivada de la expresién paramétrica de (k* (@")), [43], es también ne-
gativa.

La explicacién econémica es la siguiente: al incrementarse el consumo agregado
de bienes agricolas y disminuir el de servicios como consecuencia de un aumento
de los requerimientos minimos de subsistencia, se produce una reasignacién
instantdnea del capital per cdpita (K / L), que lleva a una disminucién de la
productividad marginal del capital en el sector de bienes de inversién, porque
aumenta la parte del capital per cdpita asignada a este sector. Esto hace que & / k
sea temporalmente negativo hasta alcanzar otro estado estacionario para un nivel
k™ (") menor. La razén para ello es que ha aumentado la demanda del bien
de consumo menos intensivo en capital (en consecuencia su produccién), y ha
disminuido la demanda del bien de consumo mds intensivo en capital (y en
consecuencia su produccién). Como resultado, la asignacién de trabajo aumenta



(EXISTE CAMBIO ESTRUCTURAL EN PRESENCIA DE CRECIMIENTO EXOGENO? 79

en el sector de bienes agricolas, mds de lo que disminuye en el de servicios (esto
se puede constatar derivando p; y 0, de [22] y [23] con respecto a ¢), por lo

que la asignacién de trabajo en el sector productor de bienes de inversién (0s)

. 8 a)fm
debe caer necesariamente. Se puede observar que 8751 _B (1 —-ou)yque

1+¢€
a —a; . .
aﬁéz — %(1 — ,), donde el valor absoluto de la primera expresién es

mayor que el de la segunda. Ademds, utilizando [24], y derivando con respecto
a C se tiene que % = _{3%

valor absoluto de esta expresién es menor que el de las otras dos.

(o, — ;) < 0. Se observa de nuevo que el

Finalmente, el aumento del capital per cdpita asignado instantdneamente al
sector de bienes de inversién deteriora la capacidad de ahorro e impulsa la
economia hacia otro estado estacionario con un nivel de capital per cdpita
k™ (@), menor que el anterior. Sustituyendo [8] en [4] para los bienes de
inversién y simplificando, se obtiene ok K™ (w*) = Y; = I. Aqui se ve
claramente que siendo constante el capital en un primer momento, disminu-
ye la productividad marginal del capital en el sector de bienes de inversidn,
lo que disminuye la capacidad de ahorro y la inversién real. Inicialmente,
el aumento del consumo minimo de subsistencia, aumenta el consumo
agregado a costa de la inversién.

Los cambios exégenos en los requerimientos de consumo de subsistencia
inciden también en la dindmica de transicién de manera similar a los cam-
bios endégenos en @, pero en sentido contrario, siempre que se presenten
durante esta etapa del crecimiento.

Proposicién 7: las posibles disminuciones exdgenas de los requerimientos
de consumo de subsistencia refuerzan el efecto de neutralizacién causado

la ley de Engel. .
por la ley de Enge d(d(k/k)/dk)

Prueba: esto se corrobora comprobando que — <

COMENTARIO FINAL

En economias medianamente industrializadas caracterizadas por la ausencia
de crecimiento sostenido debido a la inexistencia de sectores productivos
dindmicos, y por sectores agricolas intensivos en mano de obra, hay cambio
estructural siempre que las preferencias de las familias sean no homotéticas
y haya acumulacién de capital per cdpita. En ese caso, la acumulacién de
capital per cdpita, que sobreviene hasta que se alcanza el estado estacionario,
es un mecanismo activador de la ley de Engel que actda de dos formas. En
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primer lugar, incrementa progresivamente los salarios y el ingreso per cdpita
de los consumidores, lo que afecta en forma directa la estructura del con-
sumo, y de ahf la de toda la demanda, la de la produccién y la del empleo.
En particular, tiende a estimular directamente el empleo y la produccién
del sector de servicios (cuya demanda es eldstica con respecto al ingreso), y
a desalentar el empleo y la produccién del sector primario (cuya demanda
es ineldstica con respecto al ingreso). También tiende, indirectamente, a
propiciar incrementos del empleo y la produccién en el sector de bienes
de inversién. En segundo lugar, desata un proceso de transformaciones en
la distribucién del ingreso (o el producto) en favor de la clase capitalista,
estimulando el ahorro, y por tanto la produccién y el empleo en las ramas
de bienes de inversidn, el cual es consistente con la hipdtesis de Kuznets
de que durante las primeras etapas del desarrollo existe una relacién direc-
tamente proporcional entre el crecimiento econémico y el aumento de la
desigualdad en favor de la clase capitalista.

De lo anterior se deduce que, en presencia de la ley de Engel, la acumula-
cién de capital per cdpita es una condicién suficiente para la existencia de
crecimiento estructural. En el andlisis de los procesos de cambio estructural
de economias caracterizadas por crecimiento exégeno es claro que existe
cambio estructural si y s6lo si se cumple la ley de Engel y existen mecanis-
mos que activen dicha ley, afectando las corrientes de ingresos. Y que esto
tltimo es un resultado de la acumulacién de un stock que altera el ingreso
per cdpita y activa la ley de Engel: el stock de capital fisico.

ANEXO

Proposicién 1: Vo € R* existen por el lado de la produccidn las funciones:

k(@) =1% @R R

w(w):1/Biw*:R* - R*
rw):1/Bw'*:R"—R*

continuas, con derivadas parciales positivas V@ para las dos primeras fun-
ciones y negativa para la segunda.

Prueba: en general, para cualquier funcién de produccién del sector i se
cumple:
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_ Jfilk)
w = (k) k;, con
J (k) ]
a)miu = l k' s
max{tin] £
_ [ (k)
a)mux - ’;nl’/é{fam f (k) ki .
Como en este caso se cumplen las condiciones de Inada, se tiene que:

J (k)
Ji(k:)

Porlo que ®,,, =0 'y @, = o0, lo que garantiza que el dominio de las
tres funciones es R*.

—k|=o0, i=1,2,3.

7k

(k) k] = 0, asi como [lim

.y . c c .
Proposicién 2: definiendo @, = y &.= % se tiene que:

®.:((B.e)0) (1 E5.1).0/(@) < 0
@2:(([3@ "*”,00)—»(0 T7 8) D' (w) >0

Prueba: se puede ver que vV, € ((Bic1), ) (El!tp10 € <% 1)) (00, @) € D]

siendo @, y @y, valores arbitrarios de la tasa de precios de los factores y las
participaciones del consumo en los dos sectores. Asi{ mismo:

Vo, € ((B,a)" o) (30 e (1L, 1))[(a)o,<pzo) e,

Sustituyendo w de [97] en [18] y [19], teniendo en cuenta la proposicién
1 se obtienen:

c 1 c 1 Cw=
1_1+8[8+IBI “aly pivz=1+€[l—ﬂla) 'c1] que se pueden

escribir como:

1 a— 1 .
D, (a))=m[8+ﬂla) ’Cl] y D, (CO)= 8[1—ﬁ1(0 ’Cl] con:
(@)= 75
implica que:

@1,(0)) =— @2'((0).

ﬁlco aleg <0y /()=

1+8 W' >0 lo que
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De la proposicién 1 se tiene que, dom @, € R*. Ademds, [15] implica que,
w > (ﬁ@)”"“. Se deduce que dom @, = (([3151)"&1700) CRi=1,2. Por

otra parte, se tiene que:

Vo e ((ﬁlgl)"d',m),djl (w)+ D, (w) =1, donde: lim @, (w) = €

 Jim T+e
lim @, (@)=
(B 2 1+¢€
lim®, (@)= 1, lim®, (@) = 0.

Definicién 1: lldmese a (B,¢i)* al limite inferior efectivo de @(@ i),
teniendo en cuenta el funcionamiento de la demanda.

Proposicién 3: V& € (W iy, ) existen:
ki ((Biery,00) - R*
w: ((ﬁla)”", oo) - R*
r ((,3151 ”',oo) -~ R*

continuas, con derivadas parciales positivas V@ € (@, o0) para las dos
primeras funciones y negativa para la segunda.

Prueba: por las proposiciones 1y 2 (ver el anexo).

Proposicién 4: existen las funciones:
P1 . ((ﬁ]El)’lﬁ',OO> — (1 - al,%(l — a1)),pl’(a)) <0
po:((Bie)co) ~ (0.5 (1 = ) pr(@) > 0

p3 . <(ﬁ1 E] '1"“‘,00) - <O(1,1 fgal + 1 _il_ gaz),p3’(a)) > 0

Prueba: se tiene que (V@, € (a),,,,-m,,-,oo))<5|!pm IS (1 - al,%(l — O(J))
[(@0,p00) € p1]-
Astmismo, (V@, € (a)m,-,,ef,oo))<5|!p20 S (0,%(1 - a2)>>[(a)o,pzo) € p:]

y (Yo, € (a)mlmf,oo))<zl!,030 I (O’l _}_ 5 (1- a2)>>[(a)0,p30) IS p;].

24 Esto se puede probar sustituyendo [17] en [15], expresando el salario nominal en términos
de [9”] y haciendo algunas operaciones algebraicas. Esta inferencia también se puede expresar
como 1/,8.60“ > ¢, de nuevo con [97], y el salario nominal debe ser estrictamente mayor
que el valor de los requerimientos minimos de consumo de la familia: w > ¢1.
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Por la proposicién 3, utilizando Defl, queda claro el dominio de las tres fun-

ciones. Para los rangos respectivos se tiene que lim p, (@) = %(1 - a),
@ —

. 1 . £ 1
lim p, (@) = 155 (1 = 0), y lim o, (@) = 75 0 + T .
o Ci)
Proposicién 5: Vi € (%, oo), existe k™' (k) = @ tal que:
3

N (!

Prueba: el rango de k(@) (el dominio de su inversa) se obtiene calculando
los limites en funcién de @. V@ € (@,ins, ) se tiene % > 0 por [26],

es decir, se trata de una funcién mondtona creciente, que es una condicién

suficiente para la existencia de inversa®.

Teorema 1: el modelo estdtico compuesto por las ecuaciones [1] a [7] estd
determinado de manera tnica por &, es decir es causal si y s6lo si la funcién
k(@)tiene inversa.

Prueba: por la proposicién 5.

O(l (ﬂ] El)xd'
as

= ,00>, existe h(k) = % tal que:

Proposicién 6: Vk € (

h: (all(fglci)oo> ~ (B (BiE)T —n+8,—(n—19)),

de modo que la dindmica de crecimiento es causal y depende del stock de
capital fisico existente.

Prueba: por la proposicién 5, el sistema estdtico es causal y existe

w(k) = k' (k), tal que:

O(l ﬁ]El la‘ A\
k' <1<——O(3>’O°> - ((ﬁlcl)"“l,oo) , por lo que:

K= Broky = (n+8) = h(k)

25 Se puede expresar matricialmente una condicién equivalente, es decir, con un sistema
matricial de nueve ecuaciones y nueve incégnitas: Y., Y, ys, ki, ko, ks, 0,0, y ps. Para un
andlisis diddctico de la causalidad del modelo de crecimiento bisectorial de Usawa (1962,
1963), ver Burmeister y Dobell (1970, 113-120).
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Ademds, ( (,3101) ) B! <ﬁlal)aJT711 —(n+ 9) y como, 1;}2 w(k) =

se tiene:

lim h(k) =—(n+9).

Teorema 2: V1,8 € R* quesatisfacen 0 < 35" (B, El)aJTTl < n+ J existeun
valor tnico k= k" n, tal que h(k") = 0.

Prueba: como Vk = 0, h(k) es una funcién decreciente de k (por la
concavidad de la funcién de produccién en el sector de bienes de inver-
sién), si hay un valor de k € R* que satisface h(k") = 0, éste es dnico.
En efecto, se tiene que h'(k) = (0, — 1)B5'@w(ky*> < 0. Ahora bien,
como lim h(k) =—(n+ &), para cualquier (n+8) > 0, existe un k

mdximo, % tal que Bi'@(kf™'>n+8,Vk >k, lo que significa que
h(k) < 0,k > K. Por otra parte, como h(al (o) 3 B (Bia) e
—(n+8), B (Bie) @ >(n+8) existe un k minimo k> 0, tal que
Bi'aw(ky =" > n+ S yporendeh(k) > 0, para( (ﬁla) ) <n+d<k.
Como h(k) es continua, por el teorema del valor 1ntermed10 de Weierstrass
se garantiza que existe al menos un punto k" tal que (k")=0%.

Definicién 2: un punto k* es un punto de equilibrio para el sistema descrito

por la proposicién 6 si h(k") = 0.

Definicién 3: k" es localmente estable si la secuencia {k.},., converge a k’,
es decir, si: (Ve > 0)3T e N)[t >T—|k—k|< 8].

Teorema 3: estabilidad local, &* es localmente estable.

o E Ve
Prueba: Vk e (11#1(;3), oo), h'(k) < 0, lo que garantiza la proposicién
anterior.

Teorema 4: estabilidad global (Arrow-Block-Hurwicz)”, el sistema dind-
mico definido por la proposicién 6 es globalmente estable.

26 Ver Koopmans (1965).
27 Ver Arrow y Hurwicz (1959).
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Prueba: en la prueba de T'1 se mostrd que existe k, tal que B5'w (k)" > n+ &

a ~ lf'z}zl
para (M) <n+6<kyque lkim h(k) < 0. Ademds A(k) es conti-

a (Bie)-

nua. Sea un punto inicial k, E( o
3

teorema del valor intermedio de Weierstrass, existe un punto de equilibrio
k' > k. Definiendo k' = inf{k/h(k) = 0,k > ko} (dado que / es conti-
nua) y lim ¥Y(t,k)) = k" dado que k > 0 para ko <k <k". Si h(k,) <O,
se aplica'un procedimiento similar y si /1(ky) = 0, se tiene directamente que
lim ¥ (t,k) = k.

1—o0

,oo) si h(ko) > 0, entonces, por el
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