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CURSO DE ANALISIS MATEMATICO DICTADO
EN LA FACULTAD DE MATEMATICAS
E INGENIERIA

por JORGE ACOSTA V.

CALCULO INTEGRAL
INTEGRALES INDEFINIDAS

I—PROCEDIMIENTOS DE INTEGRACION

1.—Objeto de este estudio. — Existencia de la integral indefinida.
Definiciones y notaciones

En el Calculo Diferencial se estudian los procedimientos para
obtener las derivadas de las funciones: el problema inverso, o sea
la investigacién de las funciones cuyas derivadas se conocen, es
el objeto del Calculo Integral.

Dada una funcién de una sola variable podemos considerarla
como la derivada de otra funcién desconocida y proponernos en-
contrar ésta, que tendra por diferencial el producto de la funcién
dada por la diferencial de la variable independiente.

Sea f(x) una funcién continua de la variable x: vamos
a demostrar que existe siempre otra funcién ¢(x) que tiene
por diferencial a f(x)dx.

Construyamos la curva A M C cuya ecuacién en coorde-
nadas cartesianas rectangulares es y = f(x) y consideremos el
adrea limitada por esa curva, el eje de las «, la ordenada fija
A B, arbitrariamente escogida, y la ordenada variable M P,
correspondlente a la abscisa  «.

Esa area, que designaremos por la letra #, es evidente-
mente una funcién de la variable independiente «x, puesto que
a cada valor que atribuyamos a ésta corresponde un valor per-
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fectamente determinado de # y podemos por tanto escribir Ia
relacién  # = ¢(x).

7 w __C
e
M
A
2/
/
// w
o | z
B B P P

Si a partir del valor x= O P damos a la variable inde-
pendiente un incremento infinitesimal Ax = PP’, el area ex-
perimentarid un incremento correspondiente Aw, infinitesimal
al mismo tiempo que Ax, representado en la figura por el seg-
mento PMM'P" y que puede descomponerse por medio de la
paralela MM” al eje Ox en el rectingulo PMM"P' vy
el triangulo MM'M”. El rectingulo, que es del mismo orden
infinitesimal que Awx, constituye la parte principal de ese incre-
mento, o sea, la diferencial de la funcién #, y como el irea de
ese rectangulo tiene por expresién el producto f(x) dx, pode-
mos escribir la relacién

du = f(x) dx
que es lo que queriamos demostrar. _

Determinada una funcién ¢(x) que tiene por derivada a
la funcién dada f(x), podemos deducir de ella una infinidad
de funciones que cumplen la misma condicién, porque al agregar
a la primera una constante cualquiera A4, la suma ¢(x) + 4
tiene la misma derivada que ¢(x). Asi pues, todas las fun-
ciones comprendidas en la férmula general

F(x)=d(x) +C 1)

enque C esunaconstante arbitraria tienen por derivadaa f(x),
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pero ninguna funcién que no esté comprendida en esa férmula
cumple la misma condicién puesto que dos funciones cualesquiera
que tienen la misma derivada no pueden diferir sino por una
constante.

En la figura se puede apreciar claramente el significado de
la constante arbitrariamente C, porque si en lugar de contar
el 4rea # a partir de la ordenada fija AB se la cuenta desde
otra ordenada cualquiera A’B’, también fija, se tendr la nue-
va area B’A’MP que tiene la misma diferencial que la prime-
ra y difiere de ella en el segmento constante B’A’AB.

A una funcién ¢(x) cuya derivada es la funcién dada f(x)
se le da el nombre de funcion primitiva de f(x) o de imegral
de la diferencial f(x) dx, vy se la representa por el simbolo

Sf(x) dx .

que se lee integral de f(x) dx.

La operaci6n por la cual se pasa de una diferencial dada a la
funcién pr1m1t1va se llama integracién. La integracién y la dife-
renciacién son por tanto dos operaciones inversas, de manera que
los signos que las representan, aplicados a la misma funcién, se
destruyen mutuamente y asi, por definicién, se tiene

dJf(x)dx=f(x) dx
Jad(x) = $(x)

De acuerdo con lo dicho arriba, si ¢(x) es una primitiva
de la funcién f(x), la funcién mas general que cumple la mis-
ma condicién es ¢(x) + C 'y por tanto podemos escribir

Sf(x) de=¢(x) +C 2)

Esta funcién se llama integral genmeral o integral indefinida de
la diferencial dada y como vemos, comprende una constante
arbitraria.

Debe advertirse que no hay wningién método general para en-
contrar las integrales de las funciones: es mis, si la funcién dada
f(x) es una combinacién de funciones elementales (algebraicas,
exponenciales, circulares directas o inversas, logaritmos, etc. ), sélo
en casos muy particulares su integral serd una combinacién seme-
jante, de suerte que el Calculo Integral conduce desde el prin-
cipio al estudio de funciones nuevas.
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2.—Reglas y procedimientos usuales de integracion.

De los métodos estudiados en el Calculo Diferencial para
obtener las derivadas de las funciones podemos deducir ciertas
reglas para la averiguacién de las integrales de algunas diferen-
ciales sencillas, como se vera en seguida:

a) Integral del producto de una diferencial
por un factor constante.

Se ha visto que la diferencial del producto de una funciéon
por un factor constante es igual al producto de ese factor por la
diferencial de la funcidén, o sea, que se tiene idénticamente

daf(x) =adf(x).
Al integrar los dos miembros de esta igualdad tendremos:
Sdaf(x) = fadf(x),
pero por definicién
Jdaf(x) = af(x) 'y f(x)=Jdf(x)
por tanto,
Jadf(x) = afdf(x) 3)

lo que muestra que el factor constante se puede introducir al sig-
no J o sacarlo de él a voluntad.

b) Integrales inmediatas.

El calculo de las derivadas nos ensefia a escribir inmediata-
mente las diferenciales de algunas funciones sencillas, y proce-
diendo a la inversa podemos deducir sin dificultad las correspon-
dientes integrales, como se muestra en el siguiente cuadro:

d n n—ld nd mn+1 0
gt = n z, St do = n+1 +C
des=¢e*dx , Jerde=ex4C
dao*=a*ladr, Jaxde = (Ita +C
dz dr

dly = - z ) [$ _ld‘+0
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d sen r = cosxde , feosxda =senx - C

dcose ——senxdry, Ssenzde =—cosx -+ C
dr dx
dtgr = costx ’ fcogzm =tgr+0
doot.r_—~dw , f d{ - —=—cotx+ C
sen® x sen® @
T d
d arc sen x = —«L ) —-J_:_—..:arcsenac—{—C
NV 1—a® V11—
darccos:t:—f-—& /‘—_(Li__.—wz—arccosw+0
V1—a*’ VvV 1—a?
dx dx
darctg.)e_l_i_w2 , /1+ s =arctgae 4+ C
d arc cot ¥ = — linwz , /—]—i% —=-—arccotx } C

Al examinar los cuatro Gltimos renglones de este cuadro ve-
. 3 de .
mos que la integral / —\/_1_——:_7 puede tener dos valores dife-
—_
rentes que son  a@rc sen x 'y — arc cos x, y que lo mismo ocurre
con la integral / 14 a2 Que puede ser igual a arc tgx oa
— arc cot x.

Esta aparente anomalia se explica ficilmente porque los dos
arcos d4rc sem x |y arc cos x tienen una suma constante que es

w . . . .
5y por tanto sus diferenciales son iguales y de signos contra-
rios; lo mismo ocurre con los arcos arc tg x 'y arc cot x.

En todas estas formulas x puede ser la variable indepen-
diente o una funcién cualquiera de ella. Por ejemplo, si en la
férmula

4 ,’I;n+1
ade = — + C 4})

n—+1
se reemplaza la variable x por la funcién f(x) resulta:
n p _ _U(e)]"+?
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De la misma manera que la formula de la diferencial de
una potencia es aplicable cualquiera que sea el exponente, la
formula 4) es general con la Gnica excepcidon del caso en que
#=—1, en el cual se vuelve ilusoria porque al aplicarla re-
sulta:

fride = ib— + C.

*

Esto resulta de que la integral [ es la funcién tras-

cendente Ix y no puede, por tanto, representarse por una ex-
presion algebraica. No obstante esto, por un artificio de calculo
puede deducirse de la férmula 4) el valor de la integral consi-

derada.
En efecto, si en esta formula se le resta al segundo miembro

Ia constante lo que no cambia su diferencial, resulta:

1
n41°72
antl 1
n+1

Al hacer aqui #»=-—1 la fraccién del segundo miembro

farde = +C

toma la forma indeterminada cuyo verdadero valor sabe-

0
mos encontrar tomando las derivadas de los dos términos del
quebrado con relacién a # y haciendo luégo #=-—1 en el

cociente de ellas, o sea, en
o+ e
1

lo que nos da Ix que es el valor de la integral buscada.

Indicamos en seguida tres procedimientos con auxilio de los
cuales se llega a veces a integrar una diferencial dada y que son
la descomposicion de la diferencial en elementos simples, la in-
tegracion por partes y el cambio de la variable independiente.

c) Descomposicion en elementos simples.

Segin sabemos, la diferencial de una suma de funciones es
igual a la suma de las diferenciales de los sumandos, de manera
que st %, v, w, ... z son funciones de «x se tiene:

d(ntovt+wt . .  2)=dutdvtdwt . . +dz
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Al integrar los dos miembros de esta igualdad, se tiene:
vt+ovt+w+  Fz=f(dutdv+ . .  +dz)
o lo que es lo mismo:

S(du+dv+dw+  +dz)=fdu+Sdv+ . +Sdz

o sea, que la integral de una suma de diferenciales es igual a la
suma de las integrales de los sumandos.

Si se puede descomponer la funcién dada f(x) en una
suma de otras cuyas integrales son conocidas se podri obtener sin

dificultad la integral f f(x) dx.
Ejemplo: Sea la integral f cos® x dx;

1 .
sabemos que cos® x = — (1 +cos2x) vy en consecuencia,

1 1
Seos xdx=—fdx+ S cos 2 x dx,
lo que da finalmente,
1 1
fcos2xdx=°;x+fsen2x+C.

=

d) Integracion por partes.

Se ha visto que st # y o son dos funciones de «x la di-
ferencial de su producto tiene por expresion:

d(wv) =wudv+ vdu.
Integrando los dos miembros de esta igualdad resulta:
wv=fSudv+Svdu,
de donde se deduce
Sudv=uv—fvdu. 5)

Esta es la llamada formula de integracion por partes o por
factores, de uso muy frecuente en el Calculo Integral.

Para aplicar esta férmula se procura descomponer la funcién
por integrar en un producto de otras dos, una de las cuales sea
la derivada de una funcién conocida, y se reduce asi el problema
a integrar el producto de esta funcién por la diferencia del otro
factor, operacién que puede resultar mis sencilla que la pro-
puesta.
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Damos en seguida algunos ejemplos de la aplicacién de esta
féormula:

19 Sea la integral S &* cos x dx.

Haciendo x*=wu, cosxdx=dv resulta v=senx, vy
por consiguiente fx® cos x dx = x* sen x — 2 f x sen x dx, redu-
ciéndose asi el cilculo de la integral propuesta al de  f x sen x dx.
Si a esta Gltima le aplicamos la misma férmula, observando que
senxdx es la diferencial de -—cos x, obtendremos final-
mente,

SxPcosxdx=x"senx + 2 xcos x— 2 senx+ C;

29 Sea la integral f x™ &* dx.

Haciendo aqui x*=# y & dx—=dv de donde v =¢"
resulta:

S eds=x" e —nf 5" e dx;
reemplazando en esta formula a # por #»— 1, se tiene:
St et de=x""e — (n— 1) S & & dx,

y asi la aplicacién sucesiva de ella permite reducir de unidad en
unidad el exponente # hasta anularlo si es entero, caso en el
cual se obtiene finalmente:

St &de=[a"—n""+n (x— 1) " *— ... Tul] +C;
39 Sea la integral f Ix dx.
Haciendo Ix =u, dx=dv resulta:
. flxdx:xlx~fx—%;:x (Ix—1)+C.
e) Cambio de variable o sustitucién.

Este es el mas importante de los procedimientos de inte-
gracion.

Supongamos que se trata de calcular la integral
I=Jf(x)dx

y hagamos el cambio de variable indicado por la ecuacién

x=¢ (), de donde dx=¢ (2)dz.
Como se tiene por definicion:

dl1=7f(x)dx
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al hacer el cambio resulta:

dI=flé(2)] ¢ (2) ar,
es decir, que la derivada de 7 en relacidén a la variable ¢ es
fld ()] & (t) y por consiguiente:

I=5fl ()] ¢ (1) 4

o sea, que en la integral propuesta se reemplazan x y dx por
sus valores en funcién de ¢ vy se obtiene asi{ una integral en ¢
que puede ser mas facil de calcular que la propuesta. Hecha la
integracién resulta una funcién de la variable 7 en la cual se
reemplazari ésta por su valor en funcién de x deducido de la
ecuacton  x = ¢ (2).

Ejemplos:
19 S (ax + b)™dx.

dt
Hagamos ax+ 4 =1+ de donde dx= —, Y entonces

resulta:
: N
S(ax + b)"dx =S e T m i Da +C
y reemplazando a z por su valor
ma . (ex4Db)ymt?
S (ax + b)) dx = Tt e + C.
20 [ 5 2% do
) 3at+ 7

Observando el quebrado por integrar se ve que el numerador
es, a menos de un factor constante, igual a la diferencial del de-
nominador, lo que indica la conveniencia del cambio

3x*+7=1¢ que da 12x°dx=dt y «fdx= —*dt de

12
5% de 5 dt 5
f—“;am4ﬁ—ﬁf“*t TightC

donde resulta:

y finalmente:
3 d
f;ji =l T+ C.
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x de

Hagamos V4 +&° =, que da S+ at=1¢
y xdx=1¢.dt, y entonces

x de . tdt .
VEa+£ AR

o dx
J Vit

49 Sea la integral de uso frecuente:

f dr
»+pr4q

cuando los dos factores del denominador son imaginarios, es de-
2
> o.

39

2

o0 sea, que

=Va+«'+C.

cr, cuando ¢ — 1

Se tiene idénticamente:
_ ya »*
tpxtqg= <x+ 9 )2+q——T

y haciendo « + -% =t V q— ii; resulta:

Xtpxtg= (q——%) (1+£) y dx=ds ' g—%
lo que transforma la integral propuesta en

/o
dat L 9—"F 1 dt

2

P > /
J{a= 4>(1+t~1 / ¢ — 2

y entonces:

1 w—}——p—

dw —
fﬁ +paedq l/;“}i arc tg V#—ﬁ?
4
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®
0 ——
5 _/-\/a—bar:2

. . 1
Sacando del signo el factor constante —= resulta:

Va
"~ de 1 [ de
| Vi _W/V'f_‘_b;?

. . b 5
Si hacemos ahora el cambio ' x* =17 resulta:

r=| Lty do= l/# dt, lo que da

[ m“ij__ Vﬁ o l arcsent+ C
fimtw Jvi-e

o

y volviendo a la variable primitiva

f dz 1 ]/b i
B —— —_ T — &
\/a———bwg \/b arc sen a

6 f arc sen x dx.

Hagamos arcsenx dx =1, de donde x =sen:
y dx=costdt, lo que da Sarcsenxdx=1J1tcosds.

Integrando por partes el segundo miembro, se tiene:
Stcostdt=1tsent+ cost+ C,
y volviendo a la variable primitiva
Sarcsenxdx =xarc \lmx+ V1 —x*+C.
Vamos a aplicar ahora los procedimientos expuestos a los ti-
pos de funciones que se saben integrar y que son los siguientes:

Funciones algebraicas:

19 Funciones racionales de la variable «.
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2° Funciones racionales de & y radicales de la forma

m

l/ ar + b en que los coeficientes a, b, ¢, d son los mismos en
cr—+d

todos ellos.

39 Funciones racionales de & y de Va4 bz =*ca?

49 Funciones racionales de x y de y cuando estas varia-

bles estin ligadas por una ecuacién ¢ (xy) = O que repre-
senta una curva universal.

Funciones trascendenies:
1° Funciones racionales de semx y cos .
29 Funciones racionales de ™.

3? Polinomios enteros en «, eaX, efx

sen 0x, cos Ox,
sen Bx, cos Px,

49 Polinomios enterosen x 'y [Ix oen x y arcsenx.

(Continuara).
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