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INTRODUCCION.

Este trabajo tiene por objeto estudiar el problema de Cauchy asociado a la ecuacién de
Schrodinger no lineal

{ iOu = —Au+ Flu) o)

uw(0) =g,

donde u es una funcién compleja definida en R™ x [0, o0), la no linealidad F satisface ciertas
condiciones de crecimiento y el dato inicial ¢ pertenece al espacio de Sobolev H*(R™) con
s = 1,2. Nuestro estudio constituye una reelaboracién del articulo de Kato [K], con la
pretension de exponer, en forma detallada y autocontenida, los resultados alli probados
sobre existencia, unicidad y dependencia continua.
El marco abstracto apropiado para el estudio del problema (0.1) es dado por la teoria de
semigrupos y su aplicacion a las ecuaciones en derivadas parciales de evolucién. En este
contexto se observa cémo el grupo {e**},cz, generado por el operador iA, ademéds de ser
un grupo unitario en H?, posee ciertas propiedades de regularizacién, que permiten elegir
un contexto funcional adecuado para el tratamiento del problema (0.1) con dato inicial ¢
en espacios de Sobolev de baja regularidad.
Un estudio riguroso del problema (0.1) cuando el dato inicial ¢ pertenece a L? y la no
linealidad es de la forma F(u) = |u[P~2u, p € (2, 2™), puede encontrarse en la referencia
[P]. En el mismo texto se estudia también el problema (0.1) cuando el dato inicial ¢ es
un elemento de H! o de H?; sin embargo, a diferencia del caso L?, las demostraciones
alli presentadas tienen un cardcter esquematico. A continuacion, pasamos a describir
someramente el contenido de los diferentes capitulos de este trabajo.
En el Capitulo 1 formulamos algunas definiciones y resultados basicos que utilizaremos en
los capitulos siguientes.
En el Capitulo 2 estudiamos el problema (0.1) con ¢ € L?. Mediante el uso de ciertas
propiedades de regularizacién del grupo {e**”} logramos establecer que una funcién u €
Xo := L*=([0,T); L? N L) es solucién del problema (0.1) si y sélo si es solucién de la
ecuacion integral

u(-) = B¢ — i/( ! et B (Fy)(s)ds. (0.2)

0

Observamos ademds que esta 1ltima ecuacién tiene a lo sumo una solucién en Xj.
En el Capitulo 3 proponemos un ambiente funcional apropiado para obtener un teorema
de existencia de solucién local en el tiempo del problema (0.1) cuando el dato inicial ¢
pertenece a H'(R™). La prueba de este resultado se basa en el teorema de punto fijo de
Banach para contracciones.
En el Capitulo 4 hacemos un estudio andlogo al realizado en el Capitulo 3 para un dato
inicial ¢ € H?2.
Finalmente, en el Capitulo 5, examinamos algunas propiedades del operador de Nemytsky
asociado a la funcién no lineal F' y sus derivadas, con el objeto de obtener el resultado
de dependencia continua del dato inicial para las soluciones locales cuya existencia fue
probada en los Capitulos 3 y 4.
Expreso un especial agradecimiento a los profesores Jorge E. Mejia L. y Pedro Isaza J.,

Typeset by Ap4S-TRX



por una asesoria académica caracterizada por la amabilidad y la paciencia. Por ultimo
agradezco al profesor Arturo Jessie Manuel, director del Departamento de Matematicas,
de quien he recibido un apoyo incondicional durante todo el proceso de realizacién del
presente trabajo.



1. PRELIMINARES.

Con el fin de darle a este trabajo un caracter autocontenido presentamos algunas defi-
niciones y resultados de cardcter general, todos bien conocidos, que utilizaremos en los
capitulos posteriores.

Si fe L' := LY(R™) la transformada de Fourier de f es la funcién definida por

= ff(a:)e‘%"”'fda:, para todo £ € R™, (1.1)

donde 7.§ := 3 77 | ;€.

Asf definida la transformada de Fourier puede ser extendida al espacio L2, {ver las paginas
16 y 17 en la referencia [SW] ). Adicionalmente es conocido que la transformada de Fourier
es un operador lineal y continuo de L! en L° y es un ~operador unitario en L?. En algunas
ocasiones utilizaremos la notacién F(f) en lugar de f.

La teoria de interpolacién de operadores que aplicaremos en este trabajo esta basada en
el siguiente teorema.

Teorema 1.1. ( Riesz-Thorin, ver [SW] pag. 179)

Sean py # p1, o # q1 en [1,00] y A un operador lineal y continuo de LP® en L% con nonina
My v de LP* en L% con norma M;. Entonces A es continuo de LP en LY donde

l=1=0, 8" 1. 120,09 " gci0,1],ysunormaM estal que M < Mél_B)Mf.

P Po mn' q’ qo q’
ParaneN,0<a<ny f:R"* — C el polencial de Riesz de orden o, denotado por I,
es el operador integral definido por

@)= [ LU ay (1.2

T_Uln o

El siguiente es un teorema que nos dice cémo actua este operador sobre los espacios LP.

Teorema 1.2. ( Hardy-Littlewood-Sobolev, ver [P] pdg. 36)

Sean 0 < a < n, 1<p<q<oocon%:?%—
a) Si f € LP, entonces la integral en (1.2) converge absolutamente para casi todo x € R™.

b) Si ademas p > 1, entonces I, es acotado de ILP en 19.

Denotaremos por S = S{R™) el espacio de Schwartz de las funciones ¢ en C°°(R™) tales
que Sup, cgm |7%(DP@)(x)| < oo, para a y B multiindices cualesquiera.

Mediante ' = S (R™) designaremos el espacio de las distribuciones temperadas. Para
s € R, H® = H*(R™) ser4 el espacio de las distribuciones temperadas f tales que

113 = / (1+ €12 F©)Pde < oo,

Rm

donde f es la transformada de Fourier de la distribucién f. A continuacién formularemos
un teorema de inmersioén en espacios de Sobolev.



Teorema 1.3. ( ver [P] pdg. 44)
Sea2 < q < oco. Sis>m(3— é), entonces H® estd incluido continuamente en L1.

Un ambiente adecuado para la formulacién de ciertos problemas de evolucién estd consti-
tuido por las distribuciones con valores en espacios de Banach.

Para 0 < T < oo sea D(0,T) el espacio de funciones de valor complejo infinitamente
diferenciables con soporte compacto contenido en (0,T). Una sucesién {¢,} en D(0,T)
converge a ¢ en D(0,T) si:

a) Existe un compacto K C (0,T) tal que supp ¢, C K para toda n, y

b}y D™¢,, — D™¢ uniformemente en (0,T) para todo m ¢ N.

Si X es un espacio de Banach decimos que la aplicacién lineal F': D(0,T) — X es una
distribucién con valores en X y escribimos I € D'(O,T;X ), si para todo subconjunto
compacto K de (0,T) existen k € Ny C > 0 tales que

k
|F(#)llx < C'sup > 1D7g(),

€K o

para toda ¢ € D(0,7T) con supp¢ C K.
Puede demostrarse que una aplicacién lineal F : D(0,T) — X es una distribucién con

valores en X si y sélo si para toda sucesién {¢,} en D(0,T) tal que ¢, — ¢ en D(0,T), se
tiene que F(¢n) — F(¢) en X. Para F € D'(0,T; X) la derivada de F denotada por F’
es el elemento en D (0, T; X) definido por F'(¢) := —F(¢'), para ¢ € D(0,T).

Siue L'Y0,T;X), (es decir si fOT lu(t)||xdt < oo ), entonces u puede verse como el
elemento en ’D'(O, T; X)) dado por la siguiente integral de Bochner en el espacio X:

: T
w(g) = f S(t)u(t)dt.

Para T > 0y q),qo tales que 1 < q1, g2 < oo denotamos por LE LE el espacio de Banach
L2 ([0, T]; L9=(R™)), cuya norma se define por [[ulfy s 52 = | lew(E)li oz || Lo,

El siguiente teorema presenta formulaciones equivalentes de la definicién de derivada para
distribuciones en D' (0, T; X ) representables por funciones en L'(0, T; X).

Teorema 1.4. (ver [IMS1] pdg. 32)
Sean X un espacio de Banach separable, u € L'(0,T;X) y 1 < p’ < co. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Existen uw € C([0,T]; X) y g € LP (0,T; X)) tales que

u(t) =ult) pot.te[0,T] y
u(t) = u(0) + /Ot g(r)dr paratodot € [0,7).
b} u e LP(0,T; X) y existe w € L¥ (0,T; X) tal que
hl_if& 1A~ (up ~u) — Wl e 0, 7—nxy) =0,

4



donde up(-) = u(- + h). .
¢) Existe v € L? (0,T;X) tal que

T T
— / ¢ (Du(t)dt = / p(t)v(t)dt, para toda ¢ € D(0,T).
0 0

Ademds, si alguna de las anteriores afirmaciones se cumple entonces g = w = v.

Formulamos a continuacién un resultado que establece condiciones suficientes y necesarias
para que una determinada funcién pertenezca al espacio de Sobolev WP,

En lo sucesivo, si w y {2 son subconjuntos abiertos de R™, La expresion w CC 2 se utilizard
si @ es un conjunto compacto y si o C (1.

Teorema 1.5. (ver [B] pdg. 153 y 154 ).

Sean {2 un abierto en R™ y u € LP(Q}) con 1 < p < oco. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

a) La funcién u pertenece al espacio de Sobolev W1P((2).

b) Existe una constante C' tal que para toda funcion ¢ € ¢2°(QQ) y para toda j,j=1,....m

o,
Jo 0

donde p’ es el exponente conjugado de p.
¢) Existe una constante C tal que para todo conjunto abierto w CC £ y para toda h € R™

con |h| < dist{w,R™ — 1)

< Cligll o

lun — ull ey < ClA|.

Ademds, si c¢) tiene lugar entonces [|Vu| » < C.

Por un procedimiento analogo al utilizado en la prueba del teorema anterior, puede ob-
tenerse una condicién suficiente y necesaria para que la derivada distribucional de una
funcién en LI L% pertenezca también a L LE. Mds precisamente tiene lugar el siguiente

resultado.

Teorema 1.6.
Sean 1 < q1,q2 < o yv € LELE. Entonces v' € LY LY si y sélo si existe una constante
C > 0 tal que para todo w CC (0,T) y para todo h € R, con [h| < dist{w, R~ [0,T]) se
tiene que

llvr — vl Lo L3 < Clhl. (1.3)

Ademis, si (1.3) tiene lugar, entonces ||v'|| g g2 < C.

La formulacién del teorema de la convergencia dominada para funciones con valores en
espacios de Banach viene dada por el siguiente teorema



Teorema 1.7. (ver [DS] pdg. 124)

Sean 1 < p < 00, (A, X, 1) un espacio de medida y X un espacio de Banach. Supongamos
que {z,} es una sucesion en LP(A; X) tal que z,(s) — z(s) en X -y p.c.t. s € A y que
existe v € LP(A; X) tal que ||z,(s)||x < |lv(s)||x pu-p.c.t. s € A y para todon € N.
Entonces z € IP(A; X) y [l£n ~ || Lr(a:x) — 0.

Para estudiar la accién de operadores continuos sobre integrales de Bochner, disponemos
del siguiente resultado

Teorema 1.8. ( ver [Y] pdg. 134 )

Sean (s,%, 1) un espacio de medida, X yY espacios de Banach y T : X — Y un operador
lineal y continuo. Si f : s — X es una funcién Bochner integrable, entonces Tof : s — Y
es Bochner integrable y

[@enwir=([ syar).

Elefecto del grupo {e**?} sobre funciones en L! y en L? est4 dado por el siguiente resultado.
P g

Teorema 1.9. ( ver [P] pdg. 51 )
Sit ¢ R entonces el operador e**® es una isometria en L>(R™). Sit # 0 tal operador es
lineal y continuo de L1(R™) en L>=(R™) con norma

[ fllee < ClEITZ (£l

Finalmente, en el estudio de la parte no lineal de la ecuacién de Schrodinger, requeriremos
un resultado basico sobre operadores de Nemytsky.

Sean B un subconjunto medible de R™ y g : R® x B — R™. Decimos que g es una
N-funcién si g{-, z) es continua p.ct. = € B y g{v,-) es medible para todo v € R™. El
siguiente teorema expresa propiedades del operador de Nemytsky h definido por

[P(w)](-) := g(u(-),")

Teorema 1.10. ( ver [V] pdg. 154)

Sean p1,p2 € [1,00) ¥ g : R x B — R una N-funcién. Entonces

a) Si h envia LP1(B;R) en I72{B;R), entonces h es un operador acotado y continuo entre
estos espacios, y existen una funcién a € LP*(B,R) y una constante b > 0 tales que

lg{v, z)| < a(z) + bjv]”, donde r = gl. ,
2

b) Si la desigualdad en la parte a) tiene lugar entonces h envia LP*(B;R) en LP*(B;R) y
asi, por la primera parte de la afirmacién a), es un operador continuo y acotado.

c) Sea p € [l,00). Sih envia LP(B;R) en L>(B;R) entonces existe M > 0 tal que
lg(u,z)| < M para todau € R y p.c.t. z & B.

En el presente trabajo haremos uso del siguiente caso particular del Teorema 19.2 en [V],
pdg. 162.



Teorema 1.11.
Sean py,ps € [1,00) ¥ g: R?2 x B — R? una N-funcion para la cual existe C > 0 tal que

lg(v,z)| < Clv|™, donde r = ?
2

Entonces el operador de Nemytsky h envia LP1(B;R?) en LP?(B;R?) de manera continua
¥ acotada.

Observacién:

En las igualdades y desigualdades que aparecen a lo largo de este texto, la letra C' se
utilizara para denotar diferentes constantes.

Si Z, y Z9 son espacios normados, la expresion Z, — Zs denota la inclusién continua de
Z] en ZQ.

Para un conjunto 2 C R™ la expresiéon p.c.t t € {1 quiere decir para casi todo t que
pertenece a §1. '



2. ECUACION INTEGRAL ASOCIADA AL PROBLEMA DE CAUCHY PARA.
LA ECUACION DE SCHRODINGER NO LINEAL.

En este capitulo estudiaremos la formulacién integral del problema de Cauchy para la

ecuaciéon de Schridinger:
{ i =—Au+ Fu

w(0) =4,

con m > 2 y donde el dato inicial ¢ pertenece a L? := L}(R™;C), A := 3T, %5 es el

(2.1)

Laplaciano con respecto a las derivadas espaciales y F es una funcién en C*(R?; R?) que
admite la descomposicién F = F) + Fy, con Fy, Fy € CY(R?;R?) tales que
F1{0) = F2(0) =0,
[Fi(Q) - F(w|<ClC—pnl Y (2.2)
|F2(C) — Fa(1) € CIC = pel (ICIP~2 4 [uiP™2),

para un C' > 0 y un cierto p € (2, ":'img)

Resolver el problema (2.1) es, en términos generales, equivalente a resolver la ecuacién
integral:

u(t) = B¢ —1i fo t e APy (s)ds, (2.3)

en la cual {e''?},cz denota el grupo asociado al operador iA.
Escribiremos la ecuacién integral (2.3) en la forma:

w=G,(¢) - iG(Fu),

donde los operadores lineales &G, v G estan dados formalmente por:

(Gt =26y (Gu)(E) = /0 By (5)ds

A continuacidén precisaremos los espacios funcionales en los cuales estan definidos estos
operadores.

Sea r € R tal que: % =

b[3
w3

Teorema 2.1.

SeanT > 0,1 =[0,T], pyr como antes, y seanp’ y r’ en R tales que: %—i— 7% =
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe C tal que ||€**® f|| ;12 < C||flz» para toda f e L*.

p =
b) Existe C tal que || f =) By(s s)dsl|pr 12 < (:'2||'u||Lr Ly para toda v € C(I; LY N L?).
c) Existe C tal que || fo et Bu(s)ds||pz < Clivll, . -y Para todav e C(I; L' N L2).

Mas auin, si alguna de las afirmaciones anteriores os c;erta entonces las otras dos se cumplen
con la misma constante C.

1 1 _
Lyl =1



Demostracion.
b) = c):
Un argumento de Tomas, ver [P] pdg 53, prueba que para toda v € C(I;L?)

T T T . ’ )
|| f By (s)ds|3s = / ( f fo(s)) (2) / =Y (2)ds Yds)dz.  (2.4)

Luego, usando en (2.4) el Teorema de Fubini y la desigualdad de Holder, concluimos que
para toda v € C'(J';L1 N L?)

s RS dsllia < ol ozl | (=85S g 1y
L

de donde es claro que b) implica ¢).
c) =>b):

Seave C(I;L'NL*) yseaS={weCI;L'NL?Y) / |w] = 1}. Entonces

Lr L%

| / Hms)By(s) dslluy—sup‘ / / f *‘(‘—va(s)](x)ds)(w(t))(;r,)d;r,dtf

—sup| [ f e u@l(@as) ([ e uo )]
Rm .

< / “8u(s)ds|sup| [ etz

weS Jo
. T .
= ||f e BT — s)ds|| 12 Sup |[f e B u(t)dt|| 2
0 0

< CYo(T = e = cz||U“Lr,L,,, ,
E

donde hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la hipdtesis ¢).

a) = c):
Sean v € C(I; L' NL?) y f € L? con ||f||= = 1. Entonces

[ s [ eseoiwa)a| = | [ [ sieoiea
&rm R
— f(f/f(:z:)[eimv(t)](x)dzdt‘

e
wm

T
-|/[ [ weN@)e fi(e)dade|

< ||v”LE.’Lf‘; ”ei(.)Af”LE.LPE

< Clv|

Ly LE



donde en la dltima desigualdad utilizamos la hipdtesis a). Del procedimiento anterior
concluimos que || fOT et Pu(t)dt)| 2 < Clv|]

¢) =>a):

frpl.
Ly L

160 1.5, = sup) [ Tf (12 1) (@) ()] () dd|

== sup‘/ f(:z:)(/OT[eimv(t)](x)dt)dxt

vES
Rnl

T
< sup | fll2] [ S Bu(t)dt|
vES 0

< Cilfllge,

teniendo en cuenta, para la dltima desigualdad, la hipétesis ¢). U

Lema 2.2, Existe C tal que para todav € L;i L’g tienen lugar las siguientes estimaciones:
T i(-—s)A
a) |l Jo e v(s)ds|| Ly 2 < C”’““L;:u_;’ y

b) || Jy ei=9Pu(s)dsl| 1y 12 < Cllo|

r! P' .
LT LE.'

Demostracion.
Sea v € L’;L’g. Puesto que para toda f € L? ||e"®f||2 = ||fllr: y para toda f € L!
yt#0 |et®flp= < Clt| % f|lzr, (ver Teorema 1.9); entonces, por el Teorema de
interpolacién de Riesz-Thorin, (ver Teorema 1.1), para } <p’' <2,t € (0,T) y f € L? se
tiene que:

12 flize < CHI™ECS 1l

Luego, para t,s € [0, 7], (salvo en un conjunto de medida cero), si s # ¢ entonces
et ()i Le < Clt — 5|~ F ) o (s) | - (2.5)

Sea A: [0,7] — R la funcién definida por:
r m(p=2
M@ = [l ol E T o). (2.6)
0

La funcién A estd bien definida para toda ¢ € [0,7] yaque 2 <p < 2% y por lo tanto
-2

0< Z(E=) <1

De (2.6), observando que ' > 1y que =L -1+ %‘-(KI}%), se concluye, por el Teorema

de Hardy-Littlewood-Sobolev, (ver Teorema 1.2), que A pertenece a LT con

ALy < Cllw (2.7)

|, ot ot -
LTLE.'

10



Finalmente, usando (2.5), (2.6) y (2.7), podemos escribir:

t
I [ 92

Nota.
Obsérvese que la afirmacién b) en el Lema 2.2 permite concluir que el operador v — G,

donde (Gv)(t) = f(f e*t=3)8y(5)ds, es lincal y continuo de L LE; en L.L%,. Es facil ademds

ver que para v € LLL% la integral [ ¢!*=*)%9(s)ds est4 bien definida como elemento de

L¥ 12, el cual también denotamos por Gv. Es claro también que ||Gv|| 12 < Cllv||zr 2 -
T e TYE

T
i(l—s)A
L S“/o [e80(8) [zods ], < Cloll,y . O

Para T > 0 se definen los siguientes espacios de Banach:
X{I):= LOOLQ N Ly L%, , con [Jufx = ||U||L°°L’j-5 - “U”L;.Li. ;
_Y )= C(I; LQURmJ) LipLi; s con lullx = flulx
X =X'(I):=L}LL3 + Ly 1% , con
= 30wl 1y + 2l 0y e = w05 2.

Lema 2.3. El operador G, es lineal y continuo de L? en X.

Demostracidn.
Sea f € L. Puesto que {e"*®} es un grupo Cp de isometrias en L? entonces G,{f) €
C(I; L) y ||G’0(f)||L;9L§_: = ||f|lz2. Esta igualdad, junto con el Lema 2.2 y la equivalencia

dea) y b) en el Teorema 2.1, permite concluir que G,{f) € X y que [|G, ()l < CllfllLz.
O

P ’ ~ .
Lema 2.4. E] operador G envia X en X de manera continua.

Demostracidn. ’
En virtud de la nota posterior al Lema 2.2, para v € X = Ly L%+ LTT'L% podemos definir
Gv como Gvy, + Gva donde v = v, + v2, con v; € Lr}LQE y vg € LEFL%J. Facilmente se
puede ver que Gv es independiente de la descomposicién utilizada. Para la prueba de la
continuidad de G estudiaremos la accién de G sobre cada uno de los espacios LLL% y
LI,

TYE ;
a) Por la afirmacién b) del Lema 2.2 el operador G es lineal y continuo de L. I%, en L L%,
Sean t € I y v € C(I; L' N L?); teniendo en cuenta que la afirmacién c) del Teorema 2.1
es cierta en virtud del Lema 2.2, se sigue que:

I(Go))lizs = | / =By (s)dsli 2 = | / e* Bt — s)dsl| 12

< Clot =), e < Cllvl (2.8)

Ly Ly 207 S
Sive L}'LE; y {va} es una sucesién en C(I; L' N L?) tal que v, — v en L’"T'L’E,;; entonces,
la desigualdad anterior implica que {Gv,} es Cauchy en L$LZ y por lo tanto existe un
w € L$L% tal que Gv, — w en LL%, De otra parte, por la afirmacion b) del Lema

11



2.2, se sigue que Gv,, — Gv en LL.L%,. Probemos que Gv = w, con lo cual tendriamos la

Desigualdad 2.8 para v € L’"T' L’,’Er v para casi todo ¢ € 1. En efecto, existe una subsucesién
{vn.} de {vn} tal que (Gu,, )(t) — w(t) en L? p.ct. t € Iy (Gon, )(t) — (Gv)(t) en L%,
p.c.t. t € I. Por lo tanto w(t) = (Gv}(t) p.c.t. £ € I, y en consecuencia Gv = w. Se sigue

entonces que G : L. L, — LPL% N L LY. = X es continuo.

b) De la nota que sigue al Lema 2.2 sabemos que G : LL.L% — L L% es lineal y continuo.
Veamos que G envia a LLL% en LT.L%, de manera continua.
Para v € C(I; L' NL?) y w € C(I; L* N L?) se tiene que

(Gv, w) :=/0 (G} ()] (z)[w(t)](z)dedt

i [ei“—smv(s)](:};)ds) (w(t))(z)dadt

(
- / ' / t( / (=98 () () w(t))(2)dz ) dsdt

&

= ./OT /Ot( ['v(s)](m)[ei(b_S)Aw(t)](a:)d:r) dsdt

Rm

— /0 : / T( / [v(s)](m)[eﬁt*s)ﬂw(t)](m)dz)dtds
_ /0 ' / ( / T[eiu—smw(t)}(x)dt)[v(s)](m)dms

=( / e (=B ()t — / e‘ﬂ'“—s)%(t)dt,v).
0 0

Por lo tanto
T _ s A
(Gl <] [ 92w~ [ IRt iy ey
< Gl 0l s - (2.9)

donde en la 1iltima desigualdad hemos aplicado la parte c¢) del Teorema 2.1.
Como Guv € Ly LY., y ademéas C(I; L' N L?) es denso en L. L2, de (2.9) se sigue que:

1G]l 15 r, < Cllvllzsrz (2.10)
Sean v € LY L% y {va} una sucesién en C(I; L* N L?) tal que v, — v en L} L%. Entonces
por (2.10) existe h € LL.L%, tal que Gv,, — h en L}.L%,. Pero ya sabemos que Gv, — Gv
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en L3LZ. Por lo tanto Gv = h, y asi Gv € LL.IE,, de donde se sigue la validez de la
Desigualdad (2.10).

Hasta aqui hemos probado que G envia X en X de manera continua. Resta probar que
para v € X, Gv € X, para lo cual es suficiente demostrar que Gv € C(I;L?). Puesto
que {e"*2} es un grupo Cy en L? y la integral de Bochner de una funcién en L!(I; L2)
es absolutamente continua, entonces, para una funcién v € C(I; L' N L?) se tiene que
Gv € C(I; L?). Finalmente, puesto que C(I; L1 N IL?) es denso en X'y C(I; L2) es cerrado
en X, la continuidad de G : X' — X implica que Gv € C(I;L?) para toda v € X .
O

Ahora estudiaremos algunas propiedades bdsicas del operador no lineal inducido por F.
Este operador, que también denotaremos por F, actia de la siguiente manera: Si u es una
funcion del intervalo I con valores en el espacio de funciones complejas con dominio en
R™, entonces F'u se define por:

[(Fu)®)](z) := F([u@)](z)), t €1, z € R,
Introduzcamos ahora un nuevo espacio de Banach.

Sea Xo := LPL%L N LFIL, con norm? lullxo = llullzserz + llulizgerr . Es claro que
XoC X yaque fullx <llulfggerz +T7ulligrr
Lema 2.5. E! operador no lineal I envia Xy en X' de manera continua y acotada. Mas
precisamente, para v, w € Xy tenemos:

1 Fiv— Flwlpyrz < CTllv —wilperz

1Fov = Fywll oo < CT P (ul3? + [l ) o — wll g (2.11)

-~
Ly LG

con 3=m(3 —3) <1. En particular, sobre cada bola cerrada

By® := Bi*(0) := {u € Xo/ullx, < R},
F. (B})?(“, Hlx) — X' es Lipschitz, y para R fijo, la constante de Lipschitz tiende a cero

cuando T — 0T,

Demostracion.
Sean v y w en Xj, teniendo en cuenta la propiedad de c¢recimiento en (2.2) para Fi, se

sigue que:

1R =Rl = [ ([ IR 0@6) - Fl@l@)Pa)

~
x™

<o [[([ beie - woi@ie) a

R!’"
< CTijv - w”Lg?L';’E .

13



De otra parte, utilizando la propiedad de crecimiento en (2.2) para F», se tiene que:

L ]0 K [ 1B (01w - Falw @)@ do) ” )

x™m

T y
<o([ ([ () - wEIEIROI P + [w@)@ P> do) ¥ i)

Rm

1
s

< Ol =)ol 2y + (0 =)ol 20 ) (2.12)
Usando la desigualdad de Hélder obtenemos:
T , , L;_ —lr
=)ol = ([ ([ 1@)@) - @) P )@ oDdr) 7 )
i X ’ . ) .
< ([ (i) = 0O s NP 2] g7 )
T _E_ p{p—2) i%)- :1,-
= ([ (lo® - w@IE ol )" @)
S0
r ! 1
= ([ I — w1 de)
0
T 1
<2 ([ fvte) — wlE>e)
Slfan T o —wllpry - (2.13)

De (2.12) y (2.13) concluimos que

- -2 -2
Lo S CTO(lR? + i) e = wllzgez,

| Fov — Fowl|

con 3=2=m(L-2). O
El siguiente corolario es consecuencia directa de los Lemas 2.4 y 2.5.

Corolario 2.6. El operador GF := Go F , envia Xy en X de manera continua y acotada.
Ademds, para todo R > 0, GF : (Bg{_o(O), | Ix) — X es una contraccion para un valor
de T suficientemente pequeno.

Mds precisamente:

(GF)(v) = (GF)(w)llx < C(T + 2T PRP?)|lv —wl|x . (2.14)

Nuestro préximo objetivo es establecer el contexto funcional adecuado para el estudio del
problema (2.1) y precisar el concepto de solucién para este problema.
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De las propiedades para Iy y F2 en (2.2) se sigue directamente que :

[ Frullpgerz < Cllullpeerz ¥

| Fadl e < Cllulliz (2.15)

Puesto que 1 < p’ < 2 entonces la transformada de Fourier s un operador lineal y continuo
de L” en L?, (ver Teorema 1.1). Por lo tanto, teniendo en cuenta que 172}2 > m, y haciendo
uso de la desigualdad de Holder, se tiene que:

1+ 1Py RO < ([ (2) )T ([ 7o)
/ ([ () ™)™ ([ ora)

v
Rm ?Em

—~

= C(p, m)”f”%r' < CHf”%,P' 1

lo cual implica que L” — H~! y en consecuencia L%"L% s L°(I; H™'). Usando esta
tltima inclusién y el hecho de que L3°L% «» L°°(I; H™!), de (2.15), podemos concluir que
siu € Xg entonces Fu e L°(I;H )y

[ Fuligesr;m-1) < Clllullx, + 2l (2.16)
Definimos ahora el Laplaciano para una funcién u : I — L? mediante
Au() = Apfu()],

siendo A g el Laplaciano espacial definido a través de la transformada de Fourier mediante
la siguiente ecuacién:

(Asf)"() = —4x?|- PF(), feLAR™).

De esta definicién es claro que A : LL% — L°°(I; H~?) es un operador lineal y continuo.

Después de haber determinado la naturaleza de las expresiones Au, Fu, G, ($) v G(Fu),
para ¢ € L? y u € X, discutiremos en qué sentido una funcién v € Xy es solucién del
problema (2.1) o es solucién de la ecuacién (2.3).

Utilizando la teoria de distribuciones podemos identificar, mediante una inyeccién apro-
piada, los espacios funcionales Xo = L$L%L N LELE, L>®(I; H™ ') y L*>=(I; H™?), con
subespacios de D'(0,T; L2 N L?), D (0, T; H™ ') y D'(0,T; H~2). Por lo tanto, si u € Xp
el lado derecho de la ecuacién en el problema (2.1) puede mirarse como un elemento del
espacio de distribuciones D' (0, T; H2).

De otra parte, para u € Xg, u’ es el elemento de DJ(O, T; H=?) definido por

T
u'(a) = _/0 o' (t)u(t)dt  para toda o € D(0,T).
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Teniendo en cuenta la discusién anterior, cuando se afirma que una funcién v € X satisface
la ecuacién en el problema (2.1), en realidad se estd afirmando que tal igualdad se verifica

en D (0, T; H~2); es decir, que
u' (@) = i(Au)(a) — i(Fu)(a) paratoda a < D(0,T).

Obsérvese que la anterior es una igualdad en H~2, -

Veamos ahora en qué sentido se satisface la condicién inicial en (2.1). Dada u € Xy, se
tiene que iAu—iFu € L°(I; H~?). De este modo si u € X es solucién del problema (2.1)
entonces u’ € L°°(I; H~%); por lo tanto, # admite un representante % en C(7; H™?). (ver
el Teorema 1.4 en los preliminares). Afirmar que u(0) = ¢ significa entonces que u(0) = ¢.
Siue Xoy ¢ € L? el Lema 2.3 y el Corolario 2.6 garantizan que el lado derecho de (2.3),
G,(¢) — iG(Fu), estd en X. De esta manera, si u € X, satisface (2.3), entonces u admite
un representante % en C(I; L?).

Ahora probaremos que dada ¢ € L%, u € X es solucién del problema de valor inicial (2.1)
si y sé6lo si es solucion de (2.3).

Siu€ Xoestal que v’ =iAu—iFu en D'(0,T; H2) entonces, por el Teorema 1.4 de
los preliminares (c) = (a), existen 4 € C(I; H™2) y g € L}(I; H™2) tales que:

(t) = u(t) pct.tel y

t
u(t) = u(0) +/ g(T)dr para todat e I.
0

Més ain, ¢ = iAu — iFu.
Sea t € [0, T]. Para s € [0,¢] definimos

H(s) 1= e*t3)8(s), (2.17)

donde en esta ultima igualdad se identifica u con su representante continuo. Claramente
HeC(jo,t]; H?).

Proposicién 2.7. Sean u € Xy tal que v’ € ’D‘(O,T;H_Q), t € [0,T) v sea H la funcidn
definida por (2.17). Entonces

H () = 08! — iAu)(:)

en D (0,t; H™?2).

Demostracion.
Gracias al Teorema 1.4 , (b) = (¢), es suficiente demostrar que

: 1 i(t—. .
Jm | (H (- k) = HE)) = €708 = i8u) (Yl o,e-n—2) = 0- (2.18)

Teniendo en cuenta que [[¢* ("™} g y-2) = 1, observemos inicialmente que

16



IRHC + k) = H()) = e8! — iBu)()l| 210 e—myzr )
TR AY(s 4 h) - B0 s)) — DA (W (s) - i(A)(5))5r-2ds

—ihd I

< Jo e 0A gz ke (uls+ )~ u(s)) + (=L Yuls) —u'(s) +3(Aw) (5) | y-2ds

<[k ||1 e A (u(s + h) = u(s)) — U (s) | fi-ads + [ [l (s) — ! (s)]| g -dis
+ LTI uls) + (A ($)lm-ads| = T+11+ 111, (2.19)
Ahora bien,
1

=]~
I

y por la parte {¢) = (b) del Teorema 1.4 en los preliminares aplicada a la funcién u,
tenemos que

(w(- +h) —ul")) — ¥l 0, —np-2)

I — 0 cuando h— 0. (2.20)

Puesto que w' € L' (I, H™?) y |le” 2w/ (s) — w'(s)|| -2 < 2||v/(8)||g-2 , v ademés

h11r61+ le= "% (s) — w'(s)||g-2 =0 p.c t.sel0,t],

entonces, por el teorema de la convergencia dominada:

II -0 cuando h —07. (2.21)

De otra parte, como u(s) € L? p.c.t. s € [0, ], entonces
e—ihA -7
hli’r(r)1+(T)u(.s) + i(Au)(s) =0 en H™? p.c.t. s € [0,1].

Usando el hecho de que si T'(¢) es el Cp semigrupo generado por A y st ¢ € D(A) entonces
Th)r —x = foh AT (n)zdn, (ver [PA] pg.5), podemos ver que

—ihA _ g RUTN

¢ w(s) +i(Au)(s) Ja-s < | ST

| ——w u(s)llir-2 + (D) (s) | -2

=1 [ B sl es + AW
h

< G [ e uls)zadn + 1 (Au) ()

< Clu()lzs

Luego, por el teorema de la convergencia dominada,

III -0 cuando h - 0%, (2.22)

Asf (2.18) es consecuencia de (2.19)-(2.22). O
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Lema 2.8. Si ¢ € L? y u € Xy es solucidn de u' = iAu — iFu y u{0) = ¢, entonces u
satisface la ecuacidn en (2.3).

Demostracion.
Si H estéd definida por (2.17) entonces por la Proposicion 2.7

!

H' () = &t=)8 —iAu)(-) en D(0,t H™?).

y por lo tanto en virtud del Teorema 1.4 (¢) = (a)
H(r) = H{0) + / eXt=3)B (' (s) — i{Au)(s))ds para todo T € [0,1].
Jo
‘En particular, si 7 = ¢.
t .
H{t) = H(0) + / e A (5) — i(Au)(s))ds
0
y puesto que u' = iAu — iFu en L'([0, T]; H~?), resulta que
. t .
u(t) = e*P¢ — zf XAy (s)ds para toda t € I,
0

con lo cual queda probado que u es solucion de (2.3). O

Lema 2.9. Si ¢ € L? y u € X, satisface la ecuacién (2.3}, entonces u es solucién del
problema (2.1).

Demostracidn.
De manera similar a la utilizada en la demostracién de la Proposicidén 2.7, puede verse que
siu € L¥L% con v € L°°(I; H™2), entonces
(ei('mu(-)) = ' OB/ () + 4" (Aw) () (2.23)
y o (e 0%u()) = em08() — im0 Aw)(), (2.24)
donde (2.23) y {2.24) son igualdades en D' (0, T; H 2).
Sea u € Xo solucién de (2.3). Hemos visto que u tiene un representante en C{I; L?) que

seguiremos denotando por u. Por lo tanto e~ *()2u(-) € C(I; L?) — C{I; H™?%).
Ademas por (2.16) e (A Fu)(-) € L*°(I; H~?%). Por consiguiente

e = —i te_’;“"'A w)(s)ds
(1) = f (Fu)(s)d

y por el Teorema 1.4 {(a) = (c)

r

(%)) = —ie R (Fu)(), (2.25)
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en D' (0,T; H?). |

Como u € C(I; L?) — L§°L% , si logramos probar que v’ € L%(I; H™2), entonces (2.24)
y (2.25) implican que se satisface la ecuacion diferencial en (2.1).

Veamnos que v’ € L°°(I; H~?). En efecto, como por (2.25) ()4 ()) e Lee(I; H™?),
entonces, por (2.23)

u = [e002e7 i 008y () = OB [ 008y ()] + ie' OB [Ae™ )8y ()).

de las condiciones exigidas para u es facil ver que el lado derecho de la anterior igualdad
pertenece a L>(I; H=2). De otra parte, es evidente que u(0) = ¢. [

Teorema 2.10.

Sean p € L2, T* >0 e I* =[0,T*]. Siuyv en Xo(I*) son soluciones del problema (2.1),
entonces u = v.

Demostracion.

Por el Lema 2.8 u y v satisfacen (2.3). Entonces u—v = —i(GF)(u) +4(GF)(v) en X (I*).
Sean R > max{|[ul|x,(1-): vl x,2-)} ¥ T > O tales que en (2.14) se cumple que

K :=C(T+T'P2RP~?) <1y T < T*. De esta manera se tiene que

lu - ol ) = HGF)w) — (GF)()l5uy < Kl — vlixis, y por lo tanto u(t) = v(t) para
te[0,7].

Sea T = sup {T € {0,T*]/u(t) = v(t) para todo t € [0,T}}. Veamos que T=T".
Razonemos por el absurdo; supongamos que T < T. Sea {tn }nen una sucesién en [0,7)
tal que lim t, = T. Ya que (GF)(u) — (GF)(v) € C([0,T"}; L?), entonces:

n— OO

lim ((GF)(w)](ta) = (GF)(@))(tn) = (GF)@)(T) = [(CF)))(T).

ki Aamde =]

Por otra parte, puesto que u = v en [0, f), entonces para toda n € N se tiene que

{GFY(w)](tn) — [(GF)(v)](tn) = 0. Luego u(T}) = »(T)} y asi u(t} = v(t) para t € [0,T].

Consideremos ahora el problema de valor inicial
{i@tw:—Aw—l-Fw tel0,T"—T)

TU(O) = ’lt(f) = 'U(f) =8 fc L'Z (226)

Sean (s) = u(s +T), (s) = v(s +T) y Xo = Xo([0,T* — T]). Encontrar una solucién de
(2.26) es equivalente a encontrar una solucién para la ecuacién integral

t
w(t) = e~ —if =B (Fy)(s)ds . (2.27)
0

Usando de nuevo el hecho de que u y v satisfacen el problema (2.1}, es facil ver que @ y ©
son soluciones de (2.26) y por lo tanto también de (2.27). Podemos obtener asf un § € R,
0<6<T*—T, tal | que @ = 7 en [0, 6] como igualdad en ([0, 6}; LAYNLYLE.

Luego u = v en [0, T + 6], lo cual contradice la definicién de T,

Concluimos asi que 7' = T*; luego v = v en Xo([0, 7)) y por un argumento similar al
realizado para T, puede verse que u = v en X of 7). O
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3. EXISTENCIA DE SOLUCION LOCAL PARA DATO INICIAL EN HL.

En este capitulo obtendremos un teorema de existencia y unicidad de solucién para la
Ecuacién (2.3) cuando ¢ € H}(R™),

Inicialinente definiremos ciertos espacios funcionales necesarios para el estudio de esta
ecuacién en H'. Sean S = S(R™) el espacio de Schwartz y §' = §'(R™) el espacio de las
distribuciones temperadas en R™. Siv € X = LC’C’L2 N LT.L%, entonces, p.c.t. s € I,v(s)

pertenece a S  con derivadas parciales en S* denotadas por Bv—ésl,
)

j=1,...,m. De este modo p.c.t. s € I podemos definir

dv ov(s
(2 )(s) 2= 2
z; z;
Sea Y := {v € X/ 3—”}, € X;j=1.,m} con |ply := [v||x + [[Volx, donde

Vollx = 7 152 x -
Para v € LA L% + LT, L% ,v(s) € L2+ [P < § p.et. s ¢ I con derivadas parciales en S

dadas por:
ov(s) _ Ovi(s) L+ Ava(s)
a.Tj - an 8.’13j '

donde v; € LAL%L y vy € L;:Lf; son tales que v = v; + vo. Es fécil ver que esta igualdad
es independiente de la escogencia de vy y vg.

Sea Y :={ve X /& eX'; j=1,..,m} connorma ||v]ly := [lvix + 7, &l x -
Por ultlmo, sea Y 1= {v ex/ éfg;”j € X ;j=1,..,m}, connorma [v|ly := [[v|ly .

De las definiciones de ¥, Yy Y esclaroque Y <+ X | Y «— L®(I;HY) | Y — C(I; H)
y Y - X',

Lema 3.1. El espacio Y estd contenido de manera continua en Xy, es decir

Ivlix, < Cllv|ly paratodavel

con C constante independiente del valor de T'.

Dermnostracion.
Puesto que 0 < m{% — 1} < 1 entonces, en virtud del Teorema 1.3, H'(R™) «» LP(R™)

y por lo tanto L®(I; H!) < L$L%. De esta manera como Y — X y Y «— L®(I;H')
entonces, si v € Y se sigue que v € L%OL% NLEPLE = Xo vy que

i~

vlixo = [l0llLserz + llwllzoe L
< lolly + CllvllLee 1,11y < Cllolly - a
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Lema 3.2. El operador G, es lineal y continuo de H' en Y.

Demostracion.

Sea v € H'. Veamos que
O (Goo)®) = (G220 paratodot e (3.1)
Bz, W0 e, ' ‘

Haciendo uso de las propiedades de la transformada de Fourier en L? se obtiene:

(2 (G )®)) " = @riC)) (Goe) 1) = (2ri(),)(e*20) "

89:j
= (2mi();)e T g = oA t(axj) &
ita Ov A ﬂ A
= (6 Aa_xj) - ((GO(al‘j ))(t)) H

y puesto que la transformada de Fourier es un isomorfismo en L?, entonces se tiene (3.1),
es decir:

ad v
E(Go(?))) = Go (6_733) : (3-2)
Teniendo en cuenta (3.2) y el Lema 2.3 se sigue que: 52—((}'0(1))) eEXy G,(v) € X. Es
J
decir, G,(v) € Y y ademés se tiene que
=L (G, (v
16, =1l + 3 ECAC

)

5]
= |G, (v ||x+Z||G( ? lx

’U
< Cllvfl e + ZCH%IIm < Clleflgr . D
j=1 J

Lema 3.3. El operador GG es lineal y continuo de Y en?.

Demostmczon
SiveY entonceswve X V 52 € X' para j = 1,...,m. En virtud del Lema 2.4 Gv y

G 3—‘1”—_ pertenecen a X. Por lo tanto nuestro lema quedaré demostrado si logramos probar
que i((Gv (t)) = (GH= u ) t) en S para todo t € I.

oz
Antes de ver esto tltimo notemos que si f € H™! v ¢ € S{R™) entonces

(19) = (17 F @) = (=) = [ Fedt-ge:

Rﬂ]
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de donde es claro que (-, 4) : H=! — C es lineal y continuo.
Seant € I 'y v € S(R™). En una parte de la demostracién del Corolario 2.6 se ha probado

que L” — H~!; se tiene entonces que % € L'(I; H~1). Teniendo presentes esta inclusién
y el Teorema 1.8 de los preliminares se sigue que

(%((Gv)(t)w) = —((Gv)(), %)

:_(/Otef{t_s)z\ (s)ds, %)
_ _/Ot(e,;(t_s)av( ) SZ)

== [([ et e niGierzmic-g)i-de)as

mm

v dv(s)
— i{t—s)A .
‘/0 (e B, )ds

dv(s )
— 1(t sIAY VA
B ( /0 ox; ds 7’1’)
dv
= ((Ga—rj)(t),w) :
De esta ultima igualdad vemos que %((Gv)(t)) = (Gaa_—:j (¢).

Observemos ademds que en virtud del Lema 2.4:

(Gl = 6ol + 315

lix

3

= [IGvlix +Z”G_“X

'U
< Clvllx + ZCH%”){’ < Clofly. O
i=1 J

Lema 3.4. El operador F enviaY en Y' de manera acotada. Mds precisamente:
IFvly: < C(T+ T olf ) lolly (33)
donde 3 = m(% — %) < 1.

Demostracion.
Sea v € Y. Puesto que Y C X entonces del Lema 2.5 se sigue que

[Folly < Cllolix (T + TP |ol%.?). (3.4)
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0 :
Demostremos ahora que %(Fv) € X paraj=1,..,m.
J

Como v € Y entonces 8% € X paraj=1,..,m. Luegop.c.t. t €l v(t)e HINnWLP,
En virtud del Teorema 1.5 de los preliminares existe C' > 0 tal que parah € R™ yw CC R™

[@{E)n — ()l L2y < CIV(v(E)] L2z iR,

donde [ V(o(0)]2 = 3 192D .
=1 YIj

De las condiciones que satisace F} en (2.2) tenemos

1

(P EDn = Fio)Ollze = [ 1B (6@ + 1) = A(pole)fds)”

< Cll{(v({t))n — v(t)|| L2
< C|[V{(w(t))|lLzzmy |l -

Luego, por el Teorema 1.5, se concluye que para j =1,...,m 6—6\—((13‘1@)@)) € L2y que
Ty
9]
5 (Fo)Ollam) < IVl petel
y por lo tanto
a
IlaTj(Flv)llL;% < CT||Vol 12 - (3.5)

Puesto que v{t) € WHP p.t. t € I entonces, del Teorema 1.5, se sigue que existe C > 0
tal que para h € R™ y w CC R™ tiene lugar la desigualdad:

[(v(@)r — v{O)llLrwy < CIVREDLr Gy 0],

donde |V(v(t))||Lr := f: |6‘g$(t.)
=1 j

De las condiciones que satisface F3 en (2.2) tenemos

e

r'(p-2)

[ 101 + 1) - Fa(o®)@) P do < CUEDn — v(O) oy 10O

w

luego

1((F20) (£))n = (Fao) ()l 1o oy < Cl(EN)R = 0O Lo )1 oy
< CIV@E) o) 10 @17 ey 2]
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. d ,
De esta desigualdad y del Teorema 1.5 se tiene que a——((ng)(t)) € L? yque
i

15}
|5~ ((F2v) (Il o zmy < CNV (R EN N L @m)
Ox;

-2
U(t)“zp(gm) 3

luego

d
”a'j(FQU)HLF Lp‘ < CHV?)“L,_ LE, ”U”LocLP )

y usando la desigualdad de Holder tenemos

d
H_B_EL‘;(FQU)”I LP' < CT] HHV'U“L"* Lp ||v||Lc-oLP . (36)
o ‘ 5} ;
Las estimaciones (3.5) y (3.6) muestran que a—(Ffu) € X yque
T
9 1-3 p—2
5 (Fo)ilxr < CTIellx +CT )| Wllx ol
j
< C(T+ T il ivolix - (3.7)
La Desigualdad (3.3) se sigue de (3.4) y (3.7). O

Lema 3.5.
Sean ¢ € H'(R™) y R > v||¢||ux donde 7 es tal que ||G,{f)llsz < |IfllL2, (ver el Lema

._ el
2.3), v &l zr = @]l L2 +3§1 ”6:133-“1‘2'

Si T es suficientemnente pequeno el operador dado por:
D:v— Gy(¢) — iG(Fu),

envia la bola cerrada BY(0) en sf nisma y es una contraccidn en la métrica de X.

Demostracion.
Sea v € B} (0). De los Lemas 3.2, 3.3, y 3.4 se sigue que

12ully < IG(S)lly + HG(Fu)lly
<Al + C@T + T2 )5 olly
<l + C@T + TPl iolly
< v|\plg + C(T + T -PRP-HR.

Por consiguiente & envia B} (0) en si misma si T > 0 es tal que
C(T+T""PRP"HYR < R—~|¢|lu: - . (3.8)
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De otra parte, si v,w € B} (0) C Bc)g{(O) (Lema 3.1}, entonces por el Corolario 2.6
|12(v) = B(w)llx < C(T + 21" =PCP R ?)llo — w]lx . (39)

De (3.8) v (3.9) se sigue facilmente la afirmacién del lema. O

Lema 3.6. _
La bola cerrada B}, := B%(0) es un subconjunto cerrado de X .

Demaostracion.
Sean {zn }ren una sucesion en BY( )y z € X tales que z, — z en X. Veamos que z € BY.

Puesto que ||z, ]ly = ||zallx + Z ||%||X entonces {——"—} es acotada en X para cada j. Ya
J_

que X = LF L% N L5 L2, puede verse como el espacio dual de X' = LyL% + L} LP , que

es separable, entonces {‘l"l} tiene una subsucesién, que segulremos denotando {8"" } tal

que Q—I—'jl converge a cierta w; en X en la topologia débil * de X , (ver [B], Corolario III 26,

pagina 50). Es decir, para todo j =1, ...,m y para toda g € X' se tiene que

CYNIES K

i —g = .

Sy 83339 5 39
Tm ™

Veamos ahora que para todo j = 1,...,m, £% = w;.
3

Sean p e C°(I)y o € C®(R™), yseag € X la funcién definida por [g(t)](z) := p(t)(z).
Teniendo presente que ‘g—z;l_ — w; débil * en X y que 2, — z en X, entonces

] /[wj o) (x dz dt = / ]wjg
L‘rﬂ
o Ozn
_nh_r.noo/ /axj

—tim [ 0) ( ] Ozn ()] () () di

n—oo fg ox;
Rm

__— O
—— Jlin_ | p(t)( ] (B )aﬁmda:)

= —] t) /[z a—w :r:)d:r;)

Rm (3.10)
Luego p.c.t. t € I se cumple que
/[w.?(t)](m) /[Z (xr)dr  para toda ¢ € CZ°(R™),
. 83:3
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es decir: 36%(:2 = w;{t) p.c.t. t € 1.

4

De esta forma se concluye que By =
z€Y. Ademds (ver la proposicién 111.12 pig. 40 de [B])

= wj, para todo j = 1,...,m, y por consiguiente que

dz,
}:n—nx <thmf||inx

&)
< hmsupz I511x

TL— OO
= hmsup(HanY — |l znllx)
TL— 00

< limsup(R — Hzn||x)

T— o0

=R |zlx.

<R 0

Luego |lz]ly =

Teorema 3.7. Si ¢ € H' entonces existen T = T(||¢|lz:) > 0 y una tinica solucién u
de la ecuacién integral (2.3) en el intervalo I = [0,T] conu € C(L;H)YNCYWL;H Y ¥
v ¢ [®L% NLLLE, paratodaj=1,.,m

Demostracion.

Puesto que C(I; H') — C(I; LP) N C(I; L?) — Xy, (ver la deinostracién del Lema 3.1),
entonces, por el Teorema 2.10, existe a lo mas una u € C(J; H'!) solucién de la ecuacién
integral (2.3). Usando los Lemas 3.5 y 3.6, el Teorema de punto fijo de Banach nos permite
concluir que para R > ¥||é| g existen T = T(||¢| zr2) > 0 y una tinica u € B (0) tal que
d(u) = u. Puesto que G,(¢) € Y (Lema 3.2) y G(Fu) € Y (Lemas 3.3 y 3.4} entonces
we C(I;HY) y T L""L2 N LG LY paraj =1,...,m

Demostremos ahora que v € C'(I; H™1). Claramente Au € C(I; H~!). Veamos ahora que
Fue C(I; H™Y).

En efecto, para t; y to € { tenemos:

I(Fru)(t:) = (Fra) ()l - < I(Fu) (i) — (Fru)(t2)llz
< Cllufty) — ult2)l1Z-

y por lo tanto Fju € C(I; H™1).
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Para F5 se tiene:

[(Fau)(t2)—(Fau) ()l = [ |[F2u to)] (@) — [(Faw)(t))(z) P dx
<C / ee(t2)) () ~ Tu(t2)) (@) P ([t} @)P 2 + [fu(t)] ()P %) do

< Clfutt) ~ MZs ()22 + fulen) |52

< CRP' =D u(ta) — u(ts)|%

< CRY®I|julty) — u(t)i[E),
Como LP" — H™1, de la anterior estimacién se sigue que Fou € C(I; H™1) y puesto que
F = Fy + F; se tiene entonces que F' € C(I; H™1).

Como por el Lema 2.9 v’ = tAu — iFu en D'(O,T;H“z), entonces se sigue que
RS C(I H™1). De esta manera puesto que por el Teorema 1.4, ¢) = a), se tiene que

u(t) = u(0) + [ u'(7)dr, entonces es claro que w € CY(;H-Y). O

Observacién: Del Teorema 3.7 y el Lema 2.9 se sigue que si ¢ € H! entonces existen
T >0yunatnicaw € C(I;H)YNCY(I; H™ 1) tal que u(0) = ¢ y

u'(t) = i(Au)(t) — i(Fu)(t) para todo t € I,

t+ At) —ult
como igualdad en H™!, donde v'(t) = Aljtm0 ut+ Ai u®) en H™ 1.
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4. EXISTENCIA DE SOLUCION LOCAL PARA DATO INICIAL EN HZ

En este capitulo estudiamos el problema de Cauchy para la ecuacién de Schrédinger no
lineal con dato inicial ¢ € H2. Con este fin consideramos los siguientes espacios funcionales:

_()=weX/veXymmLWL}mnwm lollx 4+ 1o llx + 11A0] e 12
Z(1):={veX /v € X y Ave C(I; L*)} con [lull7 = |[v]7.
=Z'(I):={veC(l;L?) /v € X'} con ||vlly = [[vllzgrs, + V'] .

NNIN
I

Lema 4.1. Para los espacios Z, Z y Z " tienen lugar las siguientes afirmaciones:
a) El espacio Z estd incluido de manera continua en L°°(I; H?).

b} El espacio Z estd incluido de manera continua en Y.

¢) El espacio Z esta incluido de manera continua en Y N C(I; H?).

d) El espacio Z ests contenido de manera continua en X con ||[v||x < Tllo|l, .

Demostracion.
a) Sea v € Z. Luego p.c.t. t € I (Av)(t) € L? y [[(Av){(t)|iz < ||v|lz. Ademés se tiene
que

11+ 1 @) e < M) s + I - 2ol 2
< o)l 22 + C AV 2 pet. t €T

de donde: [[vl|rs(r,m2y < 0l pzorz, + Clidv|l g2 < Cllv|lz.
b) Sea v € Z, entonces @ € L°°(I H!) < L‘"’L2 NLELY, = Xo — X, y por lo tanto
v€Y. Ademas:

6
[2lly = llvllx + Z ll—le < [lvllx + ZC =1%o

]

< lolix + ZC(T)”“”LW(I;HZ) < Clvllz,

j=1

donde C es una constante uniforme para T < 1.

¢) Sea v ¢ Z. Como v € C(I; L?) y Av € C(I; L?), entonces v € C'(I; H?). En particular
a%_ € C(I; H"Y), 7 = 1,...,m, y por lo tanto, teniendo presente b), v € Y. La continuidad
de la inclusidn es consecuencia de a) y b).

d) Sea v € Z'; puesto que v € C(I; L?) — LL.I%, entonces v € X' con

lllx < Wvllzare € Tlvllpgers < Thelly. O

Lema 4.2. El espacio Z es un subespacio cerrado de Z.

Demostracion. .
Sean {v, }nen Una sucesién en Z y v € Z con v, — v en Z. Por la definicién de la norma
en Z se tiene que : [vn — |z = [lva—vllx + vy —¥'[[x +[[Ave — Av|[ L2 - Luego v, — v

yvl, = v en X con v, y v/, en X. Como X es cerrado en X, entonces v y v’ pertenecen a
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X. De otra parte, puesto que para todon € N, Aw, € C(I;L?) y Av, — Av en LPL2,
entonces Av € C'(I; L?). Por lo tanto v € Z y en consecuencia Z es cerrado en Z. O

Lema 4.3. El operador G, es lineal y continuo de H? en Z.

Demostracion. :

Sea v € H?. Debemos probar que G,(v) € X,(G,(¥)) € X,A(G,(v)) € C(I;I?) y
|G, (v)l|lz < Cllv|[yz2. Es claro que si v € H? entonces G, (v} € C{I; H?) y por lo tanto
A(G,(v)) € C(I;L?). Puesto que v € H? — L? entonces, gracias al Lema 2.3, se tiene
que

G,(v) € X y |G, (v)llx < Cllvll2 < Cllvfpe. (4.1)
Si v € H? entonces, por un razonamiento idéntico al utilizado en la prueba del Lema 3.2,
Gy (Agv) = A(G, (v)). (4.2)

Puesto que iA,_ : H2 —> L? es el generador de un Cy grupo en L? y v € H?, entonces
E . .
Z(Go(0))(B)) = Z(%0) = (A )€ Pv) = (AL ) (G, (0))(1))
donde % denota la derivada fuerte en L2
Por lo tanto, como (iA)(G,(v)) € C(I; L?), entonces

(G, ()(®) = v+ [y(iAE) (G, ())(7))dr,
y en virtud del Teorema 1.4 a) == ¢):
(Go(v)) = (18)(Go(v)) en D'(0,T; L7). (4.3)
Teniendo en cuenta (4.2) se sigue entonces que {G,(v)) = iG,(A,v). De esta tltima
igualdad y en virtud del Lema 2.3, se tiene que

(Go(v) € X y que [[(G,(v)) llx = |G, (Ap0)lx < CllALvllz2. (44)
Finalmente, de (4.1)-(4.4), se sigue que:
1Go ()12 = 1G, (@) lix + 1(Go (@) llx + 1A(Go ()22
< Cllvllaz + 1(Gy () Ix + CllA ]| 2
< Cllollz=. O

Lema 4.4. El operador G es lineal y continuo de Z' en Z.

Demostracion. o
Seav € Z ; como v € X entonces Gv € X (Lema 2.4), y por la parte d) del Lema 4.1

1Gvllx < Clwlix < CTlvll 5 (4.5)

Veamos que (Gv)' € X. En realidad puesto que v € C(I;L?) y v' € X' — LYI;H™1)
entonces, por el Teorema 1.4, ¢) == a),

v(t) = v(0) + fo s)ds.
Aplicando el operador G en ambos lados de la anterlor igualdad se tiene que:

(Gv)(t) :./0 e =98 (4 (0) +-/S "(7)dr)ds
= t Ht-s)ay, Wt—s)a ’T s = ir, 4.6
/0 e (0)ds + f ( f T)dr Yds =1+ (4.6)
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donde las integrales de Bochner que aparecen son todas en H~!. Es claro que

I= / (Go (0 (0))) (). (4.7)
~Jo

Por otro lado:

t t—0
II = /0 ePB( /0 v (1)d7)dB

= fo t( fo t_ﬁ P (7)dr)dp

-/ K fﬁ 5y (r — B)dr)dp
_ /O g /0 "By (- B)dB)dr
-/ K [ e yapiar

0

_ fo (G')(r)dr . (4.8)

De (4.6), (4.7) y (4.8) se tiene que
(Gu)(t) = ] (G (w(0)))(7) + (Go") ()] dr |

~ y puesto que G, (v(0))+Gv' € X € C(I; L?), (ver los Lemas 2.3 y 2.4), entonces, en virtud
del Teorema 1.4 parte a) = ¢)

(Gv) = G,(v(0)) + Gv' en D'(0,T; L?). (4.9)
Luego (Gv)’ ceXy

1(G) [Ix < |G ((O))]|x + GVl x
< Clw(0)]| 12 + Cllv'| 5
< Clllperz + ClY Il xr = Cllwil 5 - (4.10)

Veamos ahora que A{Gv) € C(I;L?). Puesto que Gv € L§L%, se tiene que A(Gv) €
L (I; H™2); luego, si se demuestra que
: 1 :
Ll ((Gv)n — Guv) = (IA(GY) + V)i L2 0,7 -hipr-2) =0, (4.11)

entonces, por el Teorema 1.4, b) = ¢),
(Gv) = iA(Gv) +v,
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como igualdad en D'(O,T ; H=2) y asi se tendria que 55 Seqe Madellie
A(Gv) = i(—(Gv) +v) € C(L;L?) y

! - E E BIBLIOTECS
”A(G'U)”L;PHE < |[(Gv) ”Lg?L% + ”U”LgPLfE OEPARTAMENTO D

Cienclas Agropecuar rias y Clencias
!
< I(Gv) flx + llvll 7

< Clolly - | (4.12)

Probemos entonces (4.11).

Jo IE((GVIE+R) = (G0 = (GAGW)E) +v(t)) | r-2dt
= Jo T NE(Jo T 9B 0(s)ds — fy e DBu(s)ds) - ((GA(GY))(E) + v(E)]| -edt
= fo ML (e L ety (s)ds + ehd [T eit=0 Ay (s)ds — [T eilt=Dy(5)ds)

— {(A(G))(t) — v(t)| -2t

<I+Ir+ 117, donde

I=foT‘h =L () (1) - i A(GV)) ()| g-2dt
f"" I ST eI Ru(s)ds — ()it
I = f etPBu(t) — v(t)|l y-2dt.

Sea t ¢ [0, 7). Puesto que (Gv)(t) € L?, entonces:

) eihA -7 . o
Jim =2 ((Go)(t) = HAGY]#) en H2,
Ademis
ghA _ gihd _ 1
== (G)(t) = i(AG)) Dl - < (Go)()l -2 + I(A(G)) ()] -

1" .
<& [ 182 (o) Ol + UG 12
0
< Cl(GW)®)12

luego, por el Teorema de la convegencia dominada, vemos que I — 0 cuando h — 07.

- Nétese que
11 = Jy " |3 J" e B0(s)ds — o(t) g -at,
ycomo v € C([; L?) — C(I,H™?), entonces

t+h
hlirg+ ||%/ Ay (s)ds — v(t)|| g-2 = 0 para todo t € (0, 7).
- t
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Ademas

] fth oA 1 rtte
5 [ IR ds = o®lls < 5 [ R rsds o)
t R .
< vl oo t+n -2y + [0 ()] -2

< C”””L.’}"Lfg:

y por el Teorema de la convergencia dominada se tiene que IJ — 0 cuando h — 07.
Una aplicacion elemental del Teorema de la convergencia dominada permite concluir que
IIT — 0 cuando h — 0% . Asf (4.11) queda demostrado y por lo tanto A(Gv) € C(I; L?).
Finalmente, las Desigualdades (4.5), (4.10) y (4.12) muestran que

1Gullz < Cilvll 2,

donde C es una constante uniforme para 7 < 1. [

Lema 4.5.
El operador no lineal Fy es acotado de H* en L2, donde k = %(}’%) Mds precisamente,
siv,w € H* entonces

| Fov — Faw| 12 < Cllv — wl e (il + lw]5:7) (4.13)
Demostracion.
Observemos que k = m(2 o pl 5 ). Luego, en virtud del Teorema 1.3 en los preliminares,

HY(R™) — LAP~1L(R™) y asi:

f |[F2v](2) — [Fow](z)de < C/ [o(z) — w(@)P(o(@) P72 + fw(z)P7?)dz
R R

SCH|U—w|2HL 1 - +|w|p_2)2‘
.

="

< Cllv — w721 ( ‘|w|2(p_2) H[}%é)

2(p—2 2(p—-2
< Clfw — |2 any ([ 252 + ) 25 72)
-2
luego  [|Fpv — Fawl| 2 < Cllo — wllp2—n (W12 20y + lwl% 20 1)
p—2
< Cllw = wl e (lolER2 + lw]2R2) . O (4.14)

2(p-2)
P oy +

Corolario 4.6.
~ El operador no lineal F es acotado y continuo de H? en L2

Demostracién. -
Sea v € H?, como p < 22 entonces T@T—Q_) <2, asi k= %(u) = T;E; 22) < m(p 2«2

y por lo tanto H? «— H*. con lo cual, teniendo en cuenta (4.14), se sigue que
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[Follzz < [[Frvllze + |1 Fevllzz < Cllwllee + olifn') < Cllvllaz + [lvllfn") -
La continuidad del operador F : H? — L? es consecuencia de la descomposicién de F
como F' = Fy + F3, de las condiciones exigidas en (2.2), de la inclusién continua de H? en
H* y de la Desigualdad (4.14). 0O '

Lema 4.7.
a) El espacio Z estd contenido en Lip(I; L*) N C®(I; H¥), donde k = (%) yd=1-%
b) Si v € Z, entonces Fv € C%(I; L?).

Demostracign.

a) Sea v € Z. Luego v’ € L{¥L% y por lo tanto, en virtud del Teorema 1.4, ¢) = a), v
admite un representante en C(7; L?), que denotaremos con la misma letra v, y tal que para
todo ¢ y para todo s en [ se cumple que

Luego
t
lv(t) — v(s)ll2 < If [0 (Ml p2dn] < It = s| V' llLgerz, <t —s] vz (4.15)
5

De otra parte, por el Lema 4.1 a), v € L°(I; H?), y por lo tanto existe Q C I con medida
de Lebesgue m(Q) = 0, tal que para todo t y para todo s en I — () se cumple que

o) —v(s)lla2 < Clivllz. (4.16)

Puesto que 0 < £ < 2 entonces un resultado estiandar de interpolacién para los espacios de
Sobolev H*® y las Desigualdades (4.15) y (4.16) permiten afirmar que

[(t) = () lx < Cllo() = ()22 [0 (E) = v() 172"
< Cjt — s/ |v]lz para todo t,s € I — Q. (4.17)

Luego v tiene un representante en CY(I; H*) y (4.17) tiene lugar para todo valor de t y s
en /.

b) De (2.2}, (4.13), (4.15), (4.17) y del Lema 4.1-a) se tiene que

[(Fv)(®) — (Fo)(s)llre < ([(Fre)(t) — (Fro)(s)llz + [[(Fav)(£) — (Fov)(s)| Lz
< Cllu(t) — o(s)izz + Cllot) — o) ae ()5 + llo(s)5p)
< Clt = sl lollz + Clt = sPl1v]l 220l 1,y
< Clt = s [z + Clt — s{°[lwfif (4.18)

La afirmacién b) se sigue teniendo en cuenta que el intervalo I es finito. [
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Corolario 4.8.
El operador no lineal F es acotado de Z en C(I; L?).

Demostracion.

Sea v € Z. De (4.18) es claro que Fv € C(I;L?). De otra parte, por el Lema 4.7-a),
tenemos que v € C(I; L?). En virtud de las condiciones dadas en (2.2), de la parte a) del
Lema 4.1, de (4.14) y usando la inclusién H? < H* se sigue que

[(Fo) (@)l L2 < [[(Fiv)(EHire + [[(F2v) ()] L2
< C{lu()le + @5
< CllollLge 2 + Il I52")
< C(l|ollz + ol Y, paratodote 1. U (4.19)

Nota .1

Si v € Z entonces v tiene un representante en C(I L? N LP) y por lo tanto v(0) es un
elemento de L? N LP. Para v € Z definimos v, : {0,7] — L?> N LP por v,(t ) v(0)
para todo t € I. Si ademas v(0) € H? entonces v, € C(I; H*N LF) — Y, v, =0y
Ay, € C(I; L?), es decir v, € Z — Z.

Lema 4.9. ’

El operador no lineal I envia Z en Z acotadamente. Ademds, siT < 1ywv € Z es tal que

v(0) € H2, entonces
|FPv = o[l < C(Tlwllz + TPl ™),

—
—

con B =m(5 — 3—)).

Demostracion. ’ ,
Sea v € Z. En virtud del Corolarlo 4.8 Fv € C(I;L?). Para demostrar que (Fv) € X,

probaremos que (Fiv) € LLL% v que (Fyv) € Ly L.
a) Sean ¢ > 0, w CC (0,T) y h € R con |h| < dist (w,R — I). De la condicién de
crecimiento para Fy en {2.2) y del Teorema 1.6 en los preliminares se tiene que

1) = Fioll sy < Clion = vl eega

< Cl|v’”L;+'LZE|h| :
y asi, por el Teorema 1.6, (Flv) L1+°LE N 1
|[(F1v) HL;“"IRE < CH”’”U;‘LZE < CTm||v’||L$L?E .
Luego
1(F10) oy ry < I(F10) [pareps T3

< OTT [v'|| pgo 12 T750

de donde se concluye que (Fyv) € LL.I% con
[(F1v) llpers, < CTollz. (4.20)
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b) Sean w CC (0,T) y h € R tal que {h| < dist{(w,R — I). Razonando como en la
demostracién del Lema 2.5 y teniendo en cuenta el Teorema 1.6 y la inclusién Z — Y — X
se sigue que

| (Fav)n — FQU“Lr o < Cllvn — U”L'"L” ”U”LOOLP T'=F

< ClWlleg ez blllol%, T 7,
y de esta manera, por el Teorema 1.6, se concluye que (ng)' € L’"T' L’;’; y que

1)yt < Cllole I g T
< Clol T, (4:21)

Las Desigualdades (4.20) y (4.21) muestran que (Fv) € X'y que
IFD) e < C@Iwllz + TPl (4.22)

Teniendo presente la Nota 1, las Desigualdades (4.18) y (4.22), y observando que
0<1—/43<8,sesigue que
|Fv = Fuglly = [Fo— Fugllpera + 1(Fo = Fo,) Iy = [1F0 = Fuy ez + [(F0) [y
< C((Tlollz + Tl + (Tllollz + TPty )
< C(Tlpllz + TPl 57 . .
Nota 2

Sean ¢ € H2,T < 1,X > 0 tal que ||G,(¢)||z < Al|¢llzz v v € Z tal que v(0) = ¢. Sea
P(v) := G,(¢) — iG(Fv). En virtud de los Lemas 4.3, 4.4, 4.9, del Corolario 4.6 y de la

Nota 1, ®(v) € Z y:

12(0)llz < Allimz + Cl|Foll,
< Aol + CllFv = Fugll g + Cll v 2

< M@llgz + C(Tlvllz + T Pllolly ") + C| Fol 2
< n(liglla + [ Félizz) + C(Tllollz + T Pllol5), (4.23)

para ciertas constantes n y C.

Lema 4.10.
Sean ¢ € H?,n y C como en (4.23), R > n([|¢\| g2 + | Foll2) ¥

W = {ve BZ(0) / v(0) = ¢} .
Entonces, si T es suficientemente pequerio, el operador
D:ve G, (@) —iG(Fv),
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envia W en si misino y es una contraccién en la métrica de X.

Demostracion.
Sea v.€ W. Es claro que

(@(v))(0) = (G, (¢))(0) — {G(Fv))(0) = ¢. (4.24)

De (4.23) se sigue que ®{W] C B4(0)si Testal que 0 < T <1y

C(Tlollz + T Plolily 1) < R —n(llglluz + | Flls) - (4.25)

Luego para T suficientemente pequefio se tiene que ®[W] C W.
De otra parte, si v, w € W entonces, de los Lemas 3.1 y 4.1 se sigue que existe una constante
¢, independiente de T < 1, tal que v, w € Bg‘;". Luego, en virtud de (2.14),

1®(v) — ®(w)lx < C(T + T P2cP2RP=2)||u — w]ix - (4.26)

De (4.26) se sigue que, para T suficientemente pequeiio, el operador ¢ es una contraccién
en la métrica de X. O

Lema 4.11.
El conjunto W definido en el Lema 4.10 es cerrado en X.

Demostracion.
Sean {v, }nen una sucesién en W y v € X tales que v, — v en X. Veamos que v € W.
Puesto que |[vnllz = {lvnllx + [lvnllx + || AvnllLeo 2 » entonces {v),}nen, es una sucesién

acotada en X. Ahora, puesto que X puede verse como el dual de X, entonces {v!}
admite una subsucesién, que seguiremos denotando de la misma forma, que converge a
cierto k1 € X en la topologia débil * de X.

Es decir, {v,} es tal que para toda g € X' se tiene que:

T T
lim f fv;g=f fhlg.
o0 Jo 0

Veamos ahora que v/ = hy.
Sean p € D(0,T), ¥ € C®(R™) y g € X la funcién definida por: [g(t)](z) := p(t)(z).
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Puesto que v/, — hy débil * en X y v, — v en X, entonces

fw / t)ha (£)det)( d'z_/ ]hlg

Km

T
— 3 !
o 1’111—{1100]0 /.'Ung

™

T
= I [ 4@)(] Ol

n—00

—_
xm

T
= lim [ p@) fo 5 () fon(0)](2)dt)do

N— 00

=t [ [t

Rm

—/OTf(p'w)v
fw /pf (£)dt) (z)da.

Luego p.c.t. £ € R™ se cumple que

T T
(]0 p(tyhy()dt) (z) = —(]0 P (t)o(t)dt) () .

T

Por lo tanto fOT p(t)h(t)dt = — [; p'(t)v(t)dt. Es decir

o' = hy (4.27)
Demostremos ahora que Av € LLE.
Puesto que L$PL% puede verse como el espacio dual de LLL%, entonces {Av,} admite
una subsucesién, que denotaremos de la misma forma, la cual converge a cierta kg en la

topologia débil * de LE¥ L% . Veamos ahora que Av = hs.
Antes de ver esto 1ltimo notemos que si f € H™2 < S (R™) y ¢ € S(R™) entonces

(F.0) = (f, FF @) = (F,(=)) = ] Feyp(-ede;

de donde claramente (-,7) : H=2? — C es un operador lineal y continuo.
- Sean p € D(0,T) y 9 € S(R™). Puesto que v, — v en X — LF¥L%L y Av, — hy débil *
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en L L2, entonces

T T
( / p)A)(0t ) = [ (00}, )at
f / Ip(0)(B0) (O] €5~ € et

:/ f (—4m%1€]%) [v(8)) (&) (—€)dEdt

Rm™

~ lim / [ — 476 2) [on (D) N (€) 0 (—€)dedt

n—oo

= lim / / (A ) ()N (€)(—E)dedt

n—0o0

= lim / ] M(Av ) (8] (2)) () ddt

0o

- / / Y ()t

= ( f (t)ha(t)dt, ¥) .

Luego f(;T Pt} Av fo t)dt para toda p € D(0,T) y por consigulente

De (4.27) y (4.28) se sigue que v € Z. Ahora bien, puesto que v, — v’ en la topologia
débil * de X y Av, — Av en la topologia débil * de L§° L%, entonces:

10'llx + Avllysepz < liminf|lo, |lx +Hminf ([Avnllzgerz
< timinf (o, + 180 13)
— 00
= liminf(|valiz — lloallx)
n—oo
< liminf(R — ||v.)x)
nN—+ 00
=R—lv[x.

 Luego [lvllz < R.
Puesto que v, — v en X entonces v, — v en L%oL% v, como en virtud de [a Nota 1, v, ¥
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v € C(I; L?) entonces v(0) = limy, oo v, (0) = &.

Queda asi demostrado que v € W. ]

Teorema 4.12. ,
Sea ¢ € H?. Entonces existe T = T{||¢|lg=),0 < T < 1, tal que la ecuacién (2.3) admite
una tnica solucién uw € C(I; H?) con v’ € C(I; L*) n L. L%,

Demostracion.

Sean ¢ € H? y T = T(||¢|lgz) > 0 como en el Lema 4.10. Puesto que C(I; H?) —
C(I; H') — Xo, entonces, en virtud del Teorema 2.10, existe a lo sumo una tinica solucién
u € C(I; H?) de la ecuacién integral (2.3). Usando los Lemas 4.10, 4.11 y el Teorema
de punto fijo de Banach, se puede concluir que existe una unica v € W tal que du = wu.
Puesto que G, (¢) € Z (Lema 4.3) y G(Fu) € Z (Lemas 4.4 y 4.9 ) entonces u € C{I; H?)
yvu € C(L; LY n Ly LY. O
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5. DEPENDENCIA CONTINUA CON DATO INICIAL ¢ € H!
Y CON DATO INICIAL ¢ € H2.

A continuacién veremos que la solucién local del problema de Cauchy (2.1) para la ecuacién
de Schrodinger depende continuamente del dato inicial ¢, cuando éste se toma en-H! o en
H2,

Si F: R? — R? es diferenciable, denotamos por F' (1).w la accién de la aplicacién lineal
F () sobre w. De esta manera,

F () w = lim ¥ F2) = F&)

A—0 A
Recordemos ademas que |F ()| := sup |F (¢).w| y observemos también que £’ puede
wi<1

interpretarse como una aplicacién continua de R? en R*. De las propiedades que satisfacen
las funciones F1 y F» introducidas en el segundo capitulo, se sigue que

F@)|<Cll v [B@) < ClpP, (5.1)

v ademas que

IF @) < C vy IFy)l < CluP 2. (5.2)

Lema 5.1.
a) La aplicacién ¢ — F1(¢) es continua de L? en L? y |[Fy(d)||Lz < ||@]]L2-

, =
b) La aplicacién ¢ — Fy(¢) es continua de L? en LP y ||[Fa(@)|| » < Clidl 7.

Demostracion. :
Basta tener presente el Teorema 1.11 de los preliminares y las Desigualdades en (5.1). U

Corolario 5.2.
Sean u € LLL% y {u,} una sucesién acotada en L L% tales que u,(t) — u(t) en L? p.c.t.
t € I. Entonces Fy(un) — Fi(u) en LLL%.

Demostracion.
Del Lema 5.1-a se sigue que
(Flun)(t) — (Flu)()en I?’pettel
De otra parte, por el acotamiento de la sucesién {u,} en LS° L% y por el Lema 5.1-a, ex1ste
C > 0 tal que
I(Fyu,)(t) — (Flu){t)|lp2 < C 4+ Cllult)||rz pect. t€l
En consecuencia, por el Teorema de la convergencia dominada, Fiu, — Fiuen L}L%. ]

Corolario 5.3.

Sean u € L LY, y {un} una sucesién acotada en L L%, tales que un(t) — u(t) en L? p.c.t.
t € I. Entonces Fo(un) — Fa(u) en L. L%:.

Demostracidn.

Esta demostracién es, en esencia, la misma del Corolario 5.2 razén por la cual la omitire-
mos. [J
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Lema 5.4.
La aplicacién ¢ — Fy(¢) es continua y acotada de LP := LP(R™; C) en L7-2 (R™; k1)

Demostracion.
Basta observar que :E% = p— 2y tener presentes el Teorema 1.11 de los preliminares y la
oo

segunda de las Desigualdades en (5.2). O

Lema 5.5.
La aplicacion (¢, ) — Fy(¢).¢ es acotada y continua de LP x LP en L.

Demostracion.
Veamos inicialmente que para (¢,¢) € LF x LP | F,{(¢).¢p € LP . En efecto:

/ |Fy((2)) ()P de < / |F3 (@@ |7 ()P de
zm =
< |[IF ()
Fo(e)||7 T Pt 5.3
o >|Li5(,{ o WIE (5.3)

La antertor desigualdad y el Lema 5.4 prueban ademas que la aplicacién es acotada. Pro-
bemos ahora que tal aplicacién es continua.
Si ¢, ¢o,¥ v Yo € LP entonces

g () 4 — Fa(o)-wbo) |l o < I1Fa(#)% — Fy(¢ho)- )| Lo
+ 11 Fy (o) — Fa(gho)-%o) |l 1o

por un procedimiento similar al utilizado para la obtencién de (5.3) puede verse que

1F5(8)% = F3(g0) o)l o < I1F2(®) = Fo(90)l, 52y o o 191120
FIFSPO) 25 ey 10— ol
De la anterior desigualdad y el Lema 5.4 es claro que si ¢ — ¢g en LP y st ¢ — g en LP,
entonces Fy(¢). 9 — Fylgo)apo en L2 . O

Lema 5.6.
El operador (¢,%) — Fy(¢).¥ es continuo y acotado de L2(R™ R?) x L*(R™;RR?) en
L2(R™; R?).

Demostracion. ,
Veamos primero que para ¢,¢ € L2(R™;R?) se tiene que F)(¢).4y € L?(R™;R?). De la
primera desigualdad en (5.2) es claro que si ¢ y ¥ € L*(R™;R?) entonces

[ IF (6(2)). () 2z < / I, (8(2) | () e
Rm

< c||¢||m. (5.4)
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De (5.4) vemos que Fj(¢).¢y € L*(R™;R?) y mds atin, que el operador asi definido es
acotado. Sean ahora {¢,} y {¥n} sucesiones en L%(R™;R?) tales que ¢, — ¢ en L2 y
¥n — 3 en L2, De la desigualdad triangular y del acotamiento de F}(¢,), (ver (5.2)), se
sigue que:

1Fy(6) 4 — Fi(én)¥nllre < {FL(®) — Fi(n)) Wl 12 + |Fi (n)-(0 — ¥n) |2

< {FL(@) = Fy(da)) Bz + Cllvo — tall 2
=]+ 11

Claramente I — 0 cuando n — oo. Demostraremos a continuacion que I — 0 cuando
n — oco. Sean C > 0 tal que [[¢n|r2 < C paratodon € Ny M := || F} |10 (z2.34).

Para € > 0 sea n > 0 tal que para todo conjunto medible A C R™ con m(A) < 1 se cumple
que

| /A|1,b(:c)|2d.a: <e. (5.5)

Sea N € N tal que %;—! < 7. Consideremos el conjunto:
Enn={z € R™ / |p(x)| > N V |¢(z)] > N}.

Puesto que F; : R? — R* es continua, F, es uniformemente continua en la bola cerrada
B(N) C R?, y por consiguiente existe § > 0 tal que para toda pareja 1,22 € B(N) se

cumple que: ' '
|21 — 22| <6 = |Fy(z1) — Fy(w2)fizs < Ve. (5.6)

Para n € N sea
Aps = {z € R™ / |$a(z) — ¢(z)| = 6}
Ahora bien, como ¢, — ¢ en L?(R™;R?), existe k € N tal que para todo n > k,
¢ — @nll 2 < /7. Luego, por la forma como es escogido N, de (5.5) y teniendo presente

que m{Enn) < %, se sigue que

/ IFL((2)) = F (én(2)) |26 () 2 < 412 f () 2da
Exnn

ENn
< 4M2e. (5.7)

Sin > k, entonces
1
mAns) < 55 [ 16ule) - $@)fde <1
62 Ja, s

y por consiguiente, de (5.5), se sigue que

/A 1E (6(2)) — Fi(n(2)) Bl () Pdz < 402 f () Pda

An.&
< 4M?%¢. (5.8)
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Asi para n > k, usando (5.6)-(5.8), vemos que
fs/ |FL($(2)) ~ Fi(n(2))|2e|6(2)Pda
ENn ‘
+/ 1F3(6(2)) — Fi (6n(2)) |24 () Pl
('R’"—EN,,)—A,,_!J

+ [ L (6(2)) — F (o) 2o ) Pl
(R ~FEnn)NAns

2
&4

() %dz + 4M 3¢

54M%+/ IF(6(z)) — Fi ()

(R —Enn)—An,s

< 8M2% e+ €| . O

Lema 5.7.

Sean u € LYLL% y {u,} una sucesién de funciones medibles de [0,T]| en L? tales que

un(t) = u(t) en L? p.et. t € 1.
Si v, — v en LLL2 entonces F) (un).v, converge a Fy(u).v en LLL%.

Demostracion.
Veamos inicialmente que si w; es medible de [0,7] en L? y wo € L1.L% entonces

Fy(wy).wg € LY LY,
En efecto, de (5.4) se sigue que

T T
| 1@ izt < [ Clua®liade = Cluallug s
4] 0
Ahora bien:

1 f T f r
I} () = B ()0 ligrg, = [ G ()0a(6) = P (e o0l
OT ’ |
SAHEdeMﬂ“ﬂwmwtht

T !
+f 1Fy (@) (vn (8) — v(2)) |} 124t
0
=I+1I

De la primera desigualdad en (5.2) se sigue que

T
II< /0 |17y (2 (8)) || oo (zm 50y [lon (8) — v ()] 20t = Cllvn —vll112

y por consiguiente IT — 0 cuando n — oo.
Del Lema 5.6 se tiene que

|1 F; (wn(£)0(t) — Fy(u(t) v()||z — 0 pect.tel.
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De la primera desigualdad en (5.2) vemos que

?

LFy (un (£))0(2) — Fy (w(t))0() 12 < ||Fy () — Fy ()] poo zmizey |2 (8)]] 12
< Cllv()|l gz - : (5.11)

De (5.10), (5.11) y por el Teorema de la convergencia dominada se concluye que I — 0
cuando n — oco. O

Lema 5.8.
Sean v € L LY. v {u,} una sucesién acotada en L LE, tales que u,(t) — u(t) en L? p.c.t.

tel
Si v, — v en L. L%, entonces Fy(un).v, converge a Fy(w).v en L LY.

Demostracion. , o
Veamos inicialmente que si w1 € LP LY y we € L L entonces Fy(wn).wa € LTI,
En efecto, de (5.3) y el Lema 5.4 se sigue que

T T
| IR @)t < [ IR O] ey o 2Ol

< F ! ’ r’,.a P 00,
LG (1 117 (5.12)
De otra parte se tiene que
r i ! T I I I
| B tn) v — Fyw) ol = / | o atn (6)) 0 (8) — Fa(au(8))-0(8) [t
TiE 0
T
<cC f | Fum(6)).0(8) — Fy(ult))0(t) | e
T !
e / 1 Fp (n(8)). (0 (2) — w(®) [Tt
T r !
<c / | Fain (0))0(t) — Fy(ut)) v ()it
e L) N LRSS AP
=T+ If

De la convergencia de v, a v en L;: L%, del Lema 5.4 y teniendo presente que
lwnllLeerz < C, se sigue que 17 — 0 cuando n — oo. De los Lemas 5.4 y 5.5 puede verse,
usando el Teorema de la convergencia dominada, que [ — 0 cuando n — co. [

Lema 5.9.
Sea ¢ € L*(R™) tal que 5% - € L?(R™) para algiin j, 1 < j < m. Entonces
W) _ oy 0%
N N F — 5.13
A9 - FwgL | (5,13

44



en L*(R™).

Demostracion.

De los Lemas 5.1-a y 5.6 se sigue que Fy(¢) y F’(d)).%’; pertenecen a L?. Sea {,} una
sucesién en C°(R™) tal que ¥, — Y en L2y g’ﬁj — *66% en L2, De las propiedades de la
funcién F es claro que:

a(Fll (wn)) _ 61/)7;
Oz dr;

Siguiendo un esquema similar al presentado en la nota 4 del capitulo 9 en la referencia [B],
(pagina 150}, puede probarse como la igualdad (5.13) es consecuencia de (5.14), del Lema
5.1 y del Lema 5.6. U

Lema 5.10.
Sea 1y € LP(R™) taJ que - € LP(R™) para algiin j, 1 < 7 < m. Entonces

Fy (). (5.14)

AELD)) _ oty 0¥ (5.15)

Jz; O’

en LF (R™).

Demostracion.

De los Lemas 5.1-b y 5.5 se sigue que Fo(v)) y F, (1,/))._6‘?% pertenecen a LP . La prueba de
la igualdad (5.15) sigue el mismo esquema de la prueba del lema anterior. O

Lema 5.11.
Sea u € LLL% tal que 2% € L1.L% para algin 1 < j < m. Entonces

O(Fiu) 7 Au

= — 5.1
e (5.16)

en LLLZ.

Demostracion.

De la Desigualdad (5.9) es claro que F} (u).-‘%‘f € L1.1%, y del Lema 5.9 se tiene la igualdad
en {(5.16) p.c.t. teI. O

Lema 5.12.

Sea uw € L LY, tal que 3 L C L’" L%, para algin 1 < j < m. Entonces

O(Fpyu) Ou
oz, Plwge

en L7 LV
Demostracion. f
De la Desigualdad (5.12) es claro que Fz(u).% € LT. L%, y por el Lema 5.10 la igualdad

(5.17) es clerta p.c.t. t€ 1. O
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Lema 5.13. :
Sea =2, Siu€ Xoyv€X entonces F (uyve X y

r

IF @)vllx < O[T+ T PR, 71723 o oy 101X

Demostracidn.
Sean u € Xo:= LLLLNLELY yv €X:= L% L% N L3 LY. Puesto que r > 2, entonces
v’ < ry por lo tanto v € L¥L% N L LY. Asi de (5.12) se sigue que

! !
i t < A !
1E @)l < NES@, 7y o ey [P 22

< T8 i ‘ P, .
<T HFZ(U)“LOO(O,T;L;';—;;(R,"134))”’UHLTLE (5.18)
De otra parte, usando la Desigualdad (5.9}, vemos que
”F;(U)-U”L,{,Liz S CT||vlipeerz- (5.19)

La afirmacién del lema se sigue directamente de las Desigualdades (5.18) y (5.19). O

Teorema 5.14.

Sean ¢ € H', T >0eI = [0.T]. Siu € C(I;H') es solucidn del problema de valores
iniciales (2.1) entonces existe una vecindad W de ¢ en H! tal que para toda ¢ € W
el problema (2.1} con dato inicial ¥ admite una inica solucién vy en el intervalo [0,T).
Ademds la aplicacién « — vy es continua de W en C(I; H').

Demostracion.
Sean M := 1+ maxieo, 1) |[u(®)llm, v tal que |Gy (f)llx < vl fllze, (ver el Lema 2.3), ¥
R tal que R > vM. Sea C la constante que aparece en la demostracion del Lema 3.5.

Entonces podemos escoger T* > 0, con 0 < I < T tal que
Cr +1* P RP-R < R yM,
C(T* +T*(=PlocP—2Rr=2) < 1,

y por razones técnicas que serdn claras mas adelante, exigimos que 7 cunipla ademds que
C(T* +T*-PIL(R)) < 1, donde

L(R) := sup{|| F5(v)]| D lvlipgers < cCR}Y,

Loo(0,T;L7=F (RmR4))

siendo ¢ la constante de la inmersién de H lenL?Py C la constante de la inmersién continua
de Y ([0,T]) en C(I; H'). (ver el Lema 5.4).
Sea s € (0,7 — T™). Si consideramos el siguiente problema de valor inicial

{ v = —-Av+ Fv (5--20)

U(O) = U(S) ?
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se puede demostrar, (ver el Lema 3.5 y la demostracién del Teorema 3.7), que existe una
tinica solucién vy € C([0,7*]; H') del problema (5.20). Ademas, puesto que |ju(s)| gz < M
entonces existe €, > 0 tal que si vy, es la solucién del problema (5.20) con v en lugar de
u(s), entonces vy € C([0,T]; H') siempre que || — u(s)||m < €.

Sea BH ' (u(s)) la bola cerrada en H' de centro u(s) y radio €;. A continuacién se demos-
trard que la aplicacién t — vy es continua de Bgl(u(s)) en C([0,7"]; H') y usaremos
después este resultado paso a paso para justificar la afirmacién del teorema.

Sean ¥ € BF'(u(s)) y {t=} una sucesion en B’ (u(s)) que converge a % en H'. Sea
ademas {v,} la sucesién de soluciones del problema (5.20) con v, € Y ([0,77]) y

2, (0) = ¥n; y sea vy € Y ([0,77]) la solucién del problema (5.20) con vy (0) = 2.

Del teorema de existencia y unicidad con dato inicial en L2, (ver el Teorema 5.1 de la
referencia [P]), se sigue que v, —» vy en X ([0,7"]). Luego, si se demuestra que para todo

5, 1 £ j < m se cumple que 3 .@Eu — %‘%’_ en X ([0,7*]), habremos demostrado entonces que

v, — vy en Y ([0,7%]) — C([O,T*],Hl). (ver las afirmaciones que preceden al Lema 3.1).
La sucesién {v,} pertenece a B} (0) y por tanto es acotada en C([0,7*]; H!) con

v (t)]|gr < CR. Seaw € R tal que 0 < m(3 — 5) <w < 1. Un resultado estindar de
interpolacién en los espacios de Sobolev H®(R™) muestra que

[0 (2) = vy ()l 1+ < Nlwa(t) = vy ()1 0 [10m (8) — vy ()|
< (2CR)“|Jvn(t) — vyt )“L2 )

y puesto que v, — vy en C([0,7*]; L?); entonces se tiene que v, — vy en C([0,7*]; HY).
Asi , del Teorema 1.3 en los preliminares se concluye que v, — vy, en C({0,7*]; LP) y por
consiguiente v, — vy en Xo([0, T%]).

Como (;ij conmuta con los operadores Gy y G, y X([0,T*]) — L&.L% N LY. L, los Lemas
2.3, 2.4, 5.11, 5.12 y 5.13 nos permiten concluir que

Hg_ts}:‘f axj ||X([0 ) ||6c Go(¥) —ig,; G(F'”«b) 5= G, (W) + P52 G(F'UR)HX[O,T-}

<1Go (5 = 52l xpor) = 16 (55 (Fow) - a‘%;(Fvn))llxlo,T-l

= C”% - gﬁf )Lz + C“aﬁ F”u’)) - %(FU”)HX’[O,T']

< Ol = Wallirs + C|[F (04)- 52 = F'(0n)- 52| 5 0.

+ C’HF'(vn)-g—Z‘f — F'(vn).5 “X [0,7]

< CH’I,L’ - ¢n||H1 + CHF; (U¢).3%f - Fl (Un)-%”L%" L%

+ C| Fa(vy)- 522 — Fa(vn)- 322 ]

! PJ
LT'- LE

81}.;,

+ C[T* + T*(l_ﬂ)”Fz(ﬁn)”Lm(o,T;L;‘%E(Rm;R4))] || dz; d.:c:, ”X[OT ]’
Donde 7, es la extensién de v, a [0,7T] que vale cero por fuera de [0,7*]. Reorganizando
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los términos en la iltima desigualdad obtenemos:

Ha”“’

avw 4 3U¢ ”
_7 L1 L2

avn
melsl < (19 = Yl + | Fo 00 322 ~ Fi (o). 22

vy ) ;

+||F2 vy). Ba, — Fyl(vn

donde 6 :=C(T" + T~ ﬁ)L( ))<1.

Teniendo presentes la convergencia de ¥, a i en H', la convergencia de v, a vy en
Xo([0, 7)) := L2 L2 N L. L, y los Lemas 5.7 y 5.8 se concluye que

Gun _, Ovy en X([0,77]), cuando n — oc.
Oz; Oz,

Hemos demostrado que la aplicacién 4 — vy, es continua de Bgl (u(s)) en C({0,T*]; H).
Sea N € Ntal que NT* < T < (N+1)T™. La funcién un(f) := u(NT*+1), es la solucién
del problema de valor inicial (5.20) con v(0) = w(NT"*) en el intervalo [0, — NT*]. Luego
existe ey > 0 tal que si ||ty — w(NT*)||y: < en entonces la solucién v, de (5.20) con
¥(0) = 9 pertenece a C{[0,T — NT*|; H'), y més auin, la aplicacién 1 — v, es continua
de BT en C([0,T — NT*}; HY).

Realizando este mismo procedimiento sobre la funcién uy_(t) ;= w((N — 1)T* +t), t €
[0, T"], obtenemos ey—; > 0tal quesi [ —u((N—1)T*)|i;it < en—) entonces la solucién del
problema (5.20) con v(0) = ¥ pertenece a C([0,T*]; ') y |lvy — un—1llc(o,r-]:11) < €n-
Se puede continuar con este proceso hasta llegar al intervalo [0, T*]; obteniendo en el tltimo
paso un € > 0 tal que [[vy — ullc(o,r-;m1) < €1 siempre que |[¢ — ¥[[m < ¢o. Por la
manera como se han escogido los ¢;, 0 < j < N; es claro que si |[¢ — @[/ < ¢p entonces
la solucién v, puede ser extendida al intervalo [0,7] con vy € C([0,T]; H') y tal que la

aplicacién 1 — vy, es continua de Bfgl(qb) en C([0,T; HY). [
Proposicién 5.15.

Sean T > 0,1 < q1,q2 < oo yue LELE conu' € LT LE. Entonces existe una funcién
we LELY conw' € LY LT tal que w|p =uy uI’l[O,T] =u'. Ademds se tiene que

||U’||L;1 L2 = C”U-”L;l Lz Y HWI“Lgl Lz = C(“u”L;l Liz + 2 L Lf,g?)-

Demostracion.
Seanec C*(R),0<n <1y tal que

1 sitc®
n(t)={ S
OSlt>T

Sean u® y u las extensiones de u dadas por:

ut(t) = {

w(t) si 0<t<T Ofpy — u(t) si 0<t<T
0sit>T. YT 0 s t<o,
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Asf definidas «® y 4 son tales que

(u®) = g'u® + n{w'}? como igualdad en D ({0, +o0); L)
vy [(1=nut = (1- ' u? + (1 - n)(x' )P como igualdad-en D' ((—o0, T); L) .

Finalmente definimos u; como la extensién par de nu® alrededor de 0, uy como la extensién
par de (1 — p)u" alrededor de T y w := u; + ug. 0O

A continuacién consideramos algunas definiciones que serdn necesarias para formular al-
gunos lemas previos al Teorema de dependencia continua en H2,

Sea p e C(R) consuppp C (—1,1}, p > 0y p(—t) = p(t) para todo t; y sea § € C°(R™),
con supp @ C BF"(0), 8 > 0 y 8(x) = 8(y) para |z| = |y|.

Para n € N se define &, (z,t) := n™ 1 p(nt)8(nz).

Siv e LY LE la convolucién de &, con v estd dada por

(kn *v){z,t) 1= f Koy, T)v(x — y,t — 7)dydT .

wm+1
Por dltimo se define

v

M= {v e C(R™1) | T € C(R™*!) para toda n € N}.

Lema 5.16.

SeanT > 0,1 <q1,q2 <ooyu€ LPLE conv' € LT LE. Entonces existe una sucesion
{un} conu, € LELE NM yul, € LE LY tal que

&) Unlgpy = U, ¥ Uplpq ¥ en LELE cuandon — oo;

b) funllsg s < Cllvlzg o v

) luallpp vz < Cllullpz e +lwilnpe).

Demostracion.

Sea w la extensién de u dada por la Proposicién5.15. Siguiendo un esquema estandar,
como el utilizado en la referencia {B], puede demostrarse que:

a) kn*xw e LYLE NM;

b) firn *x wllpo g2 < flwllpm e ;

C) kn*xw o w ¥y kp*w — w en LT LY cuandon — oo

d) -é%(h:n ¥ w) = %'Ef *w = (Kn *w)’ y

e) Kn * W' = (Kn *w) .

Asi es suficiente tomar u, := Kk, xw. O

Lema 5.17.
Siue€ L¥L% es tal que v’ € LLL% entonces

(Fu) = Fiu)a.
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Demostracion.
De la Desigualdad (5.9) vemos que F(u).w’ € LLL% . De otra parte es claro que

Fiu € L¥L% y por consiguiente (Fiv) tiene sentido como distribucién en D' (0, T; L?).
Sea {u,} una sucesién en L} L% escogida de acuerdo con las afirmaciones del Lema 5.16,
Y S€an vp 1= Un|g | ¥ Vp := Unjg 7y - Teniendo en cuenta que por paso a una subsucesién
se puede suponer que v,(t) — u(t) en L% p.c t. ¢t € [0,T], entonces, del Lema 5.7, se sigue
que

F,(vp)v, — Fy(w).w' en LLLE. (5.21)

Como v, — u en LLL% y Fy es Lipschitz, se obtiene que Fiv, — Fyu en LL-.L% y por lo

tanto
(Fiv,) — (Fiu) en D (0,T;L?). (5.22)

La sucesién {v,} asf escogida es tal que %% = ¢/, . En realidad, como

v (T, t) = v, (z, 0) +/ an(T T)dT,
0 Ot

entonces, por un resultado estindar de integrales de Bochner, se tiene que

vn(t)=vn(0)+] 5{;’;( Ydn en L2,

Asi, por el Teorema 1.4, a ﬁr c, se concluye que ‘9—’“1 = v},. Por un procedimiento similar
puede verse que (Fivn) = & 9 (Fiv,). Por lo tanto

Ovn _ Fi(va)v!, en D'(0,T; L?). (5.23)

a :
r Y - Yn
(Flv,) = 8t(F1vn) Fi(vn). T

El lema se sigue de las afirmaciones (5.21) - (5.23). O

Lema 5.18.
Siu € LF LY es tal que o' € LL.LY, entonces

(Fow) = Fylu)a . (5.24)

Demostracion. J

Puesto que u' € L5 LY «— LL L% entonces Fy(u).u’ € Ly IE, (ver la Desigualdad (5.12)).
Usando el Lema 5.1 puede verse que Fou € LE:L%. De este modo los términos de la
igualdad (5.24) est4n en el espacio de distribuciones D (0,T; L?' ). Puede seguirse el mismo
esquema de la demostracién anterior, aplicando el Lema 5.8, una vez se haya probado
que [[vn|lpeerr < Clluflpse 2. Obsérvese ademds que como v, — v en LpL%, por paso
adecuado a subsucesiones, se puede suponer que v,(f) — v(t) en L” p.ct. t € [0,T].
Probemos entonces el acotamiento de la sucesién {vn} en LF¥ L.
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Si w es la extension de u definida en la Proposicién 5.15 entonces |wll rge Lz < Cllullpgers -
E
Como u, = k, * w entonces

un(z,t) = / " ko(y, T)w(z —y, t — 7)dydr |
&m
asi, para toda funcién g € L?’ y para casi toda ¢ € R se tiene que
/r;m un{z, t)g{x)dr = ,/". /;"H knly, T)w(z — y,t — 7)g(x)dydrdx
< [l lote = 7)ol dyr
< lolgg ([ nlonm)dydr) gl
Se tiene entonces que |[un(t)| L» < |lwllLgez» de donde

fvnllLgerr, < lunllgerr, < llwlligerr, € Cllullpgerz -
(]

Corolario 5.19.
SeanT > 0el:=[0,T). Siue Z=2Z2(0,T]) entonces

(Fu) = F () .

Demostracion.
Se sigue de la descomposicién F = F) + F y de los Lemas 5.17 y 5.18. [

Teorema 5.20.
Sean ¢ € H2, T > 0e I =[0,T]. Siu € C(I;H?) es solucién del problema de valores
iniciales (2.1) entonces existe una vecindad W de ¢ en H? tal que para toda ¥ € W
el problema (2.1) con dato inicial ¢ adinite una tnica solucién vy en el intervalo [0,T].
Ademds la aplicacién 1 — vy es continua de W en C(I; H?).

Demostracion
Sean M) = 1+maxg 1y llu(t)]i gz, M2 = 14+maxp p || F(u(t))| 12, (M2 es finito de acuerdo
con el Corolario 4.6), n y C escogidas como en (4.23) vy R > n(M; + M) . El proceso que
se ha seguido en la demostracidén del Lema 4.10 sugiere escoger 7% < T, 0 < T* < 1 y tal
que

C(T*R+T* VAR~ « R — (M + M),

C(T* + 21"0-PICP—2RP=2) < 1 y,
por razones técnicas que seran claras mas adelante, T debe escogerse de manera que
6:=C(T*+T*1-AL(R)) <1,

donde

L(R) = sup{]| F5 (v)| ol gy < R},

£,59(0,T; L 722 (Rm ;R4))
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siendo ¢p la constante en la inmersién Z — Xj. (ver Lema 5.4).

< DE BIBLIOTECAS

Sea s € (0,T — T*). Si consideramos el problema de valor inicial """ "~ " 0 0

v = —Av + F
{ iV v 2 (5.25)

v(0) = u(s),

Del Teorema 4.12, se tiene una tnica solucién v € C([0,T*]; H?) del problema (5.25).
Ahora bien, puesto que |lu(s)| gz + || F{u(s))| 2 < M+ M, entonces, (ver (4.25)), existe
€s > 0 tal que si vy es la solucién del problema de valores iniciales (5.25) con % en lugar
de u(s), entonces vy € C([0,T*]; H?) y [lvylzj0,7+] < R siempre que ||t — u(s)||gz < €.
A continuacién demostraremos que la aplicacién ¥ — vy es continua de B 2(u.(.s)) en
C(lo,T+]; H%).

Sea {%,} una sucesién en Bgz(u(s)) que converge a @) en H? y sea {vn}, va € Z([0,T7])
la sucesién de soluciones del problema (2.1) con v, en lugar de ¢ y por consiguiente con
v (0) = v¥,. Por el teorema de dependencia continua en H', {Teorema 5.14), v, — vy en
C([0,T*]; H') y como C([0,T*]; H') — Xy, {ver la demostracién del Lema 3.1), entonces

vp — vy en Xo{[0,T*]) = LS LENLE LY, . (5.26)

De la formulacién integral del problema se sigue que

vl =l = (G (¥ — ) — #(C(Fuvy) — G(Fvy)) .
Cabe recordar aqui que ¢A : H?2 — L? es el generador del grupo €2, Ademds, puesto que
Un, vy € Z{[0,T"]) entonces, por el Lema 4.9, Fu,, Fu, € Z2'([0,T*]). Asi por la férmula
(4.9)

vy = v, = A (G (¥ = ¥n)) — #(Co (F(v4(0))) + G(Fuy) = G, (F(va(0))) = G(Fun)')

Teniendo eu cuenta que 3 — 1, € H?, aplicando el Corolario 5.19 y el Lema 5.13 se sigue
que

vy — vallxio,re) S ClIAL (Y — ¥n)ll2 + CIIF() — F¥n)l 12
+ CIIF (vy)vy, = F (va) -0l x oy + CIF (va) vy = F (vn) Vill 570,10
S Cll ~ Ynllaz + CIF@) — Fyn)ll 12

+ CIIF] (04) 0y — Fi(va)0 1y 13, + CllFa(0) 0y — Fa(om) 0l 1

+ O[T + TR T 1525 mmanyd 16— Vnllxio o)

donde 7, es la extensién de v, a [0,7] que es cero por fuera de [0, T*]. Reorganizando los
términos en la ultima desigualdad obtenemos

vl — vhllxpo,7e) € 155 (1% — Wnllme + () — F(n)| 12
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IR (00)-0 = Fl(0a)-vlluy. 13 + [F5 ()0 = Fo(on) v ll o ol
La convergencia de v, a 1 en H?, la convergencia de v, a v,,, en Xo([O T*) = LL.LEN
L. LY, los Lemas 5.7 y 5.8 y la continuidad de F : H? — L2 muestran que

v, — vy, en X([0,T°]). (5.27)

Sea w € R tal que 0 < m(2 = 1)) < w < 2 (ver el Corolario 4.6). Puesto que vy y vn

pertenecen a C([0,T*]; H?) entonces, por un resultado de interpolacién en los espacios de
Sobolev H*(R™), se tiene que

on(8) = v (Ol < loa(t) — vg(E)] 2o flon(E) — vy ()] B
< fwn(t) — vy ()] 12 2CR)%

donde C es la constante en la inmersién Z([0,7*])) — C([0,7T*]; H?). En consecuencia
vn converge a vy en C([0,T*]; H¥) v por consiguiente, en virtud del Teorema 1.3 en los

preliminares,
v, — vy en X([0,T*]; L*P~1). (5.28)

Sea t € [0,T*]. De la Desigualdad (4.14) vemos que
1(Fvy)(£) = (Fea){O)llz2 < [{F1op)() — (Fren)(Ollez + [(F2vy)(t) — (Fava) ()] 2
< Cllvp(t) = va ()2 + Clivg () = val®ll L2o-n [[ve O + a1 26-0]
Luego
[Fvy — Fonllpee 12, < Cllvg = vnllie 12

-2 2
+ C“’Uw o U””L;f’.LZE(P_” [va”i;& L:"S(p—l) + ”Uﬂ”im L2(P 1)}

y asi, junto con (5.28) y el Corolario 4.8, se tiene que
Fu, — Fuvy en C([0,T7]; L?). (5.29)
De (5.27) y (5.29) se sigué que
Fug —dvg, = Fuy, — vy, en C([0,T7]; L?),

es decir
Avn, — Avy en C([0,T*]; L?). (5.30)

De las expresiones (5.26), (5.27) y (5.30) se concluye que
vn = vy en Z(0,77]) = C(0,T7]; B?).

Para completar la demostracion del Teorema 5.20 seguimos un proceso similar al realizado
en la demostracién del Teorema 5.14. O
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