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Resumen

En esta tesis se propone y desarrolla una aproximacién numérica a las distribuciones compuestas,
conocidas también como distribuciones de sumas aleatorias de variables aleatorias; este desarrollo es
motivado por la dificultad conocida para evaluar de manera exacta las distribuciones compuestas,
debido a que son mezclas infinitas. La aproximacién propuesta es realizada a través de los esti-
madores de densidad Semi No Paramétrica (SNP), cuya distribucién fue planteada y desarrollada
por Gallant & Nychka [19]; dichos estimadores tiene propiedades que los hacen comparables con
los estimadores Kernel y de interés para evaluar la aproximacién de las distribuciones compuestas.
La aproximacién propuesta por los estimadores SNP, se compara con las aproximaciones a las dis-
tribuciones compuestas conocidas: la aproximacion Normal Power, Gamma Trasladada y Gamma
Incompleta, con el fin de evaluar la exactitud del ajuste; para esto se evalian los casos en que
la asimetria es menor y mayor al valor de 2, de manera similar al estudio realizado por Gendron
& Crepeau [22] y Chaubey, et al. [6], y se calculan las medidas de distancia de los estadisticos
utilizados para las pruebas de Kolmogorov Smirnov y Cramer-von Mises, con el fin de evaluar y
comparar el ajuste entre las aproximaciones mencionadas.

La construccién de la aproximacion SNP se realiza por medio de dos métodos: igualdad de momen-
tos tedricos y estimacién por maxima verosimilitud. Se construyeron funciones en R (R Development
Core Team, 2008) para la estimacién de la distribucién SNP, la definicién de la aproximacién SNP
y para las comparaciones entre las aproximaciones.

Finalmente, se obtiene que la aproximacion SNP propuesta tiene buen desempeno en el ajuste a
las distribuciones compuestas, superando a las demas aproximaciones evaluadas cuando el niimero
de pardmetros de la distribucién SNP aumenta y cuando se emplea el método de estimacion de

maxima verosimilitud.
Palabras Clave: Distribuciones compuestas o de sumas aleatorias de variables aleatorias, Maxima

verosimilitud, Distribucién SNP, Método de igualdad de momentos, Aproximaciones a las Distribu-
ciones Compuestas.
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Introduccion

La distribuciéon compuesta, conocida también como la suma aleatoria de variables aleatorias, se
define como: S = Z;vzl Xj, donde N y X; son variables aleatorias independientes, ha motivado
el desarrollo de multiples aproximaciones, debido a que su funcién de distribucién exacta presenta

serios problemas numéricos y de convergencia.

La complejidad de la evaluacion exacta de la distribuciéon compuesta y el estudio y desarrollo
de aproximaciones se evidencia en los siguientes articulos: Seal [40], Pentikainen [33], Pentikainen
[35], Gendron & Crepeau [22], Panjer [32], entre otros; en los cuales se revisan y proponen algunas
aproximaciones que involucran distribuciones conocidas como la Normal y la Gamma, e incluso

métodos recursivos que parten de la discretizacion, como el método de Panjer.

En esta tesis se plantea una aproximaciéon a la distribucién compuesta por medio de los esti-
madores de densidad Semi No Paramétricos (SNP), cuya distribucién, especificacién y propiedades
son expuestos en Gallant & Nychka [19]; los resultados al emplear los estimadores SNP son muy
similares a los obtenidos por los estimadores kernel, esta conclusiéon fue obtenida por Fenton &

Gallant [16] y se evidencia en los resultados de este trabajo.

La aproximacion propuesta en esta tesis se desarrolla por los métodos de igualdad de momentos,
este método ha sido empleado por varios autores para proponer aproximaciones a las distribuciones
compuetas como Chaubey, et al. [6], y el método de estimacién por méxima verosimilitud. La dis-
tribucién desarrollada sera llamada en adelante aproximaciéon SNP.

La aproximacién SNP propuesta se compara con algunas de las aproximaciones desarrolladas como:
Normal Power, Gamma Trasladada y Gamma Incompleta, entre otras, las cuales son revisadas por
Gendron & Crepeau [22], Chaubey, et al. [6], entre otros.

Con el fin de analizar la calidad de la aproximacion SNP propuesta a los datos generados por
la distribucién compuesta se emplean las medidas de distancia empleadas para la construccién de

los estadisticos de prueba de Kolmogorov - Smirnov y de Cramer-von Mises.



En el Capitulo 1 se presentan los conceptos basicos de las distribuciones compuestas, algunas de las
aproximaciones propuestas por otros autores, las distribuciones de N y X empleadas para evaluar
la aproximacion propuesta, y la distribucion SNP y sus propiedades. En el Capitulo 2 se plantea
la aproximacion a la distribucién compuesta por medio de la distribucion SNP, bajo el supuesto
de que N ~ Poisson()\), por lo tanto la distribucién a la cual se detalla la aproximacién es a la
distribucién Poisson Compuesta. En el Capitulo 3 se evalia el ajuste de las aproximaciones SNP,
Normal Power, Gamma Trasladada y Gamma Incompleta, a la distribucién Poisson Compuesta en
diferentes escenarios establecidos por la asimetria de la distribucién compuesta. En el Capitulo 4
se plantean posibles aplicaciones para la aproximacién SNP. Al final del documento se encuentran
los programas implementados en R para el desarrollo de esta investigacién.



Capitulo 1

Marco Teorico

1.1. Distribucién Compuesta

1.1.1. Definicién

Una variable aleatoria S se denomina una suma aleatoria de variables aleatorias si puede ser ex-

presada de la siguiente manera:

N
S:X1+X2+...+XN:ZX]» (1.1)
j=1
donde N es una variable aleatoria. Por lo tanto, S es la suma de variables aleatorias independi-
entes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), donde el niimero de términos de la suma esta distribuido
aleatoriamente y es independiente de los sumandos; de la ecuacién (1.1) se puede concluir que S = 0
cuando N = 0.

Los siguientes supuestos se asumen en la definicién de S:

1. N es una variable aleatoria discreta con valores en {0,1,2,...}.

2. X1, Xo,... forman una sucesién de variables aleatorias i.i.d.. Para desarrollo de este traba-
jo se asumird adicionalmente que son variables positivas continuas, es decir, la funciéon de

distribucién acumulada es tal que Fx(0) = 0, y existe su derivada que se asume continua,

Fy(x) = fx(z).

3. Las variables N, X, Xo,...,Xx son mutuamente independientes.



La funcién de distribucion acumulada de la distribucién compuesta S estd dada por:
Fs(z) = P(S<ux)

= Y P(N=n)P(S=z|N =n)
n=0

o0
= > pPX1+Xo+ ..+ X, < 2N =n)

n=0

= anF*n(x) (1.2)
n=0

donde p, = P(N = n) representa la probabilidad de ocurrencia de n eventos y F*"(z) = P(X; +
X9 + ... + X, < x) es la convolucién n-ésima de la funciéon F' consigo misma. En general, la
convolucién de F' estd dada por las siguientes ecuaciones:

Sin=0

0, =<0
1, >0

Sin=1,2,...

Fe) = | T P (e y)dF(y)

—0o0

Por lo tanto, la distribucién compuesta es una mezcla infinita de distribuciones, con F*9(z) = 1,
por lo que se convierte en la principal motivacién para buscar aproximaciones a la distribucién

compuesta Fg(x).

La funcién de distribucién de probabilidad de S, definida como fg(x), se obtiene a través de

la ecuacién (1.2) y estd dada por la siguiente ecuacion:

fs(@) =) puf*" () (1.3)
n=0
donde,
f*n(x) _ dx
0, en otros casos

La funcién generadora de momentos (f.g.m.) para la distribucién compuesta S, dada en Bowers [4],

pag. 369, es:

Ms(t) = My [logMx(t)] (1.4)



donde My y Mx son las f.g.m. de las variables aleatorias N y X, respectivamente. En adelante,
se hard referencia a la sucesién de variables aleatorias: X,..., Xy a través de la variable aleatoria
X.

Klugman, et al. [27], pag. 136, enumera las ventajas que existe al modelar la distribucién de
la variable aleatoria N por separado de la distribucién de la variable aleatoria X, desde un punto
de vista actuarial. Algunos autores mencionan ciertas distribuciones que son comunmente utilizadas
para explicar las variables aleatorias N y X; por ejemplo, Escalante [14] sugiere emplear las dis-
tribuciones Poisson, Binomial, Binomial Negativa y la Geométrica para explicar la variable aleatoria
N; Chaubey, et al. [6] emplea las distribuciones Inversa Gaussiana, Gamma, Pareto y Weibull para
explicar el comportamiento la variable X. Rolski [39], pag. 103, menciona tres casos de interés de
distribuciones compuestas en aplicaciones actuariales, generados cuando la variable aleatoria N es
explicada por las distribuciones Poisson, Binomial Negativa y Geométrica, en cada uno de los casos
se obtiene distribucion Poisson Compuesta, Pascal o Binomial Negativa Compuesta y distribucién
Geométrica Compuesta, respectivamente.

Ejemplo 1. Caso particular - Distribucién Poisson Compuesta. Considere que N se distribuye
Poisson y suponga que la variable aleatoria X tiene una distribucién continua, por lo tanto, se
dice que la distribucién de S es una distribuciéon Poisson Compuesta. La funcién de distribucion de
probabilidad de la Poisson Compuesta se define a partir de la ecuacién (1.3), donde p,, es la funcién
de densidad de la distribucién Poisson:

e AN

Pn = |
n:

Por lo tanto, la funcién de densidad de probabilidad de la Poisson Compuesta, fs(x), esta dada

por:
e
fs<:c>=n§_jo (@) (1.5)

La f.g.m. de la distribucién Poisson Compuesta tiene la siguiente expresién (derivada de la ecuacién

(1.4)):
Ms(t) = exp[A(Mx(t) — 1)] (1.6)

Por lo tanto, los primeros cuatro momentos centrales de la distribucién Poisson Compuesta estan
dados por el siguiente conjunto de ecuaciones:

st = 0
psa = ME[X7]
pss = AE[X?]



2

pse = AB[XY+ 3\ (B[X?) (1.7)

donde E[X*] es el k-ésimo momento de la variable aleatoria X, y la media y la varianza de la
distribucién Poisson Compuesta estan dadas por las siguientes ecuaciones:

Var(S) = AE[X?] (1.8)

Panjer & Willmot [31], pag. 171, describen la obtencién de los momentos de la distribucién Poisson
Compuesta. Bowers [4] y Escalante & Arango [13], ofrecen més detalles de la distribucién compues-
ta y de las convoluciones. ||

En muy pocos casos la distribucién compuesta puede ser expresada de forma analitica, el siguiente
ejemplo presenta uno de estos casos.

Ejemplo 2. (ver Rolski [39], pag. 104, example 1) Suponga que N ~ Poisson(\) y X ~ i.i.d.
Exp(d). Entonces la funcién de distribucién de la variable compuesta S es de la forma:

o0

= 3O R ).

donde F{(z) = 6" [, e %" ~1dt/(n—1)!, paran = 1,2,.... La funcién de distribucién Fs(z) tiene
probabilidad positiva en = 0, correspondiente a la probabilidad P(S = 0) = e = po, v es
derivable en (0, 00), con densidad dada por:

o0
fél)( ~(Atzd) Z (xA)"/(zn!(n — 1)),z >0
Luego, es posible comprobar que esta tultima expresién se puede definir mediante una funcién Bessel

modificada, [;(x), la cual estd dada por:

(x/2>2k+1

hiz) = 22 BT (k + 2)

de tal forma que la densidad fg(x) se puede expresar como:

Fo(@) = pod(x) + (1 — po) £ (@) = pod(@) + (1 — po)e~ M) /X6 /I, (2v/Aox),

donde d(x) es la funcién Delta de Dirac, que corresponde a la parte discreta de la densidad. La

funcién d(x) tiene un valor nulo en cualquier otro punto diferente de x = 0. ||

Este ejemplo muestra que en general se puede escribir la funcién de densidad de la variable S como
una mezcla discreta - continua de la forma: fg(z) = pod(z) + (1 — po)fél)(ac), donde fél)(x) es
una funcién continua en [0, 00). Por tanto, el evento (S = 0) no es relevante en la discusién de las



aproximaciones y en el resto de este trabajo se asumiré que se esta trabajando con la parte continua
de la distribucion y las aproximaciones se referiran siempre a la aproximacién de la distribucién

acumulada F él)(x) =y fél)(t)dt que se seguird escribiendo, sin peligro de confusién, como Fs(z).

La distribucion compuesta dada en el Ejemplo 2 y en el caso en el que la distribucion de N es una
Binomial Negativa y la distribucién de X una Exponencial, (ver Ejemplo 2 en [39], pag. 104), son
los tinicos ejemplos conocidos en los cuales es posible expresar la distribucion compuesta mediante
una férmula analitica. Para los casos en los que se asume que X tiene distribucién absolutamente
continua es muy dificil o imposible encontrar tal distribucién. Esto explica el porqué los métodos
de aproximacion, incluyendo simulacién, han sido un area activa de investigacion desde la década
de 1960. En la siguiente seccion se detallan algunos desarrollos encaminados a la obtencién de

aproximaciones.

1.1.2. Métodos de Aproximacién a la Distribucién Compuesta

Como se mencioné anteriormente, en muchos casos la distribuciéon compuesta presenta dificultades
en el momento de ser estimada y evaluada a través de una solucién andlitica, lo que ha motivado el
desarrollo de métodos numéricos, algoritmos recursivos, técnicas asintoticas y métodos de aproxi-

macién numeérica.

Las aproximaciones para las distribuciones compuestas han sido estudiadas por muchos afnos y ana-
lizadas por varios autores, algunos de ellos son: Bowers [3], Seal [40], Pentikainen [33], Pentikainen
[34], Pentikainen [35], Gendron & Crepeau [22], Chaubey, et al [6], Barbour & Chryssaphinou [2],
Panjer [32], entre otros que revisan y proponen aproximaciones para las distribuciones compuestas.

Varios métodos han sido desarrollados para lograr una aproximaciéon lo mas exacta posible a las
distribuciones compuestas, es decir a Fg(x), algunos de ellos son: la aproximacién Normal, la apro-
ximacién Normal Power (NP), que es una variante de la aproximacién Normal, la aproximacién
Gamma Incompleta y Gamma Trasladada, el método recursivo de Panjer, entre otras evaluaciones
numéricas. Algunas de estas aproximaciones fueron construidas mediante la igualdad de momentos,
método que serd evaluado mas adelante y por medio del cual se hace una propuesta de estimacion
a la distribucion compuesta a través de la distribucion Semi No Paramétrica. Los métodos de apro-
ximacion que se emplean en esta tesis para comparar la calidad del ajuste con la aproximacién que
se sustenta a través de la distribucién Semi No Paramétrica, son descritos a continuacién. Al final
se realiza una breve revision de otros métodos que se han empleado para construir aproximaciones

a las distribuciones compuestas.



Aproximacién Normal Power

La aproximacién Normal emplea la funcién de distribucién Normal a través de la estandarizacion
de la variable aleatoria X:

Fs(z) ~ ®(Z) = & (8 - ”S>
os
donde pg y og son la media y desviacién estdndar estimadas de S, respectivamente, y que pueden
ser derivados de la ecuacién (1.4). En el caso en el que Fg sigue una distribucién Poisson Compues-
ta, us y og pueden ser estimadas a través de las expresiones dadas en (1.9), segiin Chaubey, et al.
[6], pag. 217.

La aproximacién Normal Power (NP) modifica la definicién de la aproximacién Normal por medio
de un ajuste a la variable estadarizada Z:

Fs(z) = ®(z+ Az) = 22—1-1—1—%—i (1.9)
Vs Ys s

donde ~g es la asimetria de la distribucién compuesta S'y z = (s — ug)/os; en el caso en el que S
tiene una distribuciéon Poisson Compuesta, ver Ejemplo 1., la asimetria esta dada por:
\E[X3
hs = X (1.10)
(AB[X2])%
Pentikainen [33], pag. 281, aclara que si Az es pequeno se puede utilizar la siguiente expresién para
la aproximacion NP:

Fs(z)~ ® (z - ’%3(22 - 1))

Segin Gendron & Crepeau [22], pag. 254, ésta aproximacién es buena mientras la asimetria de la
distribucién compuesta no exceda en valor a 2. Para que la aproximacién NP funcione adecuada-
mente se sugiere que la distribucién de la variable aleatoria X no sea muy asimétrica.

Pentikainen [33] defiende el uso y la implementacién de esta aproximacién y demuestra su buen
desempeno numéricamente, mientras Seal [40] critica su uso y sustenta que la aproximacién Gamma
Incompleta arroja mejores resultados y adicionalmente la defiende ya que la precisién no depende
del valor de la asimetria como en la aproximacién NP. Por otro lado, Ramsay [38], comenta en su
articulo que la aproximacién NP es bastante precisa cuando z > 1 y la exactitud o precision de

esta aproximaciéon disminuye a medida que g aumenta.



Aproximacién Gamma Incompleta

Seal [40], pag. 214, describe la aproximacién Gamma Incompleta a través de la siguiente expresion:

1 a+tzy/a B B
Fg(x) = F(a)/o e Yy ldy = P(a,a + 2v/a)

donde I es la funciéon gamma, o = % y z es definida en la descripcién de la aproximacién anterior.
1

Seal [40], muestra la superioridad en ajuste de esta aproximacién sobre la aproximacién NP. Seal
[41], comenta de nuevo acerca de la calidad en el ajuste de dicha aproximacién y la emplea para
construir una aproximacién a la distribucién de probabilidad de ruina. Gendron & Crepeau [22],
concluyen que la aproximacién Gamma Incompleta produce mejores estimaciones a la Fg(x) que

las dema&s aproximaciones analizadas, incluso cuando el valor de la asimetria es relativamente alto.

La funcién de distribucién Gamma Incompleta ha sido ampliamente empleada para la construccion
de aproximaciones dada su flexibilidad. Bowers [3] emplea la funcién de la Gamma Incompleta
para construir una aproximacion a la distribucién compuesta por medio de sumas de funciones
ortogonales. La aproximacion se describe en la siguiente férmula, la cual emplea los primeros cinco

momentos de la distriuciéon compuesta:

e~ 2xa+16—m $a+26—z
Fs(z) =T(w,0) =4 [F(a—i—l) Tat2) & F(a—i—S)]
e 3xa+1e—r 3xa+2€—x $a+3e—x
+B - + -
[F(OH— 1) T(a+2) T(a+3) F(a+4)]
e 4xa+1€fx 6xa+2efx 4xa+3€7m xa+4efx
[F(a—i—l) T(@+2)  T(at3) T(a+td) +F(a+5)}

donde I'(z, ) es la funcién Gamma Incompleta y esta dada por:

1 x
INz,a) = / 2 lemFdz
0

I'(a)
y
4 - M= 2«
3!
s — 1203 — 302 4 18a
B =
4!
R 20p4 — (10a — 120) pg + 600 — 144

5!

donde, py hace referencia el momento k-ésimo de la distribuciéon compuesta.

Adicionalmente existe una restriccién, la cual es que el primer y el segundo momento de la dis-

tribucién compuesta deben de ser iguales, para esto, Bowers [3], pag. 127, sugiere construir una



variable aleatoria que permita escalar la variable original, con el fin de obtener los mismos valores

en los dos primeros momentos.

Aproximacion Gamma Trasladada

Esta aproximacion esta basada en la distribucion Gamma con tres parametros, la cual consiste en
aproximar la distribucion compuesta S por medio de k+Y, donde k es el parametro de traslacién y
Y una variable aleatoria con distribucién Gamma(ca, [3), con funcién de distribucién de probabilidad
dada por:

_ 1 a—1_—x/3
f(y)—iﬁar(a)y e

La aproximacién es construida por el método de igualdad de momentos, que consiste en la solu-
cion del sistema de ecuaciones conformado por los primeros tres momentos centrales de la Gamma

Traslada y los momentos centrales de la distribucién compuesta S.

Con el fin de ilustrar el desarrollo de esta aproximacion, se establece el sistema de ecuaciones con la
distribucién Gamma Trasladada y la distribucién Poisson Compuesta, considerando que la variable
aleatoria N sigue una distribucion Poisson, para tener mas detalle de esta distribucién compuesta
ver Ejemplo 1. A través del sistema de ecuaciones se obtiene la estimacién de los pardmetros de
la Gamma Trasladada (k, a, ) en funcién de los pardmetros de la distribucién Poisson Compuesta
S. La aproximacién Gamma Trasladada estd descrita en McNeil et al. [29], pag. 477, y Bowers, et
al. [4], pag. 388.

El sistema de ecuaciones resultante al igualar los primeros tres momentos de ambas distribuciones

€es:
-
+5 = ABIX)
% — AE[X?]
2 E[X3]

Va T \AEXT

donde E(XF¥) corresponde al k-ésimo momento de la variable aleatoria X.

Resolviendo el sistema planteado, se obtienen los parametros de la distribucion Gamma Trasladada
en funcién de los parametros de la distribucién Poisson Compuesta:

2A(E[X?])?

b= B - S
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ANE[X?)?
(B[X?])?
5 = 2E[X?]
- EB(X3)
La aproximacién Gamma Trasladada no se encuentra implementada en el R, sin embargo, su im-

plementacién se puede realizar de manera sencilla.

Revision de otros Métodos de Aproximacién

A continuacién se presentan algunas de las revisiones realizadas sobre las aproximaciones a las

distribuciones compuestas:

= Seal [40], justifica las ventajas del ajuste de la aproximacién Gamma Incompleta a la distribu-
cién compuesta Fg(x), sobre la aproximacién NP. En el mismo ano Pentikainen [33], hace
referencia al articulo de Seal [40] y mediante una evaluacién concluye que no se encuentran
diferencias significativas en la exactitud entre los métodos NP y Gamma Incompleta, ademés
concluye que la aproximacién Normal es aceptable sélo cuando la distribucién de X no es

muy asimétrica.

» Diez afios méas adelante, Pentikainen [35] realiza una comparacion de posibles aproximaciones
a la funcién de distribucién compuesta Fg(z) y comenta acerca de los métodos utilizados para
la construccion de las aproximaciones; el método de igualdad de momentos ha sido empleado
para definir algunas de las aproximaciones analizadas, Pentikainen [35] también comenta
acerca de algunas dificultades de éste método en casos especificos. La aproximacién que ana-
liza es una modificacién de la aproximacién de Haldane y las compara con la aproximacion
NP y la férmula de Wilson - Hilferty, que es un método exacto, ambas aproximaciones son
descritas en su articulo.

» Gendron & Crepeau [22], evalian varias aproximaciones a la distribucién compuesta cuando
N ~ Poisson(\) y X ~ IG(u,0). El ajuste de las siguientes aproximaciones fue analizado: la
aproximacion Normal, NP, de Edgeworth, de Esscher y la Gamma Incompleta; en éste estudio
se compara la calidad de estas aproximaciones segin la asimetria de la distribucién Poisson
Compuesta y concluyen que la aproximacién Gamma Incompleta es la que mejor ajusta a los
casos evaluados, ademéas que el desempeno de esta aproximacién no es tan sensible al valor

de la asimetria como el de las demds aproximaciones.

» Chaubey, et al. [6] proponen realizar un ajuste a la distribucién compuesta Fg(z) por medio
de la distribucién Inversa Gaussiana, motivados por la capacidad de esta distribucion para

modelar datos asimétricos; y comparan sus resultados con otras aproximaciones ya existentes.
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Ademsds, proponen otra aproximacion que emplea una mezcla entre las distribuciones Gamma
e Inversa Gaussiana (IG). En este articulo se consideran las distribuciones Poisson, Binomial
y Binomial Negativa para la distribucién de p, y las distribuciones IG, Gamma, Pareto y
Weibull para la distribucién Fx(z). Las aproximaciones propuestas en este articulo son con-
struidas mediante la igualdad de los momentos de la distribuciéon compuesta y los momentos
de la distribucion IG o bien, los correspondientes a la mezcla entre las distribuciones Gamma
e IG. Mediante célculos numéricos concluyen que la aproximacion IG propuesta arroja resul-
tados muy similares a los de la aproximacion Gamma Incompleta, sin embargo, los resultados

de la aproximacién mezclada (Gamma e IG) proporciona un mejor ajuste.

Klugman, et al. [27], comentan acerca de algunos métodos de aproximacién que han sido em-
pleados para las distribuciones compuestas. El método de los momentos es conocido y muy
empleado en las aproximaciones, ademas es simple y facil de aplicar, sin embargo, es critica-
do en este texto ya que, dependiendo de la distribucion que se emplee para la construccion
de la aproximacién, depende el buen ajuste del método, sobretodo en la cola derecha de la
distribucion. Otro método analizado es el método del célculo directo, como se comentd an-
teriormente, se menciona que éste medio presenta dificultades en la evaluacion de la n-ésima
convolucién de la distribucién de la variable aleatoria X y que no en todos los casos es viable.
Otro método revisado por ellos es el método recursivo, el cudl aclaran que es mas efectivo en
un 99.9 % en la reduccién del tiempo de la estimacién.

Panjer [32], pag. 174, describe detalladamente el método recursivo de Panjer, el cual es un
algoritmo que permite la estimacién de la Fs(x) mediante la discretizacion de la funcién de
distribucién de F(z). Existen bésicamente dos requisitos para calcular la aproximacién a la
distribucién compuesta: el primer requisito es que la distribucién de N sea discreta (Poisson,
Binomial Negativa, Geométrica, entre otras), y el segundo requisito es que la distribucién de
las X; pueda ser discretizada. Escalante [14] obtiene la distribucién de probabilidad de la Fg
a través del método de Panjer. Ademds, Sundt [43] hace una revisién amplia y detallada del

método recursivo de Panjer.

Como se mencioné anteriormente en las referencias presentadas se pueden hallar otras aproxi-

maciones propuestas para las distribuciones colectivas, como la aproximaciéon de Edgeworth que

esta basada en la funcion de distribucién acumulada de la Normal Estandar; la aproximacion Ess-

cher, que segiin Gendron & Crepeau [22], arroja mejores resultados en el ajuste de la cola que la

aproximacion de Edgeworth; la aproximacion Normal, que fue parcialmente descrita en la definicién

de la aproximacion NP, entre otras. Otros métodos con base en la Transformada Rapida de Fourier

y con base en el método de Stein son revisados por Panjer [32] y Barbour & Chryssaphinou [2]. Es

posible realizar la simulacién de la distribucién compuesta de manera sencilla, adicionalmente en

la libreria actuar de R hay implementadas algunas de las aproximaciones definidas anteriormente.
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1.1.3. Distribuciones de prueba para evaluar las aproximaciones

Hasta el momento es claro que la precisién de algunas de las aproximaciones dependen de las dis-
tribuciones que modelan el comportamiento de las variables aleatorias N y X. Por tal motivo en
esta seccién se exponen las distribuciones que se emplean para el desarrollo de la aproximacién

propuesta en esta tesis.

Las distribuciones mas comunes para modelar la variable aleatoria N fueron mencionadas ante-
riormente cuando se hacia referencia al articulo de Escalante [14]. Las propiedades de emplear cada
una de las distribuciones discretas sugeridas para modelar la variable aleatoria N (Binomial, Poi-
sson, entre otras) son mencionadas por varios autores como Panjer & Willmot [31], Bowers [4] y
Panjer [32]. El empleo de la distribucién Poisson es muy frecuente y las siguientes propiedades lo

sustentan:

= La suma de n variables aleatorias independientes Poisson se distribuye Poisson con valor de
parametro igual a la suma de los n parametros de las variables iniciales. Esta propiedad se

define a través de un teorema por Panjer [32], pag. 109.

= Bajo el supuesto que N hace referencia al niimero de eventos y se distribuye Poisson con
parametro A, suponga que cada evento puede ser clasificado en una de m categorias, cada

una con probabilidades p1, ..., py, independientes de los otros eventos. Entonces el niimero de
eventos N1, ..., N,,, correspondiente a las categorias 1, ..., m, son variables aleatorias Poisson
mutuamente independientes con medias Ap1,..., ADm,

Por lo tanto, se empleara la distribucion Poisson para modelar la variable aleatoria IV, ya que se
ha considerado como una de las distribuciones més sencillas y flexibles de emplear. De esta manera
no se descarta el empleo de otras distribuiones discretas para el desarrollo de aproximaciones a las

distribuciones compuestas, simplemente se deja para trabajos futuros.

Algunas de las distribuciones empleadas en la literatura para determinar el comportamiento de

la variable aleatoria X son mencionadas a continuacion:

» Gendron & Crepeau [22], utilizan la distribucién Poisson para modelar la variable alaeatoria
N vy las distribuciones Inversa Gaussiana para explicar la distribucion de la variable aleatoria
X.

» Chaubey et al. [6], emplean las distribuciones Gamma, Pareto, Weibull e Inversa Gaussiana
para modelar la variable aleatoria X. Ademds, mencionan que una distribucién ampliamente

empleada en actuaria y riesgos es la distribucién Log-Normal.
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» Otros autores como Consul & Jain [9], Pentikainen [35], Bowers [4] y Embrechts & Puccetti
[12], justifican el uso de la distribucién Log-Normal para modelar la variable aleatoria X . Estos
autores emplean la distribucién compuesta en sus articulos para casos practicos relacionados
con temas de seguros, riesgos y actuaria.

A continuacion se describen las distribuciones continuas empleadas para la variable aleatoria X en

el desarrollo de esta tesis:

= Distribucion Inversa Gaussiana
Folks & Chhikara [17], hacen una breve resena acerca de la distribucién Inversa Gaussiana
(IG) donde se remontan al ano 1915 cuando Schrédinger da el primer paso en la construccién
de esta distribucién y mencionan la evoluciéon que tuvo ésta en los anos 1945 y 1947, en los
que Tweedie y Wald, respectivamente, aportaron avances para llegar a lo que hoy conocemos

como la distribucién Inversa Gaussiana.

La forma de la distribucién esta dada por:

1 ol — )2
flzyp,0) = (2;x3>2exp{W},x>0 (1.11)

donde p y o son constantes positivas.

Si la variable aleatoria X se distribuye Inversa Gaussiana, entonces se puede expresar que
X ~ IG(p,0).

Esta funcién de densidad pertenece a la familia exponencial y tiene las caracteristicas de
ser unimodal y sesgada positivamente, ademas de la particularidad que cuando p = 1 la dis-
tribucién obtenida es llamada la distribucion de Wald. Como en la distribucién Gamma, la
suma de variables que se distribuyen Inversas Gaussianas es Inversa Gaussiana.

La media y la varianza de la distribucién Inversa Gaussiana estan dados por:
EX] =

"
3
Var[X] = %

Los parametros p y o son interpretados como los parametros de localizaciéon y escala, respec-

tivamente.

Seshadri [42], presenta caracteristicas particulares de la distribucién Inversa Gaussiana y
algunas propiedades que entran mas al detalle de esta distribucién.
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La f.g.m. de la distribucién IG esté definida como:
My (t) = eaplop™ {1 — (1 - 2tu20~") /2] (1.12)

Mediante la f.g.m. se obtienen las siguientes expresiones para los cuatro primeros momentos
positivos de la distribucién Inversa Gaussiana:

EX] = p
XY = p2+plo!
EX? = pd+3uto ! +3uc0?
E[XY = pt46pict+15u072 + 157073 (1.13)

Gendron & Crepeau [22], evalian varias aproximaciones a Fs(x), cuando la variable aleatoria
X sigue una distribucion IG. El buen ajuste de las aproximaciones se evalia a través del
parametro de asimetria de la distribucion Poisson Compuesta.

= Distribuciéon Log-Normal
La distribucién Log-Normal es utilizada en aplicaciones muy diversas, como: la biologia, la
confiabilidad, seguros y riesgos, entre otros campos de aplicacién, por su sencillez y facil im-
plementacion. Una de las ventajas mas mencionadas acerca de esta distribucion es que se
ajusta muy bien a las distribuciones empiricas y es muy flexible y facil de estimar. Estas
caracteristicas motivan el empleo de ésta distribucién para modelar la variable aleatoria X.

La funcién de distribucién de probabilidad de X, cuando X ~ LogN (i, o) es:

n\xr) — 2
fxsp,0) = ;exp [—W] (1.14)

oxV 2T 202

Los momentos de la distribuciéon Log-Normal existen, sin embargo, no hay una expresion
definida para explicar la f.g.m. En su lugar, existe una funcién recursiva que permite calcular
los momentos y que se define como:

E[X*) = explkp + k*0?/2] (1.15)

Los primeros cuatro momentos hallados a través de la anterior ecuacién, estan dados por:

E[X] = explu+0°/2
E[X? = exp[2u+ 207
E[X?] = exp[3p+90%/2]
E[XY = exp[dp+ 807 (1.16)
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1.2. Distribucién Semi No Paramétrica (SNP)

La distribucién Semi No Paramétrica (SNP) fue definida por Gallant & Nychka [19], quienes motiva-
dos por dar solucion a la falta de especificacion en algunas aplicaciones de los modelos econométricos
y a las implicaciones de emplear el método de maxima verosimilitud en ellos, plantean a través de
la distribucion SNP un estimador cuyo objetivo principal es aproximar una funcién de densidad

desconocida a través de las series de Hermite.

Fenton & Gallant [16] resaltan esta distribucién como un método conveniente para estimar si-
multaneamente los paramétros de un modelo no lineal y la densidad de un proceso latente por
maxima verosimilitud, ademas obtienen como conclusion relevante para este trabajo que los esti-
madores SNP funcionan asintéticamente similar a los estimadores kernel.

Durante la época de los 90 se estudié con méas profundidad las propiedades no paramétricas de los
estimadores SNP y se generaron desarrollos importantes que conllevaron a que estos estimadores
fueran implementados en areas como la economia, las finanzas y hasta la ciencias de la salud, segin
Fenton & Gallant [15].

La definiciéon de este estimador de densidad es dada a continuacién, junto con la descripciéon de

algunas propiedades y aplicaciones que motivan su implementacién en el desarrollo de esta tesis.

1.2.1. Definicién del estimador de densidad SNP

Gallant & Nychka [19], proponen un método de estimacién Semi No Paramétrico, cuyo objetivo
principal es estimar una funciéon de densidad desconocida a través de las series de Hermite. Un
requisito para que el método sea consistente es que el nimero de términos de la serie de Hermite
aumenten con el tamano muestral, por lo tanto, la aproximacion del método mejora a medida que

el tamano de la muesta se amplia.

Gallant & Nychka [19], definen el estimador SNP considerando el resultado de Phillips [36], quien
muestra que la forma ERA (Extended Rational Approximant)

_ P’(w)
- Q%(u)

puede aproximar cualquier densidad sujeta a ciertas restricciones. En la ecuacién anterior, P(u) y

h(u) ¢* (ul7, )

Q(u) son polinomios y ¢(u|7, ) es la funcién de densidad de la Normal multivariada. Para que h(u)
sea una funcion de densidad, es necesario restringir a los polinomios para que la funcion integre a
1.
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Gallant & Nychka [19], restringen la funcién h(u) a un espacio H, que esté definido por un conjunto
de funciones de densidades aceptables, especificamente al espacio Hj cuyas densidades son de la

forma Hermite:

h(u) = Pi(u — )¢ (ul7, %)

donde Pg(u — 7) es un polinomio de grado K. Para obtener mas detalles de los espacios de las
densidades y de sus especificaciones dirijase a Gallant & Nychka [19], pag 367.

Fenton & Gallant [16], pag. 82, mencionan que «Gallant & Nychka (1987) nombran el indicador
semi no paramétrico para sugerir que el método se encuentra en medio de los métodos paramétri-
cos y no paramétricos: los algoritmos estdndar paramétricos son usados aunque el método tiene
propiedades no paramétricas».

La ventaja de este método es que no limita con respecto a un modelo particular, Klaauw & Koning
[26], pag. 2, mencionan que la densidad Normal es usada como base y agregan que cualquier funcién
de densidad con funcién generadora de momentos podria ser empleada en lugar de la distribucién
Normal. Por lo tanto, una alternativa del método propuesto por Gallant & Nychka [19], es optar
por la densidad de la distribucién Normal en forma univariada. El caso de la distribucién SNP

definida con la distribucién Normal univariada es definido por Fenton & Gallant [16].

Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite son polinomio ortogonales definidos como

Hy(z) = (—1)6992/2%8*902/2 (1.17)

y cumple con las siguiente propiedades (para més detalles dirfjase a Fenton & Gallant [16], pag.
84):

= Ecuacién diferenciable

= Posee una relacién de recurrencia
H,(z) =xH,—1(x) —nH,_2(x)
= Posee una relacion diferenciable

%Hn(:z:) =nH,_1(x)
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A través del polinomio Hermite normalizado, definido como
H,(x) = (vV2mn)Y?H,(z)
se puede obtener la relacion recurrente para el polinomio de Hermite normalizado:

Hy(x) = (xHp—1(z) — Vn — 1H,_o(x))/\/n (1.18)

Definicion paramétrica de la distribucién SNP

Leén, Mencia & Sentana [28], exponen las propiedades paramétricas de la distribucién SNP; estos
autores son los primeros en analizar la distribucién SNP presentada por Gallant & Nychka [19]
desde el punto de vista paramétrico. La distribuciéon SNP es definida por la siguiente ecuacién:

2
fsnp(z;d) d’d Zd H i ( (1.19)

donde = € R, d = (do,dy,...,dy) € R¥, k = 1,2,... es un vector de pardmetros, Hj(x) es el
polinomio de Hermite normalizado definido en la ecuacién (1.18) y ¢(x) es la funcién de la normal

estandar. Existe una restriccion para que se cumpla que fgyp sea una funcién de probabilidad:
do = 1.

La ecuacién (1.19) es la definicién de la de la Distribucién SNP que se empleard para realizar

una aproximacién a las distribuciones compuestas en esta tesis.

Una expresion alternativa de la densidad fgyp puede ser obtenida al resolver la expresion que

se encuentra al cuadrado:

fsnp(x;d) Z’Ym

donde v,,(d) = “ g‘,&"d, donde A,, es una matriz simétrica cuadrada cuyos elementos son definidos
a través de la siguiente expresion:

(ilj!m!)1/2
(i-i-jQ—m)!(i+7721—j)!(m+2j—i)!

Qijm =

si m € I' y en otro caso es cero, y

F:{meN:|i—j|§m§i+j;Z_]2+meN}

A partir de las expresiones anteriores es posible definir la funcién generadora de momentos de la
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densidad SNP:

2
Ele!] = eap <t2A(d, t)) (1.20)
donde o
tm
A(d,t) = ym(d)

2
Mediante la funcién de densidad de probabilidad o la f.g.m. pueden ser hallados los momentos
de la distribucion SNP. Para el caso de estudio inicial de esta tesis se emplea, la densidad SNP
definida con cuatro parametros, es decir k = 4, por razones de simplicidad y tratabilidad, se deja
abierta la propuesta para emplear esta densidad con mayor nimero de pardmetros. Los primeros
cuatro momentos de la funcién de densidad definida con cuatro pardmetros, foyp(di,ds,ds,ds)
estan dados por:

2d1 + 2v/2d1dy + 2v/3dads + 4d3dy
1+ d? +d}+d3 + di

HSNP1 =

1+ 4v/3dody + 9d3 4 2/6d1d3 + Td3 + 5d3 + 2v/2dy + 3d3
1+d3+d3+d3 +d3

HSNP2 =

6dy + 2v/6d3 + 12v/2d1ds + 18v/3dods + 4v/6d1dy + 48dsdy
HSNP3 = R R R (1.21)
1+di+d;+d5+d;

3+ 12v/2dy + 15d? + 39d3 + 75d% + 123d% + 201/6d1d3 + 56/3dady + 4+/6dy
1+d3+d3+d3+d3

HSNP4 =

1.2.2. Propiedades del estimador SNP

Los estimadores SNP poseen propiedades practicas al momento de emplearlos para estimar fun-

ciones de densidad, éstas son mencionadas a continuacién:

» Fenton & Gallant [16] concluyen que el comportamiento del estimador de densidades SNP es

asintoticamente equivalente al estimador kernel.

s Kl estimador de densidad SNP pertenece a la clase de estimadores sieve. La explicacién de
estos estimadores puede ser encontrada en Chen [8], quien expone que los modelos semi no
paramétricos son mas flexibles y robustos que los modelos paramétricos, pero a su vez tiene
complicaciones en la definicién de espacios parametrales. El método de sieve proporciona
una manera de tratar estas complejidades a través de la optimizacién de un criterio sobre el

espacio de parametros original. Para asegurar la consistencia del método se requiere que la
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complejidad de los sieve aumente a medida que el tamano de muestral aumenta. Chen [§],
pag. 5574, menciona como un ejemplo de un estimador sieve al estimador de densidad SNP
cuyo espacio parametral, Hy, es usado para aproximar una densidad desconocida.

Dado que el estimador SNP es un estimador sieve, su representacion puede ser en forma
paramétrica, lo que permite que metodologias de inferencia, como pruebas de hipdtesis y la

estimacion de medidas como el AIC o BIC, puedan ser calculadas.

1.2.3. Aplicaciones del estimador de densidad SNP

En esta seccién se mencionan algunas de las aplicaciones de los estimadores de densidad SNP,
ademads de mencionar algunas referencias claves en el estudio de este tema.

= La distribucién SNP tiene una relaciéon directa con los desarrollos en serie de polinomios
ortogonales de una funciéon de densidad. Detalles sobre aplicaciones en Estadistica de estos
desarrollos, y detalles de la teoria bésica se pueden consultar en el capitulo 8 del texto de
Khuri [25].

» Gallant & Tauchen [21] emplean la densidad SNP para explicar el comportamiento de los

retornos de las acciones.

» Gabler, Laisney & Lechner [18], usan la densidad SNP para modelar la distribucién de error

bivariada de un modelo de seleccién binaria.

= Por la flexibilidad y capacidad de los estimadores de densidad SNP, estos estimadores han
sido usados en el andlisis de series de tiempo no lineales, algunos de los articulos conocidos
en esta aplicacion son: Brunner [5] y Gallant, et al. [20].

» Klaauw & Koning [26], emplean la funcién de densidad SNP para estimar las distribuciones
de las alteraciones o de los errores. Este articulo detalla de manera clara la distribuciéon SNP y
sus propiedades, segin la definicién dada por Gallant & Nychka [19]. Una de las propiedades
mencionadas es que a medida que se incrementa el niimero de términos en el polinomio, los

estimadores de densidad presentan mejor desempeno.

» Coppejans & Gallant [10] emplean el estimador de densidad SNP como un atributo de la
estimacién estructural del método eficiente de los momentos.

» Leén, Mencia & Sentana [28], plantean las propiedades paramétricas de la densidad SNP y
ademas, la emplean para modelar la valoracién de opciones.
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1.3. Medidas de distancia para comparar las aproximaciones

Las medidas de distancia son elementos fundamentales en el andlisis de datos y han sido empleadas
en multiples areas con el objetivo de comparar dos poblaciones, muestras o distribuciones. Adi-
cionalmente las medidas de distancia son herramientas para la construccion de pruebas de hipdtesis,
para el estudio de propiedades asintéticas de los estimadores, la construccion de estimadores, etc.
Por lo tanto, las medidas de distancia son un elemento tedrico intuitivo que facilita el andlisis y la

comparaciéon entre dos distribuciones o muestras.

En el caso de estudio, las medidas de distancia son empleadas para comparar el ajuste de las
aproximaciones a las distribuciones compuestas. En esta tesis se emplearan las medidas de dis-
tancia de Kolmogorov Smirnov y la medida de Cramer-von Mises ponderada. A continuacién, se
presenta un detalle de cada una de las estas medidas de distancia.

Medida de Distancia de Kolmogorov - Smirnov
El estadistico de Kolmogorov - Smirnov esta construido por la siguiente medida de distancia:

~

KS = supger |F(x) — F(x) (1.22)

donde F(x) corresponde a la funcién de distribucién y F (x) es la funcién de distribuciéon apro-
ximada. Por lo tanto, el valor de KS es la maxima distancia que exista entre ambas funciones de
distribucién acumulada.

El estadistico de Kolmogorov es frecuentemente empleado para la construccion de pruebas de
hipétesis que verifican la igualdad de dos muestras, distribuciones o de una muestra frente a una

distribucion de referencia.

Medida de Distancia de Cramer-von Mises

La medida de distancia que soporta el estadistico de prueba de Cramer-von Mises estd dada por:
o0 N
CVM = / (F(x) - F(a:)) dF ()

Hogg & Klugman [23], definen la medida de distancia de Cramer-von Mises de la siguiente manera:

% f: (Pla) - F(x))z
1=0

Adicionalmente a esta definicién, Hogg & Klugman [23] mencionan que es posible incluir en esta
ecuacién una ponderacién w(z) para darle mayor peso a ciertos puntos de la distribucién. Por
lo tanto, la siguiente expresion se define como el estimador ponderado de la distancia minima de

Cramer-von Mises:

n

OVM =3 w(ay) (F(ag) ~ F() (1.23)

=0
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donde la funcién w(x) puede ser definida por la siguiente expresién, la cual le asigna mayor peso
a los valores finales de la distribucién, que es precisamente donde se desea ser mas estrictos con

respecto al ajuste:
n

w(z) =
F(z) (1 - F(z))
Una definicién mas amplia es dada en Hogg & Klugman [23], pag. 83 y 135. Esta funcién de

distancia fue empleada por Hurlimann [24], el cual menciona que esta medida es especialmente 1til

para realizar pruebas empiricas de las colas de la distribucion.
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Capitulo 2

Método de Aproximacion SNP

El objetivo principal de esta tesis es proponer y desarrollar una aproximacién a las distribuciones
compuestas por medio de la distribucién Semi No Paramétrica (SNP), con el fin de proporcionar un
método de aproximacion efectivo para el andlisis de distribuciones compuestas en las que se torna
complejo un desarrollo exacto.

Asumiendo que la distribucién de X, denotada por Fx(z), depende de m pardmetros, (01, ...,0,,),

y asumiendo N tiene una distribucién denotada por p,, que depende de n pardmetros Ay, ..., A,,
se puede obtener una distribucién compuesta denotada por S ~ Fg(A1,..., A, F(x;01,...,0,,)). El
propésito es aproximar la distribucién de S, Fis(x), mediante la distribucién SNP, Fsyp(z;dy, ..., d),
tal que

sup z>0 {[Fs(x) — Fonp(z)[} (2.1)

sea lo mas pequena posible. Como se mencioné anteriormente, el nimero de pardmetros de la dis-
tribucién SNP seleccionado en esta tesis es 4, es decir: se empleard la funcién Foyp(x;di,...,dys), lo
cual garantiza la existencia de los cuatro primeros momentos y el manejo tedrico de la distribucién.
La aproximacién propuesta a través de la distribucion SNP para las distribuciones compuestas
serd analizada para el caso especifico de la Poisson Compuesta, es decir, cuando N ~ Poisson(\).
Se deja abierto el tema y la revision de las aproximaciones para cuando la distribucién compuesta
estd conformada por otras distribuciones que modelan el comportamiento de la variable aleatoria
N. Por lo tanto, en el estudio de esta tesis asumiremos que S ~ PC(A, F(x;64,...,0,,)), la especi-
ficacién de esta funcién se presenta en el Ejemplo 1., ecuacién (1.5).

Para el desarrollo de la aproximacion es necesario estimar los parametros d, ..., d4 de la distribucién
SNP, en funcién de A, 04, ...,0,,, los parametros de la Poisson Compuesta; para la estimacion de

estos parametros se emplean los siguientes métodos:
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» Método de los Momentos (conocido como moment matching metodology): Igualdad de los

primeros cuatro momentos tedricos de la distribucion Poisson Compuesta y la distribucion
SNP.

= El método de estimacién por maxima verosimilitud.

Ambos métodos de aproximacion son evaluados para los casos considerados de anélisis. Especifi-
camente el método de aproximacion por la igualdad de los momentos es utilizado sélo cuando se
garantiza que los momentos de la distribuciéon Poisson Compuesta pueden ser definidos.

Una vez se obtengan los pardmetros estimados de la distribucién SNP, la aproximacion SNP sera la
evaluacion de la funcién de distribucién SNP en estos parametros. El desempeno de la aproximacién
SNP es analizado cuando la variable aleatoria X es modelada por diferentes distribuciones, las con-
sideradas en este trabajo son: Inversa Gaussiana y Log-Normal. Adicionalmente, la aproximacién
SNP se compara con las aproximaciones descritas anteriormente: Normal, la Normal Power (NP),
Gamma Incompleta y Gamma Trasladada.

En las siguientes secciones se justifica el empleo de la aproximacion SNP para las distribuciones
compuestas y especifican los procedimientos para la construccién de la aproximacion SNP con

ambos métodos de estimacion.

2.1. Aproximacion SNP a las distribuciones compuestas

La propuesta de esta tesis es aproximar la funcién de distribucién acumulada (f.d.a.) de la distribu-
cién compuesta Fg(z) mediante la correspondiente distribucién SNP(d), indicada por Fgyp(z), en
esta seccion se analizan las propiedades que favorecen esta aproximacién y algunas de las condi-

ciones para su desarrollo.
Una de las primeras condiciones para el desarrollo de la aproximacion es que la definicién de
ésta debe ser absolutamente continua, por lo que se excluyen el caso Fg(0) > 0; por lo tanto, lo

que se busca es aproximar F por una Fgyp(x) que cumple Fsyp(0) = 0.

En la literatura se encuentran dos procedimientos para plantear este tipo de aproximaciones:

1. Aproximar la variable S por una SN P(d), es decir, Fs(z) ~ Fsyp(x),x > 0.

2. Aproximar la variable S estandarizada con una SN P(d), es decir:

P(S <x)=P((S —ps)/os < (v — pus)/os) = Fsnp((x — pus)/os)
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El primer procedimiento se aplica en el método de la Gamma Transladada y en el método propuesto
por Chaubey et al. [6], quien propone una aproximacién a la distribuciones compuestas a través
de la distribucion Inversa Gaussiana por el método de igualdad de momentoss. El segundo proce-
dimiento se aplica en los métodos Normal, Normal Power, Edgeworth, y Gamma (segin lo presenta
Bowers [3]). En el desarrollo de esta tesis se empleara el segundo procedimiento para plantear la
aproximacion SNP, guardando consistencia con la distribucion base empleada para la distribucién
SNP, la normal estandar.

Por lo tanto, la variable aleatoria S serd estandarizada para aplicarle tanto el método de igual-
dad de mometos, como el método de méaxima verosimilitud. En la siguiente seccion se justificard el
empleo de la distribuciones SNP para aproximar las distribuciones compuestas. En las siguientes
secciones se especificard al detalle el desarrollo de la aproximacién con ambos métodos de esti-

macién.

2.1.1. Condiciones para emplear el estimador de densidad SNP

En esta seccién se presentan algunas conclusiones que sustentan la propuesta de aproximar dis-
tribuciones compuestas con la distribucién SNP. Fenton & Gallant [15], presentan las condiciones
suficientes para que una funcion de densidad pueda ser aproximada a través de la distribuciéon SNP,
es decir, para que el estimador de densidad SNP pueda ser adecuadamente empleado; estas condi-
ciones son analizadas para el caso en el que la funcién de densidad es una distribuciones compuesta,

con el fin de justificar la propuesta de aproximacion que en esta tesis se plantea.

Fenton & Gallant [15], con el objetivo de comparar el comportamiento de los estimadores SNP
con otros estimadores de densidad, como el kernel, establecen condiciones suficientes para que la
aproximacion de una funcion de densidad mediante la distribucién SNP sea valida. Suponga que la
densidad a ser aproximada es denotada por f(x), es decir, la distribucién de S, la cual es definida
continua en R. El supuesto principal para que la aproximacién sea véalida en Fenton & Gallant [15],
pag. 720, es que la funcién f(x) puede ser escrita de la siguiente forma:

f(x) = g*(z) exp(—2?/2). (2.2)

Adicionalmente, las derivadas g;(z) = (d’ /d2’)g(x) deben existir hasta cierto orden k > 1, y deben
satisfacer la condicién -
gjg(:v) exp(—x2/2)dx < 00, j=0,1,..., k. (2.3)

o0

Y ademads, se exige que para toda pareja de nimeros ag € R, a; > 0 existan kg, k1 > 0 tales que

P(S? > ag + art) < koe VT, (2.4)
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para S variable aletoria con densidad f(x). Esta condicién se cumple si las colas de la distribucién
de S decrecen de manera exponencial a cero. Si se cumplen las condiciones (2.2), (2.3), (2.4) el
estimador de densidad SNP ajusta de manera adecuada la funcién f(z).

Para construir la aproximacién se debe realizar el procedimiento que se describe a continuacion.
Se asume una muestra aleatoria de la variable S de tamano n, denotada por z;,t = 1,...,n, y
se estandariza la variable x;, se denota z; = (x; — Z)/s como la variable estandarizada con s la
desviacion estandar y  la media de la muestra aleatoria. Luego, se estima un modelo SNP por
maxima verosimilitud o por el método de igualdad de momentos con base en la muestra anterior,
por lo tanto, se deben estimar pj, coeficientes dj, j = 1, ..., px; a medida que n el valor de k£ también,
por lo tanto, se asume que el nimero de coeficientes de la aproximacién SNP aumenta como funcién
del tamano de la muestra de la variable cuya densidad se quiere aproximar. La densidad SNP con
base en estos p, pardmetros estimados se indica por fk(x) Entonces, el Teorema 1 de Fenton &
Gallant [15], pag. 720, concluye que si pr = n®, donde 0 < o < 1, entonces:

00

| 1#@) - fu@)ldz = Ata. k)

—o0

donde A(a, k) converge a cero casi en todas partes, mas rdpidamente que nd=1/24e/2 para § > 0

pequeno.

Fenton y Gallant [15] senalan que a partir de este resultado se puede observar que los estimadores
SNP son muy similares a los estimadores no paramétricos de densidades tipo kernel. Por ejemplo,
cuando n = 1000 la tasa de convergencia més rapida se obtiene con o = 1/5. En este caso py =~ 4.

Para el desarrollo de esta tesis se plantea considerar la variable S modelada por una distribu-
cién compuesta, por lo tanto, se debe comprobar que las condiciones (2.2), (2.3), (2.4), se cumplan.
Las primeras dos condiciones se cumplen, ya que S es una distribucién compuesta y por lo tanto,
P(S > 0) = 1. La condicién (2.4) implica méas detalle y estudio.

Willmot & Lin [44], expresan que la funcién de f(z) puede ser escrita como: f(x) = Y22, p;g* (z),
donde ¢g*/(x) representa las convoluciones de g(x). Por lo tanto, para cumplir con la condicién (2.4)

se requiere tener un resultado de la forma:
P(S > t) < koe M1t (2.5)
Como anteriormente se ha mencionado, la variable aleatoria S > 0, por lo que S positiva si t > 0;
por lo tanto, si se cumple (2.5) entonces
P(S2 > 1) = P(S > V1) < kge F1V?
que es equivalente a (2.4). Luego, la condicién que debe cumplirse para la aproximacién SNP sea

véalida para las distribuciones compuestas, cuando estas tienen distribuciones asociadas g(z) sufi-
cientemente suaves, es (2.5).
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En la literatura existen resultados que garantizan estas condiciones cuando S tiene una distribucién
compuesta. Por ejemplo, Willmot & Lin [44], demuestran que la distribucién compuesta puede ser
escrita de la forma requerida por Fenton & Gallant [15] para cumplir con las condiciones necesarias
para obtener un buen ajuste por el estimador SNP; el siguiente resultado lo demuestra: Suponga
que la distribucién compuesta puede ser escrita de la forma f(z) = Z?io p;jg*(x) y asuma que
existen: una constante ¢2 € (0,1) tal que a,, < ¢2a,—1 para a, = Z;’;RH pj = P(N > n) y otra

constante ka > 0 tal que Mx(k2) = 1/¢2 donde Mx(t) es la f.g.m de la variable X con densidad

g(z), la cual se asume existe en una vecindad del origen. Entonces se cumple que

P(S>1) < 1;]’%—’@ (2.6)
2

La condicién para que exista ¢ en el caso N ~ Poisson(A) estd en Willmot & Lin [44]. La condicién
para que exista ko depende del modelo asumido para X; por ejemplo, en el caso de asumir una
distribucién Inversa Gaussiana, X ~ IG(u, ), se tiene que la f.g.m. estd dada por la ecuacién
(1.12), por lo tanto, la solucién de M, (kz) = 1/¢p2 se puede encontrar y es igual a

208 — plog(1/¢2)
2u0

Nétese que ¢ debe satisfacer en este caso e #/1 < ¢y < 1 para que exista la solucién ky. Como

ko = log(1/$2) (2.7)

resumen de la discusién anterior podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1. Suponga una variable S distribuida Poisson Compuesta, S ~ PC(\, F(x)), con
X ~ F(z) distribuida Inversa Gaussiana, IG(u, 3). Entonces, asumiendo que existen constantes ¢
tal que P(N > n+ 1|N > n) < ¢9,¥n = 1,2,..., y ko definida por (2.7), entonces se cumplen las
condiciones (2.2), (2.3) y (2.4) y por tanto, [~ | fs(x)— fn(2)|dz — 0,n — oo con probabilidad uno.

Otros casos para la distribucion de la variable X requieren anilisis similares. Por ejemplo, para el
caso en el cual X se distribuye Log-Normal(u, o), no existen, hasta donde nuestro conocimiento
llega, resultados similares a los obtenidos por Willmot & Lin [44]. Una explicacién es que no es
posible garantizar que puede encontrarse la solucién ko tal que My (k) = 1/¢p2, debido a que la
f.g.m. de la distribucién Log-Normal no tiene expresion analitica, no conocemos como podria ase-
gurarse la existencia de la solucién. Sin embargo, existen resultados similares, como el siguiente, en
Panjer y Willmot [31], pag. 348.

P(S > x) ~ E(N)JS(QW)—1/2me—(bg(x)—u)?/(%?)’ T — 00

Lo cual garantiza que la distribuciéon Log-Normal es de la clase subexponencial.
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2.2. Aproximacion SNP por el Método Maxima Verosimilitud

El método de maxima verosimilitud es uno de los principales métodos de estimacién paramétrica
conocido por las buenas propiedades de sus estimadores, ya que estos cumplen con las siguientes
propiedades: son asintéticamente insesgados, invariantes y eficientes.

Para aplicar el método de estimacion por maxima verosimilitud se parte del supuesto de que
existe una muestra aleatoria, denotada por: z1, z9, ..., 2, con funcién de distribuciéon de probabi-
lidad f(z,w) donde w = (w1, ...,wy) son los k pardmetros, f(z|wi,...,wt), cuya funcién de méxima
verosimilitud existe y es definida como:

L(wlz) = [ [ f(zilwr, .. wi)
=1

Los estimadores méaximo verosimiles son aquellos valores de ; que maximizan la funcién de

verosimilitud.
Para la construccion de la aproximacion SNP es necesario conocer la funcién de verosimilitud de

dicha distribucién; por lo tanto, si la funciéon de distribucién de probabilidad de la SNP esta dada
por fsnp(x;di,ds,ds,dy), la funcién de verosimilitud se define de la siguiente manera:

L(xidy,... ds) = [ [ fsnp(@idi, da, ds, ds)

i=1
ﬁ e~ /2 (14 dyhy () + doha(z;) + dshs(x;) + daha(z;))?
1 V2r(1+ d3 + d2 + d + d2)

1 " n
_ - 222
= e i=17T3
(\/277(1 + d3 + d% + d3 +di)>

H 1 + d1h1 xz + dzhg(xl) -+ dghg(l'z) —+ d4h4(1‘,)) (2.8)

=1

Por lo tanto, el logaritmo de la funcién de méxima verosimilitud tiene la siguiente expresién:
log(L(z;dy,do, d3,dy)) = —log(v2r(1 + d3 4 d3 + d5 + d3)) — Z x?/2 (2.9)
+ Z log((1 + diha (@) + daha(w:) + dshs(x:) + daha(z;))?)

i=1

donde log corresponde al logaritmo natural.
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El método de maxima verosimilitud consiste en estimar los valores de los pardmetros de la dis-
tribucién SNP, dy, ds, d3, ds, que maximicen la probabilidad de obtener los valores que se dieron
en la muestra, dicha muestra se genera a partir de simulacién de la distribucion Poisson Com-
puesta. Los estimadores maximo verosimiles son calculados a partir de la derivada de la funcién
de verosimilitud con respecto a cada parametro d;; normalmente se toma el logaritmo natural de
la funcién de maxima verosimilitud para facilitar la obtencién de los estimadores. Como anterior-
mente se menciond, este método produce estimadores que son funciones de estadisticos suficientes
si el estimador méaximo verosimil es tinico, proporciona estimadores eficientes, es decir, de varianza

minima, y los estimadores obtenidos son asintéticamente insesgados.

Para estimar los pardmetros di, ds, ds, ds de la distribucién SNP a través del método de méxima
verosimilitud una muestra aleatoria de la distribucion Poisson Compuesta es generada. El proce-
dimiento para hallar los estimadores de los parametros comienza con la simulacién de los datos de la
distribucién Poisson Compuesta (PC(A; Fix(z))) para cada caso de distribucién Fx (z) considerado,
dichos datos son estandarizados con la media y la desviacién estandar de la distribuciéon compuesta
dadas por la ecuacién (1.9). La estimacién de los pardmetros de la distribucién SNP es hallado a
través de una funcién implementada en R, la funcién del logaritmo de maxima verosimilitud, la cual

se optimiza por la funcién optim.

Una ventaja de la implementacién de este método de estimacién es que podra ser empleado en
el caso particular en el que el sistema de ecuaciones de momentos no pueda ser definido debido a
que la distribucién de las X; no posee al menos los cuatro primeros momentos. Adicionalmente, es
implementado para objetivos de comparacion en la estimacién de las distribuciones compuestas.

2.3. Aproximacion SNP por el Método de Igualdad de Momentos

El método de los momentos es uno de los més antiguos procedimientos que se conocen para obtener
estimadores puntuales, con la virtud de ser uno de los métodos mas simples de estimacion. Este
método consiste en igualar los momentos tedricos de una distribucién D1 con los momentos mues-
trales de una distribucién D2, con el fin de estimar los pardmetros de la distribucién D1 en funcién
de los valores muestrales de la distribucién D2. Para lograrlo, se plantean tantas ecuaciones como
parametros a ser estimados; al final, los estimadores de los pardametros son aquellos valores que dan
solucién al sistema de ecuaciones conformado.

El método, llamado en esta tesis, igualdad de momentos es una modificacién del método de momen-
tos anteriormente definido, ya que, en lugar de igualar los momentos teéricos de una distribucién
D1 a los momentos muestrales de la distribucién D2, el sistema se conforma por los momentos

tedricos de ambas distribuciones; de esta manera se conforma un sistema de ecuaciones el cual es
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resuelto cuando se halla la definicion de los parametros de la distribucién D1 en funcién de los
parametros de la distribucién D2.

En la revision realizada sobre las aproximaciones a las distribuciones compuestas, se encontré que
muchas de las aproximaciones son definidas empleando el método de igualdad de momentos, por lo
tanto, para construir la aproximacion SNP este método de estimacion es evaluado. Una evidencia
de esto es la construccion de la aproximacién Gamma Trasladada, presentada en el capitulo ante-
rior. Panjer [32], pag. 181, también aplica éste método. Chaubey, et al. [6], pag. 223, proponen la
aproximacién Inversa Gaussiana a Fis(x) a través de este método.

Para definir la aproximacién SNP es necesario hallar los pardmetros de la distribucion SNP, es
decir dy,ds, ds, dy, en funcién de los parametros de la distribuciéon Poisson Compuesta, que son
A 61, ...,0,,, donde 64, ...,0,, son los m parametros de la distribucién de la variable aleatoria X.
Para obtener la aproximacién SNP se emplea el método de igualdad de los momentos, creando un
sistema no lineal de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, al igualar los cuatro primeros momen-

tos de la distribuciéon SNP con los momentos estandarizados de la distribucion Poisson Compuesta:

con incégnitas di, ..., ds. Donde pgypj corresponden al momento j-ésimo de la distribucién SNP,
los primeros cuatro momentos de la distribucién SNP estdn dados en las ecuaciones (1.21); E[Z7]
corresponde al j-ésimo momento de Z, la cual, bajo el supuesto de que S ~ PC'(\; Fx(x;01,...,0m)),

€S:
_S—us
os

Z

la variable estandarizada de la variable aleatoria S, donde pg y og son la media y la desviacién
estdndar de la distribucién de S, dadas en la ecuacién (1.8).

El sistema de ecuaciones conformado para hallar la aproximacién SNP de la distribucién Poisson
Compuesta, en forma general, debe ser planteado de la siguiente forma:

psnpr = 0
psnpz = 1
AE[X?]
HSNP3 = —— 3
(AE[X?])2
AE[X?] 4+ 3\ (E[X?])?
HSNP4 = X7 (BIXT) (2.11)

(AB[X2))*

Por lo tanto, se conforma un sistema de ecuaciones no lineales que debe ser resuelto por métodos

numéricos. Este sistema se puede resolver siempre y cuando los momentos de la variable aleatoria
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X existan. En caso contrario, la estimacién de los pardmetros puede ser resuelta por el método de

estimacién maxima verosimilitud.

La solucién del sistema de ecuaciones no lineales se resuelve en R a través de la funcién optim,
que emplea varios métodos de optimizacion, entre ellos el método quasi-Newton. El método quasi-
Newton es un método de optimizacion, también conocido como método o algoritmo de métrica
variable, y es empleado para hallar maximos y minimos locales. Este método estd basado en el
método de Newton para encontrar el punto estacionario de una funcién, donde el gradiente es 0.

La aproximacion SNP a la distribucién Poisson Compuesta es evaluada para cuando la variable
aleatoria X; es modelada por las distribuciones continuas: IG y Log-Normal. Un planteamiento
similar es realizado por Chaubey, et al. [6], pag. 217, ya que en este articulo se evaliian las aproxi-
maciones cuando Fx(x) adopta las siguientes distribuciones: IG, Gamma, Pareto y Weibull.

A continuacién se plantean los sistemas de ecuaciones no lineales a ser resueltos para cada una
de estas distribuciones de Fx(x) consideradas. Los resultados de la Aproximacién SNP son presen-
tados en el siguiente capitulo.

2.3.1. Aproximacion SNP cuando X ~ IG

La distribucién Inversa Gaussiana, como fue comentado anteriormente, posee la propiedad repro-
ductiva, es decir, la convolucién de n distribuciones IG indepencientes es nuevamente IG, lo cual
resulta 1til para la evaluacién de la distribucién de la variable aleatoria S. Es por esta razén, que
esta distribucion ha sido atractiva para explicar las severidades y evaluar el desempenio de las dis-
tribuciones compuestas, tal como lo hacen Gendron & Crepeau [22].

Para desarrollar la aproximacion SNP es necesario construir el sistema de ecuaciones conforma-
do por los momentos de la distribucién SNP y los momentos estandarizados de la distribucién
Poisson Compuesta cuando X ~ IG(u,0), S ~ PC(\; IG(p,0)).

La definicién tedrica de los momentos de la distribucién Poisson Compuesta cuando X ~ IG(u, o),
se obtienen a partir de la ecuacién (1.7) y los momentos de la distribucién IG son obtenidos a
través de las ecuaciones dadas en (1.13). A continuacién se presentan los momentos de la variable
estandarizada Z, cuando S ~ PC(\; IG(u,0)):
=0
=1
Ap? + 3ptot +3uP072?)

(A(? + o 1))?

HZpe, (xra)
HZpeynira)

HZpeginira
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At 6pP0 T 4+ 15u8072 + 15070 8) + 3NE(p? + pPot)? 2.12)
NZPC4()\;IG) - ()\(/J/2 + M3U—1>)2 ( .

El objetivo es estimar los pardmetros (dj,ds,ds,ds) en funcién de los pardmetros de la Poisson
Compuesta (A, p, o) mediante el método de igualdad de los momentos, tal como lo demuestra el
siguiente diagrama:

(A, 0)

{:“chj(,\;zc) = rusnpj}

S

(di,da,ds, dy)

Diagrama 1. Composicion del sistema de momentos

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones no lineales a resolver es el presentado en la ecuacién (2.11)
resultante de igualar las ecuaciones (1.21) y (2.12) es:

HSNP1 = HZpc (aic)
HSNP2 = HZpo,nic)
ISNP3 = [Zpo,nic)
HSNP4 = HZpe,nic)

La solucién de este sistema se halla utilizando la funciéon optim del R. Para conocer més detalles
de la programacion ver el Apéndice A.

2.3.2. Aproximacion SNP cuando X ~ LogN

La aproximaciéon SNP se evaliia cuando la variable aleatoria X tiene una distribucién Log-Normal.
Todos los momentos de la distribucién Log-Normal existen teéricamente, por lo tanto, la aprox-
imacion SNP puede ser planteada a través del método de igualdad de los momentos. Los mo-
mentos estandarizados de la distribucién Poisson Compuesta cuando X ~ LogN(u,0), S ~
PC(X;logN (p,0)), estan dados por:

=0
= 1

Mezp[3u +90%/2))
(Mexp[2u + 202)))

HZpey (xiLogn)

'U/ZPCQ()\;LogN)

’LLZPC3()\;LogN)
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_ Alewplip + 80%)) + 332 (eap2p + 20%))" (2.13)
(Aexp[2p + 202]))

HZpe, (xiLogn)

(A p,0) —— {”chj(A;Logm = Hsnp; }

™~ |

(dy,da,ds, dy)

Diagrama 2. Composicién del sistema de momentos

Fl sistema de ecuaciones no lineales a resolver, construido igualando los momentos de la distribucién
SNP(di,ds,ds,ds) denotados psnpj y descritos en las ecuaciones (1.21), con los momentos de la
variable estandarizada Z dados en (2.13), cuando S ~ PC(\;logN (i, o)), como se expresa en la

ecuacién (2.11) y se muestra en el diagrama 2, es:

HSNPL = HZpe (xLogn)
HSNP2 = HZpoy(xiLogn)
HSNP3 = HZpoy(xiLogn)
HSNP4 = HZpc,(xiLogn)

La solucién al sistema de ecuaciones no lineales es resuelta en R a través de la funcién optim. Los
detalles de programacion son especificados en el Apéndice A.
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Capitulo 3

Analisis de las Aproximaciones a la

Distribucién Compuesta

En este capitulo se analiza y compara la calidad del ajuste de las aproximaciones: SNP, Normal
Power (NP), Gamma Trasladada y Gamma Incompleta a la distribucién Poisson Compuesta cuan-
do la variable aleatoria N se distribuye Poisson(\) y X adopta diferentes distribuciones definidas

en el capitulo anterior, las cuales son: la distribucién Inversa Gaussiana y Log-Normal.

Algunos autores como Chaubey, et al. [6] y Gendron & Crepeau [22], advierte que el ajuste de
las aproximaciones pierde su calidad cuando la asimetria de los datos de la distribucién compuesta
supera el valor de 2. En la revisién realizada acerca de las aproximaciones existentes a las dis-
tribuciones compuestas, es evidente que la asimetria de la distribucion S es un factor determinante
en el desempeno y eficiencia de las mismas. Gendron & Crepeau [22] analizan las aproximaciones
para tres valores distintos de parametros de la distribucién Inversa Gaussiana, con el fin de obtener
diversos valores de asimetria resultante de la distribucién Poisson Compuesta. Chaubey, et al. [6]
asigna diferentes valores a los parametros de la distribucion compuesta, con el fin de que los valores
de la asimetria y la kurtosis fueran obtenidos para cada caso, doce escenarios fueron generados y
se obtuvo una asimetria de la distribucién compuesta en un rango entre: [0.56,2.08] para evaluar

el ajuste.

Por lo tanto, este serd uno de los criterios de evaluacién, para probar el nivel de ajuste que pro-
porciona la aproximacion SNP. La evaluacién de las aproximaciones se realiza para cada una de las
distribuciones de la variable aleatoria X, en la cual se generan dos casos de asimetria para analizar

el desempeno de cada una de las aproximaciones, los casos de asimetria son:

Escenario 1 g < 2
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Escenario 2 g > 2

El andlisis de ajuste de las aproximaciones se concentra en la cola superior de la distribucién Poisson
Compuesta, ya que ésta es la parte de mayor interés en las aplicaciones de este tipo de distribu-
ciones; un ejemplo de aplicacién es en el tema de riesgos, ya que la parte superior de la distribucién
aporta valiosa informacion para la administracién y gestion. Por lo tanto, las comparaciones se
realizan cuando la funcién de distribucion acumulada de la Poisson Compuesta toma valores de
probabilidad acumulada superiores a 0.85.

En el capitulo inicial de esta tesis, se presentaron las conlcusiones de Klaauw & Koning [26],
las cuales indican que a medida que el nimero de parametros de la distribucién SNP aumenta, los
estimadores de densidad SNP presentan mejor desempeno. Por lo tanto, para cada uno de los casos
analizados se evaltia el desempeno de la aproximacion SNP a medida que el nimero de parametros
aumenta. El nimero de parametros considerados para la distribucién SNP son: 4, 6, 8 y 10. Adi-
cionalmente se aumenta el tamafno de muestra para el andlisis del desempeno de las aproximaciones.

Como se menciond anteriormente, la aproximacion SNP puede ser construida a través de igualdad
de momentos y de estimacion por maxima verosimilitud, es de aclarar entonces, que la construccién
de igualdad de momentos es sélo evaluada para cuando la distribucion SNP tiene cuatro parame-
tros, ya que al aumentar el nimero de pardmetros aumenta la dificultad de estimacién del sistema
de ecuaciones conformado por los momentos. Por lo tanto, cuando se menciona que el nimero de
parametros de la distribucién SNP aumenta para construir la aproximacién, se estd haciendo refe-

rencia exclusivamente al método de estimacion por méaxima verosimilitud.

Muestras aleatorias de la distribucion Poisson Compuesta pueden ser halladas a través de un de-
sarrollo en R, lo que permite establecer un andlisis de ajuste comparando las demés aproximaciones
mencionadas en esta tesis. Para establecer el nivel de ajuste de cada una de las aproximaciones
analizadas se emplean las medidas de distancia definidas en las ecuaciones (1.22) y (1.23), las cuales
proporcionan una idea de la diferencia entre las curvas de la distribucion Poisson Compuesta y la

aproximacion que se esté analizando.

El procedimiento para analizar las aproximaciones consiste en plantear conjuntos de valores para
los pardmetros considerados en la evaluacion de la distribucién Poisson Compuesta, los cuales son
el parametro de la distribucién Poisson y los pardmetros de la distribucién de la variable aleatoria
X; luego, calcular el valor de la asimetria, estimar cada una de las aproximaciones y calcular las
distancias empleadas para la comparacién. Adicionalmente, se evalia la aproximacion al aumentar
el nimero de pardametros considerados para la distribuciéon SNP y el tamano de muestra para la

generacion de datos con distribucién Poisson Compuesta.
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Los resultados son presentados graficamente y a partir de tablas, en las cuales se especifican las
medidas de distancia empleadas, para cada una de las aproximaciones comparadas; las escalas de
las graficas son logaritmicas, con el objetivo de poder observar mejor el desempeno de las aproxi-
maciones. Se hace énfasis en la aproximaciéon SNP al presentar tablas y graficas con los resultados
obtenidos al aumentar el niimero de parametros empleados y el tamano de la muestra inicial de
la distribuciéon Poisson Compuesta; con el fin de obtener resultados y conclusiones objetivas que

permitan sugerir su empleo.

3.1. Resultados de la aproximacién SNP a la PC(\; IG(u,0))

Como se menciono en la introduccién de este capitulo, se presentan en éste andalisis dos casos de
parametros, de los cuales una de ellos presenta asimetria inferior al valor de 2 y la otra mayor. En
esta seccion se considera que X se distribuye Inversa Gaussiana. El tamano de muestra inicial para
los datos de la distribuciéon Poisson Compuesta es de n = 2000. Los resultados para cada uno de

los casos de asimetria son presentados a continuacién.

3.1.1. Caso de Asimetria 75 < 2, cuando S ~ PC(\; IG(u,0))

Para evaluar este caso, se emplean los siguientes valores de los parametros de la distribucién com-
puesta PC(A\; IG(p,0)): A =20, p = 0.2 y 0 = 2. Este conjunto de valores arrojan una asimetria
de la distribuciéon compuesta vg = 0.2577, la cual puede ser evaluada empleando la ecuacién dada
en (1.10).

Distribucién Inversa Gaussiana
IG(m,s)

01—

0.1 0.2 0.3 0.4

Densidad
0 2 4 6 8

Distribucién Poisson Compuesta
PC(lambda;IG(m,s))

Densidad

lambda= 20

F1curaA 3.1: Gréficas de densidad: Distribucién Inversa Gaussiana [G(0.2,2) y Distribucién Compuesta
PC(20;1G(0.2,2)), con vg < 2. Ajuste Kernel y SN Py.
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En la FIGURA 3.1 se muestra el comportamiento de la distribucién Inversa Gaussiana con los valores
de parametros considerados, adicionalmente se presenta el histograma de la muestra de la distribu-
cién Poisson Compuesta PC(20; IG(0.2,2)) y los ajustes de los estimadores de densidad kernel y
SNP. Note que ambas curvas, nombradas como kernel y snp respectivamente, presentan un ajuste
muy similar a los datos de la distribucién compuesta.

PC(lambda;IG(m,s)) Aproximacién SNP_Max. Verosimilitud Aproximacion SNP Momentos

log(-log(1.001 - Fx{I]))
log(-log(1.001 - Fx{l))
log(-log(1.001 - Fx{I))

06 08 10 12 14 16 18

06 08 10 12 14 16 18
L

06 08 10 12 14 16 18
L

I
®

17 18 1.9 2.0 16 17 18 19 2.0 16 17 18 1.9 2.0

10g(x) CvM= 66.24 CvM= 453.75
KS= 0.0067 KS= 0.0092

Aproximacion Gamma Trasladada Aproximacion Gamma Incompleta Aproximacion Normal Power

log(-log(1.001 - Fx(I))
log(-log(1.001 - Fx(I))
log(-log(1.001 - Fx(I))

PC
—-- e

P
- - - GammaTras.

06 08 10 12 14 16 18
06 08 10 12 14 16 18
06 08 10 12 14 16 18

T T T T T T T
1.6 17 18 19 2.0 16 17 18 19 20 16 17 18 1.9 20

CvM=124.38 CvM= 1250.26 CvM= 89.59
KS= 0.0089 KS=0.0083 KS=0.0053

FicuraA 3.2: Comparacién de las Aproximaciones a la Distribucion Compuesta, cuando S ~
PC(20;IG(0.2,2)) y s < 2.

La FIGURA 3.2 permite analizar el desempeno de las aproximaciones estudiadas para la distribucién
compuesta. Cada una de las graficas muestra el ajustes de las aproximaciones: SNP estimada por
méxima versosimilitud (snp,,), SNP por el método de los momentos (snpmom), Gamma Traslada-
da (Gamma Tras.), Gamma Incompleta (Gamma Incom.) y Normal Power (NP); adicionalmente
cada una de las gréaficas presenta el valor de las medidas de distancia empleadas, las cuales son pre-
sentadas en la TABLA 3.1. En esta tabla se puede evidenciar que la aproximacion SNP, estimada por
maxima verosimilitud presenta un buen ajuste, incluso, el mejor ajuste si se analiza la medida de
distancia de Cramer-von Mises (CvM); analizando la medida de distancia de Kolmogorov Smirnov
(KS) es la segunda aproximacién que mejor se ajusta a los datos de la distribucién compuesta. En
este punto es importante aclarar que las medidas de distancia empleadas no pueden ser comparadas

entre si, ya que su construccién las hace muy dististas.

Con el fin de ampliar el andlisis de la aproximacién por medio de los estimadores SNP, se procede
a aumentar el nimero de pardametros de la distribucion SNP considerados para construir la apro-
ximacion. El ajuste de cada una de las distribuciones SNP construidas con 4, 6, 8 y 10 parametros
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TABLA 3.1: Medidas de ajuste de las Aproximaciones a la distribucién PC(20;1G(0.2,2)) cuando vg < 2.

Aproximacion CvM KS
SN Py 66.24 | 0.0067
SN Pyrowm 453.75 | 0.0091

Gamma Trasladada | 124.38 | 0.0089
Gamma Incompleta | 1250.26 | 0.0083
NP 89.59 | 0.0053

a la distribucién Poisson Compuesta es presentado en la FIGURA 3.3, en la cual se compara el
ajuste de los estimadores kernel y la estimacién SNP; es importante anotar, que a medida que el
nimero de parametros de la distribucién SNP aumenta la estimacion SNP se hace muy similar a
la estimacién por los kernel. Los resultados del ajuste con estas condiciones son presentados en la
FIGURA 3.4 y en la TABLA 3.2.

Ajuste con SNP Ajuste con SNP
4 Parametros 6 Parametros

Densidad

00 01 02 03 04
Densidad

00 01 02 03 04

y y
Ajuste con SNP Ajuste con SNP
8 Parametros 10 Parametros

Densidad

00 01 02 03 04
Densidad

00 01 02 03 04

Ficura 3.3: Graficas de ajuste de los estimadores Kernel y SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros a la
PC(20;1G(0.2,2)), con tamano de muestra n = 2000 y vg < 2.

Note que la diferencia de probabilidad, calculada con la medida de distancia KS es mas pequena a
medida que el nimero de parametros de la distribucion SNP aumenta.

Para analizar la aproximacion SNP a medida que el tamaifio de muestra de los datos iniciales
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TABLA 3.2: Medidas de ajuste de las Aproximaciones SNP con 4, 6, 8 y 10 pardmetros a la distribucién

PC(20;1G(0.2,2)), cuando vg < 2.

log(~log(1.001 - Fx[I]))

18

14

1.0

0.6

Aproximacién | CvM KS

SNPy 66.24 | 0.0067
SN Ps 72.94 | 0.0073
SN Py 234.58 | 0.0059
SN Py 50.52 | 0.0050

Aprox. SNP 4 parametros

1.8 1.9 2.0

CvM= 66.24
KS=0.0067

Aprox. SNP 8 parametros

log(~log(1.001 - Fx[I]))

18
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1.0

0.6

Aprox. SNP 6 parametros

1.8 1.9 2.0

CvM=72.94
KS= 0.0073

Aprox. SNP 10 parametros
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|
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14
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log(-log(1.001 - Fx[I])
1.0
Il

log(~log(1.001 - Fx[I])

0.6
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1.8 1.9 1.8 19 2.0

CvM= 50.52
KS= 0.005

CvM= 234.58
KS= 0.0059

FI1GURA 3.4: Gréficas de aproximacion de los estimadores de densidad SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros, con
tamano de muestra n = 2000 y yg < 2.

de la distribucién Poisson Compuesta aumenta, se evalian las aproximaciones con tamanos de
muestra n = 4000 y n = 6000. La TABLA 3.3 presenta los resultados de las medidas de distancia

para cada una de las aproximaciones consideradas.

Un punto importante para analizar es que a medida que el tamano de muestra aumenta, el ajuste
parece mejorar para cada una de las aproximaciones consideradas. Las aproximaciones con mejor

desempeno en este andlisis son: SNP por maxima verosimilitud, la Gamma Trasladada y la NP.
Con el fin de continuar con el andlisis al incrementar el nimero de parametros, se presenta la

FIGURA 3.5 que muestra el ajuste de la distribucion SNP a los datos simulados de la distribucién

Poisson Compuesta con tamainio de muestra n = 6000.
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TABLA 3.3: Medidas de ajuste de las Aproximaciones a la distribuciéon PC(20; IG(0.2,2)), cuando ys < 2y
los tamanos de muestra son n = 4000 y n = 6000.

Tamano muestra n = 4000 n = 6000
Aproximacion CvM KS CvM KS
SN Py 359.82 | 0.0041 | 693.88 | 0.0047
SN Pyrom 2128.86 | 0.0095 | 6326.35 | 0.0084

Gamma Trasladada | 468.87 | 0.0082 | 633.01 | 0.0039
Gamma Incompleta | 4431.29 | 0.0094 | 7213.60 | 0.0093
NP 327.30 | 0.0043 | 604.41 | 0.0046

Note que para el tamano de muestra n = 6000, el ajuste kernel y el de los estimadores SNP

Ajuste con SNP Ajuste con SNP
4 Parametros 6 Parametros

03 04
03 04

Densidad
0.2
Densidad
0.2

00 01
00 01

Ajuste con SNP Ajuste con SNP
8 Parametros 10 Parametros

Densidad

00 01 02 03 04
Densidad

00 01 02 03 04

FicuraA 3.5: Gréficas de ajuste de los estimadores SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros de la distribucion
PC(20;1G(0.2,2)), con tamano de muestra n = 6000 y vg < 2.

son muy similares. Adicionalmente, la FIGURA 3.6 y la TABLA 3.4, dan evidencia que a medida que
el tamano de muestra aumenta, al igual que el nimero de pardmetros, la aproximacién SNP a los
datos de la distribucién Poisson Compuesta mejora su desempeno notablemente.

De la grafica y la tabla anterior, se puede concluir que la aproximacién SNP mejora a medida

que el nimero de pardmetros a considerar en esta distribucion aumenta, a la igual que el tamano

de muestra; lo que comprueba la conclusién obtenida en Klaauw & Koning [26].
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TABLA 3.4: Medidas de ajuste de las Aproximaciones SNP con 4, 6, 8 y 10 pardmetros a la distribucién
PC(20;1G(0.2,2)) cuando vs < 2 y los tamanos de muestra son n = 4000 y n = 6000.

Tamano muestra n = 4000 n = 6000
Aproximacion CvM KS CvM KS
SNPy 359.82 | 0.0041 | 693.88 | 0.0047
SN PFs 396.35 | 0.0056 | 683.04 | 0.0036
SN Py 299.14 | 0.0062 | 392.94 | 0.0045
SN Py 302.42 | 0.0062 | 453.99 | 0.0041
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FicurA 3.6: Graficas de aproximacion de los estimadores de densidad SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros, con
tamano de muestra n = 6000 y yg < 2.

3.1.2. Caso de asimetria 5 > 2, cuando S ~ PC(\; IG(p,0))

Para evaluar el caso de asimetria alta, es decir, mayor al valor de 2, se consideran los siguientes
valores de los pardmetros para la distribucién Poisson Compuesta PC'(\; IG(p,0)): A =10, = 4
y o = 0.5; esta distribucién tiene una asimetria de vg = 2.5415, la cual se halla a través de la

ecuacién (1.10).

En la FIGURA 3.7 se presenta la gréifica de la distribucién Inversa Gaussiana, la cual evidente-
mente presenta una asimetria alta; adicionalmente, se presenta la grafica de la distribucion Poisson
Compuesta PC(10; 1G(4,0.5)) y el ajuste de la estimacién kernel y SNP con 4 parametros. En este
caso, el estimador de densidad SNP con 4 parametros no presenta un buen desempeno comparado

41



con el estimador kernel.
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F1aurA 3.7: Gréficas de densidad: Distribucién Inversa Gaussiana [G(4,0.5) y Distribucién Compuesta
PC(10;IG(4.0.5)), con vs > 2. Ajuste Kernel y SN P;.

El desempeno de las aproximaciones evaluadas presenta dificultades para el caso de asimetria al-
ta, la FIGURA 3.8 evidencia una diferencia alta entre la funcién de distribucién acumulada de la
Poisson Compuesta y las aproximaciones. De igual manera a través de la TABLA 3.5, se puede
concluir que la aproximacién que mejor estima los datos de la distribucién Poisson Compuesta,
PC(10;IG(4,0.5)), es la aproximacién Gamma Trasladada.

La evaluacién de la distribuciéon PC(10; IG(4.0.5)) también es realizada a través del aumento

TABLA 3.5: Medidas de ajuste de las Aproximaciones a la distribucién PC(10; IG(4.0.5)) cuando s > 2.

Aproximacion CvM KS
SN Pray 6630.51 | 0.0287
SN Pyrom 23595.20 | 0.1310

Gamma Trasladada | 1591.83 | 0.0069
Gamma Incompleta | 5000.79 | 0.0471
NP 15420.43 | 0.0524

de pardmetros de la distribucion SNP; la FIGURA 3.9 presenta el ajuste de la SNP con 4, 6, 8,
y 10 pardmetros. Es evidente, a través de esta grafica, que a medida que aumenta el nimero de
parametros considerados, el ajuste a la distribucién Poisson Compuesta mejora.

La anterior conclusion se evidencia también en la FIGURA 3.10, en la cual se puede observar
que la linea punteada se ajusta mejor a la linea continua, que corresponde a la distribucién Poisson
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F1GURA 3.8: Comparaciéon de Aproximaciones a las Distribuciones Compuestas, cuando S ~
PC(10;I1G(4.0.5)) y vs > 2.
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Ficura 3.9: Gréficas de ajuste de los estimadores Kernel y SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros, con tamano
de muestra n = 2000 y vg > 2.

Compuesta. En la tabla TABLA 3.6, se puede observar como el valor del KS disminuye a medida
que el nimero de pardmetros aumenta; igualmente, el valor de la medida de distancia CvM tiende
a disminuir. Con estos resultados se puede concluir, que la asimetria es un factor determinante

para asegurar el buen desempefio de las aproximaciones, ya que mientras mayor valor tenga, mayor
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FiguraA 3.10: Gréficas de aproximacion de los estimadores de densidad SNP con 4, 6, 8 y 10 pardametros,
con tamano de muestra n = 2000 y vg > 2.

TABLA 3.6: Medidas de ajuste de las Aproximaciones SNP con 4, 6, 8 y 10 pardmetros a la distribucién
PC(20;1G(0.2,2)), cuando vg < 2.

Aproximacién CvM KS

SNPy 6630.51 | 0.0287
SN Ps 13430.29 | 0.0268
SN Py 2726.73 | 0.0149
SN Py 2121.77 | 0.0054

dificultad presentan las aproximaciones.

En la TABLA 3.7, se puede observar que las medidas de distancia disminuyen mientras el tamano
de muestra aumenta. Una conclusion similar puede ser obtenida a través FIGURA 3.11 y 3.12, en las
cuales se observa que la calidad de ajuste mejora a medida que el nimero de pardmetros aumente
en la distribucién SNP.

La estimacién de la aproximacion SNP por el método de los momentos no presenta un buen ajuste,
lo que permite concluir que existen problemas de convergencia en el momento de estimacion de los
parametros. La alternativa de estimacion por maxima verosimilitud, resulta mas eficiente. Final-
mente, la TABLA 3.8, confirma la conclusién obtenida anteriormente, el nimero de parametros de la
distribuciéon SNP esta completamente relacionado con la eficiencia de los estimadores de densidad
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Ficura 3.11: Gréficas de ajuste de los estimadores Kernel y SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros a la
PC(10;1G(4,0.5)), con tamafio de muestra n = 6000 y vs > 2.

TABLA 3.7: Medida de ajuste de las Aproximaciones a la distribucién PC(10;1G(4,0.5)) cuando vs > 2,y
los tamanos de muestra son: n = 4000 y n = 6000.

Tamano muestra n = 4000 n = 6000
Aproximacion CvM KS CvM KS
SN Pry 15130.17 | 0.0474 | 59082.92 | 0.0185
SNPyom 76231.23 | 0.1071 | 160339.11 | 0.0929

Gamma Trasladada | 2798.65 | 0.0095 | 4388.48 | 0.0085
Gamma Incompleta | 13381.82 | 0.0336 | 28884.42 | 0.0264
NP 30738.78 | 0.0438 | 78517.15 | 0.0386

SNP, tal como lo presentan Klaauw & Koning [26].
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FiguraA 3.12: Gréficas de aproximacion de los estimadores de densidad SNP con 4, 6, 8 y 10 pardametros,
con tamano de muestra n = 6000 y vg > 2.

TABLA 3.8: Medidas de ajuste de las Aproximaciones SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros, a la distribucién
PC(10;IG(4,0.5)) cuando s < 2, y los tamanos de muestra son n = 4000 y n = 6000.

Tamano muestra n = 4000 n = 6000
Aproximacion CvM KS CvM KS
SN Py 15130.17 | 0.0474 | 59082.92 | 0.0185
SN Py 18217.56 | 0.0325 | 26243.78 | 0.0163
SN Py 5948.26 | 0.0117 | 17988.98 | 0.0134
SN Py 3101.51 | 0.0047 | 11477.74 | 0.0074

3.2. Resultados de la aproximacién SNP a la PC(\; LN (u,0))

3.2.1. Caso de asimetria 5 < 2, cuando S ~ PC(\; LN (u,0))

Con el objetivo de generar un caso paticular en el cual se cumpla que vg < 2, cuando N ~
Poisson(\) y X ~ LN(u, o), se escogieron los siguientes valores de los pardmetros: A =10, u =1y
o = 0.2; esta distribucién genera una asimetria de vg = 0.3357. La FIGURA 3.13 permite observar
la distribucién LN (1,0.2) y su ajuste Kernel, adicionalmente, presenta la gréfica de la distribu-
cién PC(10; LN (1,0.2)) con los ajustes Kernel y SNP. Las graficas evidencian el valor pequeno de
asimetria en los datos a través de una PC(10; LN (1,0.2)).
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FIGURA 3.13: Gréficas de densidad: Distribucién Log-Normal LN(1,0.2) y Distribucién Compuesta
PC(10; LN(1,0.2)), con vs < 2. Ajuste Kernel y SN Py.
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FiGUrA 3.14: Comparaciéon de Aproximaciones a las Distribuciones Compuestas, cuando S -~

PC(10; LN(1,0.2)) y v5 < 2.

LaFIGURA 3.14 y la TABLA 3.9 dan evidencia del ajuste de las aproximaciones a la distribucion
Poisson Compuesta, cuando X ~ LN. La aproximacién SNP por estimacion de maxima verosimili-
tud, arroja uno de los mejores resultados en el ajuste, en ambas medidas de distancia empleadas. La
aproximacion SNP por estimacién de igualdad de momentos no presenta buenos resultados, lo que
permite intuir que esta estimacion presenta problemas de convergencia en la solucién del sistema

de ecuaciones.

Las aproximaciones NP y Gamma Trasladada presentan unos buenos resultados en el ajuste de
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TABLA 3.9: Medidas de ajuste de las Aproximaciones a la distribuciéon PC(10; LN(1,0.2)) cuando vs < 2.

Aproximacion CvM KS
SN Py 85.22 | 0.0060
SN Pyrowm 2941.05 | 0.0223

Gamma Trasladada | 230.99 | 0.0106
Gamma Incompleta | 1092.26 | 0.0078
NP 106.11 | 0.0068

la distribucion Poisson Compuesta, cuando la yg < 2.

Continuando con el propésito de analizar el aumento de parametros en la distribucion SNP para
evaluar el ajuste a la distribucién Poisson Compuesta, se presenta la FIGURA 3.15 en la cual se
puede observar que el ajuste de la aproximacién SNP por maxima verosimilitud mejora a medida
que el nimero de parametros considerados en el analisis aumentan; adicionalmente, se observa una
vez mas que los estimadores Kernel y SNP son muy parecidos para el caso de asimetria baja, es
decir, vg < 2.

La TaBLA 3.10 y la FIGURA 3.16 verifican una vez mas la conclusién obtenida anteriormente.
La aproximacion SNP para este caso arroja resultados muy buenos de ajuste.

TABLA 3.10: Medidas de ajuste de las Aproximaciones SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros a la distribucion
PC(10; LN(1,0.2)), cuando vg < 2.

Aproximacion | CvM KS

SNP, 85.22 | 0.0060
SN P 70.99 | 0.0048
SN Py 69.31 | 0.0050
SN Py 66.81 | 0.0054

Al aumentar el tamano de muestra, los resultados de la aproximacién SNP mejoran notablemente,
y si adicionalmente se aumenta el nimero de parametros de la distribucion SNP, el ajuste gana

mayor precision.
Adicionalmente, el tamano de muestra aumenta para analizar los resultados, la TABLA 3.11 pre-
senta las medidas de distancia de las aproximaciones consideradas cuando el tamano de muestra es

n = 4000 y n = 6000.
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Ficura 3.15: Gréficas de densidad de ajuste de los estimadores Kernel y SNP con 4, 6, 8 y 10 pardmetros
ala PC(10; LN(1,0.2)), con tamano de muestra n = 2000 y vg < 2.
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FicuraA 3.16: Gréficas de aproximacion de los estimadores de densidad SNP con 4, 6, 8 y 10 pardametros,
con tamano de muestra n = 2000 y vg < 2.

La FIGURA 3.17 presenta los histogramas de la distribucién PC(10; LN(1,0.2)) y el ajuste para
cada uno de los parametros considerados para la distribucion SNP. En esta grafica se observa que
la diferencia entre los estimadores Kernel y SNP es muy pequena.
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TaBLA 3.11: Medidas de ajuste de las Aproximaciones a la distribucién PC(10; LN (1,0.2)), cuando yg < 2
y los tamanos de muestra son n = 4000 y n = 6000.

Tamano muestra n = 4000 n = 6000
Aproximacion CvM KS CvM KS
SN Pray 752.69 | 0.0033 | 246.21 | 0.0022
SN Pyrom 21565.48 | 0.0194 | 21665.72 | 0.0193

Gamma Trasladada | 1537.43 | 0.0039 | 1998.10 | 0.0058
Gamma Incompleta | 9548.52 | 0.0055 | 10353.28 | 0.0079

NP 1647.04 | 0.0040 | 135.81 | 0.0023
Ajuste con SNP Ajuste con SNP
4 Parametros 6 Parametros

Densidad
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00 01 02 03 04

y y
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FiguraA 3.17: Gréficas de ajuste de los estimadores Kernel y SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros a la
PC(10; LN(1,0.2)), con tamaio de muestra n = 6000 y vs < 2.

Finalmente, en la FIGURA 3.18 y la TABLA 3.12 permiten afirmar las conclusiones realizadas ante-
riormente. Note que en la FIGURA 3.18 cuando la aproximacién se construye con 8 parametros, el
ajuste a la distribucién Poisson Compuesta es muy bueno.
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Figura 3.18: Gréficas de aproximacion de los estimadores de densidad SNP con 4, 6, 8 y 10 pardametros,

con tamano de muestra n = 6000 y vg < 2.

TABLA 3.12: Medidas de ajuste de las Aproximaciones SNP con 4, 6, 8 y 10 pardmetros a la distribucién
PC(10; LN(1,0.2)) cuando s < 2 y los tamanos de muestra son n = 4000 y n = 6000.

Tamano muestra n = 4000 n = 6000
Aproximacion CvM KS CvM KS
SN Py 752.69 | 0.0033 | 246.21 | 0.0022
SN Pg 643.29 | 0.0032 | 2155.27 | 0.0035
SN Py 639.19 | 0.0029 | 189.73 | 0.0029
SN Py 186.82 | 0.0037 | 120.09 | 0.0024

3.2.2. Caso de asimetria 5 > 2, cuando S ~ PC(\; LN (u,0))

Como anteriormente se menciond, el interés de esta revisién practica es analizar la eficiencia del
método de aproximacién SNP para valores de asimetria inferiores y superiores al valor de 2. En este
caso, se seleccionaron los siguientes valores de los pardmetros con el fin de obtener una asimetria
de la distribucion Poisson Compuesta mayor a 2, yg > 2; por lo tanto, A =15, y =3y 0 =1.3. La
asimetria obtenida con estos pardmetros es vs = 3.2575, a través de la ecuacién (1.10).

En la FIGURA 3.19 se puede observar la asimetria de los datos de una muestra Log-Normal con

éstos parametros; de igual manera, se presenta el ajuste de los estimadores Kernel y SNP a la
distribucién Poisson Compuesta PC(15; LN (3,1.3)).
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FIGURrA 3.19: Gréficas de densidad: Distribucién Log-Normal LN(3,1.3) y Distribucién Compuesta
PC(15;LN(3,1.3)). Ajuste Kernel y SNP;.

El ajuste de las aproximaciones evaluadas son presentadas en FIGURA 3.20 y las medidas de dis-
tancia estan dadas en TABLA 3.13. Note que las medidas de distancia sugieren dos aproximaciones:
la medida de distancia CvM presenta un menor valor de distancia en la aproximaciéon Gamma
Incompleta, mientras arroja la minima distancia para la aproximaciéon SNP estimada por dxima
verosimilitud. En general, las aproximaciones no presentan una estimacién tan buena, como cuando
la asimetria yg > 2.

La revision de este caso se realiza de forma similar a los anteriores, en los cuales se revisan las
aproximaciones de la distribucién SNP aumentando los pardmetros y el tamano de muestra. Note
de la TABLA 3.14 que a medida que el numero de los parametros aumenta, las medidas de distancia,
CvM y KS disminuyen, lo que confirma de nuevo las conclusiones anteriores; graficamente, FIGURA
3.21 y 3.22, se puede percibir que la aproximacion SNP mejora, sin embargo, presenta dificultades

para la estimacion en la cola de la distribucién Poisson Compuesta.

TABLA 3.13: Medidas de ajuste de las Aproximaciones a la distribucién PC(15; LN(3,1.3)) cuando yg > 2.

Aproximaciéon CvM KS
SN Pr 3633.83 | 0.0122
SN Pyrom 866166.52 | 0.2032

Gamma Trasladada | 8952.95 | 0.0170
Gamma Incompleta | 1416.55 | 0.0183
NP 6104,97 | 0,0383
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F1GURA 3.20: Comparaciéon de Aproximaciones a las Distribuciones Compuestas, cuando S ~
PC(15;LN(3,1.3)) y vs > 2.
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Ficura 3.21: Gréficas de ajuste de los estimadores Kernel y SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros a la
PC(15; LN(3,1.3)), con tamanio de muestra n = 2000 y vs > 2.

Al aumentar el tamano de muestra las medidas de distancia de las aproximaciones empleadas
para comparar con la aproximacion SNP, no presentan variante significativas que indiquen que se
mejora el ajuste al aumentar el tamano de muestra. Mientras, al aumentar el tamano de muestra

para la aproximacién SNP se evidencia un mejor ajuste a las distribuciones Poisson Compuesta,
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TABLA 3.14: Medidas de ajuste de las Aproximaciones SNP con 4, 6, 8 y 10 pardmetros a la distribucién
PC(15; LN (3,1.3)). cuando vg > 2.

Aproximacién | CvM KS

SN Py 3633.83 | 0.0122
SN Ps 4619.00 | 0.0098
SN Py 1536.36 | 0.0060
SN Py 956.87 | 0.0055

Aprox. SNP 4 parametros Aprox. SNP 6 parametros
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FiguraA 3.22: Gréficas de aproximacion de los estimadores de densidad SNP con 4, 6, 8 y 10 pardametros,

con tamano de muestra n = 2000 y vg > 2.

TaBLA 3.15: Medidas de ajuste de las Aproximaciones a la distribucién PC(15; LN (3,1.3)), cuando yg > 2
y los tamanos de muestra son n = 4000 y n = 6000.

Tamano muestra n = 4000 n = 6000
Aproximacion CvM KS CvM KS
SN Pr 11489.62 | 0.0147 | 30916.62 | 0.0119
SN Pyiom 3120932.14 | 0.2041 | 6505350.82 | 0.2057
Gamma Trasladada | 33724.04 | 0.0258 | 48955.32 | 0.0174
Gamma Incompleta 3306.08 0.0104 | 17851.03 | 0.0151
NP 16705.68 | 0.0250 | 98495.85 | 0.0359
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Ficura 3.23: Gréficas de ajuste de los estimadores Kernel y SNP con 4, 6, 8 y 10 parametros a la
PC(15;LN(3,1.3)), con tamano de muestra n = 6000 y vs > 2.

vea FIGURA 3.24 y TABLA 3.16.
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FicUurA 3.24: Graficas de aproximacion de los estimadores de densidad SNP con 4, 6, 8 y 10 pardmetros,
con tamano de muestra n = 6000 y vg > 2.
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TABLA 3.16: Medidas de ajuste de las Aproximaciones SNP con 4, 6, 8 y 10 pardmetros a la distribucién
PC(15; LN (3,1.3)) cuando s < 2 y los tamanos de muestra son n = 4000 y n = 6000.

Tamano muestra n = 4000 n = 6000
Aproximacién CvM KS CvM KS
SNP, 11489.62 | 0.0147 | 30916.62 | 0.0119
SN P 7684.45 | 0.0115 | 33737.18 | 0.0104
SN Py 4350.69 | 0.0080 | 14367.22 | 0.0082
SN Py 2519.90 | 0.0037 | 10528.75 | 0.0035
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Capitulo 4

Aplicaciones

La distribucion Poisson Compuesta ha sido empleada en temas relacionados con el analisis de ries-
gos y de seguros, que comunmente involucran un periodo de tiempo para el anélisis de las posibles
ocurrencias, siniestralidades o eventos. Las aplicaciones mencionadas en este capitulo estan rela-
cionadas con el estudio de los riesgos operacionales y la aplicacion en seguros. Sin embargo, otras
aplicaciones se encuentran dirigidas al andlisis de supervivencia, Aalen [1].

Panjer [32], se concentra en la aplicacién y modelacién del riesgo operacional, incluyendo la apli-
cacién de las distribuciones compuestas y exponiendo los detalles de la metodologia por él propuesta.

En las siguientes secciones se presenta la aplicacién de la distribucién Poisson Compuesta al tema
de riesgo operacional y al modelo de riesgo colectivo.

4.1. Aplicacion al Riesgo Operacional

Las corporaciones financieras y la industria en general, se encuentran expuestas a riesgos de ope-
racién que puede facilmente llevar a la quiebra a cualquier compania. Algunas entidades financieras
de los paises méas desarrollados se acogen al Acuerdo de Basilea II, que define los riesgos opera-
cionales a los que se encuentran expuestas las entidades bancarias y sugieren algunos tratamientos

para este riesgo.

En el Acuerdo de Capitales de Basilea II !, el riesgo operacional se define como: «El riesgo de

'El Comité de Supervisién Bancaria de Basilea fue creado en 1975 por los dirigentes de los bancos centrales
del Grupo de los Diez (G10), y estd compuesto por autoridades de supervisién bancaria. Dicho Comité construye
acuerdos con el fin de dar recomendaciones sobre la legislacién y regulacién bancaria, proponiendo un referente base
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pérdida resultante por fallas en los procesos internos, humanos y de los sistemas o por eventos
externos. Esta definicién incluye el riesgo legal ?, dejando por fuera el riesgo estratégico y reputa-

cional»3.

Segun la definicién de Basilea II, este tipo de riesgo consta de siete grandes categorias de eventos, los
cuales son considerados como las principales causas de las pérdidas operacionales en las entidades

financieras:

= Fraude interno

= Fraude externo

= Précticas de empleo, salud y seguridad en el trabajo
= Practicas con clientes, productos, y de negocio

= Dafios en activos fisicos: hacen referencia a pérdidas o danos en activos fisicos de la entidad,
originados por desastres naturales u otros sucesos.

= Interrupcién del negocio y fallas en los sistemas

= Ejecucién, entrega y gestion de los procesos

Para efectos de clasificar las actividades del sector financiero, el Comité de Basilea II considera las

siguientes lineas de negocio:

= Finanzas Corporativas
= Negociacién y Ventas
= Banca Minorista

= Banca Comercial

= Pagos y Liquidaciones

a las entidades con objeto de establecer los requerimientos de capital necesarios para asegurar la proteccién frente a
los riesgos financieros y operativos. Por lo tanto, el Acuerdo de Basilea IT publicado en Junio de 2004, se ha vuelto
un referente para los entes reguladores de las entidades.
»  2Riesgo legal: Es la posibilidad de pérdida en que incurre una entidad al ser sancionada u obligada a indemnizar
danos como resultado del incumplimiento de normas o regulaciones y obligaciones contractuales.

3Riesgo Reputacional: Es la posibilidad de pérdida en que incurre una entidad por desprestigio, mala imagen,
publicidad negativa, cierta o no, respecto de la institucion y sus précticas de negocios, que cause pérdida de clientes,
disminucién de ingresos o procesos judiciales. La Superintendencia Financiera de Colombia incluye este riesgo en la
definicién o concepcion del riesgo operacional.
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= Servicios de Agencia
s Administraciéon de Activos

= Intermediacion Minorista

Las anteriores definiciones de 7 tipos de eventos y 8 lineas de negocios, son establecidas con el
fin de dar consistencia y claridad en la recoleccién de los datos y de estandarizarlos para posibles

comparaciones.

El tratamiento y la cuantificacién del riesgo operacional ha tomado mayor fuerza en los ultimos
anos y varios autores han propuesto metodologias que permiten exponer estadisticamente el com-
portamiento de las pérdidas obtenidas por este tipo de riesgo. Embrechts, et al [11] exponen una
discusién acerca de los métodos para cuantificar el riesgo operacional en los bancos y mencionan
posibles metodologias para su tratamiento, entre ellas: teoria de valores extremos, colas pesadas
y la probabilidad de ruina. Moscadelli [30] menciona en su articulo la importancia de tener en
una entidad expuesta al riesgo operacional una adecuada administracion y un buen sistema de
medicién, y analiza dos metodologias: las distribuciones actuariales y los modelos basados en la
Teoria de Valor Extremo. Otros autores como Panjer [32], han propuesto metodologias para tratar
los datos provenientes de este tipo de riesgo. Chavez- Demoulin, et al. [7] presenta una ejemplo
de de la aplicacién de la distribucion Poisson Compuesta para aplicacion de modelos avanzados
mencionados en Basilea II.

Consideramos que la aproximacién SNP puede ser una alternativa buena para aproximar la dis-
tribucién de los riesgos operaciones de cualquier entidad, siempre y cuendo los valores de pérdida
no sean muy extremos, ya que de ser asi, el mejor tratamiento seria el propuesto por Moscadelli
[30]: particionar el comportamiento de las pérdidas en dos distribuciones.

4.2. Modelos de Riesgo Colectivo

El modelo bésico de Riesgo Colectivo o de Cramer-Lundberg se define como un proceso estocastico
en tiempo continuo, R(t),t > 0, con valores en R, definido mediante las siguientes variables:
= (N(t),t >0) : proceso Poisson con tasa .

» (Xj)j=12,.. : sucesién de variables aleatorias i.i.d., con distribuciéon F(z) = P(X; < xz),
independientes de N (t).

» S(t) = Z;V:(? X, : suma aleatoria de variables aleatorias, que conforman la distribucién
compuesta.
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El Modelo de Riesgo Colectivo se define como
Rt)=u+1It —S(t), t >0 (4.1)

donde u, IT > 0 son constantes dadas.

Se han definido varias extensiones de este modelo, entre las cuales se pueden mencionar el modelo

de Sparre Andersen, que tiene la misma forma del modelo: R(t) = u + ITt — Z;V:(? X, pero donde

{N(t)}+>0 es un proceso en tiempo continuo generado por una sucesién de variables aleatorias i.i.d.
no negativas, denominadas “tiempo entre arribo” {77};>0, de tal forma que

N@t)=imf{j>0: To+--+T; > t},

Se asume que las variables aleatorias {7};};>1 y {X;};>1 son independientes.

Las variables definidas tienen las siguientes interpretaciones, en el contexto de seguros de danos:

» (N(t),t >0) : el nimero de reclamos hasta el tiempo t.
» (Xj)j=1,2,. : el costo de cada reclamo, con p = E(Xj).
» S(t) = Ejvz(? X : el costo total acumulado hasta t.

» u: reserva inicial de capital, R(0) = s.

s II: prima anual.

» u+IIt — S(t) = “ingresos - gastos”.

» R(t) =u+ Pt — S(t): superdvit hasta el tiempo t.

En el caso especial en el que las X se distribuyen exponencialmente y N(¢) se distribuye Poisson
tiene una expresion explicita para la distribucién compuesta de S(¢). El modelo de riesgo colectivo
en las aplicaciones se utiliza para un periodo anual con ¢ = 1, con el fin de analizar el calculo de 11
dado el nivel de reservas v y la distribucién de X ;. También se utiliza en tiempo continuo ¢ > 0 con
el fin de analizar la probabilidad del evento de insolvencia (R(t) < 0) en un periodo ¢ € [0,7]. El
interés en este trabajo es aproximar la distribucién compuesta S(t) en un periodo de tiempo anual
t = 1. En adelante se denotaran las variables del modelo sin referencia al tiempo, por ejemplo S,
en lugar de S(t), etc..

Escalante & Arango [13] presentan de manera més detalla la teoria que soporta los aspectos basicos
del modelo de riesgo colectivo.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el desarrollo de esta tesis se comprueba que los estimadores de densidad SNP pueden ser em-
pleados para estimar las distribuciones compuestas, simpre y cuando cumpla con las condiciones
que se especifican en la seccién 2.1.1. Adicionalmente, la implementacién de esta aproximacion no
resulta muy compleja para desarrollar (en el apéndice A se presentan los programas con los cuales
se ejecuté la aproximacién SNP).

La aproximacién SNP propuesta, estimada por maxima verosimilitud, presenta muy buenos re-
sultados al compararla con algunas de las aproximaciones mencionadas. La aproximaciéon SNP
construida a partir del método de igualdad de momentos no presenta los mismos resultados, ya que
su solucion es mas compleja; por esta razon, no se desarrolld la aproximacion para més parametros,
ya que la solucién del sistema de ecuaciones, conformado por los momentos de las distribuciones
compuestas y SNP, es méds complejo a medida que se vinculan a la estimacién mds parametros. Por
lo tanto, se sugiere emplear el método de estimacion por méaxima verosimilitud para construir la

aproximacion SNP a las distribuciones compuestas.

A través de los resultados graficos, se puede concluir que los estimadores de densidad Kernel y
SNP son muy similares, esta conclusién se obtuvo por Fenton & Gallant [16]. Este resultado le da
impulso tedrico a la aproximacién propuesta en esta tesis, ya que se comprueba que los estimadores

SNP presentan un buen desempefio para plantear aproximaciones.

Adicionalmente, se verifican las conclusiones obtenidas por Klaauw & Koning [26], las cuales senalan
que los estimadores de densidad SNP mejoran su desempeno y ajuste, a medida que el niimero de
parametros considerados en la distribuciéon aumentan; la mayoria de los casos practicos desarrolla-
dos permiten verificar estas conclusiones. Ademas, el tamano de muestra presenta en ocasiones un

efecto favorable en la estimacion de las distribuciones.
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Al comparar los resultados obtenidos en el andlisis de las aproximaciones Gamma Trasladada,
Gamma Incompleta, NP y SNP, con las conclusiones obtenidas por las referencias, concluimos:

= La asimetria es un factor determinante en la exactitud del ajuste de las aproximaciones, ya
que los resultados al aplicar las aproximaciones estudiadas demuestran que se obtiene mejor
desempeiio cuando yg es menor a 2 y se presentan dificultades al estimar la parte superior de
la cola derecha de la distribucion Poisson Compuesta cuando g > 2. Esta conclusion coincide
con los resultados obtenidos por Gendron & Crepeau [22].

» Los resultados no coinciden con las conclusiones obtenidas por Seal [40], ya que es evidente
que el desempeno de la aproximacién Gamma Incompleta es dependiente del valor de la
asimetria, tal como lo concluye Pentikainen [33].

» Se coincide también con Gendron & Crepeau [22] en la conclusién que hace referencia a que
la aproximacién NP subestima el valor exacto de la distribucién Poisson Compuesta.

= En la ejecucion practica de las aproxiamciones se observa que el desempeno de las aproxima-
ciones es muy similar al de la aproximacién SNP, sin embargo, la aproximacion SNP mejora
al aumentar el niimero de parametros considerados. Esta conclusién es més explicita cuando
el valor de la asimetria es alto.

Finalmente, esta tesis brinda una nueva aproximacion a las distribuciones compuestas, la cual es
facil de calcular y por medio de la cual se obtienen buenas aproximaciones, sobretodo cuando el
nimero de parametros considerados en la distribucién SNP es alto.

Futuros avances de esta aproximacién podrian estar dirigidos al andalisis con otras distribuciones

que expliquen las variables aleatorias N y X, a realizar aplicaciones en los temas relacionados con
actuaria y el estudio de riesgos, entre otros temas.
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Apéndice A

Documentacion y Cdédigo de las

Funciones en R

Por simplicidad sélo se exponen las funciones de la distribucién SNP con cuatro pardmetros.

Funcion de densidad de la SNP

Descripcion

Calcula la densidad de la distribucién SNP.
Uso

fd_snp(x,d)

Argumentos

x Vector de cuantiles.

d Vector de parametros de la distribucion SNP. Para este caso es de longitud 4.

Resultado
Vector con valores de la densidad de la distribucién SN P(x;d).

Cadigo
fdp.snp4 = function(p,zt){
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d1l = pl1];

d2 = pl2];
da3 = pl3];
d4 = pl4l]
hl = zt;

h2 = (zt"2-1)/sqrt(2);

h3 = zt*(zt~2-3)/sqrt(6);

h4 = (zt"4-6%zt"2+3)/(2*sqrt(6));

res = ((1+d1*h1+d2%h2+d3*h3+d4*h4) ~2)*exp(-zt~2/2)/sqrt(2*pi)/(1+d1"2+d2°2+d3"3+d4"2)

return(res)

Funcién de Distribucién Acumulada de la SN P(d)

Descripcion
Calcula la funcién de distribucién acumulada de la distribucién SN P(d) con 4 parametros.

Uso
fda_snp(d, x)

Argumentos

d Vector de parametros de la distribucion SNP.

x Vector de cuantiles.

Resultado

Un vector con las probabilidades acumuladas. Hay una forma sencilla de calcular la funcién de
densidad acumulada que es por medio de la integracion; existe otra manera precisa de calcular los
valores de la FDA, que es la ecuacion exacta de la funcién de distribucion acumulada, que no se
presenta por lo extensa.

Funcién generadora muestras aleatorias de la Poisson Compuesta cuando X se dis-
tribuye Inversa Gaussiana

Descripciéon
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Esta funcién genera muestras aleatorias de la distribucién Poisson Compuesta cuando la distribu-
cién de X es Inversa Gaussiana con parametros (u, o).

Uso

rpc_ig(n, lambda, mu, sigma)

Argumentos

n Tamano de la muestra que se desea calcular.
lambda Tasa de ocurrencia de los eventos, parametro de la distribucién Poisson.
mu Parametro de la distribucion Inversa Gaussiana positivo.

sigma Parametro de precisién de la Inversa Gaussiana.

Resultado

Un vector que contienen la muestra aleatoria de la distribucion PC(\; IG(u, 0)).

Cddigo

rand_pc_ig = function(n,lambda,mu,sigma){
rt = double(n)
for( j in 1:n){

k = rpois(1,lambda);
if( k > 0 ) rt[jl = sum(rinvgauss(k,mu,sigma))
else rt[jl = 0;
}

return(rt)

}

Funcion generadora muestras aleatorias de la Poisson Compuesta cuando X se dis-
tribuye Log-Normal

Descripcion
Esta funcién genera muestras aleatorias de la distribucién Poisson Compuesta cuando la distribu-
cién de X es Log-Normal con parametros (u, o).
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Uso

rpc_in(n, lambda, mu, sigma)

Argumentos

n Tamano de la muestra que se desea calcular.
lambda Tasa de ocurrencia de los eventos, parametro de la distribucién Poisson.
mu La media de la distribuciéon Log-Normal.

sigma La desviacién estandar de la distribucién Log-Normal.

Resultado

Un vector que contienen la muestra aleatoria de la distribuciéon PC(\; LogN (1, 0)).

Cadigo

rand_pc_ln = function(n,lambda,mu,sigma){
rt = double(n)
for( j in 1:n){

k = rpois(1,lambda);
if( k > 0 ) rt[jl] = sum(rlnorm(k,mu,sigma))
else rt[jl = 0;
}

return(rt)

}

sis_mom

Estimacién por el Método de los Momentos de los Parametros de la Distribucién SNP

Descripcion
Esta funcién estima, por medio del método de igualdad de momentos, los pardametros de la distribu-
cién SNP. Esta funcién esta definida para estimar los valores de los 4 parametros de la distribucién

SNP. La funcién es definida para ser utilizada por la funcién de optimizacién optim.

Uso
sts_mom

Para estimacién:
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optim(par = p0, fn = sis_-mom, method =" BFGS").

Argumentos

d Valores de los pardmetros de la SNP.

pO Valores iniciales para estimar los valores de los pardmetros.
1 Pardmetro A de la distribucién Poisson.

m Pardmetro p de la distribucién Log-Normal.

s Pardmetro o de la distribucién Log-Normal.

Resultado
Valores de los cuatro parametros de la distribuciéon SNP.

Caddigo

sis_mom <- function(d,1l,m,s){

dd<-(1+d[1]"2+d[2] "2+d [3] "2+d[4]"2)

dl <- d[1]; 42 <- d[2]; d3 <- d[3]; d4 <- d[4]

v_res <- rep(NA, 4)

v_res[1] <-2%d1+2*sqrt(2)*d1*d2+2xsqrt (3) *d2+d3+4*d3*d4-0*dd

v_res[2] <-1+2xsqrt(2)*d2+3*d1”2+2*sqrt (6) *d1*d3+5*d2"2+4*sqrt (3) *d2*d4+7*d372+9*d4"2-1*dd
v_res[3] <-6+d1+12xsqrt(2)*d1*d2+18xsqrt (3)*d2+d3+48*d3*d4+2*sqrt (6) *d3+4*sqrt (6) *d1*d4-
(1 (exp(3*m+9%s72/2)) /(17 (3/2) * (exp (2*m+2%s~2) ) " (3/2) ) ) *dd

v_res[4] <-3+12*sqrt(2)*d2+15%d1"~2+20*sqrt (6) *d1*d3+39*d2"2+56*sqrt (3) *d2+d4+75*xd3"2+123%d4 "2+
4xsqrt (6) *d4- ((1* (exp (4*m+8+s72) ) +3+1" 2% (exp (2*m+2%s72)) "2) / (17 2* (exp (2*m+2%s72) ) "2) ) *dd
sum(v_res”2)

}

optim(d_0,sis_mom,l=lambda,m=a,s=b,method="BFGS" ,hessian=T,control=1ist (maxit=20000))

Fl sistema de momentos se construye de forma similar para cuando X ~ IG.

snplogpdf_4

Estimacién por el Método de Maxima Verosimilitud de los Parametros de la Distribu-
cion SNP

Descripcion
Esta funcion estima por el método de méxima verosimilitud los parametros de la distribucién SNP.
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La estimacion se hace por medio de un proceso de optimizacién y empleando la funcién optim.

Uso

snplogpdf,
Para estimacién:

optim(par = p0, fn = snplogpdfs, method =" BFGS” ,x = z)

Argumentos

d Valores de los pardmetros de la SNP.
pO Valores iniciales para estimar los valores de los pardametros.

z vector de muestra aleatoria de la distribucién Poisson Compuesta, los datos deben ser
estandarizados.

Resultado
Valores de los cuatro parametros de la distribucion SNP.

Caddigo

snplogpdf_4 = function(p,y){

d1l = p[1]

d2 = pl[2]

d3 = pl3]

d4 = pl4l]

m = length(y)

hi =y

h2 = (y~2-1)/sqrt(2)

h3 = yx(y~2-3)/sqrt(6)

hd = (y~4-6%y~2+3)/(2*sqrt(6))

loglik = sum(log((1+d1*h1+d2*h2+d3*h3+d4*h4)"2))-sum(y~2/2)-m*xlog(1+d1*d1+d2*d2+d3*d3+d4*d4)
return(-loglik)

}

res = optim(d_O,snplogpdf_4,y=y,method="BFGS" ,hessian=T,control=1list(maxit=20000))

Esta funcién puede ser generalizada para cuando se requiere la estimacion por maxima verosimil-

itud de la distribucién SNP con 6, 8 y 10 parametros. En la libreria actuar del R se encuentran
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programadas las aproximaciones Normal, Normal Power y Panjer. A continuacion se presentan los
programa empleados para calcular estas aproximaciones.

apr_gamma

Aproximacién Gamma Trasladada

Descripcion

Esta lineas de programacién calculan la aproximaciéon Gamma Trasladada a las distribuciones
Poisson Compuestas. Para ver mas detalles de la propuesta de aproximaciéon Gamma Trasladada
vea Embrechts [11].

Argumentos
Los argumentos empleados para esta funciéon son los parametros de la Poisson cuando X ~
LN(u,0).

Resultado
Los valores de la aproximaciéon de la Gamma Trasladada.

Caddigo

(P = LN.Gamma(lambda,mu,sigma))

k = P[1]

alfa = P[2]

beta = P[3]

gl = P[4]

y.gama = pgamma(x-k,shape=alfa,rate=beta)

LN.Gamma = function(lambda,mu,sigma)q{

E = double(4)

E[1] = exp(mu+sigma2/2)
E[2]
E[3]
E[4]

exp (2*mu+2*sigma”2)
exp (3*mu+9*sigma~2/2)

exp (4*mu+8*sigma”2)

parametros de la gamma transladada
= lambda*E[1] - 2+lambda*E[2]"2/E[3]
4*lambda*E[2] "3/E[3] "2

2+E[2]/E[3]

o o N

# asimetria de la PC(1,LN(mu,sigma))
gl = lambda*E[3]/sqrt(lambda*E[2]) "3
p = c(k,a,b,gl)

return(p)
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Esta funcién puede ser implementada para cuando X ~ IG(u, o).

apr_gammalnc

Aproximaciéon Gamma Incompleta

Descripcion
Calcula la Aproximacion Gamma Incompleta

Argumentos
Los parametros de la distribucién Poisson Compuesta, cuando X ~ LN (u, o) para calcular el valor
de la asimetria denotado por g; y obtenido por la funcién anterior.

Resultado
Los valores de la aproximacion de la Gamma Incompleta.

Cadigo

alfa.B = 4/gl
y.gama.B = pgamma(alfa.B + sqrt(alfa.B)*t,shape=alfa.B,scale=1 )

Aproximacion Normal Power

Descripcion
Calcula la Aproximacion Normal Power

Argumentos
Los pardametros de la distribucién Poisson Compuesta, cuando X ~ LN(u,0) y el valor de la
asimetria denotado por gamma y obtenido por la funcién anterior.

Resultado
Los valores de la aproximacion NP

Cadigo

fda.np = function(x,m,s,gamma){

z = (x-m)/s
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g = gamma/6
xo = -sqrt(7/4)

eo = ifelse(xo - z,1,0)

y = ifelse(x > 1, sqrt(1+1/(4xg~2)+z/g)-1/(2xg) ,z-g* (2" -1)+g 2% (4*z~3-T*z) *e0)
F = pnorm(y,0,1)

return(F)

}
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