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Resumen— El Discurso Informal Matematico (DIM) se
caracteriza por la mezcla entre lenguaje natural y las expresiones
simbdlicas que se presentan en el contexto de los libros de
textos, en las publicaciones matematicas y en las demostraciones
matematicas. En la actualidad el discurso informal matematico esta
siendo abordado desde tres grandes areas de trabajo; una primera,
la asistencia y chequeo automatico de teoremas; una segunda, la
automatizacion de los fenémenos lingiiisticos que se presentan en las
demostraciones matematicas; y una tercera, que tiene que ver con la
gestion del conocimiento matematico sobre grandes corpus de textos
matematicos. En este articulo se exponen los métodos, técnicas y
tendencias sobre el DIM con el fin de mostrar la aplicabilidad de
diversas teorias lingiiistico-computacionales de manera que sirvan
de punto de partida para el desarrollo de proyectos futuros.

Palabras claves— Discurso informal matematico, fenémenos
lingiiisticos, chequeo automatico, expresiones simbélicas.

Abstract. Informal Mathematical Discourse (IMD) in formal
domains, such as mathematics, is characterized by a mixture of
natural language and embedded formal expressions. Informal
mathematical discourse points in addressing of three major areas
of work: (i) The automated proof checking. (ii) The automation of
linguistic phenomena occurring in mathematical demonstrations.
(iii) The mathematical knowledge management on corpora large
of mathematical texts. In this paper, are describes methods,
techniques and tendencies on IMD in order to show the applicability
of computational linguistic, so that it serves as starting point for
development of future projects.

Keywords— Informal mathematical discourse, linguistic
phenomena, automated proof checking, formal expressions.

I. INTRODUCCION

1 Discurso Informal Matematico (DIM) se caracteriza
por la mezcla entre lenguaje natural y expresiones
simbodlicas que se presentan en el contexto de los libros
de textos matematicos, las publicaciones matematicas,

los didlogos sobre demostraciones matematicas o la
informalidad de una clase de matematicas. Desde el punto
de vista lingiiistico, el procesamiento del discurso informal
matematico esta direccionado bajo tres aspectos segun
Wolska [64]: (i) La lingiiistica, el dominio y el contexto
notacional, (ii) la imprecision del lenguaje informal y lo
estructurado de las argumentaciones formales, y (iii) la
mezcla de lenguaje simbdlico y lenguaje natural. Desde
el punto de vista computacional, investigadores como
[18],[24],[29],[39],[64],[67] han sido pioneros con sus
teorias lingiiistico-computacionales y han realizado su
mayor esfuerzo en la consolidacion de herramientas
computacionales que sirvan al procesamiento del lenguaje
informal matematico, en la direccion de poder suministrar
un conjunto de proposiciones logicamente formalizadas y
verificadas, generando un ambiente de una demostracion
formal a partir de una informal. La anterior apreciacion
coincide con lo afirmado por Zinn [67] cuando argumenta
que la semantica de una demostracion informal es su
correspondiente demostracion formal.

En la actualidad el discurso informal matematico esta siendo
abordado desde tres grandes areas de trabajo. Una primera, y
quizas la mas antigua que hace referencia a la automatizacion y
verificacion asistida de la demostracion matematica, mediante
el uso de los asistentes de demostracion matematica, el cual en
adelante se llamaran MPAs (Mathematical Proof Assistants), en
el que se destacan algunos trabajos que buscan el acoplamiento
de estos asistentes con el procesamiento del lenguaje natural
dando mayor importancia a los fenomenos lingiiisticos y a la
traduccion del lenguaje informal en féormulas de primer orden
para su chequeo y prueba de correccion [8],[12],[13],[27],[
28],[30],[33]. Una segunda, que habla de la automatizacion
de los fendmenos lingiiisticos que se presentan en los textos
matematicos, publicaciones, demostraciones matematicas y
dialogos en la cual su importancia radica en el procesamiento
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de los caracteristicas lingiiisticas que son representables usando
las técnicas de lenguaje natural tradicional [27],[28],[30],[45],
[48],[62],[67]. Y una tercera, que tiene que ver con la Gestion
del Conocimiento Matematico, que por su sigla en inglés de
aqui en adelante se llamara MKM (Mathematical Knowledge
Management) y el acceso a grandes corpus de textos matematicos
con el fin primordial de crear un entorno apropiado de herramientas
basicas que ayuden al procesamiento de todo tipo de documentos
matematicos en la web [3],[4],[5],[6],[10],[20],[211,[33],[43].

En el articulo se realiza un andlisis critico de la literatura
existente sobre el procesamiento del discurso informal
matematico, tomando como referencia algunos casos de
estudio. El articulo esta organizado de la siguiente manera:
En la seccidn 2 se realiza una exposicion de los comienzos del
DIM vy se presenta una revision de literatura especializada en
el procesamiento del DIM mediante la exhibicion de los casos
de estudio; en la seccion 3 se realiza un analisis y discusion de
los factores determinantes para el procesamiento del discurso
informal matematico; en la seccion 4 finalmente, se presentan
las conclusiones y el trabajo futuro en el cual estaran orientados
todos los esfuerzos del procesamiento del DIM.

II. REVISION DE LA LITERATURA

En la practica, el procesamiento del DIM es una actividad
lenta, consumidora de tiempo y mentalmente muy dura, su inicio
se dio por un lado, con el desarrollo de la Matematica Vernacular
(MV) (articulaciéon del lenguaje natural con el lenguaje
simbdlico) y por otro lado, con el desarrollo del Razonamiento
Automatico (RA). Segtin Zinn [67] la automatizaciéon y
procesamiento del DIM requiere de la aplicacion de las técnicas
del Razonamiento Automatico (RA) y el Procesamiento de
Lenguaje Natural (PLN). A finales de los afios 60’s comenzo
el auge por el procesamiento del DIM. Trabajos como el de
Brobow [9] quien fue uno de los pioneros, lograron definir
un subconjunto del inglés para resolver problemas de algebra
mediante el sistema STUDENT, Bobrow [9] tradujo en
objetos matematicos las ecuaciones usando lenguaje natural.
Mas tarde Cherniak [11] mejord el trabajo de Bobrow [9]
considerablemente, desarrollando el sistema CARPS (CAlculus
Rate Problem Solver) adicionando mejoras como el refraseo
de dos frases para un mismo objeto. Comenzando los 70’s
De Brujin [15], desarroll6 el sistema Automath y definio
un lenguaje capaz de representar la expresividad de partes
de un texto matematico garantizando la correccion de los
contenidos matematicos, asi como la especificacion de las
reglas gramaticales que lo obedecen. Aunque en los 80’s segiin
Zinn [67] no existen trabajos referenciados, las investigaciones
sobre el DIM se dieron en el ambito de los sistemas tutoriales
inteligentes. Sistemas como EXCHECK [42] utilizaron
gramaticas independientes de contexto para modelar discurso
informal matematico y refrasear diferentes expresiones con
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un mismo significado. Los 90’s estuvieron marcados por los
trabajos de Simon [55], el cual desarrollo el sistema Nthchecker
que transforma una demostracion informal a una demostracion
formal. Paralelamente, otros investigadores como Dowek [16],
Groote [24], Luo [39], Ranta [48] realizaron en los 90’s su mayor
esfuerzo en la consolidacion de la MV y suministraron una teoria
semantica para la formalizacion y computarizacion de las sentencias
y pedazos de discurso dentro de un lenguaje informal matematico.
También en esta misma direccion y con una MV mas reciente,
investigadores como Kamareddine [29],[30], Nederpelt [45] y
Ranta [49] coadyuvaron al desarrollo del DIM con la definicion de
estructuras y gramaticas de propdsito general para la especificacion
del lenguaje informal matematico. Por otra parte, en la década
del 2000 dos nuevas areas de investigacion han surgido en el
procesamiento del DIM: La primera que propende por el uso de
las gramaticas de dependencia propuesta por Wolska-Korbayova
[62],[63],[64] y la segunda por el uso de la Teoria de Representacion
del Discurso, en adelante DRT (Discourse Representation Theory)
propuesta por Kamp-Reyle [31] y desarrollada e implementada por
Zinn [67] y por Cramer-Koepke en Naproche [12],[13],[34],[36].

Paralelamente, con el auge de la MV comenzaron las
investigaciones sobre el RA y fue en la década de los 60’s que
Abrahams [1] desarroll6 PROOFCHECKER un programa
de computador para chequear rigurosas demostraciones en
un lenguaje formal y un conjunto restringido de comandos.
En la actualidad, el RA mediante el desarrollo de MPAs
tales como Nuprl [14], Coq [17], Pvs [52], Hol [26], Mizar
[281,[511,[59], Isabelle [46], Automath [15] y QMEGA [54]
han servido para apoyar a matematicos en la verificacion
automatica de demostraciones, en la asistencia computarizada
de la demostracion de teoremas y su correccion. En este sentido,
varias investigaciones se han estado llevando a cabo con el
fin de integrar los MPAs al DIM. Kamareddine en [29],[30]
define una estructura con procesamiento de lenguaje natural
de manera automadtica para todos los MPAs. Benzmiiller,
Wolska y Horacek en [8] integran QMEGA [54] a DIALOG; un
sistema tutorial que tiene un conjunto de recursos lingiiisticos
que incluyen la gramatica y el lexicon para el analisis de las
entradas en lenguaje natural provenientes de didlogos entre la
maquina y el usuario. En esta direccion, se ubica PLATQ [60] un
mediador genérico entre el editor de texto TeXmacs [22],[61]
y QMEGA [54]. PLATQ permite a los usuarios escribir sus
documentos matematicos en un lenguaje informal matematico
y construye automaticamente la correspondiente representacion
formal en QMEGA [54]. También Humayoun en [27] propone
hacer accesible a MathNat a cualquier sistema de chequeo de
demostraciones. Finalmente, Kiihlwein, Cramer & Koepke en
Naproche [12],[13],[34],[36] desarrollaron un lenguaje controlado
matematico para el chequeo y verificacion 16gica de demostraciones.
A continuacion con una vision mds cercana a lo lingiiistico y a la
estructura discursiva, se muestran algunas de las teorias lingiiisticas
aplicadas al procesamiento del DIM.
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2.1 Teoria de tipos

La Teoria de Tipos (TT) permite formalizar el DIM como un
lenguaje en el que se representan los tipos y objetos, ajustados a
reglas de inferencia; la adicion y la dependencia de tipos sirven
para representar las estructuras logicas. Las proposiciones son
representadas como tipos y una prueba de una proposicion se
define como un término que esta en el tipo que representa la
proposicion. Los teoremas se expresan como proposiciones
y probados por un término de algtn tipo apropiado; por lo
tanto este término puede ser usado como una funcion para
probar otras proposiciones. Hoy en dia esté la Teoria de Tipos
Débil (TTD) de Kamareddine [28],[29],[30] y Nederpelt [45]
y la Teoria de Tipos promovidas por De Brujin [15], Lou &
Callaghan [39], Groote [24], Ranta [48],[49]. Las diferencias
entre la TTD y la TT tienen que ver con que la TTD tiene
como objetivo el DIM, mientras que la TT se interesa por
el rigor matematico y es mas usada por los MPAs. La TTD
modela un gran conjunto de nociones matematicas como: El
manejo de constantes, el manejo de ligadores, la diferencia
entre proposiciones y conjuntos y las definiciones que son
especificadas como ciudadanos de primera clase. Ademas, la
TDD usa un sistema de tipos para representar; la especificacion
de sustantivos, términos, adjetivos, declaraciones y el contexto
de sentencias. Una de las desventajas que presentan la TTD es
que no tienen una estructura que permita la representacion del
discurso. La TT definida por Ranta [48],[49] es una estructura
gramatical, de ahora en adelante GF (Grammar Framework) que
estd basada en la teoria de tipos definida por Martin Lof [38],
la cual sirve para expresar la semantica del lenguaje natural.
Una GF tiene dos componentes: la Sintaxis Abstracta (SA) y la
Sintaxis Concreta (SC). La SA define las condiciones abstractas
para la formacion de los Arboles Sintactico Abstractos (ASA)
y la SC define los objetos lingiiisticos asociados a los ASA,
suministrando el analisis sintactico. El proceso de traduccion
deun ASA a su objeto lingiiistico es llamado linearizacion. Dos
aplicaciones de la GF se encuentran en MathNath [27] y en el
trabajo de Hallgreen [25]. Una de las desventajas de la GF es
que no sirve para representar el discurso matematico, aunque si
puede representar la sintaxis y semantica de cualquier lenguaje
informal matematico. Los ultimos desarrollos de la teoria de
tipos apuntan al trabajo en la web estableciendo para ello el
concepto de gramaticas portables, en la busqueda de formatos
gramaticales que sean portables a los diferentes servicios de
la web y entre ellos la portabilidad gramatical en el DIM [50].

2.2 Gramaticas de dependencia

El uso de las Gramaticas de Dependencia (GD) en el
procesamiento del DIM esta relacionado con la utilizacion de
las Relaciones Tectogramaticales [53] entre los constituyentes
de una expresion matematica a nivel sintactico-semantico. El
trabajo mas importante es quizas el desarrollado por Wolska-
Korbayova [62] en el cual el significado lingiiistico de las
expresiones matematicas se realiza en paralelo con el analisis
sintactico, usando semanticas de dependencia y logicas hibridas

mediante HLDS (Hybrid logic Dependency Semantics) y
CCG (Combinatory Categorial Grammar) [35]. El significado
lingiiistico representa el significado literal de un enunciado,
mas que una interpretacion en un dominio especifico. En este
enfoque el significado lingiiistico esta basado en el analisis
profundo mediante la asignacion de roles semanticos (funciones
gramaticales). Esta asignacion de roles se realiza mediante
la especificacion de las Relaciones Tectogramaticales de los
dependientes de una cabeza verbo, en la cual estas relaciones
de dependencia entre las cabezas y sus dependientes son
explicitamente codificados en un lexicon, como relaciones
modales. Paralelamente, en este enfoque son tratados fenomenos
lingiiisticos como: las expresiones imprecisas, la verbalizacion
de algunas acciones en términos y férmulas, la correferencia
en formulas y partes de ellas, las expresiones deicticas y la
resolucion de anaforas. En este sentido, existe en la actualidad
un trabajo mas refinado de Wolska-Korbayova descrito en
[64], cuya arquitectura modular tiene como objetivo activar la
parametrizacion del sistema con respecto al lenguaje natural
del texto en cuestion, el dominio matematico del discurso y la
notacion matematica. La gramatica del sistema define un niimero
de categorias sintacticas para las expresiones matematicas.
También se define un componente de interpretacion que
adiciona significado de dominio especifico a los predicados
y a las relaciones en un arbol de dependencia. La salida del
procesamiento genera un arbol de dependencia semantico con
informacion especifica semantica en los niveles de conceptos e
interpretaciones del dominio especifico. Finalmente, el trabajo
de Wolska-Korbayova [62] es quizas el unico hasta ahora, en
tocar el tema del uso de las relaciones retoricas en la estructura
argumentativa de la demostracion, relaciones retoricas como
Causa, Condicion 'y Resultado-Conclusion son modeladas en el
contexto del DIM, ademas de otras relaciones encontradas en los
TRs como la Norma-Criterio y las relaciones sin modificacion
tales como; Ubicacion, Medios y Direccion. El trabajo futuro
de las gramaticas de dependencia y su incidencia al DIM, estara
orientado muy probablemente a la definicion de estructuras
que permitan la desambiguacion de expresiones matematicas
y la resolucion de anaforas usando corpus como el ARXMLiv
[5],[20],[21] y el Zentralblatt Math [66], ademas del uso de
lenguajes abiertos de anotacion como el OpenMath [10],[47].

2.3 Uso de las Estructuras de Representacion del Discurso
DRSs en el DIM.

En la actualidad, la teoria de representacion del discurso
DRT propuesta por Kamp-Reyle [31] es la mas utilizada para
el procesamiento del DIM, por su estructura de datos bésica
y la estructura de representacion del discurso. En adelante se
hablara de DRS (Discourse Representation Structure) que
son estructuras que pueden ser adaptadas y extendidas para la
representacion del DIM. Como lo demuestran los trabajos de
Zinn [67] y el de Koepke, Cramer y Kiihlwein en el proyecto
Naproche [12],[13],[34],[36].
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2.3.1 DRSs y verificacion de demostraciones informales.

El enfoque definido por Zinn y desarrollado en su tesis doctoral
[67], tiene como tarea principal la ejecucion un verificador de
demostraciones informales, de ahora en adelante VIP (Veryfing
Informal proof); el cual inicia con el procesamiento del DIM
mediante el andlisis sintactico completo, asi como también la
construccion de su representacion semantica, incorporando
a los arboles sintacticos la composicionalidad de los DRSs
con A-términos. Computacionalmente, la construccion de las
representaciones semanticas a nivel de sentencias esta basada
en una version adaptada de los DRSs, en la cual el resultado
del analisis lingiiistico es una representacion intermedia
y subespecificada. Es decir, esta contiene las expresiones
referenciales que tienen que ser resueltas en el procesamiento
subsiguiente. Todas las sentencias y multisentencias de la
demostracion son procesadas hasta generar la demostracion
formal. En general, el VIP puede ser capaz de incorporar
mas de una representacion intermedia dentro del contexto
actual de la demostracion y también mantener un conjunto de
continuaciones de la demostracion. La importancia del trabajo
de Zinn radica en la representacion de las entidades abstractas
del discurso matematico mediante la automatizacion de los
referentes abstractos del discurso, usando DRSs; a nivel de
sentencia y a nivel discursivo, ademas de las estructuras de
representacion de la demostracion que en adelante sera llamado
PRS (Proof Representation Structure). Una PRS extiende un
DRS en la utilidad y capacidad de los referentes y condiciones
del discurso, en la cual las entidades abstractas del discurso son
introducidas por un esquema numérico con el fin de imponer
un orden en los PRSs. Entre los fenomenos lingtisticos del
DIM que cubre la teoria de representacion de Zinn estan:
las construcciones elipticas y anaforicas, las anaforas puente
(bridging) y aposicionales, las formas deicticas, la referencia
a entidades y el tratamiento de constantes como entidades
abstractas. Ademas de algunos conceptos matematicos como
las proposiciones, constantes, variables, funciones, conectivos,
pseudocondicionales y condicionales.

2.3.2 DRSs y Lenguajes Controlados (LC).

Otra de las aplicaciones de los DRSs al DIM se encuentra en
Naproche [12],[13],[34],[36], en el cual el objetivo central es
desarrollar e implementar un lenguaje controlado para textos
matematicos que puedan ser transformados automaticamente
a su formula equivalente de primer orden, usando métodos
lingiiistico-computacionales. En Naproche, los PRSs son una
adaptacion ampliada de los DRSs que incluyen, como referentes
del discurso; los referentes matematicos, los referentes textuales
y los referentes propios del discurso, ademas de las condiciones
de los DRSs. A diferencia de la utilizacion de A-DRS y los
PRSs en el trabajo de Zinn [67], en Naproche los PRSs utilizan
una funcioén de actualizacion por cada sentencia y se producen
nuevos PRSs que sirven de contexto para la generacion nuevas
funciones de actualizacion y asi sucesivamente, hasta que la lista
de sentencias sea revisada. El lenguaje controlado Naproche
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incluye cierto azlcar sintactico y cubre la macroestructura de
una plantilla de demostracion (teorema, axioma, definicion,
lema y demostracion) y la microestructura de las sentencias
que conforman la demostracion (sustantivos, adjetivos,
verbos, sintagmas nominales, sintagmas verbales, etc). Las
tendencias del uso de los DRSs en el DIM esta enmarcadas:
Primero, en el uso de corpus lingiiisticos con el fin de informar
las interpretaciones de los DRSs en las diferentes lecturas de
las sentencias. Segundo, en el uso de las relaciones retoricas
en el DIM mediante el estudio de relaciones diferentes a
la consecuencia logica como la elaboracion, explicacion,
narracion; partiendo de los DRSs o de sus extensiones.

2.4 Lingiiistica de corpus

A falta de datos empiricos sobre el uso de lenguaje natural
aplicados al discurso informal matematico, se abre paso a
la posibilidad de recopilar corpus de didlogos en dominios
formales como las matematicas y corpus de textos matematicos
para su procesamiento en la web [62]. En esta parte del
articulo, se presentan tres casos de estudio de los usos de la
lingiiistica de corpus en el procesamiento del DIM: i) Un corpus
anotado para didlogos en matematicas como parte del proyecto
DIALOG [8],[63]. ii) El corpus ARXML1v [5] [20],[21] como
transformacion del corpus ARX1v [4]. iii) El corpus Zentralblatt
MATH [66] como soporte en el estudio de fendmenos lingiiisticos
en sistemas de gran escala.

2.4.1 Un corpus anotado de didlogos tutoriales.

En el proyecto DIALOG [8],[63], se desarrollé un corpus
de dialogos con el fin de estudiar los fendmenos lingiiisticos
presentes en los dialogos en la ensefianza de la demostracion
matematica. En DIALOG, se hace uso de la lingiiistica de corpus
con el fin de anotar el significado lingiiistico de los enunciados,
los movimientos de didlogo y la tutoria. La recoleccion de los
dialogos del corpus fue realizada mediante la herramienta de
experimentacion Wizard-of-Oz. Las anotaciones en el corpus se
realizaron con MMAX [44] que soporta la anotacion multinivel.
En cuanto al lenguaje, los significados lingiiisticos de las
sentencias estan anotados en términos de las relaciones de
dependencia semantica en el sentido de la teoria gramatical FGD
(Functional Generative Description) [53]. Las anotaciones
del movimiento del didlogo estan basadas en pamsL [2] y las
anotaciones de la tutoria hacen referencia a los consejos del tutor
y la categoria de respuestas de los estudiantes. En conclusion,
en este corpus estan anotados los pasos de demostracion y sus
justificaciones (métodos de inferencia usados y sus parametros);
premisas y conclusiones; la direccion del razonamiento hacia
adelante (forward) o hacia atras (blackwoard); las relaciones
retoricas diferentes a la consecuencia ldgica, asi como también
la representacion de las entradas del probador de teoremas.

2.4.2 Corpus para el procesamiento del DIM.

El corpus ARXMLI1v [5],[20],[21] es una coleccion de textos
provenientes de ARX1v [4] que contienen discurso matematico
cientifico, con mas de medio millon de documentos. El
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corpus ARXMLIv suministra una explicita diferenciacion
entre lenguaje natural y lenguaje simbolico, facilitando el
procesamiento del piM. En la actualidad, la mayor utilidad de
ARXMLIv es servir de corpus de experimentacion y analisis
lingiiistico del proyecto LaMaPUn (http://Kwarc.info/projects/
lampaun/) en el cual se investiga sobre la desambiguacion de
formulas matematicas, el procesamiento de formulas basados
en el contexto y la busqueda y recuperacion de los pasos de
demostracion en el DIM. Por otra parte, aparece el corpus
Zentralblatt MATH [66] que es una base de datos en linea
que contiene mas de 3 millones de registros procedentes de
cerca de 3500 revistas y 1100 publicaciones periddicas desde
1826 hasta la actualidad. Zentralblatt MATH es producido
por la editorial FIZ Karlsruhe de Berlin en cooperacion con
academias europeas ¢ institutos matematicos. En Zentralblatt
MATH se pueden revisar publicaciones matematicas; datos
bibliograficos de publicaciones matematicas; textos completos
de publicaciones matematicas; y sitios web de instituciones
matematicas. Una de las tendencias en Zentralblatt MATH es
la de investigar sobre el tratamiento de la desambiguacion de
expresiones matematicas, retomando términos del corpus con
la idea de generar un contexto 1éxico dependiente de este tipo
de corpus [23].

2.5 Lenguajes controlados y lenguajes de anotacién abiertos

Un lenguaje controlado es un subconjunto del lenguaje natural
con sintaxis, semantica y terminologia restringidas [65]. Segtiin
Humayoun [27] un lenguaje controlado en el DIM permite
eliminar la ambigiiedad y reducir la complejidad. En MatNath
[27] v Naproche [12],[13],[34],[36], los autores en comun
acuerdo sefialan, que la brecha existente entre la informalidad
de los libros de texto matematicos y la formalidad matematica
puede ser reducida mediante la inclusidon de los lenguajes
controlados. Por otro lado, con el fortalecimiento de la MKM
han surgido los Lenguajes de Anotacion Abierta (LAA) para
la representacion de formalismos matematicos en la web, entre
ellos los mas importantes son: OpenMath [10],[47], MathML
(Mathematical Markup Language) [6],[41] y OMDoc (Open
Mathematical Documents) [33].

Los LAA son principalmente lenguajes en la web, que sirven
para anotar la informacion requerida con el fin de recuperar y
combinar el conocimiento matematico de manera automatica.
El aspecto de abierto significa que es extensible con respecto a
las nuevas transformaciones de la web y la publicacion de textos
matematicos. Lingiiisticamente, los LA A son lenguajes estandares
extensibles que sirven para representar la semantica de los objetos
matematicos y la pragmatica de las sentencias dentro del DIM.

En esta parte del articulo, se presenta el lenguaje controlado
MathNat [27], ademas de la mencion que se hizo anteriormente
de Naproche. Por el lado de los LAA se encuentran OpenMath,
MathML y OMDoc. Finalmente, se mencionan algunos
convertidores de formatos [19],[40],[43],[58] en especial de
LaTeX [37] a XML (eXtensible Markup Language) como

soporte al DIM y los LAA. Ademas, del editor cientifico
TeXtmacs [22],[61].

2.5.1 MathNat.

Es un sistema en el cual se desarrollé un Lenguaje
Controlado para Matematicas (LCM). El lenguaje es un
subconjunto de inglés con un vocabulario y gramatica
restringidas. Para hacer mas natural y expresivo el LCM,
MathNat soporta algunas caracteristicas lingliisticas
tales como: anaforas, correferencias, refraseo de una
sentencia en multiples maneras y manejo distributivo y
colectivo de lecturas correctas. Otra de las actividades
de MathNat es que traduce el LCM a un sistema
independiente de lenguaje formal MathsAbs con la idea
de hacer MathNat accesible a sistemas de chequeo de
demostraciones (proof checking). Actualmente se esta
traduciendo MathAbs a su equivalente en féormulas de
primer orden para la verificacion y correccion. El texto
de LCM es una coleccion de axiomas, definiciones,
proposiciones teoremas, lemas y demostraciones
estructuradas; especificadas por palabras claves como
Axioma, Definicion, Teorema, Demostracion, etc. Estas
palabras claves son listas de sentencias que obedecen a
diferentes gramaticas de tipo GF [49] (una para axiomas,
una para definiciones, etc) y a su vez esas gramaticas no
son independientes pero comparten reglas comunes.

2.5.2 Los LAA en el DIM.

Los LAA surgen como herramientas de anotacion semantica
dentro del DIM. Entre los mas importantes LAA esta OMDoc
[33], que soporta el contenido matematico en tres niveles
sobre la anotacion semantica y pragmatica del discurso
matematico. En el nivel objeto de formulas, OMDoc usa los
estandares establecidos de Openmath [10],[47] y MathML
[6],[41], ambos suministran anotacion de contenido para la
estructura de formulas matematicas y anotacion de contenido
en la forma de referencias URI (Uniform Resource Identifier)
para la representacion de simbolos. En el nivel de sentencia;
de definiciones, teoremas, demostraciones, ejemplos y
relaciones entre ellos, OMDoc suministra una infraestructura
de anotaciones originales para hacer explicitas las sentencias,
teniendo en cuenta el contenido y los aspectos de anotacion
de contexto. En el nivel teorico, OMDoc suministra una
anotacion original para conjuntos de sentencias agrupadas por
teorias, especificando relaciones entre teorias por morfismos.
Una importante distincion en OMDoc que marca la diferencia
entre la matematicas formal ¢ informal, son la anotacion de
contenido y la anotacion semantica (sistema formal); este
ultimo formato se define como un sistema de representacion
que tiene una forma de especificar cuando una féormula es una
consecuencia de otra. La anotacion de contenido en cambio,
no comprende una particular relacion de consecuencia, y se
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concentra en la prestacion de servicios basados en la estructura
de marcado del contenido y el contexto. Una de los usos de
OMDoc se presenta en [7], un experimento que utiliza el
sistema Mizar [51],[59] para transformar la libreria de Mizar a
un formato OMDoc. El segundo LAA es MathML [6],[41] que
es una aplicacion XML para describir la notacion matematica
y capturar su estructura y contenido. El objetivo de MathML
es permitir que las matematicas sean funcionales y procesadas
en la web. MathML ofrece dos sublenguales; presentacion y
contenido MathML. El primero anota la apariencia visual de
las formulas representandolas como un arbol de primitivas.
El segundo anota la estructura funcional del contenido de las
formulas matematicas.

El tercer LAA es OpenMath [10],[47], que es un estandar para
la representacion y comunicacion entre objetos matematicos.
En OpenMath el significado de un objeto puede ser codificado
mas que su representacion visual. El formato OpenMath no es
principalmente una aplicacion XML, por el contrario OpenMath
define un modelo de objeto abstracto para objetos matematicos
y especifica una codificacion binaria XML. Esta codificacion
binaria permite dos cosas; optimizar el tamafio de la codificacion
y mas importante aiin, optimizar el tiempo del analisis sintactico
para grandes objetos de OpenMath. El manejo de los simbolos
que se utilizan para representar la gran cantidad de constantes
del dominio matematico es tal vez la gran diferencia entre
OpenMath y contenido-MathML. En lugar de suministrar todos
los elementos para los conceptos k-14 (conjunto de glifos de
uso general para simbolos matematicos) como lo hace MathML,
el estdndar de OpenMath adiciona un mecanismo de extension
para conceptos matematicos, los diccionarios de contenido.
En resumen, se puede decir que MathML es el formato de
presentacion preferido por los objetos de OpenMath y los
diccionarios de contenido de OpenMath son el lenguaje de
especificacion principal para la semantica de MathML.

2.5.3 Convertidores, editores y motores de busqueda.

Para muchos, LaTeX [32] es el formato preferido para la
creacion de documentos que involucran contenido matematico
y donde la calidad simbélica y tipografica son importantes. Por
otro lado, XML es un lenguaje de marcado extensible que nos
permite la rehusabilidad con diversos propositos en la web. Una
de las grandes alternativas en la discriminacion del contenido
matematico con referencia al contenido textual de documentos,
es la conversion de LaTeX a XML. LaTeXML [43], es un
modulo en Perl que analiza sintacticamente un documento de
LaTeX y emite un documento de salida en XML. LaTeXML
consiste de un analizador de TeX [56], un emisor XMLy
un postprocesador pipeline. Actualmente, LaTeXML es
capaz de generar la presentacion 'y contenido de MathML,
asi como también una representacion matematica de OpenMath.
A nivel de grandes corpus, la tendencia del uso de LaTeXML
esta orientada a la conversion de grandes corpus como en el caso
de la conversion de ARX1v [4] a ARXML1v [5] bajo el contexto
del discurso matematico. Otros convertidores son Hermes [3],
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GELLMU [19], LXir [40], TeX4ht [57], Tralics [58]. Otra de las
herramientas usadas en el procesamiento del DIM es TeXtmacs
[22],[61] que facilita la definiciéon de macros como como
lo hace LaTeX, permitiendo la definicion de plugins para la
automatizacion, disposicion e integracion de documentos. En la
actualidad, el sistema Naproche esta disefiado como un plugins de
TeXmacs en el cual un modulo de entrada en Naproche crea un
archivo XML a partir de la entrada en TeXmacs [34],[61]. Otra
de la aplicaciones de TeXmacs se referencia en PLATQ [60],
en el que también fue desarrollado un plugins que establece
una conexion entre TeXmacs y PLATQ.

III. ANALISIS Y DISCUSION

Muchas veces las ideas matematicas estan expresadas y
escritas de manera informal, guardando un caracter logico-
deductivo de igual semantica que en el lenguaje formal. No
existe un comun acuerdo o una sintaxis prescrita sobre como se
deben expresar las ideas alrededor del DIM. Para el analisis y
discusion del tema, se adoptara el nombre genérico de lenguaje
informal matematico como el lenguaje propio del DIM, el cual ha
existido siempre con el fin de expresar el contenido matematico
y comunicarlo a su entorno académico correspondiente. Desde
los 60’s con los trabajos de la MV y el RA hasta nuestros dias, se
habla de un lenguaje informal matematico en el cual se expresa
el mundo matematico y que en algunas veces se convierte
en lenguaje controlado cuando se restringe la gramatica del
lenguaje, aunque no se hace explicita la caracteristica de
control. Por una parte, los lenguajes informales matematicos
se preocupan por la cantidad y calidad de los fendomenos
lingiiisticos que alcanzan a cubrir, sin embargo, a veces en
el procesamiento de estos lenguajes no se tienen en cuenta
problemas como: la ambigiiedad, refraseo, metonimia y el
fendmeno anafdrico en todas sus dimensiones. Por otra parte, los
lenguajes controlados en el DIM permiten controlar el conjunto
de instancias del lenguaje simbolico dentro del lenguaje natural,
restringiendo la gramatica y soportando las caracteristicas
lingtiisticas de refraseo de sentencias, referenciacion anaforica,
eliminacion de ambigiiedad de manera anticipada y manejo de
lecturas colectivas. De lo anterior se puede deducir que ambos
tipos de lenguajes propenden por la expresividad del lenguaje
mismo, bajo la perspectiva del procesamiento complejo de los
fendmenos lingiiisticos. En este contexto se mueven todas las
teorias lingiiistico-computacionales antes mencionadas. Por lo
tanto, la discusion en el procesamiento del DIM se debe orientar
a la expresividad que puede ser generada por la automatizacion
de los lenguajes informales matematicos y dar respuesta a
preguntas como ;Qué tan expresiva puede ser la automatizacion
del lenguaje? o ;Cual es la relacion entre la expresividad y el
cubrimiento de los fenémenos lingiiisticos por parte de las
teorias lingiiistico- computacionales? En este sentido, varios
investigadores [27],[45],[62], aseguran que la expresividad de
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los lenguajes informales matematicos es comparable con las
estructuras computacionales que han sido definidas dentro del
procesamiento del DIM, sin embargo, Nederpelt [45] va mas
alla y expresa que estos lenguajes son también apropiados para
expresar todo tipo de modelos mentales matematicos que van
desde las entidades matematicas y las relaciones entre ellos,
al razonamiento matematico y teorias, con la capacidad de
establecer diferentes categorias matematico-lingiiisticas. La
expresividad sobre la automatizacion de los lenguajes informales
matematicos se garantiza siempre y cuando el conjunto de
fenomenos lingtiisticos del DIM sea cubierto mediante el uso
de las teorias lingiiistico-computacionales. También es claro

que las teorias provenientes del procesamiento de lenguaje
natural con sus adaptaciones han ayudado a la expresividad de
los lenguajes informales matematicos, teorias como los DRSs y
las gramaticas de dependencia han servido de base y estructura
para el modelamiento de fendmenos lingiiisticos complejos. El
hecho a revisar en esta discusion tiene que ver con la relacion
entre la expresividad y los fendmenos lingiiisticos que se pueden
cubrir en el DIM, para ello se establece un cuadro comparativo
sobre que fenomenos lingiiisticos son cubiertos por cada una
de las teorias lingiiisticas propuestas en el apartado anterior
con sus respectivas referencias.

Tabla 1. Cubrimiento de los fenémenos lingiiisticos y las teorias computacionales

TEORIAS LINGUISTICO-COMPUTACIONALES
DRS GD LC LAA TTy MV
* Ambigiiedad [67] [12],[27] [33]
* Anaforas [34],[67] [64] [27] [27]
8 Correferencias [67] [62] [12],[27],[64] [6],[33][41] [6],[30]
O Metonimia [62],[64]
=
wn
E [1L.[91.[11]
= Verbahzac10n.d51n?gmas, adjetivos, [67] [621.[64] | [121.271,(30] [61,1331,[41]
8 adverbios, [241,[301,[39]
é [481,[55]
% Refraseo de sentencias [67] [62],[64] [27] [91,[11],[42]
E *Relaciones retoricas [64] [30]
[41.[5],
[10],[33]
Uso de corpus [63],[64] [431,[47],
[66]

En la tabla 1 los fenémenos lingiiisticos que estan con
asterisco son los mas complejos en cuanto a su implementacion
y formalizacion, en la tabla también aparecen las referencias por
teorias y los fendmenos que cubren. La interpretacion que se
puede hacer es tan relativa como la medicion de la expresividad
en el procesamiento del DIM, por ejemplo; los DRSs aplicados
al lenguaje informal matematico de los textos matematicos,
facilitan el tratamiento de las referencias anaforicas en todas
sus dimensiones (Aposicional, puente (Bridging), formas
deicticas). Los DRSs por su estructura y por lo explicito de los
referentes del discurso facilitan la representacion de las anaforas
en todas sus formas, caso contrario sucede con las gramaticas
de dependencia, los lenguajes controlados y la teoria de tipos
en la cual el tratamiento de la anafora es solamente pronominal
y se debe recurrir a algoritmos mucho mas complejos. Por el
lado de la ambigiiedad, los lenguajes controlados no la tratan

de manera directa pero si la evitan, basandose en el control y
restricciones de las reglas gramaticales, permitiendo delimitar
el concepto de constantes, variables y sentencias ambiguas.
Los otros fenémenos lingiiisticos como la metonimia, la
verbalizacion y correferencias son mejor tratados por las
gramaticas de dependencia en el contexto de los dialogos
matematicos, aunque la articulacion de los DRSs y el calculo
A bajo el principio de composicionalidad es una herramienta
capaz de enfrentar la mayoria de estos fendmenos. Con respecto
a las relaciones retoricas, estas son modeladas en la teoria de
tipos mediante el uso de la teoria de grafos [30] y mediante
el uso de las relaciones tectogramaticales [62]. Otro aspecto
relevante que sirve de soporte a la expresividad de los lenguajes
informales matematicos es el conjunto de caracteristicas
matematicas que pueden ser representadas por las teorias
lingiiistico-computacionales en cuestion, en su mayoria estas
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teorias representan casi todos las caracteristicas del lenguaje formal
como son la representacion de constantes, variables, funciones,
predicados y condicionales. El alcance de cuantificacion de las
variables es quizas el mas complejo, el cual sigue siendo un tema de
investigacion pero que ha sido tratado con relativo éxito. Por ejemplo
en la teoria de tipos el alcance es modelado para cada linea del texto
de demostracion de manera diferente al alcance de las variables que
estan definidas en las estructuras macro de la demostracion (axiomas,
definiciones, lemas, etc). En los DRSs el alcance de cuantificacion
es representado mediante la composicionalidad de los componentes
de las sentencias y la aplicacion del calculo A. Un ultimo tema que
toma relevancia es la lingiiistica de corpus aplicado al DIM que
solo es notable en el trabajo de Wolska [63],[64] con el fin de anotar
algunas relaciones retoricas y en los trabajos de transformacion de
grandes corpus como el ARXIV [4] y el uso del corpus Zentralblatt
MATH [66] en el procesamiento de la ambigiiedad de expresiones
en textos matematicos.

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Una primera conclusion que se puede extraer sobre la
expresividad de los lenguajes informales matematicos, se da
en el entorno del cubrimiento de los fenémenos lingiiisticos el
cual dependen del tipo de DIM (didlogos matematicos, textos
matematicos, corpus de demostraciones, etc). Por lo tanto, la
prioridad de estos fenomenos obedece a la estructura misma del
lenguaje informal matematico. Otra de las conclusiones importantes
tiene que ver con el uso obligatorio de las estructuras articuladas
para la representacion del DIM. Por ejemplo, en el contexto de los
didlogos matematicos se articulan las relaciones tectogramaticales
con las gramaticas categoriales y las logicas modales, dando como
resultado el tratamiento de metonimia, correferencias, refraseo
y relaciones retoricas, (Tabla 1: GD vs fenomenos lingiiisticos),
descuidando un poco las referencias anaforicas. En el contexto
de la automatizacion de los textos matematicos se articulan los
DRSs con el calculo A, con el fin de representar, las relaciones
anaforicas en su totalidad, alguna ambigiiedad, correferencias y el
refraseo (tablal: DRS vs fenomenos lingtiisticos). Otro ejemplo de
estructura articulada, que viene desde la década de los 80’s es la
articulacion de laMV y la TT, para el procesamiento de fendmenos
lingiiisticos de menor complejidad como: verbalizaciones,
refraseo, correferencias y algunas anaforas (tablal: TT y MV vs
fenomenos lingiiisticos). Finalmente, hoy en dia la comparabilidad
de los lenguajes informales matematicos con las estructuras
lingiiistico-computacionales existentes, acortan la brecha existente
en temas propios del DIM como la informalidad, la ambigiiedad, la
incompletitud, la pobre organizacion de textos, las demostraciones
y didlogos matematicos y la automatizacion de algunos procesos
propios del razonamiento humano.

Varias son las lineas de trabajo que requieren de una especial
atencion con relacion al procesamiento del DIM y que pueden
generar proyectos futuros realizables dentro del marco de las
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teorias lingiiistico-computacionales. Por ejemplo, el desarrollo y
anotacion de corpus para diferentes dominios de las matematicas
con el fin de estudiar y analizar los fenémenos lingiiisticos
del DIM en los niveles sintactico, semantico y discursivo.
Particularmente, un corpus de textos matematicos podria servir
para investigar la semantica y la pragmatica de palabras claves
o conectivos (por lo tanto, entonces, o , y) [67]. El analisis del
corpus ademas se complementaria con un estudio cuantitativo
de la frecuencia de uso de estas palabras claves (por ejemplo
ver el porcentaje de utilizacion del conectivo logico entonces o
el conectivo por lo tanto). También en la lingiiistica de corpus
falta la creacién de un gran corpus anotado en espafiol, que
sirva como corpus de experimentacion para los casos de uso
de demostraciones, textos, didlogos pedagdgicos en el que se
puedan utilizar la recuperacion de informacion, el aprendizaje
de maquinas y la semantica superficial. En este sentido el
trabajo futuro también estara orientado en conseguir que las
herramientas para la anotacion sintactica, semantica y discursiva
estén mas enfocadas a contrarrestar muchos de los problemas
del procesamiento del DIM. Otro de los trabajos futuros y
apasionantes tiene que ver con el estudio de las relaciones
retoricas en el DIM. En el momento no existe una teoria formal
propia para el manejo de las relaciones retoricas diferentes a las
relaciones de causalidad, conclusion y condicionalidad expuestas
en [62]. Un estudio de las relaciones retoricas en el DIM desde la
perspectiva de las teorias del procesamiento de lenguaje natural
seria de gran importancia en la consecucion de una representacion
mucho mas estructurada del discurso. Sin embargo, aun no
es claro si las relaciones retoricas (explicacion, elaboracion,
narracion, precedencia) pueden aparecer en el discurso de los
textos matematicos. Esto no es contrario a la realizacion de un
corpus de estudio de demostraciones matematicas en la cual se
puedan anotar discursivamente las relaciones retoricas. Un Gltimo
trabajo futuro estaria enmarcado en la investigacion sobre los
LAAy el DIM, seria interesante orientar la investigacion sobre
la formalizacion pragmatica y discursiva del DIM mediante la
articulacion de lenguajes como OMDoc y los DRTs usando la
lingiiistica de corpus para dominios matematicos pequenos.

Finalmente, el uso de nuevos formalismos gramaticales y su
articulacion a las teorias de representacion discursiva; el uso
de los lenguajes controlados como una alternativa para generar
mas expresividad; el desarrollo de eficientes herramientas para
el procesamiento de grandes volumenes de textos matematicos
sobre corpus y la estructuracion del discurso mediante el uso de las
teorias tradicionales del procesamiento de lenguaje natural junto
con los adelantos de la lingtiistica computacional; seguiran siendo
los grandes desafios en el procesamiento del DIM.
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