P-ANCESTRALIDAD EN CIERTOS ANILLOS
por

Rolando E. Peinado

l. Introdutccidn

Todos los anillos aqui considerados serdn asociati
vos. Un subanillo es propio ,si es diferente del anillo y
consta de mids de un elemento. En este articulo se estu-
diarin ciertas condiciones en los subanillos propios gque
caracterizardn a los anillos que los contienen. Dada u-
na propiedad P, wun anillo es P-ancestral, si todos
sus subanillos propios poseen la propiedad P. Por ejem
plo, si P es la propiedad de ser un ideal, entonces
los nlmeros enteros )Z (de ahora en adelante usaremos Z

para denotar el anillo de los niimeros enteros),es un ani

1llo P-ancestral.

Sea (Si), i€l (I un conjunto de indices) una fami
lia de subanillos de un anillo A. La interseccidn de
los Si es el mayor subanillo de A que estid contenido
en cada uno de los Si. El subanillo {USi} de A es
el conjunto formado por sumas de productos finitos de e-
lementos de Si’ es decir, por elementos de la forma
L o8, i=1,2,...4n, siESi° Es fécil mostrar que {USi}
es el menor subanillo que contiene 1los Si' Sea ahora
S un subanillo de A, y consideremos la familia (Si)
de todos los subanillos Si que contienen a S como i
deal propioj es claro que {USi} contiene a S como i-
deal propio, luego iUSi} es el menor subanillo de A

que contiene a S como ideal propio. Se acostumbra de-

cir entonces que {USi} es el idealizador por la izquier

da de S y se denota por I(S). Es f4cil demostrar que
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1(s) = {x : x€A, x8 € S, para todo SES}.

En forma andloga, con los cambios apropiados, se
puede definir el idealizador por la derecha de S y el
idealizador bildtero de S.

S es un ideal por la izquierda en A sis (de aho-

ra en adelante sis significa si y solamente si), I(S)=
A, En el caso en que S sea un ideal por la derecha, el
concepto de idealizador fue usado por ORE en [6, pég.2
42] (los nimeros entre corchetes hacen referencia a la
bibliografia dada al final) el cual lo llamd el <<eigen
ring >> de un ideal por la derecha. JACOBSON en [2, pég.

236] 1o 1llamé el normalizador del ideal por la derecha.

Como se puede observar el concepto de idealizador es el
andlogo del normalizador de subconjuntos en Teoria de

Grupos,

Los resultados de la seccidn 2 establecen rela-
ciones entre condiciones entre idealizadores (de ahora
en adelante diremos idealizador para referirnos a un i=-
dealizador por la izquierda) y algunos easos de P-ances-
tralidad. También se incluye otro resultado concerniente
al radical de JACOBSON.

En la seccién 3 se estudia una condicién P 1la
cual implica la conmutatividad en los anillos P-ances-

trales.

2, Idealizadores y P-ancestralidad

En esta seccibén todos los anillos considerados tie
nen unidad, la cual escribiremos 1, y todos tienen sub
anillos propios. Si S y T s8on subanillos de un ani-
llo A, las siguientes relaciones son féciles de demos

trars haciendo uso de la definicibén de idealizadors
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(i) 1€ 1(8) | (ii) se 1(s)
(iii) I(8) = I(I(8)) (iv) I(s)nI(T)c I(siiT)
(v) 1(TUs) ¢ I{T)UI(s) (vi) 1I(S) c 1(sB) .

Sea D el anillo completo de las matrices 2x2

con elementos en Z, y sean

K-{[(x) 8]: xEZ}

S = {(; g]: Xy Yy EZXZ }

T = {(3 g): X,y € !Z}.

Entonces Kc S y I(K) c I(S), estrictamente (obsérve-
se que S es un ideal por la izquierda de D). Ahora
bien, 52 c S, siempre, y por (vi), I(S) c I(S2). Eg~—
tas observaciones muestran que conocer la relacidén de in
clusibén entre dos anillos arbitrarios no es suficiente
para determinar la relacidn de inclusidn entre sus idea-
lizadores respectivos. En D tenemos I(T)NI(K)cI(TX) ,
estrictamente, y I(TUS) < I(T)UI(S), estrictamente.Es~
to demuestra que las relaciones (iv) y (v) son los

me jores resultados posibles.

LEMA 2.1 Para todo subanillo propio S de un ani
110 4, I(S) =S sis 1€ S.

Demostracién: Por (i), 1eI(S), y por (ii), sc
I1(s). asf I(S) = S implica 1 € S. Reciprocamente, si
1eS y xe I(S), entonces x.1 € S, lo cual implica
I1(S) € S. Por consiguiente, I(S) = S.
(1)

LEMA 2.2 Si A es un anillo con divisidn en

el cual todos sus subanillos propios son anillos

con divisién, entonces la carateristica de A es
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un nimero entero primo.

Demostracién: Todo anillo con divisidn tiene como
caracteristica a cero 6 a un nimero entero primo. Si A
tiene caracteristica cero, entonces A tiene un suba-
nillo propio isomorfo al cuerpo formado por los nimeros
racionales. Por consiguiente, un subanillo propio iso-
morfo a los nimeros enteros Z . Z no es un anillo con
divisidén. Se obtiene asi una contradiccidn. Por lo tanto

la caracteristica de A es un nGmero entero primo.

LEMA 2.3 Sea A un anillo con divisidn en el

cual todos los subanillos propios son anillos con

divisidn. Entonces A es un cuerpo, extensidn al-

gebraica del cuerpo primo de A.

Demostracién: Sea S un subanillo propio de A,
entoncesycomo S es un anillo con divisién, 1€S. En par
ticular, si S es el subanillo generado por un elemento
s€S, s#0, es decir, S = <s>, S consiste de los poli
nomios en s  sobre el cuerpo primo de A. Obviamente,
s-le S ¥y s_1 es un polinomio en 83 por consecuencia,
s satisface una ecuacidn algebraica sobre el cuerpo pri
mo de A. Esto ademds muestra que S es finito. Tenemos
entonces que Sn(s) = s, donde n(s) es el nimero de e-
lementos de 53 entonces, por resultados en [3, teorema
1, pég.2l7] , A es un anillo conmutativo. Esto demues-
tra que A es un cuerpo algebraico sobre el cuerpo pri=-

mo de A.

LEMA 2.4 En un anillo A, I(S) =S, S un suba-

nillo propio de A, sis ,5 es un anillo don divi

. 2
S10n.

Demostracién: I(S) = S dimplica (por el lema 2.1)

1l 3. S5i L es un ideal por la izquierda de §, enton
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ces S € I(L) = L, por consiguiente, S = L. S no tie-
ne ideales propios por la izquierda y 32 { 0 (IES), por
lo tanto, S es un anillo con divisidn. Reciprocamente,
si S es anillo con divisidn, 1 € S, y el lepa 2.1 im-

plica I(S) = S.

Obsérvese que si el anillo A no tiene unidad ,en-
tonces es posible que I(S) = s psin que A sea un ani-
1llo con divisidn. Consideremos el siguiente ejemplo: sea

A el anillo siguiente

s o). (5 9)Y

suma y multiplicacién de matrices con coeficientes ente-
ros mbédulo dos. Como el Gnico subanillo diferente de ce-
ro es A nmismo, I(a) = A, pero A no es un anillo
con divisidn,

Notemos también que ain cuando cada subanillo sea
un anillo con divisién, el anillo no es necesariamente
un anillo con divisién. Un contra-ejemplose obtiene con-

siderando el anillo siguiente:

B = { (0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} g
suma y multiplicacidén definidas componente a componente
mbédulo dos. Aqui cada subanillo propio es un anillo con
divisiénj ain més, es un cuerpo. Cada elemento es idem-
potente, lo cmal implica que B no puede ser un anillo

con divisidn.

LEMA 2.5 A es un cuerpo en el cual cada elemento

es de orden finito sis ,I(S) = S para todo subani-

llo propio S de A.

Demostracidén: Sea A un cuerpo en el cual cada

elemento es de orden finito. Si S es un subanillo pro-
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pio en A, para todo xcI(S) y s € S, s # 0, xs = 8°
= S, s de orden finito implica que existe meZ tal

que g" = 1, O < me Entonces

m m-1 , m=1
X = Xel = X8 = XSS = 8’8 € S.

Por consiguiente, I(S) € S. Por (ii), S ¢ I(S) , lue-
g0 I(S) = S

Por otro lado, si I(S) = S, el lema 2.4 implica
gue S es un anillo con divisién, y el lema 2.3, que A
es un cuerpo, y, como en la demostracidn del mismo lema,
cada elemento de A tiene orden finito, ya que genera
un cuerpo finito. Ademés, A es una extensidn algebrai-

ca de su cuerpo primo.

En los lemas anteriores hemos analizado la relacidn
entre ciertos anillos P-ancestrales, para ciertas pro-
piedades P, y la condicibén en el idealizador, I(S) =S
para todo subanillo propio de los anillos consideradosj

resumamos estos resultados en el siguiente

TEOREMA 2.1 Los siguientes enunciados son equiva-

lentes en un anillo As
(1) 1(S) = S para todo subanillo propio S de
A,

(2) A y todos sus subanillos propios son ani-

llos con divisién. Ademés la caracteristica

de A es un nmero primo.

(3) A es un cuerpo, todos sus elementos son de

orden finito y A es una extensidén alge-

braica de su cuerpo primo.

Volvamos ahora al caso en el cual I(S) ¥ S para

todo subanillo propio de un anillo A.
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LEMA 2.6 En un anillo A cada subanillo de A es

un ideal en A por la izquierda sis A es imagen

homomorfa de Z .

Demostracidn: Sea S el subanillo de A generado
por la unidad 1 de A, Entonces S ={l.n: ne Z}. Es
obvio que 1 € S. El lema 2.1 implica I(S) = S3 debido
aque S es un ideal, tememos I(S) = A y A = S. Esto
demuestra que A es imagen homomorfa de Z . Reciproca-
mente, si A es imagen homomorfa de % , como cada sub-
anillo de % es un ideal, y esta propiedad se preserva

por homomorfismos, cada subanillo de A es un ideal.

LEMA 2.7 Sea S un subanillo propio del anillo
A. I(s)# s sis I(S) = A.

Demsotracién: Si I(S) # S, por (iii), I(I(8)) =
1(S), lo cual implica I(S) = A. Si I(S) = A para todo
subanillo propio S =/ A, I(S) # s.

TEOREMA 2.2 En un anillo A 1las siguientes afir—

maciones son equivalentes:

(1) A es imagen homomorfa de Z .

(2) Cada subanillo de A es un ideal por la iz-

quierda en A.
(3) I(S) { S para cada subanillo propio S de A.

Demostracidns (1) implica (2) por el lema 2.6. (2)
implica (3) es obvio, y (3) implica (1) se tiene por el
lema 2.7.

TEOREMA 2.3 Sea A un anillo. S un subanillo pro

pio de A. Para cada S, existe un ndmero entero

n, dependiente de S, tal que I(s") = A sis

1(s) # s.
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Demostracidén: Sea S un subanillo propio de A.
I(S) = S implicaria 1 & S, por el lema 2.1, y, por con
siguiente, S° = S. Asf S = I(S) = I(S") = A, lo oual
es falso. Por consiguiente, I(S) # S., Reciprocamente,
si I(S) # S, el lema 2,7 implica que I(S) = A,

El siguiente teorema relaciona la propiedad de ser
anillo radical, en el sentido de JACOBSON, y los anillos
de polinomios sobre el mismo anillo. Este resultado tam-

bién aparece en f4], ain cuando la demostracién es dife-
rente,

TEOREMA 2.4 Si A es un anillo y cada subanillo
S es igual a su radical (JACOBSON), entonces exis
te _un polinomio f£(x) en A[x] tal gque f(a) = O

para todo a en A y f(1) = 1.

Demostraciédn: Existe un polinomio g(x) en A[x]

tal que para todo a en A a + g(a) - ag(a) = O. Cons-
truyamos f(x) = x + g(x) - xg(x); entonces f(a) = a +
g(a) - ag(a) para todo aen A, a ¥ 1, y £(1) = 1.

3. Conmutatividad de ciertos anillos

Sea A un anillo arbitrario, no necesariamente
con unidad. El1 subaniilo nA = nats a€ A ,neg Z, es
llamado un mdltiplo del anillo A. nA se dice S-méxi-
mal s8i n € Z es el menor entero positivo para el
cual nAc S, S subanillo de A.

F.S24SZ considerd,en [8],anillos P°-ancestrales

en donde, s8i S es un subanillo propio de A,

P°:t S=nA para algin ne 2.

El resultado principal allf obtenido es el siguiente: un
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anillo A es P‘-ancestral sissel grupo aditivo de A

es un grupo ciclico.

En esta seccidn se consideran anillos P-ancestra-

les, en donde, 8i S es un subanillo propio de A,
P:OfnicS, ni es S-maximal.

E1l principal resultado obtenido es quej,en dicho caso, A

es conmutatitvo.

Cada anillo P’-ancestral ss necesariamente P-ances-
tral. Es fldcil verificar que si A es un anillo P-ances

tral, entoncess

(a) Cada subanillo propio de A es P-ancestral.

(b) Toda imagen homomorfa de A es P-ancestral.

Si A es un anillo arbitrario, se puede construir
un anillo A° con unidad que contenga un subanillo iso-

morfo con A, de la siguiente mare ras

A’=AxZ={(a,n) t a€ A, neg Z} ’
y definidendo la suma y la igualdad componenete a compo-

nente, y la multiplicacidén como sigue:
(ayn) (bym) = (ab +ma + nb, mn),

de donde el subanillo {(a,O): a € A} es isomorfo a A.Es
fécil verificar que A es P-ancestral sis ’A' es P-
ancestral. La anterior consideracidén demuestra que, sin
perder generalidad, se puede suponer que A tiene uni-
dad. Escribimos 1 como la unidad.

En un grupo abeliano G, cuya operacidn binaria se
nota aditivamente, se dice que un elemento a de G es

periédico & de torsidén si existe n € Z tal que na = Oj

si no existe un tal nGmero entero, el elemento a se dice

41



sin torsidén. Un grupo G se dice que es periédico 6
de torsidn si cadaelemento de G es periddico. Un grupo

G se dice sin torsidn ,si ningin elemento de G es de

torsidn.

LEMA 3.1 Sea A un anille P-ancestral cuyo gru-

po aditivo es sin torsidén. Entonces A es un ani-

1lo conmutativo.

Demsotracién: E1l centro C de un anillo A es un
subanillo de A, y C { O yaque 1 € C. Siendo A un
anillo P-ancestral, esto implica que existe n € Z tal
que nA ¢ C. Para todo elemento a,b en A, na, nb € C,

por tanto}

nzab = nanb = nbna = n2ba,

lo cual implica 3

n%ab - n?ba = n>(ab -ba) = Oy

debido a que A es sin'torsién,como grupo aditivo, tene
mos !
(ab - ba) = 0 = ab= ba

para todo a,b € A, y A es, por lo tanto, conmutativo.

Sea A un anillo cuya estructura aditiva sea un
grupo con torsibén. Las q-componentes de Aj digamos Aq’
son no sdlo subgrupos de A, sino al mismo tiempo ideaw
les de A como anillo. Por consiguiente, A es suma
directa de los Aq anillos, donde el grupo aditivo de Aq

€8 un gq-grupo.

LEMA 3.2 Sea A un anillo P-ancestral que es

un q-anillo. Entonces A es conmutativo.

Demostracidn: Sea Aq un anillo P-ancestral.Ca-
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da subgrupo propio de Aq contiene un miltiplo del anillo
nAq, neZ Yy n es el menor entero para el cual esto
es posible. Estas consideraciones y el ejercicio 19 de
[5,963.191 nos permiten demostrar que Aq estéd acotado,

ya que de otra manera existiria un homomorfismo de Aq

sobre Z(p®). Por (a) y (b) cada subgrupo de Zp®)
contiene un miltiplo de Zipa>) diferente de cero. El

subgrupo generado por l/p, P un nimero entero primoj
no contiene un mGltiplo de deoo). Esta contradiccién
muestra que Aq estéd acotado.

Supongamos que qkAq = 0 Yy que qk-lAq ¥ O. Enton

ces qu, quq,...,qk-lAq, son subanillos de Aq los

cuales también son ideales de Aq. Consideremos los ani

1llos cocientes
Al
q

i+1A

aQ 9 i= l,ooo, k=2.

i
q Aq/q

(v) implica que A; es también un anillo P-ancestral.

Sea S un subanillo propio de A; , ¥y I(s) = A; .
Eptonc§s,existe n € Z tal que nA; es S-maximal en
A;. A; como grupo aditivo estd acotado, diga@os n=q3,
j & 2, lo cual contradice la definicidn de A; . Por
consiguiente, Ai no tiene ideales propios por la iz-
quierda y A; es un cuerpo de caractgristica prima o
un cero anillo « De todas paneras, A* es un grupo de
" q
orden q o Por consiguiente, Aq sy COmo grupo, lo cual

implica que Aq es un anillo conmutativo.

COROLARIO. Si A es un anillo P-ancestral cuyo g

grupo aditivo es de torsién, A es conmutativo.

Demostracibén: A es la suma directa de g-anillos

Yy por el teorema éstos son conmutativos, luego A es
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conmutativo.

LEMA 3.3 Sea A un anillo P-ancestral. A es la

suma directa (como anillo), A = F @ T, en donde el

grupo aditivo de F es sin torsidn y el grupo aditi

vode T es de torsidn.

Demostracibén: Por argumentos andlogos a los del le
ma 3.2, el subgrupo méximo T de torsibén esté acotado.
Resultados en [1,pég.183] implican que A es la suma di
recta de T y un subgrupo F sin torsi6n..cond. F yT

son ideales de A, la suma,como anillos,es directa.

TEOREMA 3.1 Todo anillo P-ancestral ,A, es conmu

tativo.

Demsotracién: Por el lema 3.3, A =F@ Ty el lema
3.1 dice que F es conmutativo y el lema 3.2, que T
es conmutativo, y como la suma es directa, A es conmu-

tativo.

Nbétese que el reciproco de este teorema no es ne-
cesariamente vdlido. Basta considerar un cuerpo de ca-
racteristica cero, para observar que existen anillos con

mutativos que no son anillos P-ancestrales.

(1)

El autor, siguiendo la costumbre anglosajona, lla-
ma a un cuerpo no necesariamente conmutativo,un ani-

llo con divisiébn.
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