
P-ANCESTRALIDAD EN CIERTOS ANILLOS
por

Rolando E. Peinado

1. Introdutcion

~odos los anillos aqui considerados seran asociati
v os, Un subanillo es propio ,si es diferente del anillo y
consta de mas de un elemento. En este arti.culo se estu-
diaran ciertas condiciones en los subanillos propios que
c~racterizaran a los anillos que los contienen. Dada u-
na propiedad P, un anillo es P-ancestral t si todos
sus subanillos propios poseen la propiedad P. Por eje~
plo, si P es la propiedad de ser un ideal, entonces
los nurneros enteros )Z (de ahora en adelante usaremos :lL

para denot ar- el anillo de los rnimeroa errteroe),es un ani
110 P-ancestral.

Sea (S.), ier (r un conjunto de indices) una fami~
lia de subanillos de un anillo A. La interseccion de
106 S. es el mayor subanillo de A que esta contenido~
en cada uno de los Si. m subanillo {USi 1 de A es
el conjunto formado por sumas de productos finitos de e-
lementos de S., es decir, por elementos de la forma~

, i=1,2, ...,n, s.eS.. Es facil mostrar que {US.1~ ~ ~}

menor subanillo que contiene los S .• Sea ahora~
S un subanillo de A, y consideremos la familia (S.)~
de todos los subanillos S. que contienen a S como i~
deal propio; es claro que {USiJ contiene a S como i-
deal propio, luego lus.l es el menor subanillo de~
que contiene a S como ideal propio. Se acostumbra de-
cir entonces que {usi1 es el idealizador por la izquier
da de S y se denota por reS). Es facil demostrar que

I: +s.
- .L

es el

A
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res) = {x : XEA, XB E S, para todo SES}.

En forma analoga, oon los eambios apropiados, se
puede definir el idealizador por la dereeha de S y el
idealizador bilatero de S.

S es un ideal por la izquiarda en A ~ (de aho-
ra en adelante sis sigpifiea si y solamente si), r(s)-
A. En el easo en que S sea un ideal por la dereeha, el
eoneepto de idealizador fue usado por ORE an [6, pag.2
42] (los ntimeros entre eorchetas hacen raferencia a la
bibliografia dada al final) e1 cua1 10 llama e1 «eigen
rillg» de un ideal por 1a dereeha. JACOBSON en [2, pag.
236] 10 llama a1 norma1izador del ideal por 1a dereeha.
Como se puede observar e1 eoncepto de idea1izador es el
ana10go del norma1izador de subconjuntos en Teoria de
Gru1l08•

Los resultados de la sec cion 2 estab1ecen rela-
ciones entre condicio~es entre idea1izadores (de ahora
en adelante diremos idealizador para referirnos a un i-,
dealizador por la izquierda) y algunos easos de P-anees-
tra1idad. Tambien se ineluye otro resu1tado concerniente
al radical de JACOBSON.

En 1a seeeion 3 se estudia una eondicion P 1a
eual impliea la eonmutatividad en los anillos P-ances-
tra1es.

2. Idealizadores y P-ancestra1idad

En esta seeeion todos los ani1los eonsiderados tie
nen uni dad , La eual escribiremos 1, y todos tienen sub
anil10s propios. Si S y T son subanillos de un ani-
110 A, las siguientes re1aciones son faeiles de demos

trar, haciendo USO de 1a definicion de idealizador:
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(i) 1 E res) (ii) s£ res)
(iii) res) = r(r(s)) (iv) r(s)flI(T)£ I(sriT)
(V) r(TUs) 5 I{T)Ur(s) (vi) res) £ r(s~) •
Sea D e1 am l.Lo oompleto de las matrioes 2x2

con elementos en Z, y sean

K = 1 (~ g} x E 71;}

S ..if; g} x,y E :I;}

T= {(~ ~): x,y E E} .

Entonoes K c S y r(K) c res), estriotamente (obse~le-
se que S es un ideal por la izquierda de D). Ahora
bien, S2 5 S, siempre, y por (vi), res) 5 r(s2). Es-
tas observaoiones muestran que oonocer la relaoion de i~
olusion entre dos anillos arbitrarioe no es sufieiente
para determinar la relacion de inclusion entre sus idea-
lizadores respeotivos. En D tenemos I(T)flI(K)cI(TnK) ,
estrictamente, y I(TUS) c I(T)Ur(S), estrietamente.Es-
to demuestra que las relaeiones (iv) y (v ) son los
mejores resultados posibles.

LEMA 2.1 Para todo subanillo propio S de un ani
110 A, r (S) = S sis l E S.

Demostraoi6n: Por (i),
reS). Asi res) ~ S impliea
1 E S Y X E res), entonces

lE r (S), Y po r (ii), Sc

1 E S. Reoiproeamente, .si
x.l E S, 10 eual impliea

res) c s. Por consig~iente, reS) = s.
LEMA 2.2 §i A es un anillo con division(l) en
el eual todos sus subanillos propios son anillos
con divisi6n, entonees la earateristiea de A es
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un numero entero primo.
Demostracion: Todo anillo con division tiene como

caracter1stica a cero 0 a un nUmero eriteroprimo. Si A
tiene caracteristica cero, entonces n tiene un suba-
nillo propio isomorfo al cuerpo formado por los nUmeros
racionales. Por consiguiente, un subanillo propio iso-
morfo a los nUmeros enteros iZ. ~ no es un anillo con
division. Se obtiene asi una contradiccion. Por 10 tanto
La caracteristioa de. A es un nUmero entero primo.

LEMA 2.3 Sea A un anillo con division en el
cual todos los subanillos propios son anillos con
division. Entonces A es un cuerpo, extension al-
gebraica del cuerpo primo de A.

Demostracion: Sea S un subanillo propio de A,
entonces,como S es un anillo con division, lES. En paE
ticular, si S es el subanillo generado por un elemento
S E S, s I 0, es decir, S = <6>, S consiste de los poll
nomios en s ,sobre el cuerpo primo de A. Obviamente,
-1 -1S E S Y s es un polinomio en s; por consecuencia,

s satisface una ecuacion algebraica sobre el cuerpo prl
mo de A. Esto ademas muestra que S es finito. Tenemos

n( s )entonces'que s = s, donde n(s) es el numero de e-
lementos de S; entonces, por resultados en [3, teorema
1, pag.217] , A es un anillo conmutativo. Esto demues-
tra que A es un cuerpo algebraico sobre el cuerpo pri-
mo de A.

LEMA 2·4 En un anillo A, 1(S) = s, S un suba-
nillo propio de A, sis, S es un anillo don divi
sion.

Demostracion: 1(S) = S implica (por el lema 2.1)
1 E S. Si L es un ideal por la izquierda de S, enton
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ces S £ I(L) = L, por consiguiente, S = L. S no tie-
ne idea1e8 propios por 1a izquierda y S2 I ° (leS), por
10 tanto, S es un anillo con division. Reclprocamente,
si S es ani110 con division, 1 E S, Y el 1e~a 2.1 im-
plica I(S) = S.

Observese que si e1 anill0 A no tiene unidad,en-
tonoes es posib1e que I(S) = S ,sin que A sea un ani-
110 con division. Consideremos el siguiente ejemp1o: sea
A el anillo siguiente

surnay multip1icaoion de matrices con coeficientes ente-
ros modulo dos. Como e1 unico subani110 diferente de ce-
ro es A mismo, I(A) = A, perc A no es un ani110
con division.

Notemos tambien que aun cuando cada subanill0 sea
un anil10 con division, el anill0 no es necesariamente
un anillo con division. Un oontra-ejempl0 se obtiene con-
siderando el and Ll,o siguiente:

B = { (0,0), (1,0), (0,1), (1,1))
surnay mu1tip1icacion definidas componente a componente
modulo dos. Aqui cada subanill0 propio es un anill0 con
division; aUn mas, es un cuerpo. Cada elemento es idem-
potente, 10 caa1 implica que B no puede ser un anill0
con division.

LEMA 2.5 A es un cuerpo en el cual cada elemento
es de orden finito sis ,1(S) = S para todo subani-
110 propio S de A.

Demostracion: Sea A un cuerpo en el cual cada
elemento es de orden finito. Si S as un aubani Ll.o pro-
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pio en A, para todo xE1(S) y s E S, s I 0, xs s
E S. s de orden fini to implica que existe mEZl tal

mque s 1, ° < m. Entonces

X = xv L = xsm = m-l • m-lxss = SSE S.

Por consiguiente, 1(S) c S. Por (ii), S c 1(S) , lue-
go 1 (S) = S.

Por otro lado, si reS) = S, el lema 2.4 implica
que S es un anillo con division, y el lema 2.3, que A
es un cuerpo, y, como enola demostracion del mismo lema,
cada elemento de A tiene orden finito, ya que genera
un cuerpo finito. Ademas, A es una extension algebrai-
ca de su cuerpo primo.

En los lemas anteriores hemos analizado la relacion
entre ciertos anillos P-ancestrales, para ciertas pro-
piedades P, y la condicion en el idealizador, 1(S) = S
para todo subanillo propio de los anillos considerados;
resumamos estos resultados en el siguiente

TEOREM~ 2.1 Los siguientes enunciados son esuiva-
lentes en un anillo A:

(1) reS) = S para todo subanillo propio S de
A.
A y todos sus subanillos propios son ani-
Hos con division. Ademas la caracterlstica
de A es un nume r-o primo.
A es un cuerpo, todos sus elementos son de(3)

orden finito y A es una extension alge-
braica de su cuerpo primo.

Volvamos ahora al caso en el cual 1(S) 1 S para
todo subanillo propio de un anillo A.
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LEMA 2.6 En un anillo A eada subanillo de A es
un ideal en A por la iz~uierda sis A es imagen
homomorfa de LZ.

Demos t-rac i Sn s Sea S el subani 110 de A ge ne r-ad o

por la unidad 1 de A. End:onees S = { 1.n : n E ~}. Es
obvio que 1 E S. El lema 2.1 impliea reS) s; debido
a ~ue S eE.un ideal, tenemos reS) = A Y A = s. Esto
demuestra ~ue A es imagen homomorfa de LZ. Reeiproca-
mente, si A es imagen homomorfa de Z, como cada sub-
anillo de ~ es un ideal, y esta propiedad se preserva
por homomorfismos, cada subanillo de A es un ideal.

LEMA 2.7 Sea S un subanillo propio del anillo
A. reS) ~ S sis res) = A.

Demsotraeion: Si reS) ~ S, por (iii), 1(r(S») =
reS), 10 eua1 imp1ica reS) = A. Si res) = A para todo
subanillo propio S =/ A, reS) ~ S.

TEOREMA 2.2 En un ani1lo A las siguientes afir-
maeiones son e~uiva~entes:

( 1) A es imagen homomorfa de LZ.
(2 ) Cada subanillo de A es un ideal por la iz-

~uierda en A.
(3) reS) ~ S para cada subanillo propio S de A.

Demostracion: (1) impliea (2) por el lema 2.6. (2)
iibplica (3) es obvio, y (3) implica (1) se tiene por el
lema 2.7.

TEOREMA 2.3 Sea A un anillo. S un subanillo pro
pio de A. Para cada S, existe un numero entero
n, dependiente de S, tal ~ue r(Sn) = A sis
r ts) f S.
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Demoa ta-aci.Sns Sea S un subanillo propio de A.
reS) = S implicaria 1 e S, por el lema 2.1, y, por eo~
siguiente, Sn. S. As! S. rts) .. I(Sn) • A, 10 eual
es falso. Por eonsiguiente, rts) of S., Reciproeamente,
ai res) of S, el lema 2.7 implioa que r(s). A.

El siguiente teorema relaoiona la propiedad de aer
anillo radical, en el sentido de JACOBSON, y los anilloa
de polinomios sobre el mismo anillo. Este r&sulta4o tam-
bien aparece en [4], a~n ouando la demostraoi6n ea dife-
rente.

TEOREMA 2.4 S1 A es un anillo y oada subanillo
S es igual a su radioal (JACOBSON), entonoes exis
te un polinomio f(x) ~ A[x] tal que rea) = 0

para todo a en A Z f(l) • 1.

Demostraci6n: Existe un polinomio g(x) en A [x]
tal que para todo a en A a + g(a) - ag(a) • O. Cona-
truyamos f(x) ~ x + g(x) - xg(x), entonoes f(a). a +
g(a) - ag(a) ~ para todo a en A, a.f 1, y f(l) = 1.

3. Conmutatividad de ciertoa anillos

Sea A un anillo arbitrario, no neoesariamente
con urn dad , El subanillo nA· na: a e A ,n e ~ , es
Hamado un mul tiplo del anillo A. nA se dice S-mhi-
mal ai n E Z es el menor entero poa i,tivo pa;ra.el
cual nA £ s,

F.SZAsZ
S subanillo de A.
consider6,en [al,anillos P·-anoestrales

S es un 8ubanillo propio de A,en donde, si

p': S. nA para algl1n n e Z •

El resultado prinoipal all! obtenido 8. el 8iguientel un
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anillo A es P#-anoestral sis,el grupo aditivo de A
es un grupo ciclico.

En esta seccion se consideran anillos P-ancestra-
les, en donde, si S es un subanillo propio de A,

P : 0 1nA E s, nA es S-maximal.

El principal resultado obtenido es ~ue,en dioho caso, A
es conmutatitvo.

Cada anillo P#-ancestrales necesariamente P-ances-
tral. Es facil verificar ~ue si A es un anillo P-anoes
tral, entonoes:

(a) Cada subanillo propio de A ~ P-ancestral.
(b) Toda imagen homomo rf'ade A es P-anoestral.

Si A es un anillo arbi trario , se puede oonstruir
un anillo A# con unidad que contenga un subanillo iso-
morfo con A, de la siguiente mare rat

A#= A x ~ = {(a,n) : a E A, n E ~ 1 ,
y defini~endo la surnay la igualdad componenete a compo-
nente, y la multiplicacion como sigue:

(a,n) (b,m) = (ab +ma + nb, mn),

de donde el subanillo l (a,O): a E A} es isomorfo a A.Es
facil verificar que A es P-ancestral sis? A' es P-
ancestral. La anterior consideracion demuestra ~uetsin
perder gene r-aLi.dad , se puede suponer que A tiene uni-
dad. Escribimos 1 como la unidad.

En un grupo abeliano G, cuya operacion binaria se
nota aditivamente, se dice ~ue un elemento a de G es
pa r-i Sdi.co 0 de torsion si existe n E LZ tal que na = 0;

si no existe un tal numero entero, el elemento a se dice
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sin torsion. Un grupo G se dice que es periodioo 0
de torsion si oadae1emento de G es periodico. Un grupo
G se dice sin torsion ,si.ningUn e1emento de G es de
torsion.

LEMA 3.1 Sea A un ani110 P-anoestra1 cuyo gru-
po aditivo es sin torsion. Entonoes A es un ani-
110 conmutativo.

Demsotracion: E1 centro C de un ani110 A es un
subani110 de A, y C ~ 0 ya que 1 E C. Siendo A un

ani110 P-ancestra1, esto imp1ica que existe n E Z tal
que nA c C. Para todo e1emento a,b en A, na, nb E C,
por tanto:

nbna 2n ba,

10 cua1 implica ~

n2ab - n2ba = n2 (ab -ba) = 0;

debido a que A es sin·torsion,como grupo aditivo, tene
mos =

(ab - ba) o =- ab = ba

para todo a,b E A, Y A es, por 10 tanto, conmutativo.

Sea A un ani110 cuya estructura aditiva sea un
grupo con torsion. Las q-componentes de A; digamos A ,q
son no solo subgrupos de A, sino al mismo tiempo idea.
les de A como am lLo, Por consiguiente, A es.Burna
directa de los A ani11os, donde e1 grupo ad it i.vode A

q q
es un q-grupo.

LEMA 3.2 Sea A un ani110 P-ancestral que es
~ q-ani110. Entonces A es conmutativo.

Demostracion: Sea A un ani110 P-ancestral.Ca-q
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da subgrupo propio de A contiene un multiplo del anillo
'q

y n es el menor entero para el cual estonA,nE~q
es posible. Estas consideraciones y el ejercicio 19 de

A esta acotado,q
ya que de otra manera existiria un homomorfismo de
[5,pAg.191 nos permi ten demostrar que

A
q

sobre Z(pOO). Por (a) y (b) cada subgrupo de ~pCO )
contiene un mul tiplo de 2l.(pCD) diferente de cero. El
subgrupo generado por lip, p un nUmero entero p r-imoj

no oontiene un mul tiplo de ~pOO). Esta oontradioci6n
muestra que A est! acotado.

q k
Supongamos que q A • 0 y que

2 k-l qoes qA, q A ,•••,q A,q q q
cuales tambi~n son ideales de A.

q

qk-IA I O. Enton
q

son subanillos de A
q

Consideremos los ani
los

llos cooientes

i = 1, ••• , k-2.

consiguiente,
quierda y Ai

q
un oero anillo

korden q. Por consiguiente,

(b) implica que Ai eS tambi~n un ani110 P-ancestral.
q

Sea S un subanillo propio de Ai y
q !

J.Entonces .exi at e n E :z tal que nA es
q

Ai. Ai oomo grupo aditivo esta acotado, digamosq q
j E Z , 10 eual contradioe 1a definici6n de Ai

q
Ai no tiene ideales propios por la iz-

q
es un cuerpo de earaoteristioa prima 0

• De todas maneras, Ai es un grupo de
q

como grupo, 10 oual

r(s) = Ai •
q

S-maximal en
n=qj,
Por

implioa que A
q

COROLARIO. Si A

A ,
q

es un anillo conmutativo.

es un anillo P-anoestral ouyo g
grupo aditivoes de torsi6n, A es conmutativo.

Demostraoi6n: A es la suma direota de q-anillos
y por el teorema ~stos son oonmutativos, luego A es
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conmutativo.

LEMA 3.3 Sea A un anillo P-ancestral. A es la
surnadirecta (como ani Llo) , A = F a;> T, en donde el
grupo aditivo de F es sin torsion y el grupo aditi
vo de T es de torsion.

Demostracion: Por argurnentos analogos a los del l~
rna 3.2, el subgrupo maximo T de torsion esta a~otado.
Resultados en [1,pag.183] implican Clue A es 1& surnadi
recta de T y un subgrupo F sin torsi6n ••Co~o. F y T
son ideales de A, la surna,como anillos,es direeta.

TEOREMA 3.1 Todo anillo P-ancestr/;l.l,A ~ ~8 conmu
tativo.

Demso t r-ao i Sn e Por el lema 3.3, A = F @ T, el lema
3.1 dice Clue F es conmutativo y el lema 3.2, Clue T
es conmutativo, y como la suma es directa, A es conmu-
tat ivo,

Notese ~ue el reciproco de este teorema no es ne-
cesariamente valido. Basta considerar un cuerpo de ca-
racteristica cero, para observar Clue existen anillos con
mutativoa Clueno son anillos P-ancestrales.

(l)El autor, siguiendo la costumbre anglosajona, lla-
ma a un cuerpo no necesariamente conmutativo,un ani-
110 con division.
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