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EL RADICAL PRIMO EN SISTEMAS
TRIPLES

par

Luis Rafael JIMENEZ B.

El objeto de este articulo es dar una defini-
cion del radical primo para un sistema triple y
probar que sat isface las propiedades basicas que
debe tener un radical. Para facilitar la lectura
del articulo 10 dividiremos en tres secciones, En
la primera seccian presentaremos los prerrequisi-
tos necesarios sobre sistemas triples, en la segu~
da daremos la definicion del radical y desarrolla-
remos sus propiedades y en la tercera estudiaremos
sus relaciones con nilpotencia.

Este trabajo nacia de una sugerencia hecha por
el doctor Hyo Myung, en el sentido de estudiar la
posibilidad de generalizar a sistemas triples los
resultados demostrados por el en su articulo "A
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generalization of the prime radical in nonassocia
tive rings" [3].

§1. Sistemas Triples

1.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES. Sea ¢ un ani

110 conmutativo con identidad. Un ¢-modulo unita-
rio T junto con una aplicacion trilineal TXTXT + T
(x,y,z) ~ <xyz> se llama un ~~~tema t~~ple (~ob~e
¢ ).

Si A, B Y C son submodulos de T, por <ABC> re-
presentamos el submodulo de T generado por todos
los productos triples <abc> con a C A, b c Bye €: C.
Un submodulo A de T se llama un ~ub~~~tema si
<AAA> C A; se llama un ~deal si <ATT>+<TAT>+<TTA>
CA.

Sean T Y T' sistemas triples donde T y T' son
modulos sobre el mismo anillo ¢. Una aplicacion
¢-lineal f:T + T' es un homomo~O~~mo .de sistemas
triples si f«xyz» = <f(x)f(y)f(z»para todo
x , _y, z en T.

Si f es un homomorfismo de T en T', el ke~nel
de f se define por ker f = {x cTI f'{ x ) = A}.

Si A es un ideal del sistema triple T, enton-
ces T = T/A junto con

«x+A)(y+A)(z+A» = <xyz>+A

es de nuevo un sistema tripleo Los teoremas usua-
les de homomorfismo e isomorfismo son validos en
sistemas triples y las pruebas son similares a las
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correspondientes pruebas para algebras.

TEOREMA 1. Sea~ T y T' ~i~tema~ t~iple~. E~to~
c.e~:
( i ) ACT e~ u~ ideal ~.l y ~6lo ~i A es el k.e~~el

de algu~ homomo~ni~mo.
(ii) Si f:T-+- T' es u~ homomo~6i~mo, e~to~c.e~

f(T) ;. T/ker f.

(iii) Si A Y B ~o~ ideale~ de T, e~to~c.e~
A+B/B ;: A/AnB·

1.2. NILPOTENCIA. Las potencias de un elemento
a E:. T se definen recursivamente p or

1 2(n+l)+1 < 2n+l >a = a, a = a aa

Unicamente definimos potencias impares. Un sistema
triple T se llama a~oc.iativo pa~a pote~c.ia~ si

para todo m,n > 0 Y todo a LT. Un elemento a de T
2n+lse llama ~ilpote~te si a = 0 para algup. entero

n , Un subsistema ACT se llama ~il si todo elemen
to de A es nilpotente.

LEMA 1. Sea T un ~i~tema t~iple a~oc.iativo pa-
~a pote~c.ia~o Si A Y B ~o~ ideale~ ~il de T, e~-
tonc.e4 A+B e~ tambie~ u~ ideal ~ilo

Vemo~t!Lac.i6~"Sea a+b E: A+B, entonces
- j

(a+b) 2n+l = a 2n+1+c donde c C B 0 Puesto que
2n+les nilpotente tenemos (a+b) = c para algun no

a
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· 2m+lPuesto que c C B Y B es n I l, tenemos c ::
«a+b)2n+l)2m+l :: (a+b)(2n+l)(2m+1) = 0 para algun

mo Luego A+B es nil.

TEOREMA 2. S~ T e~ un ~~~tema t~~ple a~oe~at~-
vo pa~a potene~a~, entonee~ exi~te un unieo ideal
max~mal nil en T, llamado el ~adieal nil de To

Vemo~t~ae~6n. En virtud del Lema 1 la demostra
cion es similar a la correspondiente para algebras_!

Sea A un submodulo de un sistema triple To Defi
nimos las potencias impares de A estableciendo que

2n+l ~A es el submodulo generado por todos los produ£
tos de la forma a1a2 •.. a2n+1 donde ai cAy los
elementos pueden estar asociados de cualquier mane
ra posible.

Un submodulo A de T se llama nilpotente si
2n+l ~A = 0 para algun n. En particular un ideal de

T se llama nilpotente si es nilpotente, considerado
como submodulo de T. Claramente tenemos (A2n+1)2m+l
CA(2n+l)(2m+l) para to do m , n > 0 Y todo submo du Lo

A.

103. PRODUCTO SUBDIRECTO DE SISTEMAS TRIPLESo
Sea (S')'~T una familia de sistemas triples sobre

~ :L_~

el mismo anillo $. El producto directo ITS. (como
:L

¢-modulos) con la operacion adicional

es un sistema triple llamado el p~odueto di~eeto
de la familia (S ) Pd' T 1 10i IE::I 0 ar a ca a ] E::~ , a a p :L C a-
cion P. de ITS. sabre S. definida por

J:L J
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P,[(X')IJ = x. se llama la p~oyeeei6n sobre S. y
J 1 J J

es claramente un epimorfismo.

Un subsistema U de ITS. se llama un p~odueto
1

4ubdi~eeto de la familia de sistemas triples
(Si)iE:I si Pi(U) = Si para todo it: I.

El teorema siguiente, cuya demostracion es si-
milar a la que se hace para anillos, nos da una
condicion necesaria y suficiente para que un sist~
rna triple T sea isomorfo a un producto subdirecto
de una familia de sistemas triples.

TEOREMA 3. Un 4i4tema t~iple4 T e4 i4omo~6o a
un p4odueto 4ubdi~eeto de 4i4tema4 t4iple4 (s.). T'1 1E:_
4~ Y 46lo 4i exi4ten homomo~6i4mo4 ~. de T 4ob4e

1

Si tale4 que 4i a # 0 entonee4 ~i(a) # 0 pa~a al
men04 un i ~I .

En virtud del Teorema 1 (ii), si ~. es un ho-
1

entonces S. = T/K. donde
1 1

formular el teo
momorfismo de T sobre S.,

1

Podemos por 10 tantoK. = ker ~. t
1 1

rema anterior como sigue:

TEOREMA 4. Un 4i4tema t4iple T tiene una ~ep~~
4entaei6n eomo un p4odueto 4ubdi~eeto de 4i4tema4
t~iple4 (S i) iC I 4~ Y 46lo 4,{, paru:tuui« i ~I exi4te
en T un ideal Ki tal que TIKi = si y nKi = (0).

§2o [I Radical Primo en Sistemas Triples. En esta
parte definiremos el radical primo para un sistema
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triple, modificando adecuadamente la discus ion en
[3] y en [4]. Antes necesitamos unos lemas preli-

minares.
Sea T un sistema triple y sea I(T) la familia

de todos los ideales de To Como indicamos en la
parte 1, si A,B y C son ideales de T, pOI' <ABC> re
presentamos el submodulo generado pOI' todos los
productos triples <abc> con a E:" A, bE: B Y c €: Co

LEMA 20 (i) palla A, B, C, D, E tj F en I(T ), s i
A CD, BeE tj C C F, enol0 n c. es <ABC> C <DEF > .
(ii) Si alguno entlLe A, B tj C en I(T) e.6 el ideal
(0) entonc.e.6 <ABC> = (0)0

(iii) <ABC> = ABC palla toda imagen homom6lLnic.a
A, B tj C de A, B tj C en ·I(T).

V".mo.6tlLac.i6n. (i) es trivial, (ii) es una con
secuencia de la trilinealidad de <xyz> y (iii) es
una consecuencia de la definicion de homomorfismos
de sistemas ~ripleso •

LEMA 3. Sea T un .6i.6tema tlLiple, e,ntonc.e.6 palla
to do A, B, C tj D en I (T )

(i)' «AtD)(BtD)(CtD» C <ABC>tD
(ii) <ABC> CAn B n C .

Vemo.6tlLa~i6n. (i) Consideremos el sistema tri-
ple T =.T/n ' entonces pOl' el Lema 2 (iii)
«AtD)(BtD)(CtD» = «AtD)(BtD)(CtD» = <ABC> =
<ABC> Y pon 10 tanto «AtD)(BtD)(CtD»C<ABC>tDo
(ii) Sea T = T/A ' entonces <ABC> = <ABC> =
«O)BC = (0) pOI' el Lema 2 (iii) y (ii)o POl' 10
tanto ABC> C A 0 Similarmente <ABC> C B Y <ABC> C C
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y en consecuencia <ABC> CA n B nc. •

Continuamos con un importante lema.

LEMA 4. Sea T un ~i~tema t~iple. Pa~a un ideal
p de T la~ ~iguiente~ condicione~ ~on equivalente~:

(i) Si A, B fj C ~on cdeat.e» en T fj <ABC>cP, enton-
c e s A c ,p 6 B C P 6 C c P •

(ii) Si A, B fj C ~on -ideale~ en T fj An C(P) 'f. cp ,
B nC(p) ¢ cp fj C n C(p) -I ¢, entonce~ <ABC> nU(p) 1 cp

(iii) S-i a, b fj c ~on elemento~ en G(P), entonce~
«a)(b)(c» nC(p) ¢ ¢ donde (a), (b) fj (c) ~on Lo s
-ideale~ p~-in~-ipale~de T gene~ad~~ po~ a, b fj c
~e~pect-ivamente.

Vemo~t~ac-i6n. Obviamente (i) y (ii) son equi-
valentes. Luego, mostraremos solamente que (ii) y

(iii) son equivalentes. Sean a, b y cCC(P), ento~
ces (a) nc(p) :-I ¢, (b) nO(p) 1- ¢ y (c) no(p) # ¢.
Por 10 tanto (ii) implica (iii). Supongamos ahora
que A, B Y C son ideales de T tales que An O(P) # cp,

B no(p) 'f. <f> y C nC(p) ¢ cp. Entonces existen elemen
tos aE:AnC(p), s c n nC(p) y e c c nc(p); p orvyLa

hipotesis (iii) tenemos entonces «a)(b)(c»na(p)~¢.
As!, por el Lema 2 (i) tenemos <ABC> nO(p) 1- ¢.
Por 10 tanto (iii) implica (ii). •

DEFINICION 0 Un ideal P de un sistema triple T
se llama p~-imo si satisface alguna de las condicio
nes del Lema 40 Un subconjunto no vac10 M de T se
llama un L-~-i~tema S1 para todo A, B Y C en I(T),
AnM # <f>, BnM 'I ¢ y C nM 1- cp implican
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<ABC> n M "I e .
Un ideal P de T se llama hemip~imo si para eual

quier ideal A de T, <AAA> C P impliea A C P. Un sub-
eonjunto no vaelo M de T se llama un SL-hihtemd si
para A en 1(T), AnM ¥ </> impliea <AAA>nM ¥ </>. Co-
mo una eonseeueneia direeta del Lema 4 tenemos que
un ideal P es primo s1 y solo si O(P) es un L-sis-
tema y un ideal P es hemip~imo s1 y solo si C(P)
es un SL-sistema.

Para A en 1(T), A~" = {xE:Tleualquier L-sistema
que eontiene x interseeta A} es el L-~adicdl de A.
Similarmente, A* = {y E: T Ieualquier SL-sistema que
eontiene y interseeta A} se llama el sL-~ddical
de A.

TEOREMA 5. Sed A un ideal en el hihtema t~iple
T, Entonceh
(i) A* eh la inte~hecci6n de todoh lOh idealeh p~i
mOh que contienen A.
(ii) A* 'eh la inte~hecci6n de todoh lOh idealeh he'
mip~imOh que contienen A.
(iii) A* eh un ideal hemip~imo de T.
(iv) A eh un ideal hemip~imo de T ht Y h6lo hi
A = A-::.

Vemoht~aci6n. (i) Sea np. la interseecion de~
todos los ideales primos P. de T que contienen a A.

~
Si ad-Po para aLg fin i entonces ae:C(Po) y puestor ~ ~
que C(P.) es un L-sistema tal que A no(P.) ¥ cp, en

.L s; s; ~ -

tonees a ¢. An. Por 10 tanto An C n Po. Ree1proearnen* ~-te, si a ¢.. A existe un L-sistema M tal que a E: M Y
An M = cp. Consideremos la familia de todos los
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ideales K en T tales que A C K Y MnK = cp. Esta fa

milia es no vacia puesto que A es uno de tales idea

les. PodemoB verificar que el lema de Zorn se pu~

de aplicar a esta familia para mostrar la exist en-

cia de un ideal maximal P tal que P -::::>A Y P n M = cp.
Probaremos que P es un ideal primo en T. Sean B,

C Y D ide ales de T tale s que B n C ( P) of cp, C na ( P )

of cp Y B n C( p) f. cp. Por la maximilidad de P,

( B+P ) n M f. cp, ( C+r ) n M of cp Y (D+ P ) n M f. 1>. Pu est 0

que M es un L-sistema tenemos cp of «B+P)(C+P)(D+P»

nMC«BCD>+p)nM, 'P0r Lema 3 (i). Por 10 tanto,

<BCD> nC(p) f. ~ puesto que si <BCD> nC(p) = cp en-

tonces «BCD>+P) n M = cp 10 cual contradice que

«BCD>+P) nM f. cp. En consecuencia P es un ideal

primoya¢P.

(ii) La demostracion es similar a la de (i).

(i.ii) Sea B un ideal de T tal que <BBB> C Ai:

entonces <BBB> C S. para todo ideal se1iliprimo S.
1 1

que con t e n ga ' a A, entonces Be S. para todo I , Por
1

10 tanto Ben S. = A* Y A... es semiprimo •
.1 .~"

{iv) Es trivial porque A* es un ideal semipr!

mo que contiene a A. ,
,

LEMA 5. Se.a a c r If N un. SL-.6i.6te.ma que. c.on.tie.
n.e. a. En.ton.c.e..6 e.x.i.6te. un L-.6i.6te.ma M tal que.
aE:.H If MeN.

Ve.mo.6t~ac.i6~. Construimos un conjunto

M :: {a
1

,a2, ••• } de elementos de T como sigue: sea

a1 = a, puesto que (a1) nN i cp entonces «a1)(a1)

(a1»nN f. cp y escogemos a2c«a1)(a1)(a1»nN
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en general escogemos ak+1 E:«ak)(ak)(ak»nN. CIa
ramente MCN y por el Lema 3 (ii), ak+1E: (ak)nN ,
luego (ak+1) c(ak). Mostraremos ahora que M es un
L-sistema. Sean A, B Y C ideales de T tales que
A nM t- <p, B nM t- <p y C nM t- <po Escojamos elemen-
tos ar, as' at con arE:AnM, ascBnM y atE:CnM.
5i p = max(r,s,t) entonces a 1~ «a )(a )(a »nNp+ p p p
C«a )(a )(at»nN. Por 10 tanto «a )(a )(at»nr s r s

M t- <p Y M es un L-sistema. A

TEOREMA 6. Si A e~ un ideal en el ~i~tema t~i-
,;': ~~

ple T, entonee~ A = A*o (A ~e llama el ~adieal
p~imo de A).

Vemo~t~aei6n. Puesto que todo ideal primo es
semiprimo, con las notaciones del teorema 5 tene-

* *mos A = n p.::>nS. = A ...0 Reciprocamente, si xC-A
1. 1. ..

Y N es un SL-sistema que contiene x, entonces por
el Lema 5 existe un L-sistema M tal que x E: M Y M C No
Puesto que N nAt- <p entonces N nA 1- <p y x E: A"t 0 A

DEFINICION. Sea T un sistema triple. El ~adi-
cal p~imo R(T) de T es el radical primo del ideal
(0). Un sistema triple T se llama L-semisimple si
R(T) = (0).

-LEMA 60 Sea T· una imagen homom6~6iea de T. En-
toac es

-(i) Si M e~ un L-~i~tema de T, entonee~ M e~ un
-L-~i~tema en To

(ii) Si P e~ un ideal p~imo de T que eontiene al
Ke~nel, entonee~ P e~ un ideal p~imo de To
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V emo~:tJl..aci6 n .
(i) Sean A, B Y C ideales de T tales que A n M

"F <p, BnM 1- <p y cnM 1- <p, donde A, By C son idea-
les de T que contienen el kernel. Sea aE:AnM p~
ra algiin a E:.M, luego a E: A+ker C A+A cAy por 10

tanto AnM 1- <p • Similarmente B()M 1- <p y CnM 1- <p •

Puesto q,ue M es un L-sistema, <ABC> n M 1- <p y enton
ces <p 1- <ABC> n M C<ABC> n M = < ABC> n M por el Lema 2

(iii). Por 10 tanto M es un L-sistema en T como se
queria.

(ii) Sean A, B Y C ideales de T tales que
< ABC> C P, donde A, B Y C son ideales de T que con-
tiene el kernel. Entonces por el Lema 2 (iii) y
el Lema 3 (i) tenemos «A+ker)(B+ker)(C+ker» C
<ABC>+ker C P+ker C P, puesto que P contiene el ker-
nel. Por hipotesis A+ker C P, <5 B+ker C P, 0

C+ker CPo Pero esto significa que A C P, 6 Be P,
~ cep y por 10 tanto P es un ideal primo de T. ,0

Como una consecuencia del lema anterior tenemos.

TEOREMA 7. Sea T un ~l~tema t~lple y R(T) et
~adlcal p~lmo de T, entonce~ R(T/R(T» = (0). E~to
e~, T/R(T) e~ L-~eml~imple.

Vemo~t~ac16n. Sea <p:T ~ T/R(T) el homomorfis-
mo naturaL Si aE:.R(T/R(T» y P es un ideal primo
en T9 entonces por el Lema 6 (ii), P = <P(P) es un
ideal primo en T /R(T). Luego a E: P y puesto que
P:> R(T) entonces a E:P para cada ideal primo P. Pe-
ro esto significa que acR(T) y po n 10 tanto a = O.
En consecuencia R(T/R(T» = (0).
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DEFINICION. Un sistema triple T se llama un
sistema triple p4imo si (0) es un ideal primo en T.

Claramente9 un sistema triple primo es L-semi-
simple y se tiene:

LEMA 7. Sea T un ~i~tema t4iple. Un ideal p

en T e~ p4imo ~1 y ~6lo ~i Tip e~ un ~i~tema t4i-
ple p4imo.

Vemo~t4aci6n. Supongamos que P es un ideal pri
mo de T. Por el Lema 6 (ii) aplicado al homomorfi~
mo natural de T sobre Tip 9 (0) es un ideal primo
de TIp s , p~r 10 tanto TIp es un si~t'ema trJples,+>~
primo. Req!.,procamente9 supon gemo s vque T = 'TIp es. c;;;'
un sistema.triple primo. Si A, B y'C son ideales
de T tales que <ABC> C P 9 entonces <ABC> C (0) 0

equivalentemente por el Lema 2 (iii): <ABC>C(O)
y as! A C P 6 B C P 6 C C P. Por 10 tanto P es un
ideal primo de T. ,

TEOREMA 8. Un ~i~tema t4iple T e~ i~omo46o a
un p~oducto ~ubdi4ecto de ~i~tema~ t4iple~ p4imo~
~1 y. ~ 6lo l>iT e s L-~¢mi~.imple.

~emo~t4aci6n. Es una consecuencia del Lema 7
.(~. .

§3. Relaciones con nilpotencia. En esta seccion9

asumimos la condicion adicional siguiente: <AAA>
es un ideal de T para todo A €: I (T).

LEMA 8. Sea A un ideal de un ~i~tema t4iple a~o
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c.iativo paJta potenc.ia.6 T If .6ea r€:Af,o Entonc.e.6
exi.6te un enteJto pO.6itivo k tal.. qu.e. rk E: A 0

Ve.mo~tJtac.i6no Es suficiente mostrar que si
r~Af" el conjunto M :: {r,r3,r5,ooo} es un SL-sis

'. 2n+1 -tema. Supongamos que B es un 1deal de T y r E:

t < 2n+1 2n+1 2n+1> (2n+1)3en onces r r r = r =B nM,
6n+3

r e$ un elemento de <BBB>. Por 10 tanto M es
un SL-sistemao •

Como una consecuencia del lema anterior tene-
mos:

TEOREMA 9. El.. Jtadic.al.. pJtimo de. un .6i.6te.matJti-
pl..e.T a.6oc.iativo paJta pote.nc.ia.6 e..6 un ideal.. nil...

Vemo.6tJtac.i6n. Sea I'e::.R(T). Por el Lema 8,
kexiste un entero positivo k tal que r = 00 Por

10 tanto R(T) es un ideal nil. •

Puesto que R(T) es nil entonces R(T) esta con-
tenido en el radical nil N(T) (el ideal nil maxi-
mal de T, por el Teorema 2).

TEOREMA 10. Sea T un .6i.6te.ma tJtipl..e.. Entonc.e..6
T e.6 L-.6emi.6impl..e. .6i If .66lo .6i T no tiene ide.ale..6
nilpote.nte..6 di6eJte.nte.6 de. c.e.Jto.

Ve.mo.6tJtac.i6n. Claramente T es L-semisimple s1
y solo si (0) es un ideal semiprimo. Supongamos
que T contiene un ideal nilpotente diferente de ce
ro A y supongamos que A2k+1 = (0)0 Entonces exis-
tOO u -_ 3t v -_ 3t-1 1en enteros POS1t1VOS y ta es
que AU = 0 pero AV ¥ (0)0 Puesto que <AvAvAv>
h (Av)3cA3V :: AU :: (0), el ideal (0) no es semi-
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primo. Por 10 tanto si T es L-semisimple no tiene
ideales nilpotentes diferentes de cero.

Rec!procamente, si T no es L-semisimple, esto
es, si (0) no es semiprimo, entonces existe un
ideal diferente de cero A en T tal que <AAA> = A3

= (0). Por 10 tanto A es nilpotente. En consecuen
cia si T no tiene ideales nilpotentes diferentes
de cero entonces T es L-semisimple. ,

Una consecuencia inmediata de este teorema es

COROLARIO. Ei ~ad~~ai p~~mo de un 4i4tema t~~-
pie ~ont~ene tod04 i04 ~deaie4 n~ipotente4 de T.
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