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EL RADICAL PRIMO EN SISTEMAS

TRIPLES

por

Luis Rafael JIMENEZ B.

El objeto de este articulo es dar una defini-
cidn del radical primo para un sistema triple y
probar que satisface las propiedades basicas que
debe tener un radical. Para facilitar la lectura
del articulo lo dividiremos en tres secciones. En
la primera seccidn presentaremos los prerrequisi-
tos necesarios sobre sistemas triples, en la segun
da daremos la definicidn del radical y desarrolla-
remos sus propiedades y en la tercera estudiaremos
sus relaciones con nilpotencia.

Este trabajo nacid de una sugerencia hecha por
el doctor Hyo Myung, en el sentido de estudiar la
posibilidad de generalizar a sistemas triples los

resultados demostrados por &l en su articulo "A
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generalization of the prime radical in nonassocia

tive rings" [3].

§1. Sistemas Triples

1.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES. Sea ¢ un ani
llo conmutativo con identidad. Un ¢-mddulo unita-
rio T junto con una aplicécién trilineal TXTXT > T
(x,y,2) P <xyz> se llama un 4Lstema triple (so0bre
¢ ).

Si A, By C son submbédulos de T, por <ABC> re-
presentamos el submddulo de T generado por todos
los productos triples <abec> con a€A, bcB y ceC.
Un submédulo A de T se llama un subsistema si
<AAA> © A; se llama un Ldeaf si <ATT>+<TAT>+<TTA>
CA.

Sean T y T' sistemas triples donde T y T' son
mddulos sobre el mismo anillo ¢. Una aplicacidn
¢-lineal f:T =+ T' es un homomorfismo de sistemas
triples si f(<xyz>) = <f(x)f(y)f(z)> para todo
X, Yy 2z en T.

Si f es un homomorfismo de T en T', el keanel
de f se define por ker f = {xeT|f(x) = 0}.

Si A es un ideal del sistema triple T, enton-

ces T = T/A junto con
<(x+A)(y+A)(z+A)> = <xyz>+A

es de nuevo un sistema triple. Los teoremas usua-
les de homcmorfismo e isomorfismo son vdlidos en

sistemas triples y las pruebas son similares a las
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correspondientes pruebas para dlgebras.

TEOREMA 1. Sean T y T' sistemas triples. Enton
ces:
(i) ACT es un Ldeal 81 y s6Lo 54 A es el kernel
de alglin homomonrgismo.
(ii ) S{ f:T > T' es un homomorngismo, entonces
f(T) = T/ker f.
(iii) S{ A y B son Lideales de T, entonces

A+B/B = A/AnB.

1.2, NILPOTENCIA. Las potencias de un elemento
a €T se definen recursivamente por

1 a2(n+1)+1

2n+1
a”~ = a , a a

= < a> .,

Unicamente definimos potencias impares. Un sistema

triple T se llama asocdlati{vo para potencias si

(a2n+1)2m+1 a(2n+1)(2m+1)

para todo myn > 0 y todo a€ T. Un elemento a de T
se llama nilpotente si a2n+1 = 0 para algir entero
n. Un subsistema ACT se llama nif si todo elemen

to de A es nilpotente.

LEMA 1. Sea T un sistema triple asociativo pa-
na potencias. SL A y B son Ldeales nil de T, en-
tonces A+B es también un Ldeal nil.

Demostracidn. Sea a+b € A+B, entonces

(a+b)2n+1 5 a2n+1+

¢ donde c€B., Puesto que g2

2n+1

es nilpotente tenemos (a+b) = ¢ para algfn n.
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. 2m+1
Puesto que c€ B y B es nil tenemos ¢ =

((a+b)2n+1)2m+1 = (a+b)(2n+1)(2m+1) = 0 para algin

m. Luego A+B es nil. A

TEOREMA 2. S{ T es un sLstema trniple asociatd-
vo para potencias, entonces existe un dnico Ldeal
maximal nil en T, LLamado ef nadical nil de T.

Demostracibn. En virtud del Lema 1 la demostra

cidn es similar a la correspondiente para &dlgebras.a
Sea A un submddulo de un sistema triple T. Defi
nimos las potencias impares de A estableciendo que
A2n+1 es el submddulo generado por todos los produc
tos de la forma e LD RRL ) donde a;c A y los
elementos pueden estar asociados de cualquier mane
ra posible.
Un submddulo A de T se llama nilpotente si
A2n+1 = 0 para alglin n. En particular un ideal de
T se llama nilpotente si es nilpotente considerado
como submddulo de T. Claramente tenemos (A2n+1)2m+1

c 4 (2n+1) (2m+1) para todo m, n > 0 y todo submddulo

A.

1.3. PRODUCTO SUBDIRECTO DE SISTEMAS TRIPLES.

Sea (S.).ET una familia de sistemas triples sobre

-

el mismo anillo ¢. E1l producto directo HSi (como

$-mddulos) con la operacidn adicional
< =
(x;); (y3)p (25)p> = (<x3y;2:>)y

es un sistema triple llamado el producto directo

de la familia (S.) Para cada jeI, la aplica-

171€1°
cidn Pﬁ de IISi sobre Sj definida por

.
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Pj[(xi)I] R Xy ) B8 llama la proyeccdibn sobre Sj y

es claramente un epimorfismo.

Un subsistema U de NIS; se llama un producto
subdinecto de la familia de sistemas triples
(Si)i€I si P.(U) = S; para todo i€ I.

El teorema siguiente, cuya demostracidn es si-
milar a la que se hace para anillos, nos dd una
condicidn necesaria y suficiente para que un siste
ma triple T sea isomorfo a un producto subdirecto

de una familia de sistemas triples.

TEOREMA 3. Un sistema thriples T es Lsomorfo a
un producto subdirnecto de sistemas triples (Si)iel’
81 y 86L0 84 existen homomonfismos by de T so0bnre
S tales que 84 a # 0 entonces Y.(a) # 0 para al
menos un ieI.

En virtud del Teorema 1 (ii), si wi es un ho-
momorfismo de T sobre Si’ entonces Si = T/Ki donde
K. = ker wi’ Podemos por lo tanto formular el teo

i
rema anterior como sigue:

TEOREMA 4. Un 84istema triple T tiene una repre
sentacibn como un producto subdirecto de sistemas
thiples (Si)i€I 8L y s6L0 84 para cada ie I existe

en T un Ldeal Ky tal que T/Ki = S, ¥y NK; = (0).

§2, E1 Radical Primo en Sistemas Triples. En esta

parte definiremos el radical primo para un sistema
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triple, modificando adecuadamente la discusidn en
[3] y en [u]. Antes necesitamos unos lemas preli-
minares.

Sea T un sistema triple y sea I(T) la familia
de todos los ideales de T. Como indicamos en la
parte 1, si A,B y C son ideales de T, por <ABC> re
presentamos el submddulo generado por todos 1los

productos triples <abc> con a€A, b€B y ceC.

LEMA 2. (i) para A, B, C, Dy, E y F en I(T), si
ACD, BCE y CCF, entonces <ABC> C<DEF> .
(ii) S4 alguno entre A, B y C en I(T) es el Lideal
(0) entonces <ABC> = (0).
(iii) <ABC> = ABC para toda imagen homomérfica
A, By C de A, By cC en I(T).

Demostracibn. (i) es trivial, (ii) es una con

secuencia de la trilinealidad de <xyz> y (iii) es
una consecuencia de la definicidn de homomorfismos

de sistemas triples. A

LEMA 3. Sea T un sistema trniple, entconces para
todo A, B, C y D en I(T)
(i) <(A+D)(B+D)(C+D)> C<ABC>+D
(ii) <ABC>CANBNC.

Demostnacibén. (i) Consideremos el sistema tri-

ple T = T/p , entonces por el Lema 2 (iii)
<(A+D)(B+D)(C+D)> = <(A+D)(B+D)(C+D)> = <ABC> =
<ABC> y por lo tanto <(A+D)(B+D)(C+D)> € <ABC>+D.

(ii) Sea T = T/A , entonces <ABC> = <ABC> =
<(0)BC» = (0) por el Lema 2 (iii) y (ii). Por 1lo
tanto <ABC>C A. Similarmente <ABC> CB y <ABC>CC
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y en consecuencia <ABC>CAMBMNC. A
Continuamos con un importante lema.

LEMA 4. Sea T un s4istema triple. Para un Ldeal
P de T Las sigudientes condiciones son equivalentes:
(i) S{ A, B y C son Ldeales en T y <ABC> cP, enton-
ces ACP § BCcP 6§ CcP.
(ii) S< A, B y C son ideales en T y ANGCGP) # ¢ ,
BNO(P) # ¢ y cNO(P) # ¢, entonces <ABC> NG(P) # ¢
(iii) S{ a, b y c son elLementos en G(P), entonces
<(a)(b)(ec)>Nf(P) # ¢ donde (a), (b) y (c) son Los
Ldeales principales de T genenados porn a, b y c
nespectivamente.

Demostracidn. Obviamente (i) y (ii) son equi-

valentes. Luego, mostraremos solamente que (ii) y
(iii) son equivalentes. Sean a, b y c€((P), enton
ces (a)NC(P) # ¢, (b) NEP) # ¢ y (c) NO(P) # ¢.
Por lo tanto (ii) implica (iii). Supongamos ahora
que A, B y C son ideales de T tales que AN ((P) # ¢,
BMNE(P) # ¢ y CNC(P) # ¢. Entonces existen elemen
tos a€cANC(P), beBNC(P) y ceCNG(P); por 1la
hipdtesis (iii) tenemos entonces <(a)(b)(c)>MP(P)#¢.
Asi, por el Lema 2 (i) tenemos <ABC> N((P) # ¢.

Por lo tanto (iii) implica (ii). A

DEFINICION. Un ideal P de un sistema triple T
se liama padimo si satisface alguna de las condicio
nes del Lema 4. Un subconjunto no vacio M de T se
llama un L-344{4fema si para todo A, By C en I(T),
ANM # ¢, BNM # ¢y CMNM # ¢ implican

P:“;""-,"rl‘.f.r-‘,‘ ! NAG 65
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<ABC>NM # ¢.

Un ideal P de T se llama semd{phrimo si para cual
quier ideal A de T, <AAA>CP implica ACP. Un sub-
conjunto no vacio M de T se llama un SL-g{sfema si
para A en I(T), ANM # ¢ implica <AAA>NM # ¢. Co-
mo una consecuencia directa del Lema 4 tenemos que
un ideal P es primo si y sdélo si ((P) es un L-sis-
tema y un ideal P es semipaimo si y sdlo si ((P)
es un SL-sistema.

Para A en I(T), A* = {x € T|cualquier L-sistema
que contiene x intersecta A} es el L-radical de A.
Similarmente, A, = {y € T|cualquier SL-sistema que
contiene y intersecta A} se llama el SL-zadical

de A.

TEOREMA 5. Sea A un Ldeal en el sistema Zriple

T , Entonces
(i) A" es La intenseccibn de todos Los ideales pri

mos que contienen A.

(ii) A, es La 4intenseccidn de todos Los Lideales se
miprimos que contdienen A.

(iii) A, es un Ldeal semiprimo de T.

(iv) A es un Ldeal semiprnimo de T 5L y 86Lo &84

A = A,.

Demostracidn. (i) Sea ﬂPi la interseccidn de

todos los ideales primos Pi de T que contienen a A.
Si a¢ P, para algin i entonces ae:C(P,) y puesto
que G(P ) es un L-sistema tal que AfWU(P ) # ¢, en
tonces a¢l\= Por lo tanto A ijP Rec1procame£
te, si a¢A existe un L-sistema M tal que a €M y

AMNM = ¢. Consideremos la familia de todos los
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ideales K en T tales que ACK y MNK = ¢. Esta fa
milia es no vacia puesto que A es uno de tales idea
les. Podemos verificar que el lema de Zorn se pue
de aplicar a esta familia para mostrar la existen-
cia deun ideal maximal P tal que P DA y PNM = ¢.
Probaremos que P es un ideal primo en T. Sean B,
Cy D ideales de T tales que BNC(P) # ¢, ¢ NC(P)
# & y BNC(P) # ¢. Por la maximilidad de P,
(B+P) NM # ¢, (C+P)NM # ¢ y (D+P)NM # ¢. Puesto
que M es un L-sistema tenemos ¢ # <(B+P)(C+P)(D+P)>
NM c (<BCD>+P) NM, por Lema 3 (i). Por lo tanto,
<BCD>N((P) # ¢ puesto que si <BCD> NC(P) = ¢ en-
tonces (<BCD>+P)NM = ¢ lo cual contradice que
(<BCD>+P) NM # ¢. En consecuencia P es un ideal
primo y a¢P.

(ii) La demostracidén es similar a la de (i).

(iii) Sea B un ideal de T tal que <BBB>CA,
entonces <BBB><:Si para todo ideal semiprimo $;
que contenga a A, entonces BC.Si para todo i. Por
lo tanto B CfﬂSi = Ay, y A, es semiprimo.

(iv) Es trivial porque A, es un ideal semipri

mo que contiene a A. A

" LEMA 5. Sea acT y N un SL-sisfema que contie
ne a. Entonces existe un L-sistema M tal que
a€EM y MCN.

Demostrnacibn. Construimos un conjunto

M = {al,az,ooe} de elementos de T como sigue: sea

a, = a, puesto que (a,) NN # ¢ entonces <(a,)(a,)
1 1 1

i
(ai)>(1N # & y escogemos a2€_<(a1)(a1)(a1)>r\N ;
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en general escogemos ak+1€ (ak)(ak)(ak) AN. Cla
ramente MCN y por el Lema 3 (ii), ak+1€i(ak)(7N "
luego (ak+1)c:(ak). Mostraremos ahora que M es un
L-sistema. Sean A, B y C ideales de T tales que
ANM # ¢, BNM # ¢ y CNM # ¢. Escojamos elemen-
tos a_, a,, a, con arCAﬂM, asgBﬂM y at€Cr‘|M.
Si = max(r,s,t) entonces a €<(a_)(a_)(a_)>NN
C P Dl p+1 p’ "p  °p

<(ar)(as)(at)>r]N. Por lo tanto <(ar)(as)(at)> N
M # ¢ y M es un L-sistema. A

TEOREMA 6. S{ A es un Ldeal en el sistema tni-
% %
ple T, entonces A = A,. (A se LLama el radical

primo de A).

Demostracdbn. Puesto que todo ideal primo es

semip?imo, con las notaciones del teorema 5 tene-
mos AT = g Pi:)n Si = A,. Reciprocamente, si xc:A*
y N es un SL-sistema que contiene x, entonces por

el Lema 5 existe un L-sistema M tal que x€M y MCN.
Puesto que NNA # ¢ entonces NMNA # ¢ y x€A,. A

DEFINICION. Sea T un sistema triple. El1 fad4i-
cal primo R(T) de T es el radical primo del ideal
(0). Un sistema triple T se llama L-semisimple si

R(T) = (0).

LEMA 6. Sea T una {magen homomérfica de T. En-

tonces

(i) S{ M es un L-sistema de T, entonces M es un
L-s4istema en T.

(ii) SL P es un Ldeal primo de T que contiene al
Kernel, entonces P es un Ldeal primo de T.
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Demostracidn.
(i) Sean A, B y C ideales de T tales que ANM
# ¢, BNM # ¢ y CNM # ¢, donde A, B y C son idea-

les de T que contienen el kernel. Sea ackhNM pa

ra alglin a€ M, luego a &€ A+tkerCA+ACA y por lo
tanto ANM # ¢. Similarmente BMNM # ¢ y CNM # ¢.
Puesto que M es un L-sistema, <ABC>NM # ¢ y enton
ces ¢ # <ABC>M M C<ABC>NM = <ABC> MM por el Lema 2

(iii). Por lo tanto M es un L-sistema en T como se
queria.

(ii) Sean A, B y C ideales de T tales que
<ABC><:§, donde A, B y C son ideales de T que con-
tiene el kernel. Entonces por el Lema 2 (iii) y
el Lema 3 (i) tenemos <(A+ker)(B+ker)(Ct+ker)> C
<ABC>t+ker c P+ker c P, puesto que P contiene el ker-

nel. Por hipdtesis A+kercP, & B+ker cP, J

jaell

s

C+ker cP. Pero ésto significa que AcP, 8 BC
de T. A

& CcP vy por lo tanto P es un ideal primo
Como una consecuencia del lema anterior tenemos.

TEOREMA 7. Sea T un AL8tema thriple y R(T) el
(0). Esto

nadical prnimo de T, entonces R(T,g(T))
es, T,r(T) @4 L-semisimple.
Demostracibn. Sea ¢:T * T,gp(r) el homomorfis-

mo natural. Si ge:R(T/R(T)) y P es un ideal primo
en T, entonces por el Lema 6 (ii), P = ¢(P) es un
ideal primo en T/R(T)a Luego aebp y puesto que
PDOR(T) entonces a€ P para cada ideal primo P. Pe-
ro esto significa que aec R(T) y por lo tanto a=o0.

En consecuencia R(T/R(T)) = (0).
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DEFINICION. Un sistema triple T se llama un

sistema triple paimo si (0) es un ideal primo en T.

Claramente, un sistema triple primo es L-semi-

simple y se tiene:

LEMA 7. Sea T un sistema trniple. Un Ldeal P
en T es primo 81 y 46Lo 84 T/p es un sListema Ltrdi-
ple primo.

Demostracibén. Supongamos que P es un ideal pri

mo de T. Por el Lema 6 (ii) aplicado al homomorfis

mo natural de T sobre T/p , (0) es un ideal primo

de T/p y por lo tanto T/p es un sistema triples oy
- ’ ! - L
primo. Reciprocamente, supongamos que T = T/p es.. g‘

un sistema_tfiple primo. Si A, B y C son ideales
de T tales que <K§E>c:P, entonces <ABC> c(0) o
equivalentemente por el Lema 2 (iii): <ABC> € (0)
y asi ACP 6 BCP 8 CcP. Por lo tanto P es un

ideal primo de T. A

TEOREMA 8. Un s{istema triple T es Lsomorgo a
un producto subdinecto de sistemas Lriples primos
S84 y 8680 84 T es L-semisimple.

Qemo&t@aci6u. Es una consecuencia del Lema 7

-y del Teorema y, 4

§3. Relaciones con nilpotencia. En esta seccidn,

asumimos la condicidn adicional siguiente: <AAA>

es un ideal de T para todo A€I(T).

LEMA 8. Sea A un Ldeal de un sistema triple aso
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ciativo pana potencias T y sea rcA,. Entonces
existe un enterno posditivo k tal que rkea.

Demostracibn. Es suficiente mostrar que si

re€A,, el conjunto M = {r,ra,rs,o,.} es un SL-sis
tema. Supongamos que B es un ideal de T y r2n+1€
BNM, entonces <r2n+1r2n+1r2n+1> ki (r2n+1)3 L
r6n+3 es un elemento de <BBB>. Por lo tanto M es
un SL-sistema. A

Como una consecuencia del lema anterior tene-

mos:

TEOREMA 9. EL nradical primo de un sistema tri-
ple T asociativo para potencias es un Ldeal nil.

Demostracién. Sea reR(T). Por el Lema 8,

. e us k
existe un entero positivo k tal que r = 0. Por

lo tanto R(T) es un ideal nil. A

Puesto que R(T) es nil entonces R(T) estd con-
tenido en el radical nil N(T) (el ideal nil maxi-

mal de T, por el Teorema 2).

TEOREMA 10. Sea T un sistema triple. Entonces
T e8 L-semisimple 84 y s6L0 84 T no tiene Lideales
nilpotentes diferentes de cero.

Demostracibn. Claramente T es L-semisimple si

y sdlo si (0) es un ideal semiprimo. Supongamos

que T contiene un ideal nilpotente diferente de ce
2k+1 -

ro A y supongamos que A = (0). Entonces exis-
ten enteros positivos u = 3ty v o= 3t-1  tales
que AY = 0 pero AY # (0). Puesto que <AYVAVAY>
- (Av)sc.'Asv = A" = (0), el ideal (0) no es semi-
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primo. Por lo tanto si T es L-semisimple no tiene

ideales nilpotentes diferentes de cero.
Reciprocamente, si T no es L-semisimple, &sto

es, si (0) no es semiprimo, entonces existe un

ideal diferente de cero A en T tal que <AAA> = Aa

= (0). Por lo tanto A es nilpotente. En consecuen

cia si T no tiene ideales nilpotentes diferentes

de cero entonces T es L-semisimple. A
Una consecuencia inmediata de este teorema es

COROLARIO. EL nadical primo de un sistema tni-
ple contiene todos Los Lideales nilpotentes de T.

k%
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