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QUELQUES COMMENTAIRES SUR LE PLONGEMENT
*DES DIFFEOMORPHISMES LOCAUX DU PLAN

pa r

Paulo R. RODRIGUES

RESUMEN. En este trabajo se demuestra como la
desi.nguLari zac i.Sn de los gihmenes en a E:)R2de cam-
pos vectoriales permiten constru1r, bajo ciertas
hipotesis, desingularizaciones de los germenes de
difeomorfismos en el mismo punto. Se deduce enton-
ces que bajo ciertas condiciones un germen de difeo-
morfismos tiene separatrices (las mismas del campo
asociad~) y puede prolongarse al flujo de un germen
en a ~!\ de campo vectorial.

§1. Introduction. Le propos du present travail est de
donner quelques resultats sur les germes de diffeomorphismes

00

du plan, de classe C , ayant l'origine comme point fixe al-
gebriquement isole. Plus precisement, nous voulons donner
des conditions pour qu'un tel germe soit''plongeeb Le Ct opo Lo-

* Travail partiellement realise avec l'aide financiere du
CNPq-Bresil.



00giquement ou de fa90n C ) dans un germe de flot de champ de
vecteurs du plan.

Dans les resultats connus sur les proprietes topologi-
ques et differentiables des champs, on trouve des propri-
etes sur les flots qui sont reliees au~ theoremes sur les ho-
meomorphismes et diffeomorphismes. Ces relations ne sont pas,
en gen~ral, "symetriques", au sens que l'etude d'un homeomor-
phisme ou diffeomorphisme,dans le cas ou il est un flot,con-
tient des renseignements par rapport au flot lui meme; par
contre, s'il est un homeomorphisme ou diffeomorphisme seule-
ment, , les informations seront seulement possibles d'obtenir
dans le cas ou il est plongeable dans un flot,c'e:;t...a..;~,quam

il est le temps 1 d'un flot. Dans ce cas, on Deut dire qu'il
est "attache" a la trajectoire du champ,etparJB a une equa-
tion differentielle.

C'est dans ce contexte que nous pla90ns n6tre travail.
Nous allons donner des resultats, pour la situation singu-
liere, dans le cas ou les diffeomorphismes consideres sont
locaux, c'est-a.-dire, definis dans un voisinage de l'origine
(d'ou, on va consid~rer des germes de diffeomorphismes).

N8tre etude sera faite reulement pour les germes de dif-
feomo~phismes tels que les valeurs propres de sa partie li-

neaire soient dans le cercle unitaire. D'apres un theoreme
de Lewis Jr. [L], tout germe de diffeomorphisme dont les
valeurs propres soient egales a 1 est formellement plon-
geable de fa90n unique dans un flot. Si les valeurs propres

-I •-a~ . , '1 .sont e ,a ratlonnel, on peut montrer qu l eXlste un
entier n tel que le n-itere du germe se plonge formellement
dans un flot ~akens [T1]). En utilisant l'etude effectuee par
Dumortier [D21 pour les champs de vecteurs du plan, on arri-
ve, sous La condition de l'existence d 'au moins une separa-
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trice passantpar l'origine, a decomposerun voisinage de l'ori
gine en secteurs: ces secteurs etant du type de selle,
attracteur, expanseur et elliptique (boucle). Pour obtenir
cela on doit,dabord, employer la methode d'eclatement a fin
de~singulariser Ie champ. On arrive a montrer que Ie meme fait
est valable pour les germes de diffeomorphismes qui sont
formellent plongeables dans un germe de flot d'un germe de
champ de vecteurs. Le fait qu'il soit plongeable formellement
signifie qu'il diff~re du flot par un terme plat a l'origine
(d'ou,a fortiori,les germes eclates, eux aussi,diff~rent par un
terme plat Ie long du bord du domaine d'eclatement. Le Theo-
reme Fondamental (cf.p.12) nous donne une condition pour
"eliminer" localement le terme plat eClate, au moyen d'une

00conjugaison locale de classe C , plate a l'identite sur Ie
bor-d,(c'est ce qu'onappelle la stabiLite plate). II en resulte,
alors, que les germes du diffeomorphisme et du champ ont,
a un diffeomorphisme pres, les memes separatrices. II en re-
suIte aussi qu'il existe un voisinage autour de chaque se-
paratrice (ces voisinages etant disjoints deux a deux) dans
lequel on peut conjuguer les deux diffeomorphismes. Le

.lecteur pourra s'apercevoir, maintenant, que Ie probleme du
plongement se ramene a la question du prolongement d'une
telle conjugaison au voisinage de l'origine tout entier et ce
probleme est complique: nous enoncerons un resultat topolo-
gique a la fin du travail.

Les proprietes presentees dans la suite ~eront abordees,
en forme beaucoup plus detaillee, dans un travail avec F.
Dumortier et R. Roussarie [DRR]. N~tre! propos est ici

d'etre utile a quelqu'un desirant aborder l'article princi-
pal.
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§2. Notations, definitions et quelques resultats connus.
On designe par Diff(2) l'espace des germes de diffeomor-
phismes en O~ffi2, de classe Coo, laissant fixe l'origine,
par M(2) l'ideal maximal de l'anneau ~(2) des germes de
fonctions COO en 0 E:.1R2 et par V( 2) l'espace des germes de

00champs de vecteurs C qui s'annulent en O. Le symbole -
respec., -k, place au-des sus d'un element de ces espaces
designe le jet d'ordre infini, resp., d'ordre k, de cet
element.

DEFINITION. On dit que f E Diff( 2) se pf..on.ge. dans un
00germe de flot C , s'il existe un germe X de champ de vec-

teurs en 0 E:.1R2 tel que si Xt est le germe de flot de X,
On dit que f se pf..on.ge. 604me.f..f..e.me.nt en Xtalors f = Xl'

si f =' Xl'

Un premier resultat que nous pouvons enoncer et qui
n'est pas difficile a verifier est celui qui dit que les

00germes ge diffeomorphisme C ayant seulement l'origine
comme point fixe algebriquement isole, qui preservent 1'0-
rientation et qui sont de determination finie, sont tou-

00jours plongeables dans un germe de flot de classe C
En 1968 Palis Jr. [P1] a etudie le probleme du plonge-

ment du point de vue global. Il a demontre que laplupart
des diffeomorphismes de classe C1 sur une variete compacte
de dimension 2 ne sont pas~ongeables, meme dans un flot
topologique. Plus recemment (Cf, [P2]) il a morrtr-eun re-
sultat analogue pour les varietes ~ompactes de dimension
plus grande que 2, sans bord. Le lecteur pourra trouver
d'autres exemples de resultats globaux et locaux sur la
question du plongement dans ce dernier article cite.
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Soit g E: Diff( 2) hyperbolique (r-esp , semi hyperbolique) .
Alors il existe un champ Y E: V( 2) tel que g = Yl' Ce resultat
est du a Lewis Jr. [L]. D'apres un resultat de Sternberg
(Cf , [S3J), (r-esp. Takens [T2J et (T4J), on a que g se plonge

00de fa90n C dans un flot.

Van.o ca oiu: .6ud, on. va .6Upp0.6 eJt touj aWLO que. .te..6 va-

.te.WLO pJtopJte..6 des geJtme..6 de. cU.6ne.omoJtplU-6me..6 c.on.o-i.d€Jtu se
:tJtouve.n.:t.6Wt .te. ceJt&e. uMta-i./te..

Afin de continuer n8tre etude, nous avons besoin d'uti-
liser le resultat suivant du a Takens [T2J: S-i. g E. DiffC 2) e.:t
S e..6t.ta paJttie. .6e.nU.-.6,[mp.te. de. gl(O) auani: C.Otrnle. va.te.uJL6 pno-

+" -pJte..6 e-1.c.ou ± 1, a.tOM il e.wte. un. un.,[que. x -i.n.vaJt-i.aI1:t POUlt
S te..t que., a un. c.han.geme.n:t 6aJuriU de. c.oaJtdon.n.e.e..6 pJtu, on. a

au Xl e..6t .te. 6.tat b0JtmU de. x. On. d-i.Jta que. SOX1 e..6t un.e. 60Jt-
me. n.oJtma.te. de. Take.n.o de.g.

DEFINITION. Soit g E:. DiffC 2). On dira que 0 E R2 est un
'point fixe a.tge.bJt-i.queme.n.:t -i..60.te. de g si g admet une forme

-normale de Takens SoX1 telle que X est algebriquement isole
~ l'origine, i.e., il existe un entier k ~ 1, tel que M(2)k
est contenu dans l'ideal engendre par (X1,X2), ou Xl' X2 sont
les composantes de X.

REMARQUE. Si g = Id + (gl,g2) alors la definition peut
etre enonce de la fa90n suivante: l'iaeal engendre par gl'
g2 contient une puissance de M(2).

Supposons que C.
±ic.

= Lr-r-at iorre.ldans e Si g est alge-
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briquement f sol.een 0 E.lR2alors on peut montrer que g ou
g-l est une contraction topologique. Takens [T1] a demontre
que g seplonge dans un flot. 11 nous reste, done, a exami-
miner le cas ou a est rationnel (en particulier, le cas ou
la partie lineaire est l'identite).

§3. L'eclatement des champs de vecteurs et des diffeomor-
phismes. On va passer en revue quelques resultats sur les
champs de vecteurs du plan ayant l'origine comme zero alge-
briquement isole. Cela nous permettra d'enoncer, plus loin,
des resultats sur les germes de d.if f eomor-phismes du plan.

DEFINITION. Par eclatement d 'un germe X E.V(2) on entend
le germe X de champ de vecteurs defini le long de oA par la
condition ¢*(X) = X ou ¢:A = SlxR + R2 est l'application
de passage en coordonnees polaires: ¢(r,a) = (r cosa,r sina),
pour a~sl, rE:R.

Le germe ainsi obtenu peut etre simplifie par division
par une puissance convenable de la distance a l'origine;
siX a un jet d'ordre k nul on peut considerer le champ
Coo:X = r-kX. Le processus d'eclatement peut eventuellement
se reiterer e en un point de oA (Cf . [D2]). Apl'es n eclate-
ments successifs ¢1'" "¢n on obtient un germe de champ,
encore note par X, le long de oA = c, defini sur un domainen

= A dont le bord c est une courbe homeomorphe a Sl, for-A
n

mee d'un nombre fini d'arcs lisses a raccord anguleux et un
00germe ~ de fonction C sur A dont le jet infini est non nul

A ~ 00en tout point de c et tel que X = ~X, X etant C et
A

(¢no •• ,O¢l)*X = X. De plus, il existe un systeme de coor-
donnees locales {(x,y)} pour chaque singularite en c tel
que, si la singularite est lisse.
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k 00E;(x,y) = y 1jJ(x,y)et 1jJ(0,0)~ 0, (x,y) est C, (1,a),
et si la singularite est place dans un eo~n (un angle), in-
tersection transversale de deux arcs,

r s 00E;(x,y) = x y 1jJ(x,y)et 1jJ(0,0)-f 0, (x,y) est C , (1,b).
Si les singularites ne sont pas isolees, il existe des en-
tiers ri, r2 et k ~ ° tels que

ri r2 k+iE;(x,y) = (x-xi) (x2-x) y 1jJ(x,y), ou 1jJest comme

ci-dessus. Dumortier a demontre le resultat suivant:

THEDREME.So.u X E:. V( 2) a1..ge.b-'Uqueme.nt V>oie. a i' o-'Ug~ne..
AioM,il e.wte. une. .6U~te. d'e.ulU:eme.n.t.6 <Pi""'<Pn a.bou-
W.6a.nt a un gvz.me. X dow: eha.que. .6~ngu..taJtde. est:
Ci) ou b~e.n une. .6~gu.taJu:;te. V>oie.e. e.n c de. type. hypeJl.boU-
que. ou. .6e.mi.-hYPeJl.boUque. avec un Je..t non nul e.n Jtu.tJUwon
a.ux vaJUuu ee.n.tJta1..u,
(ii) ou b~e.n un .6e.gme.nt UM e. de. c (e.ve.n.tue.Ueme.nt c tout
e.nUeJl. .6~ n = 1) tJta.n.6Ve.MaiemeJ1t hypeJl.boUque •
Ve. p.tu.6, ie. nombJte. et: ie. type. des .6~ngula.JU.tl6 de. X ne. de.-
pe.nde.nt que. d' un j et: d' ondsu: MM de. x. Un tel c.hamp X ut
d-U "une. bonn.e de.eompc.6~ol1." de. x.

Donnons, maintenant, un bref resume sur la decomposi-
tion en secteurs d'un champ X~ V(2) admettant en ° une sin-
gularite algebriquement isolee. Nous renvoyons le lecteur
aux travaux de D mortier [D2J et Roussarie [~] pour plus de
details.

Soh X e: V(2) aLgebraiquernerrtisol1e,ayant au moins une
separ-atrice en 0~1R2 (voir la definition de [D2J). Alors
en eclatant un nombre fini de fois on aboutit a un champ
bien decompose X. Ce champ peut etre decrit de la fa~on sui~
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ante: soit A la region d'eclatement et ~:A.~ RL l'applica-
tion d'eclaternent. Alors on decompose Ie bord dA en une reu-
nion d'intervalles r disjoints de l'un des types suivants:

(a) r est reunion d'arcs lisses dont les extrernites
Pi'" .,Pk sont toutes des points de selle de X; les extre-
mites Pi et Pk de r etant des points de selle ayant une se-
paratrice exterieure~

(b) r contient dans une extremite un point (resp. un
arc) singulier du type attractant, et les autres sont tous
du type selle

r contient dans son interieur un point (resp. un arc)
du type attractant et les autres sont du type selle

(c) La m~me situation qu'en (b) avec les orientations
renversees.

(d) Une des extrernites de rest une singularite attrac-
tante, l'autre etant un expa.nseur et les autres slngularit~s
etant des .P?ints de selle en coin
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(extremitees isolees) (une extremitee isolee)

(les extremites ne sont pas isolees)

Les considerations faites nous mont rent qu'il existe une
decomposition en secteurs d'un voisinage de l'origine (ce voi-

sinage et ces secteurs dependant naturellement du represen-
tant choisi pour Ie germe X). Chaque secteur est une region
R du plan, limitee par deux separatrices s1 et s2 issues de
l'origine. II y a 4 secteurs ainsi definis:

(a) SECTEURS EN SELLE. Dans ce cas la separatrice s1 est
attractante et s2 dilatante. II existe un voisinage de 0 dans
R tel que toute orbite differente de s1 et s2 quitte ce voi-
sinage au bout d'un temps fini pour t croissant ou decroi-
ssant.

(b) SECTEURS ATTRACTANTS. Ce sont des secteurs ou toutes
les orbites sont des separatrices attractantes, c'est-a-dire,
tendant vers 0 pour t ~ 00. Un tel secteur provient d'une sin-

gularite attractante p du champ X ( isolee ou non). Cha-
que separatrice s1 et s2 peut etre une trajectoire tendant
vers p ou bien une separatrice d'un point de selle de X adhe-
rant a la variete stable de p.

(c) SECTEURS DILATANTS. lIs ont la meme description que
les secteurs attractants pour t ~ _00

(a) SECTEURS EN BOUCLES. La separatrice s1 est attrac-
tante et la separatrice s2 est dilatante. II existe un voi-
sinage U de 0 dans R union de: (1) un voisinage ferme de
s1'0 (forme des trajectoires tendant vers 0 quand t ~ ~,
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quittant U pour t decr'o i.s sarrt ) , (2) un voisinage ferme de
s2'0 (forme des irajectoires tendant vers 0 pour t .. _00 et

quittant U pour.t croissant) , (3) ouvert adherent .. 0 etun a
forme des trajectoires tendant vers 0 pour t ..~ et t .. _00

(boucle) .
EXEMPLE D'UNE SITUATION:

'"Les types de singularites avec I 'ecriture de X dans une
carte locale. Pour ce qui suit, nous avons besoin de
l'ecriture du champ X dans une carte locale dans Ie domaine
d'eclatement. Soit alors C = {(x,y)} un systeme de coordon-
nees, fixe une foispour toutes,autour d'une singularite dans
Ie domaine A. Alors nous avons Ie tableau ci-dessous qui
donne les modeles locaux du champ eclate X.

T Y P E
1.1. Singular itenon Lsol.eeobtenue une fois qu'on a
eclate l'origine:

;,

----0----
" \,,

X~ = +rk+1(o. a + a. a- las 2ar
avec 0.1 > 0, 0.2 > 0 et k ~ O.

,.
I.2~ Cas ~'un arc singulier:

10



AnC = {(x,y); xl ~ x ~x2' Y >,.. o}

ml m2 k+l d
~ = ±(x-xl) (x2-x) y aay

Xl x2
1.3. Singularite a l'interieur d'un arc, du type selle:

•
I

\
I

; \, \.,
; ,

---"'" .... _--

An c = {( x ,y) ; y >,.. ol

X = ±yk(xa ~_ya 2)ldx 2dy
avec ai' a2 > 0 et k >,.. O.

1.4. Singularite a interieur d'un arc du type attractant
au dilatant:

/
/

/
A()C = ((x,y); y >,.. oJ

X - + k( d d)- -y xa1dxlya2dY

1.5. Singularite placee dans un coin du type selle:

,
•
\ ,,

"..

A nc = {( x,y); x >,.. 0, y >,.. oj
m k d a

X = n< y (xc --ya -)lax 2ay
avec m,k >,.. 0 et al ,a2 > o.

expanseur:
1.6. Singularite placee dans un coin du type attracteurl

A(lC = {(x,y); x >,; 0, y >" o}

A k padX = ±y (x al~-ya2ay)
avec m,k 'l0 et a1,a2> O.
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TYPE I I

11.7. Singularite a l'interieur d'un arc:

...

Anc = {(x,y): y ~ O}
A k P a a
x = ±y (x Clla;{ -JCl2ay)

I
I,,
\,,..

I
\
\
\

\ ,

p = pair
I ,
I \

I
I ,

I ,, ,... .. ...

p = impair
11.8. Singularite a l'interieur d'un arc:

I
I

,,
II

/,....
,.,

-'
p = pair

\ I
\ I, I. I

\ I, I
'\ /

P = impair

11.9. Singularite placee dans un coin:

.
\

Anc = {(x,y): x ~ 0, y ~ O}
_ m k p a ax - ±x y (x Cllax -YCl2ay)

avec m,k ~ 0, Cll,Cl2 ~ 0 et
.P ~ 2.

11.10. Singularite placee dans un coin du type attracteur!
expanseur:
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,
/',, , .

I

I '
I •I'

Anc = {(x,y); x >.r 0, y >,. O}
X = ±xmyk(xPa -1+ya -1.)lax 2ay

TIP E I I I
111.11. Singularite a l'interieur d'un arc:

I
I,

I,,,
"...

\
I,
\
\
\

" "

s ric = {(x,y): y ~ O}
A _ + k a p ax - -y (xa1ax-y a2ay)

p ~ 2 •

111.12. Singularite a l'interieur d'un arc du type attrac-
teur/expanseur:

/
, ', ,

, I
\ I

\ I
\ I

Anc = {(x,y): y ~O}

k a p ax = y (xa1aX Iy a2ay)

avec k ~ 0, a1,a2 > 0, P ~ 2.

De fa90n analogue aux champs, on entend par eclatement
de g E:. Diff( 2) Ie germe de diffeomorphisrne g ctefi.niIe long
de aA = c par la condition go<1>1= <I>og On peu tr-S iterer Ie1

points de .. nombre fini de n-eclate-processus aux c' apres un,
ments <1>1"..,<I>non obtient un gerrne de diffeomorphisme, enco-
re note g, Ie long de dA = c, tel que

n

Soit g E: Diff( 2) laissant fixe l'origine. Supposons, tout
d'abord, que g a un I-jet de partie lineaire egal a l'identi-
teo Alors Ie jet g est formellement plongeable dans un flot:
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- differe de Xlg = Xl' (on peut dire que g par un terme plat
... l'origine). En eclatant un nombre fini de fois, peuta g on

,., ... -lui associer un champ X, ou X est une realisation de X,
dont le flot formel au temps 1 est g. Les singularites (ou

les points fixes) de g sont, par definition, celles du
champ bien decompose X associe, (g diff~re de Xl d'un
terme plat le long du bord c). Elles peuvent etre isolees,
ou bien formees d'un arc ou encore d'un cercle. Le resul-
tat suivant, enonce d'une fa90n generale, nous permettra
de definir une notion de decomposition en secteurs pour le
germe g:

THEoREME FONDAMENTAL (Stabilite sous pertubation plate).
Sod g e, Diff(2) ayan:t I' oJUg-i.ne. e.OImle.po,{n;t 6-(.xe. aigebJU-
queme.n:t iAofe. Sod rcc une. .6,[nguf.a..tt,(;te de. g e:t I un Me.

6e.ttme daM c, e.on:te.nan:t rdaM .60n ,{n;tWe.WL e:t auc.une. auxne.
.6,[nguf.a..tt,(;te que. r. Sod f un d-<.66 eomo/tphiAme. t.el. que. g - f

so c: plat. en OE:R2. MolU> il e.wt.e. un ge.ttme. de. d-<.6oeomo/t-
ph-<..ome.h de. A Ie. long de. I, t.el. que. hex) = Id POUlt t.out.
x E: c , e.onjugan:t lu ge.ttmu de. g e:t t fe. fong de. 1. Cel.a
.6,[gl!'...i6,[e.: If e.wt.e. un voiA-i.nage. V de. I dans A e:t un d-<.66eo-
mo/tph-<..ome.h de. c dans A t.el. que. hog(x) = foh(x), pOWL xoiu:
x ~ V t.el. que. hex) £V.

Nous avons besoin, pour la suite, de la notion de se-
paratrice d'un diffeomorphisme:

DEFINITION. Une .6epattatJUe.e. en OE.1R2d'un diffeomor-
00 .phisme g de classe C defini au voisinage de ° est une

application v: [0,00] ~ 1R2, continue en 0, de classe COO en
dehors de 0 et telle que
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(a) v(O) = 0 et la tangente en vet) a une direction limite

pour t ... O~
(b) la courbe r~ image de invariante par -1v~ est g ou g et

x £Or on a~ soit n -npour tout g (x) ...0 soit g (x ) ... O~ pour
n ... 00.

On dit que g a l'origine a.c.c.~;W.e.e si g admet une separatri-
ce en O.

En utilisant Ie Theoreme Fondamental on obtient Ie re-
sultat suivant: si vest une separatrice quelconque de X,
elle est l'image par l'application d1eclatement ep d'une sepa-

ratrice V du champ X en une singularite p.. Le Theoreme
.1

applique au voisinage de p. nous donne qu'il existe un dff
.1

" "f eomorphisme ~ plat a l'Ldent it e sur c ~ conjugant X et g.
En par-t iculfer, h envoi t V sur une separatrice de X. En

"prolongeant h en un diffeomorphisrne H d'un voisinage de c
tout entier, plat a l'identite sur c, on obtient~ en reve-
nant a R2~ un diffeomorphisme de R2, plat a l'identite en 0

en envoyant V sur une separatrice de g~ d'ou le

THIDREME 1. Soft g E: Diff (2), a.ya.n.:t t.' oJu:.g-ine. c.omne. po-in.:t
6-ixe a.R..g~bJu:.quemen.:t "wol~ e.:t pOUlt 6oJtme. l1o!U'na.i.eg = X1. Soft

00
X un c.hamp C de j e.:t X. MOM, .6-i V eA:t une .6~pa.Jr..O...:tJt,c.ede X

en 0, il ew:te un cLi.6 Momoltph-iAme H de JR 2, plat a l' -iden;(:,[-
:t~ en 0 :tel que Hov so.c; une .6~pMa.:tJUc.e de g.

II n'est pas difficile de voir qu'en fait' on peut dernon-
trer Ie Theoreme 1 simultanement pour un nombre fini de se-

!

paratrices. Cela nous donne alors que, si g a pour forme nor-
male g = X1 et si ~onsuppose ,que X poss~de des separatrices,
alors on peut choisir un representant X de X, ayant une de-
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composition en secteurs
ces sl" ..,sk' tel que
sinage V. (deux a deux~
g(x) = Xl(x) pour tout

Rl"'~' limites par des separatri-
chaque s. soit contenu dans un voi-~
disjoints en dehors de 0) et tel que
x ~Uv. (voir la figure).

i ~

»:
/ S2

Passons maintenant au cas generale: g a pour forme nor-
male g = SoXl, ou 5 est la partie semi-simple, non identite.
11 est clair, alors, qu'il existe un entier minimal n tel

nque S = Id. D'autre part, il est facile de voir que lIon
peut choisir un representant X de X invariant par Set, pour

riante par S. Du fait que
-nme Fondamental a g , on arrive

ce X, on peut trouver une decomposition en secteurs, inva-
-ng = X et en appliquant le Theore-

na un resultat analogue a
celui enonce plus haut: ¢~ g = 50X1 e¢t une 6oromeno~-
male de g et: Xl pO.6.6ede des .6 e.paJz..a.:t.Jr.).ce¢en 0, a..f..OM if
ewte un ~ep~€..6en:ta.nt X de x, ~nvaJUant pM 5, qu~ de.compo-
se un vo~~nage de l'o~g~e en .6ec.teuM ~€..6 paJt des .6e.-
paJz..a.:t.Jr.).ce¢co ntenue¢ daM des vo~~nage¢ V. et tel que

.i.

gn( x) = X (x), po ~ to u.t x c U v .
n . ~~

16



§4. La demons~ation du theoreme foundamental: Un cas illus-
tratif. La demonstration du Theoreme Fondamental est tres

longue: on doit examiner toutes les possibilites concernant
les differents types de singularites presentees dans Ie para-
graphe precedant. Cette necessite correspond au fait que
lIon a une difficulte croissante de la resolution du probleme.

,,-1Cornrnenous avons vu auparavant, on sait que g ou g se
plonge formellement dans un germe de flot eclate. D'apres les
modeles deduits du theoreme de DUMORT1ER, on sait qu'il existe

~ ,,-1une carte C contenant I dans laquelle l'eclate G = g ou g
est de la forme:

(a) Pour la singularite de type 1.1 avec k ~.0, au voisi-
1nage de aA = 5 x{O}, G est de la forme:

{

Gl = G + 81(G,r)rk+l

G(G,r) =
k+lG2 = r - 82(G,r)r

avec 81,82 fonctions C~ et 82(0,0) > 0 pour tout G E:. 51.
(b) Pour la singularite de type 1.2. avec ~1 = ~2 = 0 et

k ~ 0, au voisinage de [xl,x2] COx, le diffeomorphisme G est
de la forme

G(x,y) = {Gl =
G2 = Y -

x + l(x,y)

k+l2(x,y)y
~ou 81, 82 sont des fonction C telles que 81 soit plate sur

slUs2U[xl,x2] et B2(x,0) > o.
(c) 5ingularites du type 1.6 et 11.10 (coins attractants)

avec k+~ ~ 1 ou k = ~ = O. Dans une carte on a

17



.. 00ou p = p-l ~ 0 et Gl,G2 sont des fonctions C positives
(d) Singularites de type I.3, I.4, II.7 et II.8, avec

k ~ o. Pour ces cas Dn peut trouver une carte contenant I
'" ",-1dans laquelle G = g ou g est de la forme

ou Gl
{(x,y)
G2(x,y)

(e)

00et G2 sont des fonctions C et dans la carte
Ixl ~ 0, 0 < y ~ o} il existe un a > 0 tel que

> a.

G(x,y)

Singularites

..
91 est plate sur slU s2 U [Xl,x2] et G2 est positiveou sur

Ie domaine de la carte.
(f) Singularites de type selle I.5 et II.9 avec

k+£ ~ 1 (ou k = £ = 0) • On a

={G1 - £+p k= x(l+Gl(x,y)x y)
G(x,y)

- £ kG2 = y(1-G2(x,y)x y )
00avec Gl ' G2 de classe C et G1 >" 0, G2 >" o.

REMARQUE. L'etude des singularites de type III est
18



assez compliquee.La distinction entre II et III tient a la
difference de la resolution du Theoreme Fondamental. Nous
n'allons pas commenter ici cette troisieme situation.

Afin de donner une idee de la difficulte de la demons-
tration, nous allons considerer une situation particuliere.
Pour cela, introduisons la definition suivante.

DEFINITION. Soit M une variete et g un diffeomorphisme
de M fixant une sous-variete N de M (g(x) = x pour tout
x E: N). SoitU c N une partie compacte de N. Nous dirons que
g est une contraction qua4ihyp~boliqu~ de N sur U si, etant
donnee une metrique riemannienne sur M il existe un voisinage

V de U dans M, un nombre entier k ~ 1 et une constante posi-

tive a > 0 tels que:
k(1) h(z)~N':;; IlzIN(l-a~zIIN) pour tout z€.V,

(2) jkg(z) = Id pour tout z£.N.
Ici II m liN designe la distance de m €.. VaN.

REMARQUE. En dimension 2, on peutmontrer que la condi-

tion (2) est equivalente a la condition suivante: il existe

une constante b > 0 telle que
(2') ~dg(z)1l et ~dg-1(z)~ , 1 + b~Z~~.

Nous avons le theoreme suivant:

THfuRbiE 2. Soi~nt, N, M et: g comne da.~ £.a. d~6bu:UoYl
ci-dessus, Soil U c. N Uyl c.ompa.c...te: .6Upp0.60~ qu~ g .6oil un~

!

c.orWta.w.on. qua..6ihyp~boUqu~ de N .6Ult U. AtOM I.:d f ess: un
gerom~ d~ di66~omo~p~m~ d~ N t~ tOYlg d~ U t~ qu~ I(z) =
g(z) pOUlt tout z£.N, teA geromeA g et: f t~ ton.g de: U .6oYLt
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c.onjugu€A pM un gvrme de cU..6MomoJt.plU6me h tel. que h( z ) =
Id, POUlt. tout z e: N.

Ce resultat est du a Belitski [B]. On peut donner une
nouvelle demonstration de ce theoreme,qui pourra etre eten-
due pour etudier les autres singularites.

On utilise, tout d'abord, la methode du chemin, qui
consiste a relier g et le germe f par une famille a l-para-

mes Ha
vation

metre de germes go:, c c [O,lJ, go = g , gl = f. La recher-
che d'une famille a l-parametre de germes de diffeomorphis-

-1telle que H og H = g est equivalente~apres deri-
0: 0: rv.

par rapport a 0:, a le recherche d'unefamille a l-parame-
tre de germes de champs de vecteurs Xo:telle que

Xa
-1dg X og = y

0: 0: 0: (1)

et -Yo:est nul sur N.

Afin de simplifier, supposons dorenavant que lIon a fi-
xe une carte C de coordonnees (x,y) et que N = {(x,y),
y = O} (on peut passer au cas general sans difficultes).
Posons g = (gl,g2) ou gl est la composante de g sur Ox et
g2 sur Oy. La condition (2) de la definition est equivalente
a dire que les composantes de gl(x,y)-x et de g2(x,y)-y
appartiennent a ~(y)k+1, l'ideal des fonctions en y.

On peut aussi supposeI' la metrique riemannienne
choisie sur C pour que II z liN = II y II, ou IIy II desi.gnela norme
euclidienne, composante de z = (x,y).

On va fixer un representant de g, encore note g, sur le
voisinage V = {(x,y); II xII~ 0, Ilx~~ ° l, pour un ° > 0

assez petit. On suppose que U C {xE:S; Ilxll~ 0} et que les
conditions (1) et (2) sont verifiees pour ce representant
de g. On remarque aussi qu'il est facile de modifier g dans
20



un voisinage de Ix e S : Ilxr~ 6} pour que g(V) CV.
Considerons maintenant le germe f. On peut choisir un re-

presentant f de f, tel que f( z) = g( z), pour tout z c N et que
toutes les derivees jusqu'a l'ordre k+l soient arbitrairement
proches de celles de g et que f( V) c V. Si l'on pose mainte-
nant

et F(z) = (ga(x,y),a), z = (x,y,a), F(z) est un diffeomor-
phisme defini sur W = VX[O,l] verifiant

IIF(z)~r~ Ilzllr(1-allz~~)

ou r = NX[O,l], Ilzllr= II(x,y)IIN= hI. pour z = (x,y,a)E:W,
et ou a > ° est une constante que lIon peut rendre arbitraire-
ment proche de a, par choix du representant f. ori peut faci-
lement verifier aussi que

ou best une constante arbitrairement proche de b.
Soit W( e:) = {z ;11 dE .~ e}. Ceci etant, designons par

00VE(W) l'espace des champs de veeteurs de W, tangents au fac-
teurs Vx{a} C VX[O,l] et de jet infini nul sur E. Pour re-
soudre l'equation (1)* il suffit de resoudre pour tout

00 00Y £ VE(W), l'equation en X £ VE(W):

X - dF-1XoF = Y
-1Posons LOX = dF XoF et LyX = LOX-Y. Les operateurs LO et Ly

laissent invariant l'espace V~(W). L'equation (4)* s'eerit
aussi: LyX = X. En utilisant des idees dues a Takens [T1J
et Dufour [D1J on arrive a montrer l'existence d'un point
fixe pour l'operateur Ly dans l'espaee V (W), d'ou, par in-
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tegration d I une conjugaison entre g et f.
On peut appliquer ce Lheoreme aux singularites du Type

1.1, avec k ~ 1, et du type 1.2, avec ~1'~2 = 0, k ~ 1.
Le theoreme reste encore valable meme pour k = 0, c'est-a-
dire, pour les cas 1.5, 1.6, 11.9, 11.10, avec k = ~ = O.

Considerons maintenant la singularite de type 1.3, ou
g est donne par

Cette singularite ne verifie pas la condition (2) (ni meme
la condition (2'), car il existe un b > 0 tel que ~di(z)~

k+l~ l+by ). Cependant, on peut montrer que, en adaptant sur
le fibre TW une norme finslerienne degeneree il est possi-
ble de trouver un diffeomorphisme F associe a une perturba-
tion f de g qui verifie les conditions (2)* et (3)* de ce
paragraphe. Cela donne, peut etre, une idee des difficultes
que lIon rencontre pour demontrer le Theoreme Fondamental.

§ 5. 'Un resu 1 ta t topo 109 ique. Soit g un di f'f eornor-ph.isme de
2R tel que g(O) = 0 et V un voisinage borne de O. Par ana-

logie avec les definitions donnees par Takens (Cf. [T3J )
pour les champs on peut introduire les notions suivantes:
Si pE:U, l'ensemble Lw g v(p) = 0 si il existe n ~ 1 tel, ,
que gn(x) CU et autrement est egal a l'ensemble des qE:U
pour lesquels il existe

ni
g (p) ~ q. L'ensemble
logue en

une suite n1, ... ,nm ~ ~ telle que
L U(p) est defini de fa90n ana-a,g,

r-empLacarrt la suite (n.) ~ ~ par la suite (n.)+-oo.
l l
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On definit ensuite

K(g,U) = {p£.U L U(p) au bien L U(U) # 0}w,g, a.,g,

On alors.

DEFINITION. Deux germes (g,O) et (r,O) en 0~R2, tels que
g(O) = f(0) = 0 sont 6a.ibleme.nt CO c.onjuguMs'ils possederrt

des r-epr-es entarrts f et g sur des voisinages bor-nes U et V de 0

et s'il existe un homeomorphisme ~ de U sur V, ~(O) = 0, tel
que
(a) ~(K(g,U)) = K(f,V)
(b) Pour tout p dans K(g,U) on a : ~(g(p)) = f(~(p)) si

g(p)E:U et ~(g-l(p)) = f-l(~(p)) si g-l(p)E"U.

THEoREME 3. Sod g ~ Diff( 2) ayan.:t i:' oMgi.ne. c.ormre.poi.nt
Mxe alg~bJUquemen.t -iAole. Sod SoX1 une 6otmle. noJorJa.le.de.
Takens poun un tel g. SUPPO~On6 que x ad au moi.n6 une. ~~pa-
fLatJUC.e. e.n 0~IR2 et: ~oU X un fLe.pfLuentan.:t de. x. AloJt,6 g est:
6a.ibleme.n.t CO c.onjugu~ a sox1. Ve pl~, g est: k-6a.ible.me.n-t
CO d~e.JLmin~ poun un e.ntieJL k (c'est-a~dire pour tout f avec
jkf(O) = jk(g)(O) on a que g et f sont faiblement CO conju-
gues ) •

REMARQUE. 11 est possible de rnontrer un resultat pour la
CO-topologie. Si g et X sont comrnedans le Theoreme 3 et si,
de plus,les singularites des secteurs de selle de X sont de
type hype.!Lbo£i.que., alors g est topologiquement (au sens de
la CO topologie) conjugue a SoX1. Cela veut dire que gn, pour
un certain n, se plonge dans un flot topologique. On arrive
aussi a montrer que si X admet ~eulementdes secteurs hyperbo-
1· n d f 00lques alors g se plonge ans un lot C .
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EXEMPLES.
(1) Soit g E Jiff(2) de 2-jet

avec a 1 O. II existe un champ X dont Ie 2-jet est ega1 a
-2 2 a 2 aX = ay -- + (x+by )--ax ay

avec a 1 0, tel que g se plonge formellement. Un tel champ
admet pour separatrice en 0 les deux branches d'une courbe

00C ayant en 0 un point de rebroussement ordinaire, conforme
a la figure ci-dessous.

Le theoreme implique qu'il en est de meme pour g. Notons
que tout diffeomorphisme dont Ie I-jet est (x,x+y) est ge-
neriquemeot equivalent a un tel diffeomorphisme (Cf. [T2]).

(2) Soit gEDiff(2) dont Le 2-jet est ega1 a
~2(. ) ( 2 b 2g x,y = x-ax - xy+ay , b 2 b 2y-~ +2axy~ ) , (1)

.. 3cou a = 2
considere l'hamiltonien

b = 3cl3' et c ~ 0 est une constante. Si l'on

/J' 3 3c 2 3c r;:;I 2 c 3H(x,y) = c~ - ~ x y - ~ y3xy + 2Y

hamiltonien associe 1 2 donnealors Ie champ XH = (XH,XH) est
Xl aH X2 aH d'ol.!par = ay , = ax ,H H

Xl 2 bxy 2
= -ax - + ayH
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b 2
2a xy + "2 y .

D'autre part, il est clair
Posons fH = X~' . Ecrivons
nees polaires (r,a):

-2 -2 1que g se plonge dans XH; g = XH,
le champ hamiltonien en coordon-

avec
"1XH(r,a) =
"2XH(r,a) =

~[rcosax~(rcosa,rsina) + rsinaX~(rcosa,rsina)J

;L-rsinax~(rcosa,rsina) + rcosax~(rcosa,rsina)] .

On a:
2 2 b 2 . 2 . 2ar cos a- r cosaSlna + ar Sln a,

b 2 2 2 2 . b 2 . 2~ cos a + ar COSaSlna + ~ Sln a

d'0~:

2 3 2 b 2 3= r -a(cos a-3cosasin a) -2(~cOS asina-sin a)

2 b 2 1 R- r -a(cos3a-~in3a)3cr -~os3a-~in3a

et
b

= r-2cos3a+asin3a

mais 41T 1 fi . 3cos(--3a) = ~os3et ~ln a3

sin(41T_3a) /3' 1 . 3= ~os3a + ~ln a3
d'ou

"1
X~( r .c ) =

"2XH(r,a) =

2 41T3cr cos(3-3et)

3 . (41T~ )cr-si n 3-jet .
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11 s'en suit que les valeurs suivantes pour a annulent sin
4rr 1T(-y-3a); ai = (1+3i)g i = 0,1, ...,5, ce qui donne

" .l'existence de 6 separatrices pour le champ XH, vo~r la fi-
gure ci-dessous:

D'apres le theoreme, tout germe ayant un 2-jet egal a (1)
admet alors 3-separatrices en 0~F2, voir la figure ci-de-
ssous

Notons encore le fait suivant: soit f Diff(2) ayant pour
partie lineaire la matrice

21T
i = 1,2, A1 = 3' "'2
a pour partie lineaire
possible de montrer que

(

COS -.

sin A.~
41T

=3
en 0 la

-sin \)
A.~cos

Alors l'itere f3 = g de f
matrice identite. 11 est

00g,apres un changement C de coordon-
nees dans un voisinage de O,s'ecrit,

g(x,y)

+ termes d'ordre sUDerieur a 2.
Notre theoreme affirme alors que fE Diff(2) admet 3 se-

par-atr-Lces t en OClR2. Si l'on suppose maintenant que Ai = rr/2,
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A2 = 3TI/2,en considerant l'itere d'ordre 4 de f, on arrive
a montrer de fa90n analogue que f admet 4 separatrices par
o ~ IR2. Dans sa these, A2uiar F. (Sob/te a eAtltuc.t.uJta. de 6/t-

b..Lta6 de cU6eomo/t6.wmo-6 do 1R2
1'1.0 1R2, -6ob c.on.cU~OeA de /teA-60-

nftn.cia, IMPA (1976) pp.1-85), a demontre que pour le premier
cas f est de 2-determination finie topologique et pour le
deuxieme cas de 3-determination finie topologique. Ce re-
sultat sera obtenu comme cas particulier du theoreme.

(3) Le gerrne g E: Diff( 2) cons ider-edans l'exemple (1) est
00C -conjugue au flot au temps 1 du champ X dont le 2-jet est

-2 2 a 2 aX = ay ax + (x+by )ay , a 1- o.

En effet, Takens [T3J a demontre que X admet apres trois ecla-
tements sixsingularites hyperboliques.

(4) So it XE:V(2) dont le 2-jet est egal a

2avec les conditions b1 1- a2 et (bO-a1) +4aO(b1-a2) > O. Du-
mortie~ [D2J a montre que X est generiquement un des types
suivants:

(A) (B)

2 Cl 2 a(x +2xY)ax+(2xy+y )d:Y
rr

2 a 2 a
x "'"+( 2xy-y )-ox ely
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(C)

2 a 2 a(x -2xy)--t(y -2xy)-ax ay
D'apres notre theoreme, tout gerrne g E. Diff( 2) qui se plonge

00formellement en X ayant le type B ou C est C conjugue a
X,l. Plus generalement, on a le resultat de conjugaison

00C dans le plan pour tous les germes de diffeomorphismes

qui sont forrnellement plongeables dans des germes de champs
homogen~ n'ayant pas de secteurs en boucles.
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