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QUELQUES COMMENTAIRES SUR LE PLONGEMENT

#*

DES DIFFEOMORPHISMES LOCAUX DU PLAN

par

Paulo R. RODRIGUES

RESUMEN. En este trabajo se demuestra como la
desingularizacidon de los gérmenes en 0eR? de cam-
pos vectoriales permiten construir, bajo ciertas
hipdtesis, desingularizaciones de los gérmenes de
difeomorfismos en el mismo punto. Se deduce enton-
ces que bajo ciertas condiciones un gérmen de difeo-
morfismos tiene separatrices (las mismas del campo
asociadg) y puede prolongarse al flujo de un gérmen
en 0€R“ de campo vectorial.

§1. Introduction. Le propos du présent travail est de

donner quelques résultats sur les germes de difféomorphismes
[oe]

du plan, de classe C , ayant l'origine comme point fixe al-

gébriquement isolé. Plus précisement, nous voulons donner

des conditions pour qu'un tel germe soit plongeable (topolo-

* Travail partiellement réalisé avec 1'aide financiére du
CNPq-Brésil.



giquement ou de fagon Cm) dans un germe de flot de champ de
vecteurs du plan.

Dans les résultats connus sur les propriétés topologi-
ques et différentiables des champs, on trouve des propri-
étés sur les flots qui sont reliées aux théoreémes sur les ho-
méomorphismes et difféomorphismes. Ces relations ne sont pas,
en général, "symétriques', au sens que l'étude d'un homéomor-
phisme ou difféomorphisme,dans le cas ou il est un flot,con-
tient des renseignements par rapport au flot lui mgme; par
contre, s'il est un homéomorphisme ou difféomorphisme seule-
ment, les informations seront seulement possibles d'obtenir
dans le cas ol il est plongeable dans un flot,c'est—é—di:te, quand
il est le temps 1 d'un flot. Dans ce cas, on peut dire qu'il
est "attach&" 3 la trajectoire du champ,etparli & une equa-
tion différentielle.

C'est dans ce contexte que nous plagons n8tre travail.
Nous allons donner des résultats, pour la situation singu-
liére, dans le cas ou les difféomorphismes considérés sont
locaux, c'est-a-dire, définis dans un voisinage de l'origine
(d'ou, on va considérer des germes de difféomorphismes).

NOtre étude sera faite seulement pour les germes de dif-
f éomorphismes tels que les valeurs propres de sa partie li-
néaire soient dans le cercle unitaire. D'apres un thé&oréme
de Lewis Jr. [L], tout germe de difféomorphisme dont les
valeurs propres soient égales a 1 est formellement plon-
geable de fagon unique dans un flot. Si les valeurs propres
sont eiai, o rationnel, on peut montrer qu'il existe un
entier n tel que le n-itéré du germe se plonge formellement
dans un flot (Takens [Tl]).En utilisant 1'€tude effectuée par
Dumortier [D2] pour les champs de vecteurs du plan, on arri-

ve, sous la-condition de l'existence d'au moins une sépara-
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trice passantpar l'origine, a décomposerun voisinage de 1l'ori
gine en secteurs: ces secteurs é&tant du type de selle,
attracteur, expanseur et elliptique (boucle). Pour obtenir
cela on doit, dabord, employer la méthode d'éclatement a fin

de déssingulariser le champ. On arrive a montrer que le méme fait
est valable pour les germes de difféomorphismes qui sont
formellent plongeables dans un germe de flot d'un germe de
champ de vecteurs. Le fait qu'il soit plongeable formellement
signifie qu'il différe du flot par un terme plat 3 l'origine
(d'ol,a fortiori,les germes &clatés, €UX aussi,différent par un
terme plat le long du bord du domaine d'éclatement. Le Théo-
réme Fondamental (cf.p.12) nous donne une condition pour
"gliminer'" localement le terme plat &claté, au moyen d'une
conjugaison locale de classe Cw, plate a 1l'identité sur le
bord, (c'est ce qu'on appelle la stabilité plate). I1 en résulte,
alors, que les germes du difféomorphisme et du champ ont,

3 un difféomorphisme pres, les mémes séparatrices. Il en ré-
sulte aussi qu'il existe un voisinage autour de chaque sé-
paratrice (ces voisinages &tant disjoints deux a deux) dans
lequel on peut conjuguer les deux difféomorphismes. Le
.lecteur pourra s'apercevoir, maintenant, que le probléme du
plongement se rameéne a la question du prolongement d'une

telle conjugaison au voisinage de l'origine tout entier et ce
probléme est compliqué: nous énoncerons un résultat topolo-
gique a la fin du travail.

Les propriétés présentées dans la suite seront abordées,

en forme beaucoup plus détaillée, dans un travail avec F.
‘Dumortier et R. Roussarie [DRR]. N%tre'propos est ici

d'€tre utile a quelqu'un désirant aborder l'article princi-

pal.



§2. Notations, définitions et quelques résultats connus.

On désigne par Diff(2) l'espace des germes de difféomor-
phismes en O€IR2, de classe Cm, laissant fixe l'origine,
par M(2) l'ideal maximal de l'anneau £(2) des germes de
fonctions C°° en 0€R? et par V(2) l'espace des germes de
champs de vecteurs Go qui s'annulent en 0. Le symbole ~ ,
respec., k, placé au-dessus d'un élément de ces espaces
désigne le jet d'ordre infini, resp., d'ordre k, de cet

élément.

DEFINITION. On dit que f€Diff(2) se plonge dans un
germe de flot Cm, s'il existe un germe X de champ de vec-
teurs en 0€R? tel que si X; est le germe de flot de X,
alors £ = X4. On dit que f se plonge formellement en X,

si f = Xl.

Un premier résultat que nous pouvons énoncer et qui
n'est pas difficile a vérifier est celui qui dit que les
germes de difféomorphisme c” ayant seulement l'origine
comme point fixe algébriquement isolé, qui préservent 1l'o-
rientation et qui sont de détermination finie, sont tou-
jours plongeables dans un germe de flot de classe Co° s

En 1968 Palis Jr. [Pl] a étudié le probleme du plonge-
ment du point de vue global. Il a démontré que laplupart
des difféomorphismes de classe ¢! sur une variédté compacte
de dimension 2 ne sont pasplongeables, méme dans un flot
topologique. Plus récemment (Cf. [PQ]) il a montré un ré-
sultat analogue pour les variétés compactes de dimension
plus grande que 2, sans bord. Le lecteur pourra trouver
d'aﬁtres exemples de vrésultats globaux et locaux sur la

question du plongement dans ce dernier article cité.



Soit geDiff(2) hyperbolique (resp. Semihyperbolique).
Alors il existe un champ Y€ V(2) tel que g = Y,. Ce résultat
est di 3 Lewis Jr. [L]. D'aprés un résultat de Sternberg
(CE, [83]), (resp. Takens [T2] et [Tu])’ on a que g se plonge

de fagon Cw dans un flot.

Dans ce qui suit, on va supposer toujowrs que Les va-
Leuns propres des genmes de difféomonphismes considénés se
Trouvent sun Le cercle unitainre.

Afin de continuer ndtre &tude, nous avons besoin d'uti-
liser le résultat suivant d{ 3 Takens [TQ]: S{ geDiff(2) et
S est La partie semi-simple de §1(o) ayant comme valewrs pro-

+q T
pres e ou = 1, alons AL existe un unique X Lnvariant pour
S tel que, & un changement formel de coordonnées pres, on a
é = So’)z1
olt X, est Le §Lot formel de X. On dina que So;(l est une gon-

me normmale de Takens de g.

DEFINITION. Soit g e Diff(2). On dira que 0€ R> est un
‘point fixe algébriquement (s0LE de g si g admet une forme
normale de Takens Soil telle que X est algébriquement isolé
a l'origine, i.e., il existe un entier k > 1, tel que b~d(2)k
est contenu dans 1l'ideal engendré par (%1,§2), ol X4, X, sont

les composantes de X.

REMARQUE. Si g = Id + (gl,gQ) alors la définition peut
&tre enonce de la fagon suivante: 1'idéal engendré par gy

g, contient une puissance de M(2).

” . tia . <
Supposons que 0 = irratiomrel dans e . Si g est algeé-
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briquement isolé en 0 €R? alors on peut montrer que g ou
g"l est une contraction topologique. Takens [Tl] a démontré

que g se plonge dans un flot. Il nous reste, donc, a exami-
miner le cas ol 0 est rationnel (en particulier, le cas ol

la partie linéaire est 1'identité).

§3. L'éclatement des champs de vecteurs et des difféomor-

phismes. On va passer en revue quelques résultats sur les
champs de vecteurs du plan ayant l'origine comme zéro algé-
briquement isolé. Cela nous permettra d'&noncer, plus loin,

des résultats sur les germes de difféomorphismes du plan.

DEFINITION. Par éclatement d'un germe X € V(2) on entend
le germe X de champ de vecteurs défini le long de 9A par la
condition ¢*(§) =X ou ¢:A= SiXR -+ R2 est l'application
de passage en coordonnées polaires: ¢(r,a) = (r coso,r sina),

pour O € Sl, re R.

Le germe ainsi obtenu peut etre simplifié par division
par une puissance convenable de la distance a l'origine;
si X a un jet d'ordre k nul on peut considérer le champ
X = r%%. Le processus d'éclatement peut &ventuellement
se réiterer & en un point de 3A (Cf. [D2])° Aprés n éclate-
ments successifs ¢1,...,¢ on obtient un germe de champ,
encore noté par X le long de BA = ¢, défini sur un domaine
An = A dont le bord c est une courbe homéomorphe a S for-
mée d'un nombre fini d'arcs lisses a raccord anguleux et un
germe & de fonction C°° sur A dont le jet infini est non nul
en tout point de c et tel que X = EX, X étant c” et
(¢h°...°¢1)*§ = X. De plus, il existe un systéme de coor-
données locales {(x,y)} pour chaque singularité en c tel

arité est lisse.

[

que, si la singul
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k
E(x,y) =y ¥(x,y) et $(0,0) # 0, (x,y) est dm, (1,a),
et si la singularité est place dans un co4n (un angle), in-

tersection transversale de deux arcs,
E(x,y) = Xy W(x,y) et ¥(0,0) # 0, (x,y) est ¢, (1,b).

Si les singularités ne sont pas isolées, il existe des en-

r. et k 2 0 tels que

tiers r;, T,

r r
E(x,y) = (x—xl) 1(X2_X) 2yk+1w(x,y), ou Y est comme

ci-dessus. Dumortier a démontré le résultat suivant:

THEOREME.S04t X € V(2) algébriquement (40L& & L'origine.
ALons, AL existe une sudife  d'éclatements $inene 9 abou-
tissant & un germe X dont chaque singularnité est:

(i) ou bien une singularité isolée en c de type hypverboli-
que ol semi-hyperbolique avec un jet non nul en nestriction
aux varniétés centrales,

(ii) ou bden un segment Lisse de c (Eventuellement c tout
entien 84 n = 1) transversalement hyperbolique .

De plus, Le nombre et Le type des singularités de X ne dé-
pendent que d'un jet d'ondre §ini de X. Un Zel champ X est
dit "une bonne décompcsition” de X.

Donnons, maintenant, un bref résumé sur la décomposi-
tion en secteurs d'un champ X € V(2) admettant en 0 une sin-
gularité algébriquement isolée. Nous renvoyons le lecteur
aux travaux de D mortier [DQ] et Roussarie [R] pour plus de
détails.

Soit X€V(2) algébraiquement isolé, ayant au moins une
séparatrice en 0€R? (voir la définition de [DQ]). Alors
en éclatant un nombre fini de fois on aboutit & un champ

bien décomposé X. Ce champ peut etre décrit de la fagon sui-



ante: soit A la région d'éclatement et ¢p:A - R? 1l'applica-
tion d'éclatement. Alors on décompose le bord 9A en une réu-
nion d'intervalles ' disjoints de l'un des types suivants:
(a) T est réunion d'arcs lisses dont les extrémités
Pysee Py sont toutes des points de selle de X; les extré-
mités Py et py de ' étant des points de selle ayant une sé-

paratrice extérieure.
Q/\“-s‘ \/Q .
% ~
.7 T~
N
/ ; Py-1

(b) T contient dans une extremité un point (resp. un

arc) singulier du type attractant, et les autres sont tous

du type selle

iy 1=

I' contient dans son intérieur un point (resp. un arc)

du type attractant et les autres sont du type selle

(¢) La méme situation qu'en (b) avec les orientations

renversées.

(d) Une des extremités de I' est une singularité attrac-
tante, l'autre &tant un expanseur et les autres singularités

étant des points de selle en coin

(00



el N

(extremitées isolées) (une extremitée isolée)

(les extrémités ne sont pas isolées)

Les considérations faites nous montrent qu'il existe une
décomposition en secteurs d'un voisinage de l'origine (ce voi-
sinage et ces secteurs dépendant naturellement du représen-
tant choisi pour le germe X). Chaque secteur est une région
R du plan, limitée par deux séparatrices s, et s, issues de

l'origine. Il y a 4 secteurs ainsi définis:

(3) SECTEURS EN SELLE. Dans ce cas la séparatrice s, est
attractante et s, dilatante. Il existe un voisinage de 0 dans

R tel que toute orbite différente de s, et s, quitte ce voi-

sinage au bout d'un temps fini pour t croissant ou décroi-
ssant.

(b) SECTEURS ATTRACTANTS. Ce sont des secteurs ou toutes
les orbites sont des séparatrices attractantes, c'est-a-dire,
tendant vers 0 pour t + ©. Un tel secteur provient d'une sin-

gularité attractante p du champ X ( isolée ou non). Cha-

que séparatrice s, et s, peut etre une trajectoire tendant

i
vers p ou bien une séparatrice d'un point de selle de X adhé-

rant a la variété stable de p.
(3) SECTEURS DILATANTS. Ils ont la méme description que
les secteurs attractants pour t > -%.

(d) SECTEURS EN BOUCLES. La séparatrice s, est attrac-

tante et la séparatrice S, est dilatante. Il existe un voi-

sinage U de 0 dans R union de: (1) un voisinage fermé de

s\0 (formé des trajectoires tendant vers O quand t * 4o,
9



quittant U pour t décroissant), (2) un voisinage fermé de
sANO (formé des trajectoires tendant vers C pour t + -® et

2
quittant U pour.t croissant), (3) un ouvert adhérent 3o et

formé des trajectoires tendant vers O pour t + +® et t > -®
(boucle).

EXEMPLE D'UNE SITUATION: (c)

(b)

Les types de singularités avec |'écriture de X dans une

carte locale. Pour ce qui suit, nous avons besoin de

1'écriture du champ % dans une carte locale dans le domaine
d'éclatement. Soit alors C = {(x,y)} un systéme de coordon-
nées, fixé une foispour toutes, autour d'une singularité dans
le domaine A. Alors nous avons le tableau ci-dessous qui

donne les modéles locaux du champ éclaté X.

TYPE 1

I.1. Singularité non isolée obtenue une fois qu'on a

éclaté l'origine:
‘.

% f anc = sixgr?
oS Gl R Motk 2B S0
20 28y
/' ! avec @, 30 o, >0 etk >0,

I.2. Cas d'un arc singulier:
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8 {(x,y); X, € X Xy, Y
R = #(x-x ) (x -x) . k+1 )
1 ay

avec m, ,m,, s,k 20 eta>0.

I.3. Singularité & l'intérieur d'un arc, du type selle:

ANc = {(x,y); y > 0}

s 9 )
X = ty (xa 15% ya2a =)

e
1
i\
A

Y M avec a,, @, >0etk 20

I.4. Singularité a intérieur d'un arc du type attractant

ou dilatant:

. Py ANC = {(x,y); y >0}
" e S 3 3
A T X = ty (xo motya,s)
<N]EL”
\\‘

avec al’a2 >0et k >0

I.5. Singularité placée dans un coin du type selle:

ANC = {(x,y); 0, y >0}
!
! m k ) 9
A X = ¥x y (xa,—-ya,—)
3 Y 2y
. avec my,k > 0 et a1 5 > 0.

I1.6. Singularité placée dans un coin du type attracteur/

expanseur:
4
e ANC = {(x,y); x >0, y >0}

4

Y 0 3
Y X 2ty (xp°‘1’§§¢'ya2’5_y')
1

avec m,k et al,a2 > 0.

¥

0}



TYPE 1]

II.7. Singularité a 1l'intérieur d'un arc:

\ \\ 8 = + a
\\ J . X Iy (X (1 y0.2-5—-)
~ \s
- = avec k > 0, a, 50, >0etp >2.
p = pair
"
/
/ .
’ \
’ \
s \\
p = impair
II.8. Singularité & l'interieur d'un arc:
/ / ANC = {(x,y): y > 0}
/ /
. ’ > = & k 3 3
_’ g X = Iy (x “1ax*y°23y)
>
p = pair avec k > 0, al,a 0 etp > 2.
\ {
‘\ Il
. /
\ /
\\ ,I

p = impair

ANcC = {(x,y): y > 0}

II.9. Singularité placée dans un coin:

IT.10.

expanseur:

12

AﬂC={(&y% >0, y > 0}

) ) 9
X = +x y (x a5 ya23y)

avec m,k > 0, al,a2 20 et

P > 2.

Singularité placée dans un coin du type atracteur/



ANC = {(x,y); x >0, y >0}

AR 9 0
X = y (x o, +ya28y)
avec m, k > 0, 0y 50, >0etp >2

TIPE T11

III.11. Singularité a l'intérieur d'un arc:

[,

i !: Anc = {(x,y): y > 0}
I' \

\ S g L
b5y X = 2y (o m-y 0 n)
<’ - avec k » 0, a;,a, > 0, p > 2.
III.12. Singularité a 1l'intérieur d'un arc du type attrac-
teur/expanseur:
¥ ANnc = {(x,y): y >0}
Soezf s d 3
\ /’ =y (xa =Y Ggay)

avec k 2 0, oy s0, >0, p > 2.

De fagon analogue aux champs, on entend par &clatement
de geDiff(2) le germe de difféomorphisme g défini le long
de 9A = ¢ par la condition g0¢1 = ¢1og . On peutré itérer le
processus aux points de c; apres un nombre fini de n-éclate-
ments ¢1,...,¢n on obtient un germe de difféomorphisme, enco-

re noté g, le long de dA_ = c, tel que
go(¢no...o¢1) = (¢no,,_o¢1)og_

Soit geDiff(2) laissant fixe l'origine. Supposons, tout
d'abord, que g a un l-jet de partie linéaire égal a 1'identi-

té. Alors le jet g est formellement plongeable dans un flot:

13
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g = Xl’ (on peut dire que g différe de X1 par un terme plat
3 l'origine). En &clatant g un nombre fini de fois, on peut
lui associer un champ ?, ou X est une réalisation de i,
dont le flot formel au temps 1 est g. Les singularités (ou
les points fixes) de g sont, par définition, celles du
champ bien décomposé X associé, (g diff2re de Ql d'un
terme plat le long du bord c). Elles peuvent €tre isolées,
ou bien formées d'un arc ou encore d'un cercle. Le résul-
tat suivant, énoncé d'une fagon générale, nous permettra

de définir une notion de décomposition en secteurs pour le

germe g:

THEOREME FONDAMENTAL (Stabilité sous pertubation plate).
Soit g€ Diff(2) ayant L'ornigine comme point g§ixe algébri-
quement is0LE. Soit Tcc une singularité de g et I un arc
geumé dans c, contenant T dans son inténieur et aucune autre
singulanité que I'. Soit £ un difgéomonphisme tek que g - f
504t plat en 0€R?. Alons AL existe un geme de difdéomon-
phisme h de A Le Long de I, tel que h(x) = Id pour tout
xec, conjugant Les germes de g et T Le Long de I. Cela
signifie: 1L existe un voisinage V de I dans A et un difféo-
morphisme h de C dans A tel que hog(x) = foh(x), poun tout
x €V tel que h(x)e€V.

Nous avons besoin, pour la suite, de la notion de sé-

paratrice d'un difféomorphisme:

DEFINITION. Une 4éparatrice en 0€RZ> d'un difféomor-
phisme g de classe ¢” défini au voisinage de 0 est une
application v:[O,“ﬂ + Rz, continue en 0, de classe C°° en

dehors de 0 et telle que

14



(a) v(0) = 0 et la tangente en V(t) a une direction limite
pour t + 0,

(b) la courbe I', image de Vv, est invariante par g ou g"1 et
pour tout x €[l on a, soit gn(x) + 0 soit g-n(x) + 0, pour

n +> o,

On dit que g a l'origine accesdbfe si g admet une séparatri-

ce en 0.

En utilisant le Théoreme Fondamental on obtient le ré-
sultat suivant: si V est une séparatrice quelconque de X,
elle est l'image par l'application d'éclatement ¢ d'une sépa-
ratrice O du champ X en une singularité P;- Le Théoreme
appliqué au voisinage de p; nous donne qu'il existe un dif
f éomorphisme, plat a 1l'identité sur c, conjugant X et g.
En particulier, h envoit U sur une séparatrice de X. En
prolongeant h en un difféomorphisme ﬁ d'un voisinage de c
tout entier, plat & l'identité sur c, on obtient, en reve-
nant a RQ, un difféomorphisme de Rz, plat 3 1l'identité en O

en envoyant V sur une Separatrice de g, d'ou le

THEOREME 1. Soit g € Diff(2), ayant L'ornigine comme point
§ixe algébriquement is0LE et pour forme nowmakle g = Y(l. Soit
X un champ C de jet X. Alons, 84 v est une séparatrice de X
en 0, 4L existe un difféomonphisme H de R?, plat & £'identi-
6 en 0 tel que Hov 404t une s€paratrice de g.

Il n'est pas difficile de voir qu'en fait on peut démon-
trer le Théoréme 1 simultanément pour un nombre fini de sé-
paratrices. Cela nous donne alors que, si g a pour forme nor-
male g = 21 et si l'on suppose que X posséde des séparatrices,
alors on peut choisir un représentant X de i, ayant une dé-
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composition en secteurs Rl"'Rk’ limités par des séparatri-

ces s ..,S,_, tel que chaque S; soit contenu dans un voi-

13 k?
sinage Vi (deux a deux disjoints en dehors de 0) et tel que

g(x) = Xl(x) pour tout xel,)vi (voir la figure).
T

Passons maintenant au cas générale: g a pour forme nor-
male g = Soil, oY S est la partie semi-simple, non identité.
Il est clair, alors, qu'il existe un entier minimal n tel
que s® = Id. D'autre part, il est facile de voir que l'on
peut choisir un represéntant X de X invariant par S et, pour
ce X, on peut trouver une décomposition en secteurs, inva-
riante par S. Du fait que én = in et en appliquant le Théore-
me Fondamental & g, on arrive a un résultat analogue a
celui énoncé plus haut: 44 g 8021 est une gorme non-
male de g et X, possede des séparatrnices en 0, alors L
existe un neprésentant X de X, Lnvariant par S, qui décompo-
se un voisinage de £'onigine en sectewrs Limités par des 4¢é-
paratrices contenues dans des voisinages V. el tel que

gh(x) = Xn(x), pour tout xcu v,
i

16



§4, La démonstration du théoréme foundamental: Un cas illus-

tratif. La démonstration du Théoréme Fondamental est tres
longue: on doit examiner toutes les possibilités concernant
les différents types de singularités présentées dans le para-
graphe précedant. Cette necéssité correspond au fait que
1'on a une difficulté croissante de la résolution du probléme.
Comme nous avons vu auparavant, on sait que g ou §-1 se
plonge formellement dans un germe de flot &claté. D'aprés les
modéles déduits du théoréme de DUMORTIER, on sait qu'il existe
une carte ¢ contenant I dans laquelle 1'éclaté G = g ou g‘l
est de la forme:
(a) Pour la singularité de type I.1 avec k > 0, au voisi-

nage de 0A = SlX{O}, G est de la forme:

6,

0+ Bl(O,r)rk+1
G(O,r) =

G,

r - BQ(O,r)r‘k+1

avec 81,82 fonctions C . et 82(0,0) > 0 pour tout 96181.

(b) Pour la singularité de type I.2, avec 21 = 22 =0 et
k > 0, au voisinage de [xi,x2] C 0x, le difféomorphisme G est

de la forme
G

1 X + 1(x,y)

G(x,y) =

G 3

k+
2 y - Q(X,Y)Y

oo
ou 61’ 82 sont des fonction C telles que 81 soit plate sur
) >
S, s2LJ[x1,x2] et B,(x,0) > 0.
' (c) Singularités du type I.6 et II.10 (coins attractants)

avec k+2 > 1 ou k = £ = 0. Dans une carte on a
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x( 1—?;'1(x ,y)xhpyk)

o
n

G(x,y) =

G y(1-5§(x,y)xlyk)

2

ou 5 = p-1230 et E&;EQ sont des fonctions C°° positives
(d) Singularités de type I.3, I.4, II.7 et II.8, avec
k > 0. Pour ces cas on peut trouver une carte contenant I

dans laquelle G = £ ou g‘1 est de la forme

- k
G1 = g fepe Gl(x,y)y
G(x,y) =
= k+1
G, = G2(x,y)y
ou El et 52 sont des fonctions C°° et dans la carte
{(x,y) : |x|] €8, 0<yg &} il existe un a > 0 tel que
Eé(x,y) > a.
(e) Singularités de type I.2 avec m, +m, >1. On a
G1 = x + Ei(x,y)
G(x,y) = m o
o = 1 2 k
G2 = y(1-G2(x-x1) (x2-x) y)

ol G, est plate sur leJs2LJ[x1,x2] et G, est positive sur
le domaine de la carte.
(f) Singularités de type selle I.5 et II.9 avec

kt2 > 1 (ouk =2 =0). On a

G, = x(1+§i(x,y)x£+pyk)
G(x,y) =
G2 = y(1-§é(x,y)x2yk)
avec 6&, Eé de classe C°° et Eﬁ > 0, Eé 2 0.

REMARQUE. L'étude des singularités de type III est
18



assez compliquée. la distinction entre II et III tient a la
différence de la résolution du Théoreme Fondamental. Nous

n'allons pas commenter ici cette troisiéme situation.

Afin de donner une idée de la difficulté de la démons-
tration, nous allons considérer une situation particulieére.

Pour cela, introduisons la définition suivante.

DEFINITION. Soit M une variété et g un difféomorphisme
de M fixant une sous-variété N de M (g(x) = x pour tout
X €N). Soit U € N une partie compacte de N. Nous dirons que
g est une contraction quasihyperbolique de N sur U si, étant
donnée une métrique riemannienne sur M il existe un voisinage
V de U dans M, un nombre entier k > 1 et une constante posi-

tive a > 0 tels que:

k
(1) ﬂg(z)ﬂNs “zﬂN(l-aﬂz“N) pour tout z €V,
(2) jkg(z) = Id pour tout z€N.

Iod “m[lN désigne la distance de meV a N.

REMARQUE. En dimension 2, on peut montrer que la condi-
tion (2) est équivalente & la condition suivante: il existe
une constante b > 0 telle que
(2') |ag(z)] et lag™ (@) < 1 + vl

Nous avons le théoréme suivant:

THEOREME 2. Soient, N, M et g comme dans Za définition
ci-dessus. Soit UCN un compact et supposons que g 04t une
contraction quasihyperbolique de N sur U. Alons 84 f est un
genme de difgEomorphisme de N Le Long de U tel que E(z) =
g(z) pour tout z€N, Les ge}zméb g et £ Le Long de U sont
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confuguls par un genme de difféomorphisme h tel que h(z) =
Id, pour tout =z€N.

Ce résultat est di & Belitski [B]. On peut donner une
nouvelle démonstration de ce théoréme, qui pourra €tre &ten-
due pour &tudier les autres singularités.

On utilise, tout d'abord, la méthode du chemin, qui
consiste a relier g et le germe f par une famille a l-para-
metre de germes 8o ? ae:[O,l], g = 8 8 ~ f. La recher-
che d'une famille a l-parametre de germes de difféomorphis-
mes H, telle que H °g H&l =g, est équivalente,apres déri-
vation par rapport & ,3 le recherche dune famille 3 l-paramé-

tre de germes de champs de vecteurs Xa telle que

_1 )
X dg X8 = Yo (1)

-1,0H 1

ou Ya = dga (5Ea°Ha ) et Ya est nul sur N.

Afin de simplifier, supposons dorénavant que l'on a fi-
%x& une carte C de coordonnées (x,y) et que N = {(x,y) ;
y = 0} (on peut passer au cas général sans difficultés).
Posons g = (g1,g2) ol g4 est la composante de g sur Ox et
g, sur Oy. La condition (2) de la définition est &quivalente
a dire que les composantes de gl(x,y)-x et de g2(x,y)—y

k+1, 1'idéal des fonctions en y.

appartiennent a Mm(y)

On peut aussi supposer la métrique riemannienne
choisie sur C pour que |z = Iyll, ou llyl désigne 1a norme
euclidienne, composante de z = (x,y).

On va fixer un représentant de g, encore noté g, sur le
voisinage V = {(x,y); "xn < 6, ﬂxﬂ.s § }, pourun § > 0
assez petit. On suppose que U C {x €S; "xn < 8} et que les
conditions (1) et (2) sont vérifiées pour ce représentant

de g. On remarque aussi qu'il est facile de modifier g dans

20



un voisinage de {x€5S : |x] < 8} pour que g(V)cv.

Considérons maintenant le germe f. On peut choisir un re-
présentant f de f, tel que £(z) = g(z), pour tout z €N et que
toutes les dérivées jusqu'a l'ordre k+1 soient arbitrairement
proches de celles de g et que f(V)CV. Si l'on pose mainte-
nant

ga(x,y) = (1-a)g + of

et F(z) = (ga(x,y),a), z = (x,y,a), F(z) est un difféomor-

phisme défini sur W = VX[O,l] vérifiant

IF(2)); ¢ Jzlpt2-a]zlD (2)*

o I = Nx[0,1], "z“z = ﬂ(x,y)"N = |yl, pour z = (x,y,0)€W,
et ol a > 0 est une constante que l'on peut rendre arbitraire-
ment proche de a, par choix du représentant f. On peut faci-
lement vérifier aussi que

Hk

ldar(z)], HdF_l(z)" < 1-b]z (3)*

ol b est une constante arbitrairement proche de b.

Soit W(e) = {z ;'“zuz < €}. Ceci &tant, désignons par
v§(w> 1l'espace des champs de vecteurs de W, tangents au fac-
teurs Vx{a} < vx[0,1] et de jet infini nul sur I. Pour ré-
soudre 1'dquation (1)¥ il suffit de résoudre pour tout

Y € V;(W), 1l'équation en X € V(;(w):

X = dF YxoF =Y (4)*

Posons LOX = dF_1XoF et LYX = LpX-Y. Les opérateurs Lj et Ly
laissent invariant l'espace V;(W). L'équation (4)* s'écrit
aussi: LyX = X. En utilisant des idées dles a Takens [T1]
et pufour [Dl] on arrive 2 moﬁtrer 1l'existence d'un point
fixe pour l'opérateur Ly dans l'espace V (W), d'ol, par in-

"
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tégration d'une conjugaison entre g et f.
On peut appliquer ce théoréme aux singularités du Type
I.1, avec k > 1, et du type I.2, avec ?1,¢2 =0, k 2>1.
Le théoréme reste encore valable méme pour k = 0, c'est-a-
dire, pour les cas I.5, I.6, II.9, II.10, avec k = Pz 2t
Considérons maintenant la singularité de type 1.3, ol

g est donné par
g x(1+yk)

1}
b
"

g(x,y) =

A k
g, = y(1-y")

Cette singularité ne vérifie pas la condition (2) (ni méme
la condition (2'), car il existe un b > 0 tel que [dg(z)|

+
5 1). Cependant, on peut montrer que, en adaptant sur

> 1+by
le fibré TW une norme finslerienne dégénérée il est possi-
ble de trouver un difféomorphisme F associé 3 une perturba-
tion f de g qui vérifie les conditions (2)* et (3)* de ce
paragraphe. Cela donne, peut €tre, une idée des difficultés

que l'on rencontre pour démontrer le Théoréme Fondamental.

§5. Un- résultat topologique. Soit g un difféomorphisme de

R2 tel que g(0) = 0 et U un voisinage borné de 0. Par ana-
logie avec les définitions données par Takens (Cf. [Ts] )
pour les champs on peut introduire les notions suivantes:
Si peU, l'ensemble Ly o y(p) = @ si il existe n > 1 tel
que gn(x) € U et autrement est égal a l'ensemble des q€U
pour lesqguels il existe une suite Dysesesh + +o telle que

n .
g l(p_) + q. L'ensemble L (p) est défini de fagon ana-

a,g,U
logue en remplagant la suite (ni) + +© par la suite (ni)"-w.
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On définit ensuite

K(g,U) = {peU ; L U(p) ou bien L

i g’U(U) # ¢}

bl

On alors.

DEFINITION. Deux germes (g,0) et (¥,0) en O€:R2, tels que
g(0) = £(0) = 0 sont faiblement c0 conjugués s'ils possedent
des représentants fetg sur des voisinages bornés U et V de 0
et s'il existe un homéomorphisme ¢ de U sur V, ¢(0) = 0, tel
que
(a) ¢(K(g,U)) = K(£f,V)

(b) Pour tout p dans K(g,U) on a : ¢(g(p)) = £(¢(p)) si
g(p)EU ;5 et o™ (p)) = £ 2(6(p)) si g (p)eU.

THEOREME 3. S04t g€ Diff(2) ayant L'ornigine comme. point
fixe akgébriquement Lscl€. Soit SoX, une forme normale de
Takens powr un tel g. Supposons que X alt au moins une s€pa-
ratrice en 0ER? et s0it X un neprésentant de X. Alons g est
gaibLement c0 conjugué a SoXq. De plus, g est k-gaiblLement
c® détermingé pour un entier k (c'est-a-dire pour tout f avec
jkf(O) = jk(g)(o) on a que g et f sont faiblement 0 conju-

gués).

REMARQUE. Il est possible de montrer un résultat pour la
Co—topologie. Si g et X sont comme dans le Théoréme 3 et si,
de plus,les singularités des secteurs de selle de X sont de
type hyperbolique, alors g est topologiquement iau sens de
1a ¢ topologie) conjugué a SoX,. Cela veut dire que g", pour
un certain n, se plonge dans un flot topologique. On arrive
aussi a montrer que si X admet seulement des secteurs hyperbo-

liques alors gn se plonge dans un flot c.
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EXEMPLES.
(1) Soit g € D2iff(2) de 2-jet

2 2
§2(x,y) = (x+a(x2+xy+%rd, x+y+a(—-+—X+X—)+b(x2+xy+%—)) .

avec a # 0. Il existe un champ X dont le 2-jet est égal a

22" _ 29 2, 0

X° = ay'sot (x+by )ay >
avec a # 0, tel que g se plonge formellement. Un tel champ
admet pour séparatrice en 0 les deux branches d'une courbe
c” ayant en 0 un point de rebroussement ordinaire, conforme

a la figure ci-dessous.

\_/

ot Fad
Nl

Le théoréme implique qu'il en est de méme pour g. Notons
que tout difféomorphisme dont le l-jet est (x,x+ty) est gé-

nériquement equivalent 3 un tel difféomorphisme (Cf. [TQ]).
(2) Soit g€Diff(2) dont le 2-jet est &gal &

. 2 2 b
g2(x,y) = (x-ax -bxy+ay2, y—%x +2axy+§y2) . (1)

. 3c y
ou a =3, b = 3¢/3' et c > 0 est une constante. Si 1l'on

considére l'hamiltonien

J8 3 3¢ zy_g;_@xyz

H(x,y) = K -~ X +

510

Xg) est donné

31'-‘

alors le champ hamiltonien associé Xy = (X
1 oH 2 oH

r = S m— ' ou
par XH 3y XH % d'ou
X; = —axz - bxy + ay‘



2.8l 5 Dt b 2
XH sk B . 2a 0 H R AR
D'autre part, il est clair que éz se plonge dans XH; é = XH-
Posons fH = X;' . Ecrivons le champ hamiltonien en coordon-
nées polaires (r,0):
~ 1 a2
X, = —§-+ —2,
H H or h a0,

avec

Xé(r,a) = %{rcosaX;(rcosa,rsina) + rsinaXé(rcosa,rsina)]

%ﬁ(r,a) = %{—rsinaxi(rcosa,rsina) + rcosaxg(rcosa,rsina)].

On a
1 2 2 2 " 2 ..2
H(rcosa rsina) = - ar‘cos“a- br“cosasina + ar sin‘a,
2 b 2 2 2 3 b 2 .52
H(rcosa rsino) = - Zr cos’a + 2ar cososina + s sin"a
d'oa

b
§ (r,a) = rz—a(cossa—3cosasin2a) —E(Scoszasina-sinsa)

3
r2-a(cosSu—EsinBa)3cr2—ltos3a-——sin3a "

2 b s 2
et
A2 b . 3 9
XH(r,a) = r—5b053a+a51n3a = 3cr-—§cos3a+531n3a .
mais
cos(iz-aa) = - EL-(:osSOL - £§;in3u .
3 2 2
sin(ﬂg-Sa) = - !%;os3a + %sinaa .
d'ou

A1 u
XH(r,a) = 3cr2cos(—%;3a) .

e NP o LY
Xé(r,a) 3crs1n(—§;5a).
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Il s'en suit que les valeurs suivantes pour @ annulent sin

it .
(—%=3a); a, = (1+3i)g- , 1=0,1,...,5, ce qui donne

l'existence de 6 séparatrices pour le champ iH’ voir la fi-

gure ci-dessous:

\/’\ﬂ

M

D'aprés le théoréme, tout germe ayant un 2-jet &gal a (1)

admet alors 3-séparatrices en O€:R2, voir la figure ci-de-

SSous

Notons encore le fait suivant: soit f Diff(2) ayant pour

partie lingaire la matrice
cos A, =-sin A,
i i

sin A. cos A.
i i

; : o 4 (P 20093
i=1,2, Xl = s A? =3 . Alors 1'itéré f =g de f

a pour partie linéaire en 0O la matrice identité. Il est
possible de montrer que g,aprés un changement C°° de coordon-

nées dans un voisinage de 0,s'écrit,
b 2 2 2 2
g(x,y) = (x+a x"+2a xy-ay", yt+a x -2a,xy-ajy )

+ termes d'ordre supérieur a 2.

Notre théoreme affirme alors que f& Diff(2) admet 3 sé-

~

paratrices en 0€R“. Si 1'on suppose maintenant que kl =m/2,
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A2 = 3m/2, en considérant 1'itéré d'ordre 4 de f, on arrive
3 montrer de fagon analogue que f admet 4 séparatrices par
0eR?. Dans sa thése, Aguiar F. (Sobre a estructura de 6r-
bitas de difeomorgismos do R? no RQ, 40b condigoes de resso-
nancdia, IMPA (1976) pp.1-85), a démontré que pour le premier
cas f est de 2-détermination finie topologique et pour le
deuxiéme cas de 3-d€termination finie topologique. Ce ré-

sultat sera obtenu comme cas particulier du théoreéme.

(3) Le germe g€ Diff(2) considéré dans l'exemple (1) est

00

C -conjugué au flot au temps 1 du champ X dont le 2-jet est

MR 29 25019
X° = ay =t (x+by )sy , a#o0.
En effet, Takens [T3] a démontré que X admet apreés trois écla-

tements sixsingularités hyperboliques.

(4) Soit X€V(2) dont le 2-jet est égal a

e A0 2 2, 3 v 3
X° = (aoy ta xy+a, X )5;-+ (boy +b1xy)§§

o s 2
avec les conditions b1 # a, et (bo-al) +ua0(b1—a2) > 0. Du-

2
mortier [D2] a montré que X est génériquement un des types

suivants:

(A) (B)

2 ) 2. 9 20 D48
(x +2xy)§;+(2xy+y )3§- X 3;+(2xy—y )55



~

2

P

<G Py, 9
(x"-2x )axf\y 2xy)ay

Lo

D'apres ndtre théoreéme, tout germe ge Diff(2) qui se plonge
formellement en X ayant le type B ou C est Cw conjugué a
X,1. Plus généralement, on a le résultat de conjugaison
¢” dans 1le plan pour tous les germes de difféomorphismes
qui sont formellement plongeables dans des germes de champs

homogeénes n'ayant pas de secteurs en boucles.
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