
INTRODUCCION A LA TEO RIA DE LOS GRUPOS 1.

Par PABLO CASAS.

EI proposiro de estas notas (de acuerdo can cI 'prop6sito gene-
ral de 1a Revista) cs el de iniciar a los estudiantes de ultiruos afios
de bachillerato y primero de Universidad en e1 conocimiento de
uno de los conceptos mas fundamentales en la maternatica modcr-
na: el concepto de Grupo.

No es, pOI' 10 tanto, esta introducci6n un nuevo tratado sobre
teorfa de grupos ni un vehiculo para la exposici6n de nuevas ideas
en este cam po.

Antes de dar una definicion de grupo debernos explicar otros
conceptos, tarnbien fundarnentales en maternaticas, y de los cuales
dirernos unicamente 10 que sea necesar.o para poder desarrollar la
teoria de los grupos.

I. CONJUNTO

A la palabra "Conjunto" le daremos el significado que corrien- •
temente se le cia a las palabras coleccion, agregado, rebafio, mon-
ton, rirnero, set (en iagles), bunch (en ingles), Menge (en aleman),
ensemble (en frances).

Segun Georg Cantor (1845-1918), creaclor de la teor ia de los con-
juntos, "Entendernos pOI' conjunto toda reunion en una sola clase
de objetos bien distinguidos de nuestra intuicion y de nuestro
pensamiento".

La definicion rigurosa de conjunto enrrafia una serie de pro-
blemas de ordcn logico que seran tratados en un articulo apartc,
pOI' el profcsor Carlo Federici, en proximo numero de esta Re-
vista.



Ejernplos:
El conjunto de todos los colombianos.
El con junto de todos los mimeros naturales.
EI con junto de todos los numeros reales,
EI conjunto de las rotaciones de un plano alrecledor de un eje.
Notaremos los con juntos can lerras mayusculas, 0 indicando

can rninusculas entre I I, los objetos que forman el conjunto,
Estos objetos los llamaremos "elementos" 0 "individuos" del con-
junto.

Ejernplos:
EI conjunto R de los numeros reales.
EI conjunto de los nurneros naturales A = (I, 2, 3, 4, 5) .
EI conjunto M = Ia, b, c, d, e) .

Es necesario tener en cuenta que las letras 0 simbolos con los
cuales indicamos los elementos de un conjunto son precisamente
simbolos (con los cuales representarnos esos elementos) y no los
elementos misrnos.

Podernos escribir los simbolos, con los cuales representarnos
los objetos de un conjunto, en cualquier orden sin que esto afecte
al conjunto mismo.

Ejernplos:
EI conjunto de los nurneros naturales 10 podemos representar

par:

N = (1,2,3,4,5 .... 10 por, N = (.... 5, 4, 3, 2,1)

o por,'N = (1,3, S, 7, ..... 2, 4, 6, 8, ..... )

Escribir A = (a, b, c, dl es 10 mismo que escribir:

A ={b, d, a, c} 0 A = Id, a, c, bl , etc.

Elemento arbitrario 0 generico. Por "elernento arbitrario'' 0

"elemento gene rico" (Ilarnado tarnbien variable) entendernos el
simbolo con el cual representarnos cualquiera de loselementos de un
conjunto,

Ejernplo:
Sea el conjunto de )05 numeros naturales N = (1,2,3, ( , , ' , ' I

y sea x el simbolo con el cual indicarnos cualquiera de los numeros



naturales, xes, entonces, el elemento generico 0 sea que x puede
ser 1,02; 0 3, 0 ... , etc.

Cuando reernplazarnos el elemento arbitrario por un elernento
determinado (del mismo conjunto) decimos que Ie dames por
"valor" ese elemento deterrninado.

Podernos tambien indicar un conjunto por medio de un ele-
mento generico con elsimbolo siguiente: N = (x I •

. Relacion. Cuando decimos que x es un elemento de N, esta-
mos estableciendo una relaci6n entre x y N, 0 sea, entre un elemen-'
to de un con junto y eJ conjunto mismo. Esta relacion se llama de
"pertenencia' y la notarernos simb6licamente aS1:x E N. Diferentes
tipos de relaciones usarernos durante el desarrollo de estas notas y
a elias nos referiremos en particular cuando sea necesario.

Conjunto vacio. Hemos dicho que un conjunto esta formado
por objetos que se Haman elementos 0 individuos del conjunto;
cuando un conjunto no contiene elementos decimos que el conjun-
to es "vacio",

Ejemplos:
El conjunto de los numeros reales que son soluciones de la

ecuaci6n x2 + 1 = 0 es un conjunto vacio.
El conjunto de los numeros enteros que son soluciones de la

ecuaci6n 3x +5 = 0 es un conjunto vacio,
EI conjunto de los numeros naturales que son soluciones de la

ecuaci6n 4x + 8 = 0 es un conjunto vacio.
Usaremos el simbolo ep para indicar el conjunto vacio,

RELACIONES Y OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Subconjunto. Si todos los elementos de un conjunto A son
tam bien elementos de un conjunto B, decimos que A es Ui1 "sub-
conjunto" de B.

Ejernplos:

A =(3,4,51, B = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7:

A == (a, b, c,dl, B =::: la, b, c, til



Esta relacion se llama de "inclusion" y la indicaremos simboli-
carnente aSI:

A c B
B ;,A

A esta contenido en B, 0

B contiene a A

Igualdad entre con juntos. Cuando todos los elementos de un
ccnjunto A son tambien elementos Je un conjunto B y todos los
elementos del conjunto B son elementos del conjunto A, se dice
que A y B "coinciden" 0 que son iguales: A =8. .

Ejernplo:
A= [o,b,c,dl, B= Ic,b,a,dl

Decir que los conjuntos A y B son iguales, significa que las
relaciones A c B y B cAse curnplen simultaneamente .

. Si dos coniuntos A y B no son iguales indicarernos esta rela-
cion aS1: A =1= B (A no es igual a B).

Subconjunto propio. Cuando un conjunto A esta conteniJo
en un conjunto B, siendo B =1= A, decimos que A es un "subcon-
junto propio" de B, 0 que B "contiene propiarnente" a A.

Ejernplo:
EI conjunto de los numeros naturales comprendidos entre 10

y 20 es un subconjunto propio del conjunto de todos los mimeros
naturales.

Hacemos la convencion, muy natural, de que el conjuntovacio
(I) esta contenido en todo otro conjunto.

Ejereicio 1.
Demostrar que si, A c B, y Bee, entonees Ace, 0 sea

que, la relacion de inclusion es transitiva.

Interseccion de conjuntos. Dados dos conjuntos A y B, el con-
junto D, forrnado par todos los elementos comunes a,A y B, se lla-
ma la "interseccion'' de A y B. Lo indicaremos asi: D ~ A n R
D es un subconjunto de A y de B.

Ejemplos:

A=·i",h,c,di, B=la,c,j,g.hl, D=la,eJ
A :::= : 12, 13, 14, 15, 16, 17, IH1, B = 110, 12, 14, 16j 18~201 ,

i D -::,'lI2, 14, 16, uq .



Ejercicio 0z.
Dernostrar que todo conjunto contenido en A y en B esta con-

tenido en D.

Conjuntos disyuntos, Dos conjuntos A y B cuya intersecci6n
D es vacio (0 sea que D = .ep), se llaman "disyuntos" 0 "mutua-
mente excluyentes",

Decir 10 anterior significa que los dos conjuntos no tienen ele-
mentos en cormin.

Ejernplo:

A = f50, 51, 52, 531. B = /4, 7,12.161.

Union de conjuntos, Dados dos conjuntos A y B, e1 conjunto
E, formado por too os los elementos que pertenecen por 10 menos a
uno de los dos conjuntos dados, se llama la "union" de A y B.

Lo indicaremos asi: E = A u B.

Ejemplos:

A = /2.3,4,51, B = 14,5,6, 7, 8j, E = f2, 3, 4, 5, 6, 7, 8f .

A = no, 11, 121 , B = /20,21,22, 23f ,

E = jlO, 11, 12, 20, 21, 22, 231 .

Ejercicio 3.

Demostrar que todo conjunto que contenga a A y a B contiene
tambien a E.

II. COMPOSICION INTERN A

Llamaremos "composicion interna" (ley de cornposicion in-
terna, operacion de composicion interna 0 producto) entre elemen-
tos de un conjunto, la relacion que hace corrcsponder a cada dos
elementos ordenados del conjunto un tercer elemento del mismo
conjunto.

.Indicaremos la composicion interna aS1: (x, )') ~XT y.

Los elementos x c y se llaman "Iactorcs de la composicion'' 0

" "1 I II""componentes y e e erncnto XT y se ama cornpucsto'.
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Ejemplos:
En elconjunto de los numeros naturales N = 11, 2, 3, 4 .... 1

la suma ordinaria es una composici6n interna,
En efecto, por todo par ordenaclo (x, y) de numeros naturales,

el compuesto x+y esun nurnero natural. .
En el con junto de los numeros rcales la multiplicaci6n ordina-

ria es una ley de composici6n interna .
.La intersecci6n (An B) y la uni6n (A U B) entre conjuntos

son relaciones de composici6n interna.
En el ultimo ejemplo consideramos un conjunto M cuyos ele-

mentos son tambien conjuntos, M = lA, B, C, ..... 1 ,este conjunto
M es algunas veces llarnado conjunto de segundo orden. Los con-
juntos de segundo orden pueden ser tambien elementos de otros
conjuntos de orden superior.

Composicion interna asociativa. Una composicion intern a se
llama "asociativa" si, cualquiera que sean los elementos x, y, z, del
conjunto, se tiene que: (XTY) T~ = XT(YTZ),

Ejemplo:
La suma ordinaria entre numcros reales es una composici6n

interna asociativa.
En efecto, cualquiera que sean los numeros reales x, y, z, se

tiene que: (x+y) +z=x+(y+z).
Composicion interna conmutativa, Una composici6n interna

(x, Y) -+ X T Y se llama "conmutativa" si, cualquiera que sean los
elementos x e y, se tiene que: XTY = YTX. ,\

Ejemplo:
La multiplicaci6n ordinaria entre numeros enteros es con-

mutativa,

E1emento neutro, Dada una cornposicion interna entre ele-
mentos de un conjunto, llamaremos "elernento neutro a izquierda"
al elernento e del conjunto tal que, e T x . x, por cualquier e1emento .
x del conjunto, y llamaremos "elernento neutro a derecha" a1 ele-
mento e' del conjunto tal que xTe' = x.

El e1emento neutro a izquierda y el elemento neutro a dere- .
cha son llarnados, por algunos autores, identidad izquierda e iden-
tidad derecha.

Ejemplo:
En el conjunto de los numeros reales y con la multiplicacion



ordinaria eomo operacion de cornposicion interna, el numero real
1 es el elemento neutro a izquierda y tarnbien el elernento neutro
a derecha.

Teorcma, Si un conjunto posee un elcmento neutro a izquier-
cia ( y un elemento neutro a derecha e', estos dos elementos neutros
son iguales.

Demostracion:
Consideremos, prirnero, al elemento e' como un elemento cual-

quiera del eonjunto; tenemos entonces, por la definicion de ele- -,
mento neutro a izquierda que: e-e e' = e' (1).

Consideremos, ahora, el elemento e como un elemento cual-
quiera del conjunto; tenernos entonees, por la definicion de ele-
mento neutro a derecha que: e T e' = e (2).

De las relaciones (1) Y (2) dedueimos que e = e',
Esta demostraci6n la podemos sintetizar aS1: e = c-e e' = e',

Elemento simetrico. Dada una composici6n intern a entre ele-
mentos de un conjunto, y admitiendo un elemento neutro e, deci-
mos que x' es "sirnetrico a izquierda" de x si, x' T x = e, y que x' es
simetrico a dereeha de x si, XTX' = e.

Los elementos simetricos a izquierda y derecha son llamados,
por algunos autores, inverso izquierdo e inverso dereeho.

Ejemplo:
Enel conjunto de los numeros enteros (positivos y negativos)

con la sum a ordinaria como cornposicion interna y con 0 como
elemento .neutro, el elemento -x es el simetrico a izquierda y tam-
bien a derecha del elemento x, siendo x cualquier numero entero.

,~nefecto, -x +x = 0, y, x+ (-x) =0.

III. GRUPOS

Definicion. Dado un conjunto G, no vacio, y una composici6n
jntema. entre sus elementos, el conjunto se llama "grupo" si:

1) la eomposiei6n interna es asociativa, 0 sea si,

(XTY) TZ = XT(YTZ), par todo x, y, z, de C;

2) existe en G el clemente neutro a izquierda c, 0 sea si,
CTX = .r, por to.lo x de G;

f}



3) existe en G un elemento simetrico a izquierda x , 0 sea si,
X'TX = e, por todo x de G,

Un grupo se llama "abcliano" 0 "conmutativo" si la composi-
cion interna es conrnutativa, 0 sea, si siempre se tiene que
XTY = YTX par todo elemento x y todo elemento y de G,

Ejemplos:
£1 conjunto de los numeros racionales, diferentes de 0, con la

multiplicacion ordinaria como cornposicion intern a forman un
grupo.

Dernostracion:
1) (x,y).z=x,(y,z) por todo x, y, z racional.
2) 1. x = x = x ,I, por todo numero x racional, 6 sea que,

el racional 1 es el elemento neutro a izquierda y tarnbien
a derecha.

3) 11x . x = 1 = x. 1/x, por todo racional x =1= 0, 0 sea que,
el racionalzl Zr es el elernento simetrico a izquierda y tarnbien a
derecha.

El conjunto de los numeros racionales, con la adicion ordina-
ria como composicion interna, forman un grupo.

Dernostracion:

1) (x + y) + z = x + (y + z), por todo x, y, z racional.
2) 0 + x = x = x + 0, por todo numero x racional.
3) -x + x = °= x+ (-x), por todo nurnero racional x,

El conjunto de todas las rotaciones alrededor de un punto 0,

en el plano, con la resultante como composicion interna, forman
un grupo. Llamando 0 el angulo de cualquier rotacion, 0 = 0 es
el elemento neutro y -0 es el elemento simetrico del elemento (J.

El conjunto de todos los vectores en el plano, con la suma
vectorial como composicion interna, forman un grupo.

Ejercicios,
4. Demostrar que los grupos de los dos primeros ejemplos son

grupos abelianos. _
5. Decir si .los numcros reales positives, con laadicion ordina-

ria como) operacion de cornposicion, forman un grupo.



6. Dernostrar que si en un grupo, XTX = x, entonces x = e.

7. Dernostrar que el conjunto forrnado par la totalidad de pa-
rejas de mirneros reales (a, b) para los cuales a =1= 0, can
la operaci6n de composici6n definida par la formula,

(a, b) T (c, d) = (ac, bc+d) forman un grupo.

8. Demostrar que los elementos e, a forman un grupo abelian a
si la operaei6n de eomposici6n interna esni definida par:

9. Demostrar que si x-,-X = e, para todos los elementos de Ull

grupo, entonees el grupo es abeliano,
10. Demostrar que un grupo con 4 0 menos elementos- es nece-

sariarnente conmutativo,
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