DESIGUALDADES 1.

Por JeaN AcziL

(Traducido de Gazeta de Matemdtica, Nos. 39, 40, 41 y 42).

Introduccién. Es bien conocida la desigualdad:
(1) (a+b)/ 2 > \ab

que liga la media aritmética (a+4)/ 2 y la media geométrica \/ab
de dos ntimeros positivos a y & (== b). En el caso de que sea a = b,
los dos miembros de (1) son evidentemente iguales.

Para demostrar (1) es necesario probar que la diferencia
(a-+b)/ 2 — \/ab es positiva. Esto es inmediato si se recuerda
la relacién a + & — 2\/ab = (\/a—\/b)? pues el cuadrado de
un nimero diferente de cero es siempre positivo (en sentido es-
tricto).

Consideremos ahora algunas aplicaciones de esta desigualdad.
Demostremos que la suma de un nlmero positivo, diferente de
uno, y de su inverso, es siempre superior a 2, es decir, que para
x> o0 (x=F1) se tiene x + 1/x > 2. En efecto, segin la desigual-
dad (1) se tiene (x + 1/2)/ 2 > VV/x. 1/x = 1.

Como segunda aplicaciéon busquemos, entre los rectingulos del
mismo perimetro, aquél que tiene el drea mayor. Si llamamos los
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Fig. 1.

lados de un rectingulo @ y &, su perimetro serd 22 + 2b = k sien-
do &k com(n a todos los rectingulos considerados. El drea A de
este rectingulo tiene por valor .4, y a causa de (1) /A < k/4
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excepto para el caso @ = b en el que sc tiene VA = a = %/4 Tene-
mos pues, el siguiente resultado: entre todos los rectdngulos del
mismo perimetro el cuadrado es el de 4rea mayor.

Ejercicio 1. Fn la figura 2 hemos dibujado algunos rectan-
gulos que tienen el mismo perimetro, el mismo centro, y los lados
paralelos. Si se dibujan zodos esos rectingulos con cllos se recubre
una parte del plano. ¢Cudl es la forma de esa parte?

Fig. 2.

Ejercicio 2. Entre todos los rectingulos de igual 4rea, { cual
es ¢l de menor perimetro?

Ejercicio 3. Si se dibujan todos los rectingulos que tengan la
misma 4rea, el mismo centro, y los lados paralelos, ¢qué parte del
plano recubren?

Problema 1. Sea 4 > B. Demostrar que se tiene 4 + D >
B + D para todo namero real D, C.4 > C.B para C positivo y
C.A < C.B para C negativo.

Si A4, B son positivos, 4 > B implica A" > B” (siendo 7 un
entero positivo), 1/4 < 1/B, 1/4” < 1/B" (n entero positivo)
A>ByC>Dimplican 4 + C > B+ D,ysi 4, B,C, D, son
todos positivos también se tendrd AC > BD. '

Problema 2. Se llama media arménica de dos niimeros posi-
tivos a y & el valor 2/(1/a 4+ 1/b). Demostrar que para 4 =b la
media arménica es siempre inferior a la media geométrica, es decir,

que 2/(1/a +1/b) < \/ab.

B



IRE RN

Ejercicio 4. ¢Entre todos los tridngulos rectingulos que tie-
nen la misma altura sobre la hipotenusa, cuél es ¢l que tiene la
menor hipotenusa? /

Ejercicio 5. ¢Entre todos los tridngulos rectangulos que ticnen
la misma hipotenusa, cual cs el que tiene la mayor altura sobre la
hipotenusa?

Hemos visto algunas aplicaciones de la desigualdad (1). En
este articulo estudiaremos otras desigualdades y las aplicaremos a
distintos problemas. Dejaremos las demostraciones al cuidado del
lector, pero en las publicaciones siguientes daremos siempre las de-
mostraciones propuestas en la anterior, a fin de que el lector pueda
verificar si su razonamiento ha sido correcto.

Las desigualdades de que hablaremos son conocidas desde
hace mucho tiempo. Sin embargo, el primer estudio sistemdtico sélo
fue hecho en 1934 por Hardy, Littlewood y Pélya en su célebre
libro “Inequalities”, en el que basan la teorfa de las desigualdades
en la nocién de funcién convexa. En este trabajo seguiremos el mismo
camino. Ademés del libro anterior nos hemos servido del primer
volumen del tratado de Haupt, Aumann y Pauc: Differential und
Integralrechnung y de los cursos dictados por el profesor Frédéric
Riesz en la Universidad de Budapest y por el profesor Tibor Ga-
llai en la Universidad Libre de Budapest.

1. Funciones continuas convexas. Una funcién y = f(x) es
continua si su grafico no presenta saltos. Esta nocién intuitiva puede
reemplazarse por una definicién precisa a partir de la cual se puede
demostrar de una manera rigurosa que la mayor parte de las fun-
ciones elementales (por ejemplo las funciones y = x, y = x%,

= x" (n entero), y = a*, y = log x, y = sen x, y = cos x) son
continuas. No daremos esa definicién, pero si utilizaremos la con-
tinuidad de las funciones mencionadas. Una de las propiedades mas
importantes de una funcién continua es la propiedad de Darboux:
si una funcién continua toma dos valores diferentes y, = f(x,) e
¥s = f(x) (2, < x;), toma todos los valores comprendidos entre
y:1 € y; en el intervalo x, < x < x,. Por ejemplo, la funcién
y = sen x de la que ya hemos indicado que es continua, es igual a
0 parax = 0 y a 1 para x = 7/2; se puede estar seguro de que
tomaré todos los valores comprendidos entre 0 y 1 en el intervalo
< x < n/2 ;

Una funcién se llamard convexa si una cuerda cualquiera de
su grafico deja el arco comprendido entre sus dos extremidades
por debajo de ella (fig. 3).

15



ol : P
X ; X
Fig. 3. Fig. 4. -

Notemos que mdas alld de las extremidades de la cuerda la
curva estd situada encima de la recta que soporta la cuerda. Dire-
mos que una funcién es convexa en el sentido amplio si su grafico
esta formado de arcos convexos y de segmentos de recta (fig. 4)
en este caso un arco de la curva puede coincidir con la cuerda.

* ; - -Se llamard céncava una
qJ funcién cuando una cuerda
cualquiera de su grafico deja
encima de ella el arco que sub-
tiende (fig. 5). La concavidad
en el sentido amplio se define
de una manera aniloga a la
de la convexidad en el sentido
amplio.

Problema 3. Si la funcién

= f(x) es convexa, la fun-

cién y = —f(x).es cbncava,
y reciprocamente.
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Problema 4. Hagamos el
X grafico dec las funciones si-

guientes, y determinemos, ba-
sindonos en la figura para qué valores de x son convexas o cén-
cavas:

Fig. 5.
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y:xz’}’:xl’y:\ﬂ/}’ y:\/?’ y = 1z,
y = 1/, y = 1\/x", y:-}-\/x,‘y:-—\/x, y =125
y =104 y =log x, y=senx, y = tg X,

(en los puntos x = == /2, &= 3m/2... esta Gltima funcidn no es
continua).

Problema 5. iQué particularidad tienen las funciones de la
forma y = ax + & (a, b cualesquiera) desde el punto de vista de
la concavidad y de la convexidad?



