
DESIGUALDADES 1.

Por JEAN ACZEL

(Traducido de Gazeta de Matemtitica, Nos. 39, 40, 41 Y 42).

Introduccion. Es bien conocida la desigualdad:

(1) (a+b)j 2 > veil)
que liga la media aritrnetica (a+b)j ~ y la media geometries yal;
de dos rnimeros positivos a y b (a4= b). En el caso de que sea a = b,
los dos miembros de (1) son evidentemente iguales.

Para demostrar (1) es necesario probar que la diferencia
(a+b)j 2 - yab es positiva. Esto es inmediato si se recuerda
la relacion a + b - 2yab = (ya-yb)2, pues el cuadrado de
un mimero diferente de cero es siempre positivo (en sentido es-
tricto) .

Consideremos ahora algunas aplicaciones de esta desigualdad.
Demostremos que la sum a de un numero positivo, diferente de
uno, y de su inverso, es siempre superior a 2, es decir, que para
x> 0 (x =1= 1) se tiene x + Y]»> 2. En efecto, segun la desigual-
clad (1) se tiene (x + 1/x)/ 2 > yX:l/x = l.

Como segunda aplicacion busquemos, entre los rectangulos del
mismo perimerro, aquel que tiene el area mayor. Si llamamos los
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lades de un rectangulo a y b, su perirnetro sera 2a + 2b = k sien-
clo k cormin a todos los rectangulos considerados, EI Jrea A de
este recningulo riene por valor a . b, y a causa de (1) \/A < 1(/4



excepto para el caso a = b en el que se delle VA = a =k/4. Tene-
mos pues, el siguiente resultado: entre todos los rectangulos del
mismo peri metro el cuadrado es el de area mayor. ' .

Ejcrcicio 1. En la figura 2 hcmos dibujado algunos rectfin-
gules que tienen eI mismo perimetro, el mismo centro, y los lados
paralelos. Si se dibujau todos esos rcctangulos con ellos se recubrc
una parte del plano. ~Cual es la forma de esa parte?

Fig. 2.

Ejercicio 2. Entre tad os los rectangulos de igual area, ~cual
es el de menor perimetro? \

Ejercicio 3. Si se dibujan todos los rectangulos que tengan la
misma area, el mismo centro, y los lados paralelos, ~que parte del
plano reeuhren?

Problemal. Sea A > B. Demostrar que se tiene A + D >
B + D para todo nurnero real D, C . A > C . B para C positive y
C . A < C . B para C negativo.

Si A, B son positivos, A > B implica A" > BII (siendo n un .
entero positivo), l/A < liB, 1/A" < 1/B" (n entero positivo)
A > Bye> D implican A + C > B + D, y si A, B, C, D, son
todos positivos tambien se tendra A C > BD.

Problema .2~ Se llama media arm6nica de dos nurneros posi-
tivos a y b el valor 2/(I/a + lib). Dernostrar que para a =4=b la
media arrnonica es siernprc inferior a la media geornetrica, es decir,
que 2/(1/a + II/b) < val;.
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Ejercicio 4. ~Entre, todos los triangulos rectangulos que tie-
nen la misma altura sobre la hipotenusa, cual es el que tiene la
menor hipotenusa?

Ejercicio 5. ~Entre todoslos triangulos rectangulos que tienen
la rnisma hipotenusa, cua] es el que tiene la mayor altura sobre la
hipotenusa?

Hemos visto algunas aplicaciones de la desigualdad (1). En
este articulo estudiaremos otras desigualdades y las aplicaremos a
distintos problemas. Dejarernos las demostraciones al cuidado del
lector, pero en las publicaciones siguientes daremos siernpre las de-
mostraciones propuestas en la anterior, a fin de que el lector pueda
verificar si su razonamiento ha sido correcto.

Las desigualdades de que' hablarernos son conocidas desde
hace mucho tiempo. Sin embargo, el primer estudio sistematico solo
fue hecho en 1934 por Hardy, Littlewood y Polya en su celebre
libro "Inequalities", en el que basan la teoria de las desigualdades
en la nocion de funcion convexa. En este trabajo seguirernos el mismo
camino. Adernas del libro anterior nos hemos servido del primer
volumen del tratado de Haupt, Aumann y Pauc: Differential unci
Integralrechnung y de los cursos dictados por el profesor Frederic
Riesz en la Universidad de Budapest y por el profesor Tibor Ga-
llai en la Universidad Libre de Budapest.

1. Ftinciones continuas convexas. Una funcion y = f(x) es
continua si su grafico no presenta saltos. Esta nocionintuitiva puede
reemplazarse par una definicion precisaa partir de la cual se puede
demostrar de una manerarigurosa que la mayor parte de las fun-
ciones elementales (por ejemplo las funciones y = x, y = x\
y = xn (n entero), y = ax, y = log x, y = sen x, y = cos x) son
continuas. No daremos esa definicion, pero si utilizaremos la con-
tinuidad de las funciones mencionadas. Una de las propiedades mas
importantes de una funcion continua es la propiedad de Darboux:
si una fun cion continua toma dos valores diferentes YI = f(.r:l) e
y, = f(x,) (Xl < Xi), toma todos los valores comprendidos entre
YI e y, en el intervalo x, < X < Xl' Por ejemplo, la funci6n
y = sen X de la que ya hemos indicado que es continua, es igual a
o para X = 0 y a 1 para X = 1r/2; se puede estar segura de que
tornara todos los valores comprendidos entre 0 y 1 en el intervalo0< X < 7f/2. .

Una funcion se Hamad conoexa si una cuerda cualquiera de
sugrafico deja el arco comprendido entre sus dos extrernidades
par debajo de ella (fig. 3).
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Noternos que mas alla de las extremidades de la euerda la
curva esta situ ada encima de la recta que soporta la cuerda. Dire-
mas que una fun cion es conuexa en el sentido am plio si su grafico
esta formado de areas convexos y de segmentos. de recta (fig. 4)
en este caso un area de la curva puede coineidir con la cuerda. '

-Se llamara concaua una
) fun cion . cuando una euerda

cualquiera de sugraficodeja
eneima de ella el area que sub-
tiende (fig. 5). La concauidad
en el sentido amplio se define
de una manera analoga. a la
de la eonvexidad en el sentido
arnplio..

Problema 3. Si la funcion
y .....:.f(x) es convexa,la fun-
cion y =-f(x). es concava,
y reciprocamente,

Problema 4. Hagarnos el
grafico de las funciones si-
guientes, y dcterminemos, ba-

valores de x son eonvexas 0 con-

Fig. 3.

Fig. 5.

sandonos en La figura para que
cavas:
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y = X2
, Y = X'J, Y = yx2, y = \lX'\ Y = i]«,

y = 1/x3
, y = Ilvx:\ y = + yx~-y = - yx; y -:.. 2x,

y = lOA', Y = log X, y = len X, y = tg x,

(en los puntos x = ± 71'/2, -+- 371'/2 ... esta ultima funci6n no es
continua).

Problema 5. ~Que particularidad tienen las funciones de la
forma y = ax + b (a, b cualesquiera) desde el punto de vista de
la concavidad y de la convexidad?
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