
SOLUCION DE PROBLEMAS

17. Encontrar un cuadrado perfecto de cuatro eifras tal que las
dos primeras cifras sean iguales entre si y tarnbien las dos ultirnas.

Soluci6n. El cuadrado es de la forma

1.000m + 100m + 101'+ l' = l1(lOOm + 1'),

donde 1 :::;; m :::;; 9, 1 :::;; r :::;; 9. Como el cuadrado es divisible par
11, la base 10 es tarnbien, entonees

11(100111 + r) (Llx)",

donde 3 :::;; x :::;;9. Luego

, 100m + r = 11x:l,

entonces 100m + r = 99m + m + r es divisible pOl' 11, es deeir
m + r = 11, r = 11 - m, Reemplazando en ('II')
,

x:l = 9m + 1.

El segundo miembro es un cuadrado perfecto urucamente para
m = 7, entonces r = 4, x = 8 y el nurnero buseado es 7.744 = (88)2.

Alfonso Cuevas Bustos.

Otra soluci6n cle: Joaquin Alvarez Arango.

18. 2 Cuales son los nLIlTIerOSque terminan pOl' dos cifras iguales
y sus cuadrados tam bien ?
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Soluaon. Tenernos que buscar un nurnero a tal que (lla)2 =
= 100a2 + 21a2 tenga las dos ultirnas cifras iguales. Las unidades
de 21a" son las mismas que de a" (sea u), las decenas de 21a2 son
las decenas de a2 (sean v) mas dos veces las unidades de a2menos
10, entonces

u = v + 2u - 10

y u + v = 10. Ahora cuadrados perfectos de la forma lOu + v con
u + v = 10 no hay sino cuando a" = 100 y a2 = 64.

Entonces a = 10 y a = 8, y son los numeros que terminan par
00 u 88 cuyos cuadrados terminan tarnbien por dos cifras iguales
(par 00 0 44).

[oaquln Alvarez Arango,

Soluci6n parcial de: AI/o11so Cuevas Bustos.

19. Dernostrar que un nurnero que cnntiene s610 1 como cifras
(en el sistema decimal), no puede ser el cuadrado de un nurnero
entero.

ra solucion.

entonces si el primer miembro es cuadrado perfecto, 10" - 1 10 es
tambicn. 10" - 1 time s610 9 como cifras y un tal numero no puede
ser cuadrado perfecto. Pues si un cuadrado perfecto tiene 9 como
ultima cifra, por

(lOa + bY' = 100a2 + 10. 2ab + b2

y siendo b = 3, la penultima cifra debe ser un nurnero par.

Erncsto Gutierrez Bod min,

20 solucton, Un numero que tiene s610 1 como cifras es impar, es
decir no puede ser sino el cuadrado de un numero impar. Ahara
bien

(2k + I)" = 4k (k + 1) + 1,
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es decir e1 cuadrado de un numero impar da el residua 1 en la di-
vision por 4, mientras que un numero que tiene solo 1 como cifras
da el residuo 3 en la division por 4.

Joaquin Alvarez Arango.

Solucion parcial de: Alfonso Cuevas Bustos.

20. 2Puede ser el producto de cuatro numeros enteros positives
consecutivos un cuadrado perfecto?

Solucton, No 10 puede ser, puesto que

n(n + 1) (n + 2) (n + 3) = (n2 + 3n) (n2 + 3n + 2)

= (n2 + 3n + 1)2 - 1,

es decir el producto de cuatro nurneros enteros consecutivos es siern-
pre inferior en uno a un cuadrado perfecto.

Joaquin Alvarez Arango.

Otras soluciones de: Juan Gomez Mora, Ernesto Gutierrez
Bod min.

22. Demostrar que la diferencia entre la media aritrnetica y la
media geornetrica de dos numeros positivos a y b esta comprendida
entre

(a - b)2
Sa

y
(a - b)2

Sb

Solucion, Sea a > b, entonces

de donde

y

(a - b)2 s:: (a - b)2 (a - b)2
2(Va + Vb)2 ~ 2(2yb)2 Sb

(a - b)2
~

(a - b)2 (a - b)2
2(va + ,./b)2 2(2yu )2 Sa

Alfonso Cuevas Bustos.
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24. Construir un triangulo, conociendo los angulos que forman
entre S1 los segmentos que unen el centro del circulo circunscrito
con los vertices, y la longitud de un tal segmento.

Soluci6n. Sea lla longitud del segmento y dibujemos un circulo
con radio I. Sean 1'1, r-, r« tres radios del circulo que forman entre
si los angulos dados. Los puntos en que estos radios encuentran al
circulo, seran los tres vertices del triangulo.

Joaquin Alvarez Arango.

Alfonso Cuevas Bustos calcul6 el triangulo por trigonometria
en vez de construirlo.

25. (a) Si con a se designa la medida de una longitud dada, 2 para
que valores de m tiene la ecuaci6n

(m + 1)x2
- 2(m + 3)ax + (m + 2)a2 = 0

dos rakes positivas?

(b) Suponiendo que esta condici6n sea realizada, consideremos
el triangulo ABC rectangulo en A, tal que AS = x', AC = XU donde
x' y x" son las raices de la ecuaci6n propuesta. Hagamos girar el
triangulo sucesivamente aIrededor de AS y de AC.

Calcular en funci6n de m la suma de los volumenes aS1gene-
rados.

(c) Determinar rn de manera que esta suma sea igual a

siendo A un numero positivo dado. Discutir.
(d) H.agamos girar SA C alrededor de la h ipoten usa BC; asi se

genera un s6lido P. Demostrar que en P se puede inscribir una es-
fer a S y ca1cular el radio de S en funci6n de m. Decir c6mo varia
el radio cuando varia m,

(Bachillerato, 1a parte, Aix-Marseille, Francia, 1948).

Soluci6n. (a) La ecuaci6n tiene rakes reales si 3m + 7 ~ O.
Siendo

x' + x" =
m + 3
rn + 1 2a,

, II
X .x

las dos raices seran positivas si m + 1 > 0, es decir si m >-- 1.
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(b) La suma de los dos volumenes es

7r / /12
X X 7r / 1/ (' 1/)- xx x +x =

3

7r m + 2
3 m + 1

m + 3 27ra'J (m + 2) (m + 3)
'J 2a =

a. m + 1 3 (m + 1)2

(c) Debe ser

A = (m + 2) (m + 3)
(m + I)"

Si m ereee de - 1 a + 00 entonees A decrece de + 00 hasta l.
Entonees m se puede dererrninar unicarnente si A > l.

(d) Hay que ealcular el radio r de un semicirculo inserito a
ABC can centro sabre la hiporeriusa. Ahora

II /1
X - r x

A
I ,

X

90 entonees

I 1/
X X m + 2 9a.

m + 1

m +2 a

m + 3 2

r=
x' + x"

B c.s: -'O>L --'- __ ------"- C m + 1 1
m + 3 2a

Cuando m ereee de - 1 a + 00, r ereee de al4 hasta a12.

Alfonso Cuevas Bustos.
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