
NUMEROS PRIMOS IV

PaR J. HORVATH

14. El teorerna de CHEBISHEFF,demostrado en el articulo ante-
rior, se puede enunciaren una forma menos fuerte, en la cual es
mas facil de demostrar y que basta para muchas aplicaciones (ef.
17).

Para enunciar el teorema de CHEBISHEFFen la nueva forma,
necesitarernos el concepto de logaritmo. Sea ~ un numero real su-
perior a 1. Cualquiera que sea el numero real positivo t, existe un
numero real Y), tal que t = ~"l. (Esto se demuestra can todo rigor
en los curses de Calculo, vease p. ej. REY PASTOR,PI CALLEJA,
TREJO, Analisis maternatico, vol. I., pag. 115). El numero Y) se
llama el logaritmo de t con respecto a la base ~ y se escribe

Son conocidas las propiedades del logaritmo expresadas por las
formulas

Ademas, si ~ y w son dos' nurneros reales, supenores a uno, y Sl

entonces t -- r» = wO~ - s ,

es decir

y
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de donde finalrnenre

(14, 1) logf; t= logl; w. logw f,

Can otras palabras: si uno qui ere cambiar la base del logaritmo,
debe multiplicar el [ogaritmc con respecto a la base primitiva por
el logaritmo de esta base con respecto a la nueva. Cuando en este
articulo escribamos un logaritmo sin indicar la base, esto signifi-
cad que [a relaci6n en que el logaritmo interviene vale con cual-
quier base.

Otra propiedad del logaritmo que necesitarernos y que se de-
muestra en los cursos de Calculo (op, cit. p. 482) es la siguiente:
cualquiera que sea el numero positivo I', existe un numero po-
sitivo ~o, que depende de r, tal que

log e < r~
De este resulta que si ~ es superior al valor de ~o que corresponde
a I'/2, entonces:

log e < r~,
es decir, poniendo e = Y], obtenemos el resultado siguiente:

Cualquiera qu,e sea el namero positivo I', existe Y]o, que dependc
de I', tal que

(14,2) log Y] < r -v:; si Y] > Y]o·

Ya tuvimos la ocasi6n de introducir [a funci6n 7T' (~) en el nu-
mero 12 (p. 33); para ~ real positive .llamamos 7T'(~) el numero de
los numeros primos inferiores 0 igualesa f Enunciaremos enton-
ces el teorema de CHEBISHEFFen la forma siguiente.

Existen dos numeros positivos Ul Y U2 tales que para ~ ): 2

(14, 3) ~ ~
UJ -- ::( tt (0 ::( U2 -- .

log ~ log ~

Por el momento no nos importa la base de los logaritmos en
(14, 3), porque aJ. cambiar la base, par (14, 1) carrrbiaran simple-
mente los valores Ul y U2. .

5.'>



Observemos tambien que si podemos demostrar que U2 se puede
escoger tal que U2 < 2Ul, entonces podremos ver que palfa ~ bas-
tante grande existe un numero primo entre ~ y 2~, que es un re-
sultado solo un poco menos fuerte que el que fue demostrado en
el articulo precedente. En efeeto por (14, 3)

(2u] - U2) ~ log ~ - U2 ~ log 2
log ~ log 2~

es deeir

> 0,

Y 7J (2~) > 1T (0 quiere deeir precisamente que entre ~ y 2~ hay
un numero primo. Sin embargo en este articulo no trataremos de
obtener valores de Ul y U2 que verifican la relaei6n meneionada.

Tenernos que introducir una notaei6n de gran utilidad: la de
la sumaci6n. Sean am, am+!, ..• .c., 11 - m + 1 nurneros reales
que dependen de los enteros entre m y 11, entonces la suma

am + am +i + ... + an se escribira:
,

n

En el easo de que 12 < rn, este simbolo tendra el valor cera par
convencion. Ejemplos:

5
~ 'Y c = 1 + y + y2 + y~ + y 4 + y5,

ioQ

6

I: (2i + 1) = 5 + 7 + 9 + 11 + 13,
i=:. 2

71 11111
I: 2i = 6 + 8 + 10+ -12 + 14 '
i~3

6

L: ? = 36.
£-6

Urilizarernos esta notacion tarnbien en una forma un poco diferen-
te. En adeIante p, q, r siempre denotaran mimeros primos. Si <p (p)
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es una cierta cantidad que depende del numero primo p, la expresion

]; ep(p)

denotara la suma de todos los valores cjJ (p) para p inferior a igual
a f Ejemplos:

porque en este ultimo ejemplo cjJ(p) = l = 1 para cada p. De la

misrna manera hay que interpretar notaciones como ~,2.:: ,etc.
p <' f1'S

Ejemplos :

pOl'que ya 72 = 49 > 30,

L (p + q) = (2 +- 2) +- (2 + 3) (2 + 5) + (2 + 7) +
I"!' 20

+ (3 +- 2) +- (3 + 3) + (3 + 5) +- (5 + 2) + (5 + 3) +-
+ (7 + 2) = 68.

Sentada esta notacion varnos a introducir 1a fun cion sumamen-
te importante 0(0, definida por

-J( () = L lagp
P<G

para g real positivo. Por ejemplo se tiene

0(1) = 0, 0(2) = log 2, 0(3) = log 6,

0(20, 6) = log 9 699 690.

Par 'la observacion hecha arriba, la ba:se del logaritrno considerado
en 1a definicion de 0(0 no importa par ahora; en el articulo si-
guiente varnos a tamar como ba.se un numero definido con toda
precision.
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La expresion 0(0 tiene la ventaja de ser de manejo mucho
mas c6modo que 7T"(0 y sin 'embargo los teoremas que concier-
nen 7T"(0 se deducen facilmente de teoremas sobre 0(0. Como
primer ejemplo dernostraremos el resultado siguiente:

Si existen dos numeros positives /31 y /32 tales que

(14, 4)

para ~ ;;? 2, entonees existen dos numeros positivos U1 y U2 tales
que se verifique (14, 3).

En efecto por un lado

0(0 = E log P ~ 1T(0 log t
puesto que en la suma hay 7T"(0 terrninos de los cuales cada uno es
inferior 0 igual a log f Por consiguiente si /31 t ~ 0(0, tenemos

que es la primera desigualdad (14, 3) con U1 = /31. Por otro lado

puesto que en la suma hay 7T"(~) - 1Tt,v'0 terminos de los cuales
cada uno es superior 0 igual a log v'f Como 7T"(v'~) ~ ~, obte-
nemos, si O( 0 ~ /32 ~,

(14,5)

Escribiendo (14, 2) en la forma

rt
v'T ~ Log ~ ,

(14,5) nos da para ~ ;;? ~o:
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Puesto que para 2 ~ t < to seguramente hay un numero positivo
superior a (11'(0 log 0 / t, la segunda desigualdad (14, 3) se ve-
rifica tambien.

15. Para demostrar 1a existencia de dos nurneros positivos f31 y
f32 con los cuales es cierta la relaci6n (14, 4), varnos a considerar
el coeficiente binomial

ya utilizado en el nurnero 12 (d. f6rmula (12, 1), p. 31) para demos-
trar la otra forma del teorema de CHEBISHEFF.

19 Cada numero primo p con n < p ~ 2n divide a ( 2: ) ,

entonces el producto de estos numeros primos tarnbien divide a

( ~n ) (d. 6, Vol. 1., p. 74) y pOT el teorema 15 del numero 2

(Vol. 1., p. 26) el producto deestos numeros primos es inferior 0

igual a (~; ) . Por otro lado (~n) ~ 220 (d. 11, p. 29), entonces

L Logp = 0(2n) - O(n) ~ 2n log 2.
n cp c I n

Escribiendoestas desigualdades para n = 1, 2, 22
, ••. , 2m:-1 y su-

mando, puesto que 0(1) = 0,

Si ahora 2m-1 < t ~ 2m:

O(~) ~ 0(2ffi) < zm-+-l log 2 < 4 ~ log 2,

que es [a segunda desigualdad (14, 4) con f32 = 4 log 2.
29 Hemos visto (12, p. 31, f6rmula (*» que si p es un nurnero

primo con 1 < p < 2n, entonces el exponente de la potencia mas

alta de p que divide a (2~1) es igual a

(15, 1)
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donde t es definida par pt ~ 211 < r:'. Par consiguiente

t ~ log 211 < t + 1,
Log P

es decir

t = r log 211J .
llog P

Como por la relaci6n [2p] - 2[p] ~ 1 (p. 31) cada terrnino
en la suma (15, 1) es inferior 0 igual a uno, se tiene

a s::: I-lOg 2n1·
)J -....::: log p

L

Por otro lado

n + 1
1

11 + 2
2

11 + 11 > 2",
11

entonces siendo

log (2;: ).= ~n ap logp,

obtenemos que

" [log2n]n log 2 (; L.. l loO"p
1',2" og P 0

si \,/211 < P ~ 211J f
log 2n]
log p

L

~1.

Luego

n Log 2 <, l.: log 2n +L.. Logp,,;;,-tin (log 2 n )+1) (2 n) .
1'.-12" p,2n

es decir

0(211) ? 11 log 2 - \,/211 (log 211).

Ahora pcniendo en (14,2) r = (log 2) / 8 obtenemos

60



-- log 2
\/2n log 212 < -4- 12

para n bastante grande, sea para 11 ;? 120' Luego

______ 11 I 3 1
0(211) -:::::-n log 2 --4 og 2 =412 log 2 -:::::-2(11 + 1) log 2.

Si 211 ~ t < 212 + 2 (12 ;? 120):

1 10(0 ;? 0(211) ;? - (11 + 1) log 2 > - t log 2.
2 4

Ahara entre 2 y 110 la expresion 0(0/ t es siernpre positiva, luego
superior a un numero positivo 8. Tomando para /31 el mas peque-
no de los nurneros 8 y (log 2)/4, obtenemos que para t ;? 2

que es la primera desigualdad (14, 4).

Observaci6n. EI teorema de CHEBISHEFF en la forma (14, 3) se
puede dernostrar trabajando directamente con 1a funci6n 7T(0 en
vez de la funci6n 0(0, vease ellibro citado de LANDAU, p. 66.

16. Para preparar los dos ulrimos articulos de esta serie, intro-
duciremos unos conceptos sencillos y basicos del calcuio infinitesi-
mal. Citaremos tambien unos resultados bien conocidos, pero en
general no daremos dernostraciones, puesto que no puede ser la fi-
nalidad de estos articulos dar una introducci6n al Calculo.

Si tenemos una sucesi6n infinita de numeros reales ab a2, ... ,
an, ... se dice que esta sucesi6n de nurneros tiende a a cuando
12-> co ("n tiende a infi.nito"), si por pequefio que sea el numero
positive E, existe un numero entero positive 121, que depende de E, tal
que \an- al-O;;[ ,si s6lo el numero entero 12 es superior a 111. En
este 'caw se dice tarnbien que a es el limite de an (para 12 -) C/j).
y se escribe

lim a."= Ct.
n~",

De manera semejante, sea 1(0 una .funci6n definida para
t ;? to. Se dice que 1(0 tiende a <P cuando t -) C/j, si por pe-
queno que :sea e1 nllmero positivo E, ,existe un nllmero real t1' que
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depende de e, tal que If(g) - (pi < l:, si s610 g es un nurnero real
superior a tlO En estccaso se dice tambien que (P es el limite de
f( t) (para t -) co ) Y se escribe

Por ejemplo un resultado del N9 14 (po 55) se puede expresar
diciendo que

lim }}!Kj = 00
(--'00 e

Si al, a2, '00' a ; , .. 0 es una sucesi6n infinita de numeros reales,
la expresi6n

,
a

(16, 1)

se llama una serie infinita. Los numeros all se llaman los terrninos
de la serie. Las umas

, n

cr=2:::eL
n i=1 t

se Haman las sumas parciales de 1a serie in£inita (16, 1) 0 Si existe
U'Th numero CT tal que

(J'= lim (Tn
n-+co '

se dice que la serie infimita (16, 1) es convergente, en este caso CT se
llama la suma de la serie y se escribe

00

0"=2::: c:
i= 1 '£

Si no existe Ital numero CT, se dice que la serie (16, 1) es divergente.
Si par ejernpio eLi =::: v: (i = 0, 1,2, .00), tenemos:

1 nt1
" ')I

=l-ry-l-ry
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(d. Vol. 1., p. 24). Si II'I < 1 entonces lim 1"1+1 = 0
n -) C/J

y

1
lim (Tn = 1- 'V ,entonces en este caso la serie
sa-s cc I

, que

11 . , . . 1 Sse ama sene gcometnca, es convergente y su suma es ---. eve
1-1'

facilmente que si II'I ;:? 1, entonces la serie geometrica es diver-
gente.

Si los numeros an son todos positives, las sumas parciales 0;.
forman una sucesion crecience, es decir para cada 11 ;:? 1, 0;. <: 0;.+1
En este caso es bien sabido que (I" existe si y solo si la sucesion 0;.
es acatada, es decir si existe un numero ~ tal que 0;. .;;; ~ para cada
n ;:? 1. Adernas para las series can term in os positivos valen los
siguientes criterios de comparacion:

19 Si
cc

La. y
i=l z.

co

L /3. son dos series con terrninos positivos,
i""1 1.

si ex, ~ fJi para i = 1,2, 3, ... y si la segunda serie es convergente,
entonces 'la prirnera serie tambien es convergente.

co

29 Si "L.. a Y
i=l ."

co

L fJi son dos series con terrninos positivos,
1= I

si c.; ~ fJi para i = 1, 2, 3, ... y si la primera serie es divergente,
entonces la segunda serie tambien es divergence.

Entre las series con terrninos positivos, las series de la forma

co 1
L:-p,,.1 n

tienen un papel importante. Es conocido que esta serie es conver-
genre si f3 > 1 y es divergente si f3 ~ 1. En particular la serie

1+ 1
2 + 1

3 + ... + 1 + ...

Hamada serie arm6nica, es divergente. Este ultimo heche se ve muy
facilmente. En efecto

1 1
2m+!+ 2m +2"+

1 znl+1 _ 2m
+ 2m + 1 ;:? 2m + 1

1== ~,
2
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de donde

luego [a sucesi6n (J n no es acotada, la serie arrnonica es divergente.
Un resulradosernejante es que la serie

00 1
~ n logfJn

es convergente si f3 > 1 y es divergente si f3 ~ l.

Sea ahora pl, P2, ... , P» ,'" la sucesi6n creciente de los nume-
ros primos. Par ejemplo e, = 2, P2 = 3, P3 = 5, jJ4 = 7, p'12 = 37.
Demostraremos que fa serie

cs diverg.cllte.

Par 1a relaci6n evidente 7T(pi ) = i y par la primera desigualdad
(14, 3)

(16, 2) .«:a . ~
1 log Pi 7T (pJ= i

Par (14, 2)

(1 , 3)

si s6lo Pi> 1]0' De (16, 2) y (16, 3) resulta

log Pi i lOgPi
~ ~a<;;;;-VPt 1 Pi

a sea

Utilizando otra vez (16, 2) obtenernos de esta ultima des-
igualdad

alPi < i lOgPi < 2 i Zagi,
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es decir
1 Q,j 1->----Pi 2 i logi

para Pi> '10' De esta desigualdad y del 29 criterio de compara-
ci6n ya resulta el teorema, puesto que la serie

l.: 1
"'/0 i log i

es divergente.

17. En este numero daremos otra demostraci6n, debida a
HAROLDN. SHAPIRO,completamente diferente de la primera, del
teorema de CHEBISHEFFmencionado en el N9 14.

Vamos a introducir prirnero dos notaciones muy c6modas, de-
bidas a BACHMANNy a LANDAU.Sea /(0 una funcion definida
para t ):: to y sea g( 0 una fUl1Ci611positiva definida para
t ):: to.

Si existe un numero positivo r tal que

para t ):: to, escribiremos /(0 = 0 (g(O)·

Si . 1J£-
tim (c) - 0,
(-00 g\S

escribiremos /(0 = 0 (g(O)·

Ejemplos:

19 2t + 3= 0 (2t), puesto que

2t + 3 = 1 + ~ < 3, si t ):: 1.
2t 2t

29 log t = 0 (0 (cf. p. 62).

39 La ecuaci6n (14, 2) expresa el heche de que

log t = 0 (vt).
65



49 De manera sernejante se puede deducir de log t = 0 (0
que, cualesquiera que sean a > 0 y f3 > 0,

log ta. = o (t{1).

Hay una notaei6n analoga para sucesiones.
nifica que I an 1/f3" es acotado y a" = o(I3J

an= 0 ((3n)
significa que

sig-

Z. anlm-=On-·tO I3n .

Consideremos la sucesi6n de nurneros

1 n

a" = (1+-;-) n = 1,2,3, ...

19 La sucesion an es crccicntc. Demostremos primero la des-
igualdad

(17, 1) 1+ nt < (1 + 0",
que es valida cualesquiera que sean t > - 1 (t =t= 0) y e1 numero
entero n superior a 1. Haremos Ia dernostracion por induccion.

Para n = 2 la desigualdad es cierta:

1 + 2t < 1 + 2t + e = (1 + 02
,

puesto que e > O. Supongarnos entonces que la desigualdad sea
valida para n = m. Entonces, puesto que 1 + t > 0, obtenemos

(1 + 001
+

1 = (1 + tt' (1 + t) > (1 + mt) (l + t) =
= 1+ (m + 1) t + me > 1 + (m + 1)t,

es decir la desigualdad sigue siendo valida para n = m + 1. (17, 1)
queda luego completamente demostrada.

Ahora

q,,, (1+;-r (1+;-r 1a-(1 + -L)n-l - (1+ -.!-)" (1+ ,,-J =
n-l n-1 "-1
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= (11 -\- 1 . 11- 1)11 _11_ = (l_~)n _11_

11 11 11-1 11 11-1

Poniendo en (17, 1) ~ = -1/n2 (con n ;? 2) da:

(1 _ ~)n > 1 _
n-

1 11 - 1
1----=

n 11

Entonces
a n--1 n
-" >-----
ex, n n -1 = 1,

'''-1

29 an es inferior a 3 para todo n. Por e1 teorema binomial

( 1)n n 1
1+- =2:(n)-k =n H k n

f=_1 (1- -~) (1-2)...(I-H-) ~
H k! n n n

1= 1 -\- 1 = 1 -\- 2 = 3,
1 --

2

donde hemos utilizado la desigualdad evidente k! ;? 21
<-1 para

k;?1.
En el numero siguiente volverernos a estudiar la sucesi6n a fI •

Demostremos ahora la forrnuia

(17,2) log vi = 11log 11-\- 0 (n) .

Se tiene
w-I

log n/= ~ log(i+ 1)=
'-1
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cc ~ {u+ I)log u+ I)-i log i-i log (I +f)} 'c

= ~ 1 (i + 1) log (i + 1) - i log i) - ~ i!Og( 1 ++)=
= n log n - flog (1 + ~) i.

'°1 Z

Ahora, puesto que [a sucesi6n an es creciente,

".j ( 1 ) i ( 1 ) nL:: log 1 + -. ~ n log 1 + - .:(n log 3 = 0 (n),
pi z n

10 que demuestra completarnente la f6rmula (17, 2).

Consideremos ahora 1a expresi6n nl . En vista de la relacion de
LEGENDRE (10, 1) (p. 23) podemos escribir

log n!= L:: logp l' n,j ,
P~'71 P

0, uti1izando la expresion (17, 2).

(17, 3) ~" logp l;,]= n log n + 0 (n) .

Gonsideremos en 1a suma todos 'los terminos clonde i es superior a
2. Obtenernos

~. logp[~l ~L logP f)l 17; 1 ~
r-» p r-» i02 P J,>2

'" . ~ 1 :-. logp< nc: logp L. -i = nL ( )~
r-» F2 p r-» P p-l

~ logi
<nf:; i(i-l) = O(n),

puesto que
log i 1
(i - 1) ~ (i - 1)312 para i > io
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y la serie L:: ( . 11ffl"'0 1..-

es convergente.

De (17, 3) resulta entonces

L:: [~] logP = n log n + 0 (n) .
p.n p

Si g es un numero real positivo, entonces, utilizando la relacion

(17, 4)

(d. Problema 45, p. 48), obtenemos

Ahora

g log g - [g) log [g) = g log S] + (g - [gJ) log g =

= 0 (g) + O(log 0 = 0 (0·

As! resulta de (17, 4) finalmente la f6rmula

I: r~J log p = ~ lop" ~ + 0 (()f~t lj? 0 .

De esta formula SHAPIRO deduce el teorema de CHEBISHEFF can
ya ayuda del teorema siguiente,

TEOREMA DE SHAPIRO. Sea pn una sucesi6n de numeros positivos
con PI = a y supongamos que para g > a

(17, 5)
~ .

p (e) = I: [-J P: = ( log ( + 0 (().
n,,§ n

Sea¢ ( S ) =:L pn. Entonces existen dos numeros positivosn,.~
/31 y /32 Y un numero positivo go, tales que

(17,6) para -g > go.
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De aqui el teorema de CHEBISHEFF sigue inmediatamente po-
niendo

p,,=log n si n es un numero primo,

. .
SI 11 no es pnmo,

pOl'que en este caso

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Puesto que siempre [2p] - 2 [p]
;? 0 (ct. p. 31)

P ( ~ ) -- 2 P ({) = L f r ~ l-- 2 [L
J
} t- ;;.

Z n<;t t ln J z n

Por la hip6tesis (17,5)

P(O - 2P ( ; ) = ~ log ~ - ~ log ;- + 0(0 = 0(0·

Cornparando estas dos relaciones resulta que existe Ulna constante
positiva }'l tal que

1>(0 - 1> ( ; ) ~ ~l f

Entonces (d. p. 59)

(/J ( 2
m

) = % {ep! 2') - <P ( 2i-') J <

.;; ')I,

m,~ ."')' 2m+ t~ - ~ 'Y1
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que es la segunda desigualdad (17, 6) con {32= 4'Y1-

Por otro lado, puesto que

y, como acabamos de vel', 1>(0 = 0(0,

L if] " {t I,,<{ In pn=,,'z( Pll ~. +0(1))=

= ~ ~~ * -j- 0 (¢ (f ) )= (,~ ~ -t- 0 (c ).
Comparando esta relacion con (17, 5), obtenernos

es decir A( 0 se puede escribir en 1a forma

A(~) = log ~ + A(O,

donde IA(OI ~ 'Y2 para ~ > ~o, siendo 'Y~ una constante positiva.

Pongamos 13, = t, -2')' Z -I, donde Z es la base de los logaritmos

can los cuales estamos trabajando. Entonces

1= log {31 + A(O - A({31 O·

Par consiguiente, utilizando la definicion de {31'

p,,, ~
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es decir

para g > go, que es Ia prirnera desigualdad (17, 6) .
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