NUMEROS PRIMOS IV
Por J. HorvATH

14. El teorema de CuepisHEFF, demostrado en el articulo ante-
rior, se puede enunciar en una forma menos fuerte, en la cual es
mias facil de demostrar y que basta para muchas aplicaciones (cf.
17).

Para enunciar el teorema de CHepisHErF en la nueva forma,
necesitaremos el concepto de logaritmo. Sea { un nimero real su-
perior a 1. Cualquiera que sea el nimero real positivo £, existe un
ntmero real 7, tal que ¢ = (7. (Esto se demuestra con todo rigor
en los cursos de Célculo, véase p. ej. REy Pastor, Pr CALLEJA,
Trejo, Anélisis matemitico, vol. I, pag. 115). El ntmero 7 se
llama el logaritmo de & con respecto a la base { y se escribe

7= Zng f
Son conocidas las propiedades del logaritmo expresadas por las

férmulas
/Ogg Exbr = /Ogg &+ 10&';52'

logy (1/€) = ~logy €, logy £7= p loge €,
Ademis, si { y @ son dos nGimeros reales, superiores a uno, y si
7 =loge £ 6 =log, ¢ entonces £ ={"= o,
es decir |

7 loge €= 6 logr w

1"5’@“’—7_1%@"
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de donde finalmente

(14, 1) loge €= logew . log, €

Con otras palabras: si uno quiere cambiar la base del logaritmo,
debe multiplicar el logaritmo con respecto a la base primitiva por
el logaritmo de esta base con respecto a la nueva. Cuando en este
articulo escribamos un logaritmo sin indicar la base, esto signifi-
card que la relacién en que el logaritmo interviene vale con cual-
quier base.

Otra propiedad del logaritmo que necesitaremos y que se de-
muestra en los cursos de Calculo (op. cit. p. 482) es la siguiente:
cualquiera que sea el nGmero positivo I', existe un namero po-
sitivo &, que depende de T', tal que

log ¢ < T¢ si & > &y

De este resulta que si ¢ es superior al valor de & que corresponde
a I'/2, entonces:

log £ < T'¢,

es decir, poniendo £ = 7, obtenemos el resultado siguiente:
Cualquiera que sea el nimero positivo T, existe n,, que depende
de T, tal que

(14, 2) logn < T' \/77 siom > o

Ya tuvimos la ocasién de introducir la funcién 7 (€) en el ni-
mero 12 (p. 33); para ¢ real positivo llamamos (&) el ndmero de
los nimeros primos inferiores o iguales a & Enunciaremos enton-
ces el teorema de CHEBISHEFF en la forma siguiente.

Existen dos nidimeros positivos a, y a tales que para & = 2

(14, 3) @ lo‘gg—f <7 () S a /055‘

Por el momento no nos importa la base de los logaritmos en
(14, 3), porque al cambiar la base, por (14, 1) cambiaran simple-

mente los valores a1 y as.
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Observemos también que si podemos demostrar que a. se puede
escoger tal que a, <C 7a1, entonces podremos ver que para & bas-
tante grande existe un nimero primo entre § y 2€, que es un re-
sultado s6lo un poco menos fuerte que el que fue demostrado en
el articulo precedente. En efecto por (14, 3)

2¢ ¢
T =T S @ o T i ¢

Qa, — ay) € log & — ay € log 2
log & log 2¢

es decir

7(28) —w(€) >0 si log € > i’ﬂ > 0,

20, — @

y 7 (75) > 7 () quiere decir precisamente que entre € y 2€ hay
un nGmero primo. Sin embargo en este articulo no trataremos de
obtener valores de a; y a» que “Verifican la relacién mencionada.
Tenemos que introducir una notacién de gran utilidad: la de
la sumacién. Sean G, Cmets ---» G&n 22 — m -+ 1 nlmeros reales
que dependen de los enteros entre m y , entonces la suma

Qp+ Ayt + @, se escribird:

5__&,

En el caso de que 7 < m, este simbolo tendra el valor cero por
convencién. Ejemplos:

5 X )
Syl =14y + Y+ +HY Y

=0
S Qi+ 1)=54+74+9+11+13

1 1 1 1 6
st T T X

+

1L
> 26

Utilizaremos esta notacién también en una forma un poco diferen-

te. En adelante p, ¢, r siempre denotaran nimeros primos. Si ¢ ()
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es una cierta cantidad que depende del niimero primo p, la expresién
=e(p)

denotara la suma de todos los valores ¢(p) pafa p inferior o igual
a & Ejemplos:

2 P =24 FEF 41+ 13,

p<lo

T1=% p’=m(¢€),

sa pal ;
porque en este Gltimo ejemplo ¢(p) = p" = 1 para cada p. De la
. . . NT
misma manera hay que interpretar notaciones como 5;[‘ £, 5 ete.
P q-5
Ejemplos:
-
Sl 1
PR30 {7 2 3 5

porque ya 7° = 49 > 30,

w;zo(ij‘J) =Q2+)+Q2+3)+2+5+QC+7+

+GB+)+B+3)+B+5+GE+2)+G+3)+
+ (7 +2) =68

Sentada esta notacién vamos a introducir la funcién sumamen-
te importante 0(¢§), definida por

L8 I

1 = 2. log;
(€)= 2 dogp
para & real positivo. Por ejemplo se tiene

6(1) =0, (2) = log 2, (3) = log 6,
6(20, 6) = log 9 699 690.

Por la observaciéon hecha arriba, la base del logaritmo considerado
en la definicién de #(€) no importa por ahora; en el articulo si-
guiente vamos a tomar como base un namero definido con toda
precision. -
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La expresion 0(€) tiene la ventaja de ser de manejo mucho
més cémodo que 7(§€) y sin embargo los teoremas que concier-
nen 7(¢) se deducen ficilmente de teoremas sobre 6(§). Como
primer ejemplo demostraremos ¢l resultado siguiente:

Si existen dos n(meros positivos B; y . tales que
(14, 4) Bié <O < B €

para ¢ == 2, entonces existen dos ndmeros positivos a; y o tales
que se verifique (14, 3).

En efecto por un lado

0(¢) = 2 log p < m(é) log &

pe€

puesto que en la suma hay 7(¢) términos de los cuales cada uno es
inferior o igual a log £. Por consiguiente si B, << 6(€), tenemos

B & < m(§) log &

que ¢s la primera desigualdad (14, 3) con a; = 1. Por otro lado

SVE) 2 8P = = log€ | n(6) — w(VD,

«Z<P<€

puesto que en la suma hay w(§) — 7(\/€) términos de los cuales
cada uno es superior o igual a log \/€. Como w(\/€) < &, obte-
nemos, si 8(¢) < B. €,

a5 =® <2 4 <BE e

Escribiendo (14, 2) en la forma

- Ff

(14, 5) nos da para & = &;:

(&) < (2B + F)zo—i‘g :
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Puesto que para 2 << ¢ < &, seguramente hay un nmero positivo
superior a (w(§) log &) / € la segunda desigualdad (14, 3) se ve-
rifica también.

15. Para demostrar la existencia de dos niimeros positivos B, y
B. con los cuales es cierta la relacién (14, 4), vamos a considerar
el coeficiente binomial

7))
n

ya utilizado en el nimero 12 (cf. férmula (12, 1), p. 31) para demos-
trar la otra forma del teorema de CHEBISHEFF.

19 Cada nimero primo p con 7 < p < 2n divide a(%f) ,
entonces el producto de estos ntimeros primos también divide a
( 32” )(cf. 6, Vol. I, p. 74) y por el teorema 15 del namero 2
(Vol. L, p. 26) el producto de estos nimeros primos es inferior o
igual a ( Znn ) . Por otro lado (in) < 2™ (cf. 11, p. 29), entonces

op logp = 0(2n) — 0(n) < 2n log 2.

n<pedn
Escribiendo estas desigualdades para » — 1, 2, 2%, ..., 2" 7' y su-

mando, puesto que (1) = 0,

(27) =229 (2" < log2 2 2'< 27 10g2.

Si ahora 27! < ¢ < 2
0(¢) < 0(2™) < 2" log 2 < 4 € log 2,

que es la segunda desigualdad (14, 4) con B. = 4 log 2.

29 Hemos visto (12, p. 31, férmula (*)) que si p es un niimero
primo con 1 < p < 2n, entonces el exponente de la potencia mas

5
alta de p que divide a ( 7:1 ) es igual a

(5 1) afi ([2,’1} = 2{—7271), »
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donde 7 es definida por p* << 2n < p'*'. Por consiguiente

r < log 2n 2 34 1

log p
es decir _
| log 2n | _
F= log p
Como por la relacién [2p] — 2[pl < 1 (p. 31) cada término

en la suma (15, 1) es inferior o igual a uno, se tiene

log 2n|
“ S LOg P }

Por otro lado

n 1 ' 2 - )

(211):72—5—1 n -+ 2 -n—l-n>2.,,

entonces siendo

log(zi) =2, o, logp,

psin

obtenemos que

&3 [ im
n [0g2<,§n[logp } log p
Ahora

' log 2n log 2n

sil<p<\V2n, {logp] = —l;—gg—p—a

: log 2
si2n < p < 2n, lofg pn] <1
Luego
nlog2< :;mloan +I§nl0gpéx/ﬁ(log2n) +29(2n).

es decir

0(2n) = n log 2 —\/2n (log 2n).
Ahora poniendo en (14,2) T = (log 2) / 8 obtenemos
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para 7 bastante grande, sea para » — n,. Luego

0(2n) = n log 2 ——log 2 —%71 log 2 = ——(/z + 1) log 2
Si2n < E2n+2 (n=mny):

0(¢) = 60n) = _12_ (n+1) log2> - ¢ log 2.

Ahora entre 2 y 7o la expresic')n 0(&)/¢ es siempre positiva luego
superlor a un namero positivo 8. Tomando para B, el mas peque—
fio de los nimeros & y (log 2)/4, obtenemos que para & = 2

0(&) = B &
que es la primera desigualdad (14, 4).

Observacién. El teorema de CuesisHEFF en la forma (14, 3) sc
puede demostrar trabajando directamente con la funcién w(€) en
vez de la funcién 0(§), véase el libro citado de Laxpau, p. 66.

16. Para preparar los dos tltimos articulos de esta serie, intro-
duciremos unos conceptos sencillos y bésicos del calculo infinitesi-
mal. Citaremos también unos resultados bien conocidos, pero en
general no daremos demostraciones, puesto que no puede ser la fi-
nalidad de estos articulos dar una introduccién al Calculo.

Si tenemos una sucesiéon infinita de nGmeros reales a,, as, ...,
... se dice que esta sucesién de nameros tiende a a cuando
n— o (“n tiende a infinito”), si por pequenio que sea el ndmero
positivo €, existe un nlimero entero positivo 7;, que depende de ¢, tal
que le,~ @[<E | sisdlo el nimero entero 2 es superior a 7,. En
este caso se dice tamblcn que a es el limite de e, (paran — %)
y se escribe

lim a,= @.

n->00

De manera semejante, sea f(§) una funcién definida para
& = &, Se dice que f(€) tiende a ® cuando € — o0, si por pe-
quefio que sea el nimero positivo €, existe un namero real &, que
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depende de ¢, tal que [f(€) — ¢ < ¢ si s6lo € es un ndmero real
superior a &,. En este caso se dice también que ¢ es el limite de

f(€) (para é — =) y se escribe

im f (€)=

-0

Por ejemplo un resultado del N° 14 (p. 55) se puede expresar

diciendo que :
lim —O‘g—f: 0.

{0

Sia, @, ..., 0, ,...es una sucesiéon infinita de nimeros reales,
la expresion

QHel,F s, & e

7
(0]

a

[]e

-

(16, 1) :
vE

se 1lama una serie infinita. Los nimeros a, se llaman los términos

de la serie. Las sumas

A o,

Il
M

-

i=

se llaman las sumas parciales de la serie infinita (16, 1). Si existe
un nmero o tal que

o=lim o,

n—>00 4

se dice que la serie infinita (16, 1) es convergente, en este caso o se
llama la suma de la serie y se escribe

Si no existe tal namero o, se dice que la serie (16, 1) es divergente.
Si por ejemplo ¢,=~* (i=0,1,2,...), tenemos:

i ,y?ni__l . ] 1 K ,y'n,yl
G=E"1 “1—-9 1-%
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(cf. Vol. L, p. 24). Si |y| < 1 entonces lim y"*' =0 y

n— L
lim o =-—— ,entonces en este caso la serie b3 y? , que
n—00 » 1 - i=0
; i i 1
se llama serie geométrica, es convergente y su suma es —— Seve
-

. o . » .
facilmente que si y| = 1, entonces la serie geométrica es diver-
gente.

Si los nameros &, son todos positivos, las sumas parciales 7,
forman una sucesién creciente, es decir para cadan =1, 6 <0;,1
En este caso es bien sabido que o existe si y sdlo si la sucesién O,
es acotada, es decir si existe un nmero A tal que 0, < A para cada
n = 1. Ademds para las series con términos positivos valen los

51gu1entes criterios de comparac1on .

=2}
1981 >, a, Y ZIB son dos series con términos positivos,
e
si a,;<pf; parai = 1,2, 3, ... ysi la segunda serie es convergente,
entonces la primera serie también es convergente.

=2}

28 > a Y > B, son dos series con términos positivos,
i=1

7=1

si a;<f; parai=1,2,3,...ysila primera serie es divergente,
entonces la segunda serie también es divergente.

Entre las series con términos positivos, las series de la forma

[

3

1
=1 )2'6
tienen un papel importante. Es conocido que esta serie es conver-

gente si B > 1y es divergente si 8 <X 1. En particular la serie

1 1 1
I+ 5+ 3+t

llamada serie arménica, es divergente. Este Gltimo hecho se ve muy
facilmente. En efecto

1 1 1 m¥t_om ]
2m+1+2m+2+---+2m+1> 2m+1 _7,




de donde

RS 1 1 _m
Gl SR Y R T

luego la sucesién o, no es acotada, la serie armonica es divergente.
Un resultado semejante es que la serie

MB

w2 T log*"n

es convergente si B > 1 y es divergente si 8 < 1

Sea ahora pi, pay -5 P »--. la sucesién creciente de los nime-
ros primos. Por e]emplop1 — 2 p2 =3, ps =5, ps =17, pr. = 3.
Demostraremos que la serie
1
P

" []8

i=
es divergente.

Por la relacién evidente w(p; ) = iy por la primera desigualdad
(14, 3)

(16, 2) 17%,0?< m(p) =1t

Por (14, 2)
logp 2
VP
sisélo P~ e De (16, 2) y (16, 3) resulta

Zogp,- L g 1 logpi
Vo, : 2

(16, 3)

0 sea
\/ﬁ.gi,ﬂ.éif logp,<2logt.

Utilizando otra vez (16, 2) obtenemos de esta 0ltima des-
igualdad

<tlogp,<2ilogr,
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es decir

_1__ > al -
pi = 2 -
para P: = 7y, De esta desigualdad y del 29 criterio de compara-
cién ya resulta el teorema, puesto que la serie

L1
,2;;0 ilogi

es divergente.

17. En este nimero daremos otra demostraciéon, debida a
HaroLp N. SHapiro, completamente diferente de la primera, del
teorema de CHeBisHEFF mencionado en el N? 14.

Vamos a introducir primero dos notaciones muy cémodas, de-
bidas a Bacamann y a Lanpav. Sea f(§) una funcién definida
para ¢ = &, y sea g(€) una funcién positiva definida para

6 2 EO'

Si existe un nimero positivo T' tal que

(8]
4€3) =&

para & = &, escribiremos f(§) = O (g(§)).

Si
JATTR
Lim = (¢)

escribiremos f(§) = o (g(€)).

Ejemplos:
19 26 + 3 = O (2¢), puesto que

2% + 3 s |
S m ] sif = 1.
2¢ f

20 log € = o (§) (ctf. p. 62).
32 La ecuacién (14, 2) expresa el hecho de que
log £ = o (/).
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4° De manera semejante se puede deducir de log & = o (§)
que, cualesquiera que sean & > oy 8 > 0,

log & = o (&F).

Hay una notacién analoga para sucesiones. (L, = 0(,3,,) sig-
nifica que |@,|/B, esacotadoy a,=o(A,) sxgnlflca que

=0.

. a,
=il
Consideremos la sucesién de ntimeros

a,=(1+ L) e

1° La sucesion %, es creciente. Demostremos primero la des-
igualdad

(17, 1) 1+ 28 < 1+ 86

que es vlida cualesquiera que sean E>—1(€ #0) y el ndmero
entero 7 superior a 1. Haremos la demostracién por induccién.

Para » = 2 la desigualdad es cierta:
1+26<1+26+8&= (1485

puesto que ¢ > 0. Supongamos entonces que la desigualdad sea
valida para » = m. Entonces, puesto que 1 + & > 0, obtenemos

A+ =0+ 1A+ > A+ m) (14§ =
=14+ m+1)E+m& >1+ (m+1)§

es decir la desigualdad sigue siendo vélida paran = m + 1. (17, 1)
queda luego completamente demostrada.

Ahora
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n+1 n—1\" =n l)” n
n n ) n—1 n n—1

Poniendo en (17,1) € = — 1/n* (con n = 2) da:
(1—-17) S5 NI S WL Lot
n n” n n
Entonces
(04 ﬁ* n

es decir @, <, .

2° a, es inferior a 3 para todo n. Por el teorema binomial

1
o
2
donde hemos utilizado la desigualdad evidente k! = 2"~' para

k=1

En el namero siguiente volveremos a estudiar la sucesion a, .

Demostremos ahora la férmula
(17, 2) log n! = nlogn + O (n).
Se tiene
n-1
log n/:g‘ log(1+1):
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3

_ 5 {(i+l)log (i+1)—ilog i—i log <1 +l> } =

= 1

n-1

[+ 1) log G+ 1) —ilog i} = 2 ilog(1+i~>:
1

i=1 1=1

n-1 $ i
=nlogn— 2 Zog(1+ —1—)
1=1 \ 1
Ahora, puesto que la sucesién a, es creciente,
n-1 1
Z; log (1 + 7)

lo que demuestra completamente la féormula (17, 2).

n

1
< nlog (1 —}——72’) < nlog3 =0 (n),

i

Consideremos ahora la expresién »!. En vista de la relacién de
Lecenore (10, 1) (p. 23) podemos escribir
log n!= > logpl

pkn

a
ik

o, utilizando la expresién (17, 2).

(17, 3)

phn

> Iogp{;,’j: nlogn+0(n).

Consideremos en la suma todos los términos donde i es superior a
2. Obtenemos

Z ] FL]\Z LBl n |
2+ ng’[p"f lgp | o) s
sy s s logp
<nl.logp 2. =72u—
;—‘n gp =2 * nptu P(p_l)

puesto que
log i 1
i (—1) T (i —=1)*?

para i > i1,
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y la serie 1
E, (1__ 1)3/2

es convergente.

De (17, 3) resulta entonces

(17, 4) Z[;—L} logp=mn lognt0(n).

P(n

Si ¢ es un ntmero real positivo, entonces, utilizando la relacién

<] - [¥]

(cf. Problema 45, p. 48), obtenemos

£ ,
= (5]t p=1€] tog [¢e] +O{¢).
Ahora
£log & — [£] log [€] = £ log £ + (£ — [£]) log & =

(€]
= 0(§) + O(log &) = O(§).

Asi resulta de (17, 4) finalmente la férmula

) {%Jlogp:g‘[og £ +0 (¢).

p<s

De esta fé6rmula SHapriro deduce el teorema de CHEBISHEFF con
ya ayuda del teorema siguiente.

TEOREMA DE SHAPIRO. Sea p, una sucesion de niimeros positivos
con p; = 0y supongamos que para & > 0

(7,5 Pl)-L [] p-cigérole)

ngé [7?

Sea Q&)= . On. Entonces existen dos nimeros positivos
n<

By y Bsy un nimero positivo &, tales que

(17, 6) Bi I3 < ¢ (f) < :3: ¢ para &> &
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De aqui el teorema de CHEBISHEFF sigue inmediatamente po-
niendo

0=log n sl » es un niimero primo,
C

0.=0 sin no es primo,
porque en este caso

n<é

@ (£)= X p.= }_f logp=2v(¢).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Puesto que siempre [2p] — 2[p]

> 0 (cf. p. 31)

<) 9 £ D €, £
p((f) -p(z)—n_gg i'nj 2 [Z—n}}pn>
LY f y
Yo n] o X, pa= @ (e)-0(E)
¢ ] fnas 2

Por la hipétesis (17, 5)
) s, £ o
PO - (S) =t e — g b+ 0 = 0o,

Comparando estas dos relaciones resulta que existe una constante
positiva 7y, tal que

w®—¢“)\%€
Entonces (cf. p. 59)
o (2" :L{m»uw ] <

1 1

o '\/l : Zi < ’)/l 2m+x
Si ahora 27! < £ < 2™
$(€) < P2") < 2" < §,
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que es la segunda desigualdad (17, 6) con B: = 4y:.

Por otro lado, puesto que

og%— i]<1

y, como acabamos de ver, (&) = O(§),

n<E LN

'f‘? N v )
“HO”:,.‘?:_/ Qn ;-771— + O(l)f =

€, H+0(0lO))e y r0lo)

Comparando esta relacién con (17, 5), obtenemos

) Z &—/{)gf‘ O (1),
es decir A(€) se puede escribir en la forma

A(§) = log € + M$),
donde N(§)! < y, para € > &, siendo . una constante positiva.
Pongamos B, = ¢ 272", donde { es la base de los logaritmos

con los cuales estamos trabajando. Entonces

AE)-AN(Be)= X Lo

Gib<n<é n

=log £ log (B,€)+ 2 (£)-NBE) =

:hp%+M@—M&ﬂ

Por consiguiente, utilizando la definicién de B,

g ( ))i l >
,@C @ £ s Lo >
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1
210g‘[8_l—2')’_~:2’)’_'+1-—2’y_):1’

es decir

b(&) = Bié
para & > &, que es la primera desigualdad (17, 6).
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