SOLUCION DE PROBLEMAS

4. Demostrar que si 7 es impar, 46" + 296 X 13" es divisible
por 1947.

12 solucién. 46" + 296 X 13" = 46" + 13" + 295 X 13" es di-
visible por 59, puesto que 295 = 5 X 59 vy, siendo #» impar,
46" 4+ 13" = (46 + 13) (46" " — 46" X 13 + ... + 13"77).
Por otro lado 46" + 296 X 13" = 46" — 13" + 297 X 13" es divisible
por 33, puesto que 297 = 9 X 33y
46" — 13" = (46 — 13) (46" ' + 46"~ X 13 4+ .... + 13" 7).
Ahora bien 33 X 59 =1947.

Juan Azuero Rojas.

22 solucién. Por inducciéon completa. Para 7 = 1: 46 4 296 X
X 13 = 3894 = 2 X 1947. Sea para n = 2m — 1 : 46™ ' + 296 X
X 13*™~1 = k. 1947, entonces
467m+1 4 296 X 13+ = 46+ 4 132 (k . 1947 — 467 =

= k.13° X 1947 4+ (46° — 13°) 46™~*
y 46° — 13* = 1947.
Joaquin Alvarez Arango.
Otra solucién de: Ernesto Gutiérrez Bodmin.
27. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diofantica:
Rt =R

Solucién. Para cualquier nimero real # diferente de cero, las
expresiones x = 1 4 2,y = 1 + 1/ son soluciones de la ecuacion,
puesto que

1
Foedn p =2 219 ry = £
Por otro lado si x = 1 + ¢, de

l+:+y=A+2)y

resulta y = 1 + 1/z 4
Joaquin Alvarez Arango.



Otras soluciones de: Juan Gdmez Mora, Ernesto Gutiérrez
Bodmin.

29. Crucigrama. Horizontales. a) El afio de nacimiento del se-
for Rodriguez. d) Nueve veces la edad del sefior Rodriguez al
nacer de su nieto Pepe, al principio de un mes de mayo. f) Once
veces el ntimero de nietos del sefior Rodriguez. 1) La edad del
sefior Rodriguez a su muerte. j) La raiz cuadrada del afio de naci-
miento del sefior Rodriguez.

Verticales. a) El cubo del dia en el cual naci6 el sefior Rodri-
guez en un mes de noviembre. b) La calle en que vive el sefior
Rodriguez. ¢) La edad del sefior Rodriguez en diciembre 1897. e)
La edad de Pepe (en difas) a la muerte de su abuelo el 1° de marzo
de 1934. g) La edad del sefior Rodriguez 20 afios antes de su
muerte. h) La edad del sefior Rodriguez 40 afios antes de su muerte.

Solucién. Por 1) Sr. Rodriguez no tenia 100 afios a su muerte,
entonces por e) nacié después de 1834. Por c) Sr. Rodriguez nacié
antes de 1897. Por j) el aflo de
, nacimiento del Sr. Rodriguez es

un cuadrado perfecto. El Gnico
9 cuadrado perfecto entre 1834 y
e 1897 es 1849 = 43°. Entonces
6 j = 43, a) horizontal = 1849,
= h=44,g =64, 1= 84. a) Ver-
6
3

tical es un cubo perfecto de cua-
tro cifras empezando por 1y
terminando por 8, tal nGimero es
sélo 12° = 1728. Por consiguiente
f — 264 es divisible por once, Sr.
Rodriguez tiene 24 nietos. Por
a) vertical Sr. Rodriguez naci6 el 12 de noviembre de 1849, enton-
ces ¢ = 48. d) Empieza por 7, termina por 8, para que sea divisible
por 9 debe ser igual a 738 = 9 X 82. Por consiguiente Sr. Rodriguez
tenfa 82 afios cuando nacié Pepe, es decir Pepe nacié en mayo de
1932. Entre el 19 de mayo de 1932 y el 1° de marzo de 1934 hay
669 dias. Entonces e = 663 y Pepe nacié el 7 de mayo. Finalmente
b = 83.
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Juan Gomez Mora.

Otras soluciones de: Joaquin Alvarez Arango, Ernesto Gutiérrez
Bodmin, Rail Lépez Araiijo, Guillermo Tello.

30. Dados los polinomios
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P = 1962° + 98x° -+ 394x™ + 197x° — 2104x" — 1052x* —
— 23262 — 1163x* — 600x — 300;

0 =24 4+ 2° + 8 + 4«".

Hallar los valores de x que satisfagan a la ecuacién P / Q = 0.

(Escuela de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos, Examen de
Ingreso, Madrid, 1949).

Solucién. P/ Q — 0 tiene las mismas soluciones que P = 0, a
no ser que haya raices comunes. Se puede transformar P:

P =98+« 2x + 1) + 197x° (2x + 1) — 1052x* (2x + 1) —
— 11632 (2x + 1) — 300 2x + 1) = (2x + 1) (98" + 197x° —
— 1052x* — 1163x° — 300),

Q=22+ +8x+4)=2"["C2x+1)+
42x+ 1] =2 Qx4+ 1) (=* +4).

Los dos polimonios tienen comun el factor 2x + 1; la descompo-
sicién de Q sugiere la posibilidad de que x* + 4 también sea factor
de P; al reemplazar en P, x* por — 4, da efectivamente 0 y se puede
dividir P por x* + 4, lo que da

P= Qx4 1) (2 +4) (982" — 195¢" — 272¢* — 75).

Busco una raiz entera para ¥° en el Gltimo paréntesis; debe ser un
>

divisor de 75. Después de ver que -+ 1 y — 1 no son raices, ensayo
x* = 4 3,y veo que si es raiz. Dividiendo obtengo:

P=(Qr+1) (+4) (& —3) (98x' + 9x* +25).

El Gltimo factor es ahora bicuadrado, de modo que sus raices se
sacan de la férmula. Son, para x*, —1/2 y —25/49, lo cual da para
ese paréntesis la descomposicién: (2x* + 1) (494" + 25).

Finalmente:

P=Qx+1) (£ +4) (¥—=3) (22" + 1) (49 + 25).
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Luego
P _(QrA1) (4 (—3) (2F + 1) (495 +25) _

0 24+ 1) (#+4)

Pt

_ (#—3) (22 1) (49" + 25)

X

se anula para x = =£ V3, x == N2/, x =% i5/7.

Siendo el grado de Q superior al de P, se puede agregar
x === .

Guillermo Tello.

34. Sea ABC un triangulo, a, b, ¢ sus lados y a, B, 7y sus angulos.

Pongamos
at+&+¢
- 2
Sy =§—a, s = 5s— b, s, = 5 — ¢,y sean p, p; p», p; los radios de
los circulos tangentes al tridngulo. Demostrar que el area T del
tridngulo es 1gual a

T:P5:P1 $1 = P2 S2 = P3 3.

Solucién. Sea O el centro del circulo inscrito y O el centro del
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circulo tangente exteriormente al lado @. Entonces

b
T = TOCA+ TOAB+ Togc — %— + BZS + - = ps,

T=Toca+Toa —Tosc= &22 + P_]zﬁ == Pl—za = pP1 Sy,

y las otras dos expresiones se obtienen intercambiando los vértices

entre si.
Joaquin Alvarez Arango

Otra solucién de: Ivdn Restrepo Lince (Colegio San Ignacio,

Medellin).
35. (Continuacién). Demostrar que
T = ss, 2g (a/2) = ss: tg (B/2) = ss. 2 (v/2),
y que
T = 5.5 ctg (af2) = 185 ctg (B)2) = 5152 ctg (v/2).
36. (Continuacién). Demostrar que
T = pp ctg (a/2) = pp: ctg (B/2) = pp= ctg (v/2),
y que
T = p2ps g (0/2) = pips tg (B/2) = prp: 1g (¥/2).

Solucién a los problemas 35 y 36. Sean T, T, T los puntos en
los cuales el circulo inscrito toca al tridngulo y 7%y, T”s, T; los pun-
tos en los cuales el circulo tangente exteriormente al lado « toca
los lados, resp. las prolongaciones de estos (véase fig.).

Entonces

CTl o= CT:, AT_; — AT;;, BT:; == BTl,

a — CT] ‘{" ]jTl = 5§ — [1T2,
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es decir
AT, = s — a = 54,
y de la misma manera
BT; = $;, €T, = 3.
Por otro lado
BT~ = BT/, CTy = CI3 ATy = ATy,
entorices
AT = s, BTy = s—¢ = 53, CTy = &

Puesto que O es el punto de interseccién de tres bisectrices interio-
res y O’ es el punto de interseccién de una bisectriz interior y de dos
bisectrices exteriores, del tridingulo rectingulo BOT,;, que tiene
4ngulo B/2 en B, resulta

p = S g (18/2)’

del tridngulo rectingulo BO" T";, que tiene 4ngulo 90° — (B/2) en
B, resulta

pr = 53 ctg (B/2), ss = pr tg (B/2)
y del tridngulo 4O’ Ty, que tiene 4ngulo a/2 en 4, resulta
s = p; ctg (af2).

Reemplazando en estas relaciones T = p;§; = paSy == p3s3 = ps§
(Problema 34) obtenemos

T = 55218 (B/2) = s155 ctg (B/2) = ppa ctg (a/2) =
= prps 2g (B/2).

Las otras expresiones se obtienen intercambiando los vértices

4
entre si.
Joaquin Alvarez Arango.
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37. Sea ABC un tridngulo rectangulo en 4. Sea AH la altura
perpendicular a la base BC. Pongamos BC = a, AC = x, AB =y,
AH =k

a) Calcular 4 en funcién de g, x, y.

b) Dar en funcién de x, y la expresién del volumen V generado
al girar del tridngulo ABC alrededor del lado AB.

¢) Dar en funcién de «, y la expresién del volumen V” generado
al girar del tridngulo ABC alrededor del lado AC.

d) Determinar la condicién para que la suma V + V' sea igual
al volumen S de la esfera con centro A4 y tangente a BC.

e) Dados a y 4, determinar x ¢ y para que V + V’ = §. (Cudl
es la condicién para que el problema sea posible?

(Bachillerato, 12 parte, Lyon, Francia, 1948).

Solucién. a) Los tridngulos ABC y HAC son semejantes, en-
tonces

A Ry
a % a
b po Ty
) 3
2
P B2 Y
c) V' = 3
d) La condicién es
4 h? 2yt , 7
7; =S 47’5‘;3)’ =V + V' = ~—‘g— Xy (x + y),

es decir
gyt =4d" (2 +y).
e) x e y deben verificar

h*
4y = T

a
. . 9 ]
y se necesita que sea x + y > a, es decir @~ < 4h*, a < 2h.
Ernesto Gutiérrez Bodmin.

Otra solucién de: Juan Gomez Mora.
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