GRANDES NUMEROS PRIMOS
Por THOGER Banc'

En las escuelas danesas la teoria de los ntimeros se ha ido res-
tringiendo gradualmente hasta no incluir sino la demostracién de
la descomposicién univoca de los nimeros enteros en nimeros pri-
mos y la demostracién del teorema clasico de EucLmks sobre la
existencia de un ndmero primo arbitrariamente grande.

Desde hace menos de un afio el pénsum incluye también el teo-
rema de FermaT: Si p es primo, entonces p divide a a® — a,
cualquiera que sea el valor de a. Respecto de lo que sigue debo
recordar una demostracién de este teorema, frecuentemente em-
pleada. Del desarrollo binomial se tiene

@+ —(a+1)=4d"—a+

(7)o (8 )b, 21)e ]

que muestra que si p divide a 4" — @, también dividird a
(a+1)"—(a+1), puespara 0<j<p todos los coeficientes

binomiales

/P)ZP(P—I).../p—j+1)
\ 7 FEF=1) .0 2k

evidentemente contienen a p como factor primo. De alli se prueba
el teorema por induccién, pues inmediatamente se ve que es valido
para a = 1.

Aunque se sabe que existen infinitos niimeros primos®, no se
puede dar concretamente una serie infinita de ellos. En toda época

1 Conferencia llevada a cabo en marzo de 1953 en la Asociacién de Profesores de
Matemiticas de las Escuelas y Seminarios de Dinamarca. Traducido de Nordisk
Matematisk Tidskrift, vol. 2 (1954), pp. 157-169, por Q11O DE GREIFF.

2 Ver Vol. I1., pp. 15-16 y pp. 21-22 de esta Revista. (N. del T.).
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ha habido un nimero primo méaximo conocido; dos famosos de tales
“récords” entre los nmeros primos son el nimero de EuLer

%1 — 1 = 2147483647
y el de Lucas
T — 1 = 1701 41183 46046 92317 31687 30371 58841 05727.

Diré algo mas aqui sobre como se pueden determinar tales gran-
des ndmeros primos, y sobre el “récord” actual.

No tiene nada de casual el hecho de que ambos nimeros mencio-
nados sean de la forma 2" -—1, es decir una potencia de 2 dismi-
nuida de 1, pues los ndmeros de esta forma son, como vamos a
verlo, particularmente faciles de investigar. En el caso de que 2" —1
sea primo, lo designaremos abreviadamente por Mu.. Ya EucLipes
se interesé por los nimeros Mn, y mostré en el pasaje final de
sus libros sobre teoria de los nameros (IX, 36) que si 2" — 1 s
primo, entonces 2" —' (2" —1) esun “namero perfecto”, es decir,
un namero que es igual a la suma de sus divisores propios. Por
ejemplo, si se tiene M, = 3, esto nos da el namero perfecto 6
(que tiene como divisores propios 1, 2 y 3, cuya suma es 6); otro
namero primo es Ms — 7, que conduce al nimero perfecto 28
(cuyos divisores 1, 2, 4, 7 y 14 suman 28). Mucho tiempo después
EuLer mostré que no existe ninglin otro nimero perfecto par que
no sea del tipo dado por EucLipes. Que haya nmeros perfectos
impares es hasta hoy una cuestién no resuelta; si los hay, deben en
todo caso ser bastante grandes y complicados de formar.

. . /.
Antiguamente se conocian en todo caso los primeros numeros
primos Mn, a saber

M3:3,M3:7,M;j31,M7:127-

Se tienen manuscritos de la Edad Media, en los que se ha continuado
esta serie, en la creencia de que todos los valores impares de #  con-
ducifan a nimeros primos Mu, asi 2°—1=>511,2" —1 = 2047,
2" 1 =8191,... En el Renacimiento, entre tanto, se concluyé que
esto es erréneo, pues 511 = 7 X 73 y 2047 = 23 X 89, mien-
tras M, es realmente nimero primo, hallindose también los dos
siguientes nimeros primos Mn, asaber M,; y M.

Estos son nimeros de seis cifras, y por lo tanto es practlcable su
1nvest1gac10n por medio de divisién por todos los niimeros primos
hasta la raiz cuadrada. Pero para ntimeros grandes la labor por este
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método es altamente dispendiosa; hay otros, que fueron creados cuan-
do Fermar (1601-1665) fundé la teoria de los nimeros propiamente
dicha.

En primer lugar debe advertirse que 2" — 1 s6lo puede ser
niimero primo cuando el exponente mismo 7 es también nime-
ro primo, pues si 7 — pg, entonces 2" — 1 = (7“)“ — 1 serd

divisible por 2" — 1. Esto concuerda con lo dicho, pues 2° — 1 =511
es divisible por 2*—1 =7 (y datambién base para tener en cuenta
solamente los valores impares de 7, para 2>>2). En todo lo
que sigue, en consecuencia, supondremos que 7 es un namero
impar primo. Pero el ejemplo #» = 11 muestra que /a condicién
de que n sea un nidmero impar primo no es suficiente para afir-
mar que 2" — 1 es primo. Se ve como justamente trabajando con
estos problemas llegé FeErmaT al teorema mencionado al comienzo,
y es seguro que por medio de él mostr6 que cuando # es primo
los divisores enventuales de 2" — 1 son de la forma An + 1,
donde /4 designa un nGmero entero; como los divisores son im-
pares y 2 es impar, se deduce que /4 debe ser un ndmero par.
Se ve cémo esto estd de acuerdo en el caso de los divisores de
2 — 1, queson 23 =2 X 11 +1 y 89 =8 x 11 + 1.
En la continuacién de los trabajos de Fermat varias condiciones
fueron establecidas por EurLer (1707-1783), que entre otras cosas
muestran que estos divisores eventuales deben ser ademas de las for-
mas 8 — 1 u 84 + 1 (siendo %~ un nGmero entero);
divisor 23 es del primer tipo, mientras 89 es del segundo.

Tales teoremas restringen el niimero de posibles divisores y faci-
litan por lo tanto los calculos. FErmAT encontré que 2" — 1 es
compuesto para una serie de valores de 7, pues hallé diviso-
res de ellos, y EULER mostré que el namero 2*' — 1 antes citado
es primo, puesto que probé que no hay divisores de este niimero,
menores que su raiz cuadrada, lo que demanda varios dias de trabajo.

Entre los contemporineos con quienes FERMAT intercambid sus
ideas matemdticas estaba el monje franciscano MersenNE (1588-
1648) especialmente conocido por sus obras sobre teoria musical,

o2 .y . . ’ . ’
aunque publicé también libros sobre cuestiones de fisica (las teorias
de GavriLer) y de matematicas. Manejé entre otros los nimeros pri-
mos Mnx, vy por esto (un poco accidentalmente) fueron mas tarde
llamados nimeros de MERSENNE.

MEersenNE estableci6 la hipotesis concreta de que mas alla de los
conocidos en su tiempo, los siguientes exponentes 7 que condu-
cian a nGmeros primos eran
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31,67,127,257,

y tenia la hipétesis general de que los valores convenientes estaban
en las cercanias de potencias de 2. El valor 31 fue, como se dijo, co-
rroborado por EuLer mis de cien afios después, y en 1947, como se
verd, se completé una investigacion sobre todos los nimeros hasta
257; muestran ellas que, de los otros tres propuestos hay uno co-
rrecto (127) y dos incorrectos. Por otra parte la hipétesis expresa
una idea correcta, por cuanto los niimeros rapidamente van hacién-
dose mis escasos en la serie; en realidad, entre 31 y 257 (inclusive)
no hay cuatro sino cinco valores convenientes entre los 45 nimeros
primos que se encuentran en este trecho.

Antes de seguir adelante construyamos una grafica de los ex-
ponentes 7. En la figura de esta pagina se toman las # como
abscisas y como ordenadas el nimero de los nimeros de Mer-
SENNE con exponentes menores que o iguales a 7. Se obtiene por
tanto como curva una linea en escalera, que salta en una magnitud
1 en los puntos que corresponden a los exponentes utilizables.
Pero como éstos ripidamente llegan a distanciarse notablemente,
hemos empleado en el eje de las abscisas una escala logaritmica con
el fin de obtener una figura razonable.
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2304 ---=---===-=-""%-

Euler s
Fermat ___}Mer‘lsenne
Renacimiento |
Antigﬁedad :‘?}:
s 7 o3 s | sw e
2 5 1319 6L 100 521 1209 2281
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En esta figura se aprecia qué pequefia fue la labor alcanzada en
el perfodo brillante de la teoria clasica de los nimeros (1600-1800),
que sélo logré el escaso avance de un peldafio frente a los siete pre-
viamente existentes; pero para apreciar la contribucion precedente
hay que considerar la escala logaritmica. Con esta base la adicién de
los Gltimos tiempos a la curva resulta sumamente imponente. Con
trazo punteado se inicia la hipdtesis de MERSENNE; y se ve que aun-
que sélo se da una parte de la curva, que en parte resulta correcta.

Con el ntimero de EuLer M, el resultado para el mayor ni-
mero primo conocido fue conquistado entre los niimeros de MEr-
SENNE, y este resultado desde entonces, con excepcion del corto pe-
riodo 1951-1952 (véase pag. 56), se ha mantenido. Pero primero
debié transcurrir casi un siglo antes de que aquel resultado fuera
mejorado.

Alrededor de 1800 hébiles calculistas hallaron factores del si-
guiente nimero 2" — 1, y en 1886 SgeLHOFF probé que

M
My =2 —1 dividea 3 ® — 3, y concluyé aplicando el teo-

rema de FErmaT que Mg, es nGimero primo. Pasado algn tiem-
po se hicieron oir voces que advertian que el teorema de Fermat
sélo da una condicién necesaria pero no suficiente para que un ni-
mero fuera primo; desde entonces se han emprendido las investiga-
ciones suplementarias para demostrar que Mg, es realmente un
ntimero primo. Otra falla en la hipétesis de MersENNE fue mostrada
por F. N. CoLt quien hacia 1900, en una conferencia anunciada en
la American Mathematical Society, nada dijo al respecto, pero en
una clase adicional calcul$ con auxilio de tablas

1937 07721 X 76 18382 57287 'y 2.

El Gltimo nimero es mayor que el primero en una unidad, y por lo
tanto 7 = 67 no corresponde a exponente de un nimero de Mer-
SENNE; es caracteristico en este calculo el que desgraciadamente un

- control efectivo resulta tan prolongado como el cilculo aritmético
mismo.

Pero anteriormente, en 1876, habia ocurrido algo mucho mas
importante en la teoria de los nimeros de MersenNe. El nombre
principal entonces es el de Lucas (1842-1891), matematico francés,
mas conocido por otra parte por sus libros sobre matematicas de
los juegos y matematicas recreativas.

También Lucas se habia sentido incomodado por el hecho de que
el teorema de FermaT sélo procurara un camino, ¢ ide6 en con-
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secuencia un teorema que da una condicién necesaria y suficiente
para que 2" — 1 sea namero primo. En el teorema de Fermar
(después de una obvia divisién por ) interviene la cantidad *
p — 1, mientras que para un nimero p de MErSENNE evidente-
mente es la cantidad 2" = p 4+ 1 la cual debe entrar en un criterio
sencillo y es ésta que usé Lucas en su teorema. Vamos a demostrar
éste, comenzando con algunas consideraciones generales.

Supongamos que existen dos sucesiones Cwm y Sw de nlimeros
enteros, m = 1,2, ..., que satisfacen las férmulas

(1) Smil — Sm CliSl Cm
y
(2) sz + ﬂ82m = 1,

donde @ esun nimero entero 5= 0. Se tiene

TeoreMa 1. Todos los indices r, para los cuales S: es divi-
sible por un cierto nimero primo impar p, son (en caso de que
realmente se encuentre alguno) justamente todos los multiplos del
menor de dichos indices ro.

Puesto que poniendo /= ro en (1) y empleando signo positivo
se ve que con Sw también Sm .r, es divisible por p, vy por lo
tanto con S, también S, , Sa, , ... son divisibles por p.
Y aceptando que ademds de estos indices se encuentre an un indice
r tal que Aro <r< (h + 1) ro (h entero), que gozara de la
propiedad, entonces en (1) se puede poner con signo negativo
m=1r y ! = hro, y se tendrd que r — Aro también goza
de la propiedad, en oposiciéon a que ro fuera el minimo valor.

Teorema 1. Todos los indices 1 para los cuales C:  es divi-
sible por un nimero dado primo impar p son justamente todos
los multiplos impares de ro/2, donde ro es el indice menciona-
do en el teorema 1 (ya que tales indices r ocurren sélo si existe
un to, y que éste sea ndmero par).

Puestoquecon m =/=r en (1) setiene Ser=25:Cr; por
consiguiente si p divide a Cr, p en consecuencia divide a
S2r, y por lo tanto 2r es un maltiplo de 7o, y si viceversa 2r
es un maltiplo de 70, entonces p dividea Cr oa Sr. Pero

3 Es decir el teorema de FErmat se puede enunciar también en la forma siguien-
te: Si p no divide a a, entonces divide a?—1—1. N, del T.).
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(2) muestra que p no puede dividir al mismo tiempoa Cr ya
Sr. Concordando estas aclaraciones se obtiene el teorema II.

Las férmulas (1) y (2) recuerdan férmulas trigonométricas cono-
cidas; y podemos transformarlas poniendo

sen mt

(3) V. iCni= cos mt ;S = a = sen’t =1 — cos’t.

sent

Obtenemos asi un ejemplo en que las dos sucesiones Cm y 8w
satisfacen (1) y (2), con sélo elegir un valor para ¢ y asi utilizar
la definicién (3). Si se pide que las sucesiones deben constar de
nmeros enteros, automaticamente se cumplird esto cuando sim-
plemente C, = cos ¢z sea entero, pues es sabido (lo que se puede
probar por induccién) que

%) cos mt = P (cost) y M:Q(cosl),

sen 't

donde P (cost) y Q (cost) son polinomiosen cost con coe-
ficientes enteros.

Deseamos utilizar adelante un valor de # para el cual
cost = 2.

Asi abandonamos la trigonometria elemental, pero las funciones tri-
gonométricas pueden prolongarse en funciones de variable compleja,
y para determinados valores de esta variable puede el coseno tomar
el valor 2. Lo esencial para nosotros es que también para variables
complejas sea valido todo el formulario habitual, tal como (1), (4) y
(2), donde ahora ¢ = — 3. Ademis, se encuentran férmulas que dan
relaciones entre las funciones exponenciales y las trigonométricas, a
saber, por ejemplo

e*=cosz+isenz y co:z:%(e‘"{—e—")
Elegimos ahora # tal que
g sl T
5 /2 /__ - / S
5) e vl

y por lo tanto
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De aqui se tiene

t=24+\V3y e—*=2—-3

tal que cost = 2, como arriba se menciona. Ademas se tendra
L : ity Top
CospE= — (M 4 ¢ — M) = -;-[ C+V3I"+ 2—V3)']

Si se desarrolla segtin la féormula binomial, las potencias impares de

\/3 se eliminarin, lo que da

cos pt = X ( P) el /3y,
jpar \ ]

Si ahora se supone, como antes, que  p - €s un nimero primo impar,

entonces, (ver pag. 45) d1v1d1ra todos los coeficientes binomia-

les que ocurran, excepto j = 0, y por lo tanto p dividira a

cos pt — 2°. Como por el teorema de FErMAT s ve que p divide

a 2’—2, ycomo 2 =cost, secobtiene el

Teorema III. 8¢ p es ndmero impar, divide a cos pt - cos t.

Por otra parte se ve casi inmediatamente que la demostracién
y el teorema son validos cuando cos ¢z es un ndmero entero cual-
quiera. Este teorema general puede entenderse como la formulacién
trigonométrica del teorema de FErMAT.

Del teorema III se sigue que p dividird a

E—Zﬂt.§€72£—;—lt: B8, .3 Sy

2 2 b

cost pt — cost — — 2 sen

y esto, en combinacién con el teorema I, conduce al

Teorema IV. Parg todo ndmero primo p >3 existe un indice
ro (de la forma mencionada en el teoremal ), y éste divide a (p+1)/2

oa (p—1)/2.
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Después de estos preparativos podemos demostrar el teorema de
Lucas.

TEOREMA PRINCIPAL. Sean: n > 1 un ndmero impar y cost =2.
La condicion suficiente y necesaria para que 2"—1 sea nimero
primo es que 2"—1 dividaa C u—2 = cos (2" °t).

Que la condicién es suficiente se ve asi: sea p un divisor primo
de 2"—1; no puede ser 2, ni, puesto que 7 es impar, tampoco
3. En virtud del teorema IV a p corresponderd un 7o, y en vir-
tud del teorema Il es 2"—* igual a un multiplo i nnpar de 7o/2;
aqui el factor impar debe ser 1, y 7o en consecuencia igual a
2" — ' Se ve por el teorema IV que 7o divide a (p = 1)/2
y 2 = 1 es por lo tanto un maltiplo de 2". Puesto que
p < 2" — 1 queda la Gnica posibilidad de que p mismo sea
igual a 2" — 1, que asi es un nimero primo.

Se ve que esta prueba de que la condicién es suficiente puede ser
efectuada sin alteracién, independientemente del nimero que se
haya escogido como valor de cosz, cuando simplemente
—a=(cost—1) (cost + 1) esprimocon 2"—1. La pruecba
de que la condicién es necesaria, la cual vamos a dar ahora, toca por
otra parte con las propiedades del nimero 2 en la teoria de los nime-
ros en cuanto a que aquel puede ser reemplazado por ciertos otros
enteros, por ejemplo 26.

Sea p un namero primo impar. Utilizando (5) y (6) se tiene

2 cos p_;-_t — o (P 1ity2 4+ e—C+ 1yit/2 __

i —— P41 ey — . P41
/3 /1 ERRTE
(|'7+V7 +V5-V5)-
Al desarrollar los términos por la férmula binomial se eliminan en-
tre sf las potencias impares de \/1/2, dando

2 +0/2 cos ——p_; 1 T —

= 204123 f’+1> <|/3> (]/1)”1_1_

jpar \
(p + 1) /2
—ae (P + 1>3l.
2

l—o
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Exactamente de la misma manera como se probé al demostrar el
teorema de FermaT, se ve que p divide todos los coeficientes bi-
nomiales que aparecen, con excepcion del primero y del Gltimo, que
son ambos iguales a 1; y p por lo tanto divide a

204+ ros [7—2{-1 t—30+N2 1 =

(7)
= 2®+1/2 (o5 f’__;” t+ 1) —[2C+D2 4 30+92 4 1],

Suponiendo ahora que 2" — 1 sea un nimero primo impar p,
un calculo sencillo demuestra que p es de la forma 244+ 7, don-
de 4 es un entero. Para completar la demostracion podemos
ahora utilizar la teorfa clasica de los residuos cuadraticos. Para la
forma especial referida de p es 2 residuo cuadratico, mientras
que 3 no lo es, o sea

20 =172 =1 (modp),3"°—N"* = — 1 (modp).

De aqui se deduce que p divide el Gltimo paréntesis de (7), y que
p en consecuencia dividird también a

cos —— il t+1= (505&1,5)2

2 4
y por lo tanto a cos [(p+1) /4] = cos (2"—*¢), con lo cual
queda demostrado el teorema.

Los trabajos de Lucas en donde aparecen teoremas y cuestiones
del mismo tipo son muy dificiles de entender (sobre que las con-
diciones del teorema sean o no necesarias, por ejemplo, nada dice),
y entre los matematicos ¢l teorema durante mucho tiempo ha ju-
gado un papel mal juzgado. Sélo durante la Gltima generacién han
apareado varias demostraciones exactas (entre otras una de D. H.
LenMer quien —lo mismo que antes su difunto padre D. N.
LEHMER— ocupa una posicién de comando en el terreno de los calcu-
listas de la teorfa de los ntimeros). El desarrollo aqui expuesto se
basa poco en aquellas demostraciones, pero estd construido sobre
una idea mencionada en sélo un lugar en Lucas.

En todo caso Lucas y otros emplearon teoremas para hallar
nuevos nimeros de MerseNNE. Los valores 7 = 89,107 y 127 dan
nameros primos Mn. El Gltimo de éstos, cuyas 39 cifras estin
transcritas en la pag. 46 fue encontrado ya por Lucas en 1876.
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Cuando se ha presentado un resultado tal de un calculo semejante,
puede dudarse de su exactitud, pero aqui se considera como muy im-
probable que una falla de calculo pueda dar un nimero que divida
a otro de 39 cifras, por ejemplo. Es mis dudoso afirmar con ayu-
da de teoremas, que un nimero no es primo porque las divisiones
no dan resultado; ademas hay una notable situacién por cuanto
hay nimeros que por demostracion se sabe que son compuestos,
pero de los cuales no se conoce ningin divisor.

Pero veamos un poco mas por qué el teorema significa un pro-
greso en los clculos. Si se quicre probar con posibles divisores hasta
la rafz cuadrada del ndmero, para comprobar si 2" — 1 es primo,
el trabajo crecerd exponencialmente con 7, aunque se tome en
consideracién la facilidad arriba mencionada. Una investigacién tal
para el nimero M7 darfa trabajo completo durante algunos siglos
a toda la humanidad, suponiéndola formada sélo por hébiles calcu-
listas, y requeriria un recipiente de tinta de las dimensiones del Lago
Negro (Sordedamssoen) en Copenhague*.

El teorema de Lucas requiere por lo tanto solamente el conoci-
miento de las sucesiones de nimeros C,, C,, C. ...y éstas pueden
con facilidad ser formadas sucesivamente, mediante Cz2j = 2C*% — 1
(férmula para el coseno del dngulo doble). Una inspeccién de

2" — 1 requiere en consecuencia esencialmente s6lo 7 elevacio-
nes al cuadrado. Aqui se puede sin embargo observar que la suce-
sion C:2,C,, ... crece tan grandemente que apenas puede ha-

blarse de escribir sus elementos mas alld de los primeros diez o
doce. En la practica se puede, en consecuencia, en la investigacion
de un determinado Mn = 2" — 1, tomar siempre el residuo R,
obteniendo asi por divisién con Ma la forma 2R* — 1, y no
tomando residuos, etc. En total se ejecutaran por consiguiente 7 — 3
elevaciones al cuadrado de residuos de division (cada uno de los
cuales puede ser de la misma magnitud que M) y ademis igual-
mente muchas divisiones de Mn. Este trabajo, considerandolo
todo, es proporcional a 7° y crece en consecuencia mucho mas
lentamente con 7 que en el método anterior. Lucas pudo solo, y
en el curso de algunos meses, emprender el calculo de M, .

La resolucién por los residuos de division es la mitad del tra-
bajo, pero esto condujo a emprender calculos en el sistema binario.

4 De acuerdo con informaciones del autor, este lago de Dinamarca tiene una ca-
pacidad de 10¢ metros ctibicos, es decir, un millén de metros ctbicos, lo que equi-
vale a un cubo que tuviera de base una hectirea, o sea un cuadrado de 100 metros

de lado. (N. del T.).
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En éste el nimero 2" — 1 se escribe 11 ...11 (7 unos);y por
este mismo simple método se muestra en el sistema decimal que
376249 dividido por 999 da como residuo 376 + 249. Para algunos
M. existen calculos en el sistema binario impresos en forma de
hojas cuadradas provistas de cruces que marcan los niimeros unos,
mientras que los ceros no son dados.

Ultimamente se emplearon las maquinas ordinarias de calculo,
y gradualmente se logré investigar (H. S. UnLEer) todos los ntime-
ros 2" — 1 hasta el limite de MersenNg, 7 = 257, que fue
completado en 1947. Es este un largo y fatigoso trabajo. Por una
parte no se puede confiar en los calculos, y hay que someterlos a toda
clase de control. Por otra parte, estas maquinas calculan en el sis-
tema decimal, que es menos adecnado para este propésito. Y fi-
nalmente las maquinas no pueden trabajar directamente con los na-
meros de gran magnitud (hasta de 78 cifras) sin que giren hasta
la posicién inicial; con la multiplicacién no es esto tan absurdo,
pues simplemente se pueden repartir los nimeros en menores gru-
pos de cifras, que se multiplican conjuntamente, pero las divisiones
dan algunas molestias. Se hallaron asi pocos nimeros primos.

Las maquinas electrénicas de cilculo han abierto nuevas posibili-
dades. En Inglaterra se hizo la prueba de ir més alld del limite de
Mersenng; se llegd hasta 7 = 450 aproximadamente pero sin en-
contrar ningn néimero primo. Como mientras tanto habia interés
en establecer un “récord”, se utilizé en 1951 el nimero M;,; de
Lucas para hallar algunos niimeros primos ninguno de los cuales
mayor que aquél, y nmguno de ellos ndmero de MErseNNE (el co-
nocnmcnto sobre un nmero primo se obtiene al relacionarlo con el

“préximo”, empleando el teorema de FErmAT para la condicién ne-
cesaria y suficiente de que el nimero sea primo).

Un trabajo de calculo aun mas grandioso y también mas fecundo
en resultados ha sido llevado a cabo en el curso del afio 1952 con
una maquina llamada Swac, en Los Angeles. Esta, como todas las
maquinas electrénicas modernas de calculo, trabaja en el sistema bi-
nario, y por la razén antes mencionada las investigaciones sobre los
nameros de MerseNNE con el auxilio del criterio de Lucas dan ob-
viamente un trabajo sumamente adecuado para tal miquina. Se han
controlado todos los resultados previos y se ha proseguido sistemati-
camente con todos los posibles exponentes 7 de MerseNNE. Por razo-
nes de control todos los calculos se efectan por lo menos dos veces con
un intervalo minimo de una semana, para no cometer un error opues-
to, independientemente (sea por la maquina o por quienes la mane-
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jan); ademds la maquina es revisada antes de rendir informe, y los
cilculos son efectuados casi como “tiempo libre de trabajo” de la
maquina.

La méquina calcula ripidamente; el nimero M,;,; de Lucas
puede ser controlado en un par de segundos, y la duracion del
examen de un Mu es del orden de magnitud de 10— 2" se-
gundos. Una comparacién con la duracién sin auxilio mecanico lleva
a considerar la contribuciéon de la maquina como equivalente al
factor 10 —°.

Se ha comprobado que hay una laguna sorprendentemente
grande en la serie de los exponentes de MEerseNNE después de 127,
como que los dos siguientes, que fueron encontrados en enero de
1952, son 521 y 607. Mas tarde en ese afio se encontré el 1279, y
finalmente en octubre los dos mas grandes exponentes hasta enton-
ces conocidos, 2203 y 2281. En consecuencia se conocen en total 17
nGmeros de MERSENNE, sus exponentes estin dados en la figura de
la pagina 48.

Se podria creer que sélo basta seguir calculando asi pero la cosa
no es tan sencilla. En realidad se llevé a cabo un programa que
iba hasta el estudio de los posibles valores de 7 hasta 2304, y fue
sumamente interesante ver que hasta este limite sélo se hallaron dos
exponentes mas.

Cuando se establece un limite, naturalmente se tiene en cuenta
que el trabajo va creciendo gradualmente; una Gnica investigacién
del exponente 2281 dura asi 66 minutos, que con la medida pecunia-
ria establecida para una miquina electrénica de calculo no es cier-
tamente insignificante. Pero el limite mencionado fue también fi-
jado de acuerdo con la construccién misma de la maquina. La ma-
quina en cuestién es de un tipo de “memoria” muy rapida en la
accién, pero por otra parte comparativamente pequefia; puede abar-
car hasta 256 nimeros de 36 cifras (en el sistema binario). La mitad
de la memoria debe reservarse para fines de control y direccién en
los cilculos, y en las circunstancias ordinarias del calculo un residuo
R de divisién debe llenar a lo sumo una cuarta parte de la memo-
ria, que para 7z da el limite sefialado 14 X 36 X 256 = 2304.

Se ha hecho por diversién el clculo de M,u, en el sistema
decimal, y aunque pueda decirse que es esta una cuestion indiferente,
voy sin embargo a mostrar c6mo se ve este hasta ahora maximo nu-
mero primo conocido. Tiene 687 cifras, como sigue:
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2281 1 = 44 60875 57183 75842 95711 51706 40210 18098
86208 63241 28599 01111 99121 99634 04685 79282 04733 69112
54526 90039 89026 15324 59311 24316 70239 57587 05693 67936
47909 03497 46114 70710 65254 19335 39381 24978 22630 79473
12410 79887 48690 40070 27932 84288 10311 75484 41080 94878
25249 48667 60969 58699 81289 82645 87759 60289 79171 53696
25030 68429 61733 17021 84750 32458 30091 71832 10491 60501
57628 88660 63721 45501 70222 59251 25224 07682 96054 27173
57396 48129 95250 56941 24807 20738 47685 52936 81666 71284
48311 90877 62060 67866 63862 19024 01185 70736 83190 18864
79225 81041 47140 78935 38656 24979 68178 72912 76295 94924
41196 09613 86713 94627 98992 75006 95491 71397 58796 06122
38033 93537 38103 46664 94402 95105 20590 47968 69325 53886
47930 44092 51041 86817 00964 01717 64133 17241 81328 36351

Después de haberse calculado tantos exponentes de MERSENNE
podria esperarse que el sistema para lograr el calculo seria evidente.
Pero parece que no es éste el caso. Una sola observacion, que tiene
que ver con la hipétesis antes mencionada de MERsENNE, puede ser
ahora expuesta, o sea que los nimeros primos 3, 7, 31 y 127, que son
ntmeros de MERSENNE, también son exponentes de MERSENNE. Su-
puesto que esto fuera una ley general se podria concretamente dar
una sucesién infinita de nimeros primos, pero serfa terriblemente
larga su determinacién. Calculando las probabilidades puede darse
la razonable aunque distante afirmacién de que el nimero de ex-
ponentes hasta un limite dado N crece proporcionalmente con
log N ; esto significa que la linea escalonada de la figura crece li-
nealmente, lo que parece ser cierto aproximadamente.

Junta con el nimero de MErsENNE se habla a menudo del “nt-
mero de FErmaT” como una sucesién de nimeros que contiene gran-
des nimeros primos. Se entienden estos como niimeros primos de la
forma 2" 4 1. Seconocen cinco nimeros primos de este tipo, sien-
do el mayor 2'® + 1= 65537. Se ve facilmente que 7 debe ser
una potencia de 2, y esto tiene como efecto que, aunque se puede
construir una teoria sobre ellos, aniloga a la de los nimeros de
MErseNNE, ella no tendria tan gran interés, pues la sucesién de na-
meros crece rapidamente mas alld de lo que es accesible para el
calculo. Los menores nimeros 22" + 1 cuyo caricter de primos
es desconocido, provienen de m = 10 (éste, sin embargo, es ac-
cesible al cilculo electrénico) y de m = 13 (éste escasamente lo
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es). Se ha probado que sus eventuales divisores tienen la forma
h.2"+% 4+ 1, donde % es un nimero entero, y con ayuda de
esto se han obtenido divisores para una serie de valores m. Es-
pecialmente para m = 73 (MoreHEAD) se ha comenzado por en-
contrar que 5 X 2 + 1 es divisor; este resultado puede consi-
derarse como negativo para el problema propiamente dicho, pero
por otra parte se ha probado que 5 X 2™ 4 1 es un namero
primo.

De diversas maneras se han encontrado otros grandes nimeros
primos, aunque ninguno de ellos se puede comparar con los men-
cionados antes. Concluyo dando un ejemplo pintoresco (debido a
KRrarrcHk), o sea el nimero de 23 cifras (en el sistema decimal),

1111111111113 111111111 .

Adiciones y correcciones:

Como consecuencia de un cilculo de R. M. Rosinson, quien di-
rige las investigaciones mencionadas con la Swac, se ha dado res-
puesta en 1953 a dos de las cuestiones de que se habl) atrds. Con
una maquina electrénica de calculo de la Universidad de Illinois se
ha emprendido una investigacién de 2*'"' — 1 que demuestra
(supuesto que no haya habido error de calculo) que este nmero no
es primo. Como 8191 es el nimero M1z de MErsenNE, refuta esto
la hipédtesis de que todo nimero de MERSENNE sirve como exponente
de MersenNE. En la maquina Swac se ha estudiado posteriormente
el ntmero primo eventual de Fermar 22" 41, donde m =10,
demostrando el cdlculo que también este nimero es compuesto. El
resultado serd prontamente reafirmado, pues parece que se ha de
encontrar un divisor de este namero.

Universidad de Copenhague
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