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ABSTR.ACT. We present several examples of A-convex algebras, highlighting
some differences between them and m-convex algebras, namely, expression of
the spectrum of an element, Jacobson radical, continuity of the product, com-
pletion, etc.
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ABSTRACT. Nous presentons ici divers exemples cl'algebres A-convexes qui met-
tent en relief quelques differences entre celles-ci et les algebres m-convexes: ex-
pression du spectre d'un element, radical de Jacobson, continuite du produit,
completion, etc.

O. Introduction
Apres les algebres localement multiplicativement convexes (a.l.m.c.) etudiees
par R. ARENS [5], E. A. MICHAEL [16] et d'autres auteurs, les algebres locale-
ment A-convexes (a.l.A-c.) ont fait l'objet d'interet chez plusieurs chercheurs
([8], [9], [17], [19], etc.). Le programme consiste a regarder quelles proprietes
des premieres restent verifiees par les dernieres,

En section 2, un contre-exernple [18] montre que l'expression du spectre
par l'interrnediaire des caracteres continus non nuls ne reste plus valide. Le
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meme exemple montre que le radical de Jacobson n 'est pas toujours ferrne (cf.
section 3).

En section 4, I'algebre des multiplicateurs d'une H*-algebre commutative
et de dimension infinie fait ressortir le fait que le porduit n 'est pas toujours
globalement continu [22].

La section 5 traite d'une topologie limite inductive d'algebres de Banach qui
n'est pas A-convexe et donc non m-convexe.

La section 6 est consacree a la v-saturation des algebres localement un i-
formement A-convexes (a.l.u.A-c.), que nous avons introduites a la suite de celIe
de saturation [23] qui s'est averee trop rigide. Le but poursuivi est l'obtention
d'un theoreme du type Gelfand-Naimark. Nous montrons que toute a.l.u.A-
c. unitaire, complete et v-saturee est algebriquement une sous-algebre ferrnee
(pour la norme uniforme) d'une algebre de fonctions continues sur un compact.

En section 7, il est montre que toute algebre localement A-convexes com-
plete est isomorphe a une limite projective d'algebres A-normees. Malgre une
affirmation de COCHRAN et al. [8], ce result at ne reste pas vrai sans l'hypothese
de continuite,

En section 8 on montre que les a.l.A-c. ne sont pas toujours completables
en de telles algebres, contrairement a ce qui se passe pour les a.l.m.c.

1. Preliminaires
Soit E une algebre complexe muni d'une topologie T d'espace localement con-
vexe separe donnee par une famille de semi-normes (p).,).,. On dit que (E, T)
est une algebre localement convexe (a.l.c.) si le produit (x, y) ~ x . y est
separernent continuo

(i) Une a.l.c. est dite A-convexe (a.l.A-c.) si pour tout A et tout x E E il
existe M(A, x) > 0 et N(A, x) > 0 telles que

p).,(x . y) ~ M(A, x) . p).,(y) , p).,(y. x) ~ N(A, x) . p).,(y),

pour tout Y E E.
(ii) Une a.l.A-c. est dite uniforrnernent A-convexe (a.l.u.A-c.) si M(A, x) =

M(x) et N(A, x) = N(x) ne dependent que de X.

(iii) Une a.l.c. est dite m-convexe (a.l.m.c.) si

quels que soient A et x, y E E.
Exemple 1. [8] Soint E = Cb(JR) I'algebre des fonctions continues et bornees
de JR dans C. On la munit de la topologie definie par la famille de semi-normes
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(Pr/»q" <P E C~(J~); C~(J~) etant l'algebre des fonctions <P E E tendant vers 0 a.
I'infini, definies par

pq,(f) = sup{lf(x)I·I<p(x)!: x E lR}.

C'est une a.l.u.A-c. qui n'est pas m-convexe.

Exemple 2. Soint C(lR) l'algebre des fonctions continues de lR vers C. On la
munit de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de lR. C'est
une a.l.m.c. qui n'est pas uniforrnement A-convexe.

Exemple 3. Si on considere l'algebre produit Cb(lR) x C(lR) on obtient une
a.l.A-c. qui n'est ni m-convexe ni uniforrnement A-convexe.

Exemple 4. [8] Soit E une algebre de Banach commutative et sans ordre, i. e.,
si x . E = {OJ alors x = 0, ou x . E = {x· y : y E E}. Considerons I'algebre
des multiplicateurs M(E) de E, c 'est-a-dire, I'espace des applications lineaires
T: E ----+ E telles que T(x· y) = x· T(y) = T(x) . y pour tout x et tout y. On
munit M(E) de la topologie definie par la famille (Px)xEE ou Px(T) = IIT(x)lI.
C'est une a.l.u.A-c. qui n'est pas m-convexe en general.

Dans la suite, nous adopterons les notations suivantes.

Si (E, r) est une a.l.c., nous designerons par Mtt(E) (respectivement, M(E))
I'espace des caracteres (respectivement, des car acteres continus) non nuls de
E. On ecrira Spx pour Ie spectre d'un element x de E.

2. Sur une expression du spectre
Dans une a.l.m.c. commutative complete quelconque nous avons la propriete
(P) suivante:

(P) Pour tout x E E, Spx= {X(x) : X E M(E)}.
Dans les a.I.A-c. cette propriete n'est pas vraie. Nous exhibons une classe
d'a.l.u.A-c. qui ne la verifient pas. Ce sont done des exemples d'a.l.u.A-c. non
l.m.c.

Contre-exemple. [18] Soint E une algebre de Banach commutative radicale
(i. e. dont Ie radical de Jacobson est reduit a. {OJ ) et a. unite approchee bornee
(cf. [7]). Elle est alors necessairernent sans ordre et n 'admet aucun caractere
non nul.

Considerons l'algebre M(E) des multiplicateurs T de E munie de la topologie
stricte (3 definie par la famille (Px)x, x E E, ou Px(T) = IIT(x)lI. C'est une
a.l.u.A-c. commutative unitaire et complete, cf. [8]; etant unitaire, son espace
Mtt des caracteres (algebriques) non nuls n'est pas vide. Et l'on sait que tout
X E Mtt est (3-borne [17]. Cepandant, comme E est a. unite approchee, elle est
(3-dense dans M(E), d'apres Ie theoreme 2.4 de [27]. Et camme E n'admet
aucun caract ere non nul, M(E) n'admet aucun caractere non nul (3-continu.
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Ainsi le spectre global M(M(E)) de M(E) est vide. Done M(E) ne verifie pas
la propriete (P).

Pour avoir un cas ou I'ensemble des caracteres continus non nul n'est pas
vide, posons E1 = M(E), E2 = C et F = E1 X E2, F munie des operations
usuelles et de la topologie definie par la farnille de semi-norrnes (qx)x, x E E,
avec qx(T, 0') = Px(T) + 10'1. Alors Fest une a.l.u.A-c. unitaire commutative
complete et telle que M(F) # 0; en fait, on a M(F) = M(Ed UM(E2). Soit
e1 I'unite de E1 et posons b = (e1'0). On a SPFb = SPE,e1 USPE20 = {1,0}
alors que {X(b) : X E M(F)} = {OJ (cf. [1]).

Remarque. II existe des a.l.u.A-c. dont les caracteres ne sont pas tous conti-
nus. Le contre-exemple precedent correspond a la situation extreme ou aucun
caractere n'est continuo

Remarque. L'algebre Cb(lR) est une a.l.u.A-c. commutative complete et non
l.m.c. [8]; et cependant, elle verifie la propriete (P). Done la rn-convexite n'est
pas necessaire pour avoir cette propriete.

3. Sur Ie radical de Jacobson

Dans une a.l.A-c. commutative complete, la propriete (P) implique que Ie
radical est ferrne. La propriete (P) rr'etant pas toujours verifiee, la question de
savoir si Ie radical est toujours ferme se pose naturellement. II s'avere que non.

Contre-exemple. Soit l'algebre M(E) de la section 2. II existe une norme
d'algebre de Banach sur M(E) [27] donc

Rad M(E) = {T E M(E) : p(T) = OJ,

ou p designe Ie rayon spectral.
En identifiant tout x de E avec Ie muItipIicateur Tx : y f--> xy, on injecte

E dans M(E) avec IITxl1 :s Ilxll. On voit aIors que E ~ Rad M(E) car E est
radicale. Mais E est ,B-dense dans M(E) et donc Rad M(E) ne peut pas etre
,B-ferme, car sinon on aurait M(E) = Rad M(E), ce qui ne peut etre, vu que
M(E) est unitaire. Pour plus de details voir [20].

4. Discontinuite du produit

Dans une a.l.A-c. Ie produit est separernent continu; iI est meme separement
continu pour toute semi-nor me P>. de la famille qui definit la topologie. II
reste a voir s'il est toujours gIobalement continuo Ce n'est pas toujours Ie cas.
Notre contre-exemple est l'algebre des multiplicateurs d'une H*-algebre. II est
inspire par Ie problerne 111 de [12].
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Une H*-algebre est une algebre de Banach E munie d'une involution * et
qui est un espace de Hilbert pour un produit scalaire (-, .) tel que

(a) Ilxll2= (x, x), pour tout x E E.
(b) Ilx*11= IIxll, pour tout x E E.
(c) x*· x =p 0, pour tout x E E - {O}.
(d) (xy,z) = (y,x*z) = (x,zy*), quels que soient x,y,z E E.

Dans une telle algebre commutative il existe toujours un systeme orthogonal
complet d'eIements idempotents et auto-adjoints [7].

Contre-exemple. Soit (E, II . II) une H*-algebre commutative de dimension
infinie. Nous pouvons, sans perte de generalite, supposer E separable. Soit
(el, e2,'" , ekJ ... ) un systeme orthogonal complet d'elements idempotents et
auto-adjoints. L'ensemble {Vk· ek : k = 1,2, ... } n'est pas borne car Ihll ~ 1
pour tout k, et il contient 0 dans sa fermeture faible ([12], problemc 111). Done
il existe une suite generalisee (ki)i d 'en tiers naturels telle que ("ff;.et}i converge
faiblement vers 0 (elle ne peut etre une suite). Pour tout k, considerons Ie
multiplicateur Tk defini par Tk (x) = k' . ek . x OU k' est la racine quatrierne de
k. On a IITKi(x)112 = ("ff;. ek" xx*), done IITdx)lI---:->0.

I

Mais At (x) = ki . eki . x, et donc, si nous prenons en particulier x =
(1, ... , n-1, ... ), alors At,(x) = eki' Ainsi IIAt,(x)11 ~ 1 pour tout i. Le
produit n'est done pas globalement continuo

Remarques.
(1) Le produit est globalement continu dans l'algebre Cb(lR) et dans toute

algebre de multiplicateurs M(E), ou E admet des factorisations, z.e.,
ou tout z de E s'ecrit x . y avec x et y dans E.

(2) Le produit est toujours globalment sequentiellernent continuo
(3) Le produit est toujours hypo-continuo

5. Limite inductive d'algebres normees
Soient E une algebre et :F = (Ei)i une famile de sous-algebre de E telle que

(1) E = Ui e,
(2) E, est une algebre norrnee , pour tout i.
(3) :F est dirigee avec injections continues.
On considere la topologie localement convexe la plus fine sur E rend ant

continues les injections canoniques Ii :E, ----> E. On la note TL· La question
explicitement posee par A. AROSIO [6] concerne la m-convexite de TL; en fait,
S. WARNER la souleve implicitement [26] en considerant la topologie localement
m-convexe la plus fine rendant continues les Ii.

Dans [6], il est montre que TL est m-convexe si :F est totalement ordonnee
et aussi si :F est denornbrable et E commutative. La reponse est negativa dans
Ie cas non commutatif.
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Contre-exemple. [24]Soit X un e.l.c. de Frechet. Une application linearie
T : X ---> X est dite fortement bornee s'il existe un voisin age V de zero tel que
T(V) soit borne [25]. Soit Bo la famille des disques ferrnes bornes de X et V une
base de voisinages de zero, forrnee de disques, telle que n{v: V E V} = {O}.
Notons par B(X) l'ensemble des operateurs fortement bornes de X. C'est une
sous-algbre de I'algebre .c(X) des operateurs bornes de X.

Si pour tout V dans V et tout B dans Bo tel que V ~ B on pose X(V, B) =
{T E B(X) : il existe a > 0, T(V) ~ aB}, alors

(1) les X(V, B) sont des sous-algebres de B(X);
(2) chaque X(V, B) peut etre muni d'une norme d'algebre par IITllv,B =

sup{IIT(x)IIB : x E V}, ou II ·IIB est la jauge de B dans l'espace XB
engendre par B;

(3) la famille (X (V, B)) devient dirigee avec injections canoniques si l'on
pose

{
VIJV2

(VI, Bd :::;(V2, B2) ¢=:> -
BI ~ r .B2, pour un certain r > O.

Maintenant, si nous posons

OBV = {T E B(X) : T(B) ~ V}, BE s; et V E V,

nous obtenons une base de voisin ages pour une topologie localement convexe T

sur B(X). Elle est separee et moins fine que TL. Ainsi TL est separee.

Notons que A(X) ~ B(X), ou A(X) est l'algebre des oper ateurs continus et
de rang fini de X. Nous concluons que TL n'est pas m-convexe, par Ie fait que si
X n'est pas normable alors A(X) n'admet aucune topologie separee dalgebre
pour laquelle le produit est globalement continu [10].

6. v-saturation
Cette section clarifie et complete quelques idees introduites par A. C. COCH-
RAN [9]. La definition qu'il donne de la saturation s'avere trop rigide. Nous
I'assouplissons et ameliorons les resultats qu'il obtient.

Nous rappelons d'abord quelques resultats sur les a.l.u.A-c.

Theoreme 6.1. [21] Sur toute a.l.u.A-c. unitaire et sequentiellemente com-
plete (E, T), il existe une norme d'elgebte de Banach 11·11 plus fine de T et ayant
les mesne barnes qu'elle ..

Theoreme 6.2. [19] Toute a.l.u.A-c. commutative unitaire et sequetitielle-
ment complete est elgebriquemeni une algebre de multiplicateurs. Si elle est
semi-simple, alors c'est une algebre de fonctions continues sur. un espace com-
pact.
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Definition 6.3. [9] Une a.l.u.A-c. est dite saturee si pour tout A et tout x
avec p),(x) = 1, il existe ma E M et mE M tels que

ma(x) = sup{y(m) : p),(y) ::; I},
au. y est la tr ansforrnee de Gelfand de y.

Lemme 6.4. Toute a.l.u.A-c. unitaire complete et seiuree est necesseiremeat
commutative et semi-simple.

Preuve. Soit p Ie rayon spectral. On montre que p = 11·11 (la norme du theorems
6.1). La serni-simplicite suit immediaternent. La commutativete est due a. un
thorerne de LEPAGE [15].

Soit x # o. Pour tout A, avec p),(x) # 0, il existe ma E M tel que ma(x) ~
p),(x). Or cette inegalite est aussi verifiee si p),(x) = O. D'ou p(x) ~ IIxll. 0

Corollaire 6.5. La cJasse des a.l.u.A-c. unitaires completes et setutees est en
fait vide.

Preuve. Par Ie theorems 6.2 une telle algebre est une sous-algebre d'une algbre
de fonctions continues sur un compact. Et comme elle est unitaire, elle contient
les constantes reelles. Mais Ie spectre d'une fonctions negative ne contient
aucun nombre positif, ce qui contredit la saturation. 0

Nous rernplacons la definition 6.3 par la suivante qui l'assouplit de deux
rnanieres: MU remplace M et Ima(x)1 remplace ma(x).
Definition 6.6. [23] Une a.l.u.A-c. est dite v-saturee si quels que solent A
et x E E avec p),(x) = 1, il existe ma E MU et m E MU tels que Ima(x)\ =
sup{ ly(m)1 : p),(y) ::; 1}.

Avec les memes raisonnements que precedernment et en utilisant Ie theoreme
6.2, nous obtenons la

Proposition 6.7. Une a.l.u.A-c. unitaire complete et v-seiutee est elgebri-
quement une sous-elgebre Ietmee (pour la norme uniforme) d'une algbre de
fonctions continues sur un compact.

Nous regardons maintenant la transformation de Gelfand G : E --+ C(MU),
x f----+ X. Nous avons Ie result at general suivant.

Proposition 6.8. Si (E, r) est une a.l.u.A-c. unitaire commutative et com-
plete, alors G : (E, r) --+ (C(MU), II ·1100) est bornee.

Ce result at semble etre Ie meilleur que l'on puisse avoir. En effet, il y ala
proposition restrictive suivante.

Proposition 6.9. [23] Si (E, r) est une a.l.u.A-c. unitaire commutative com-
plete v-seiuree et si G est suppoeee continue, alors (E, r) est une elgebre de
Banach.
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7. Theoremes de structure
E. A. MICHAEL a montre [16) que si (E, (p.x).x) est une a.l.m.c. complete,
ou l'ensemble d'indices A est filtrant croissant pour un certain preordre, et si
E.x = E/N.x, ou N.x = {x E E : p.x(x) = O}, alors E est la limite projective
des algebres de Banach E.x cornpletees des algebres norrnees (E.x, p.x), p.x efant
definie par p.x(x + N.x) = p.x(x). Ainsi, toute a.l.m.c. complete est isomorphe
a une limite projective dalgebres de Banach:

(1) E = limE.x
+--

Remarque. La completude est necessaire pour avoir la representation (1). En
effet, soit E = C([O, 1]) l'algebre des fonctions complexes continues sur [0, 1)
munie de la topologie de la convergence simple. Cette topologie est donnee par
les seminormes PF telles que PF(f) = sup] lJ(x)1 : x E F} ou Fest une partie
finie de [0, 1]. Comme F/NF est isomorphe a <ccard F, chaque EF est complete
et done limEF est complete. Or E n'est pas complete, et par consequent

+--
E:f:~EF'

Comme dans Ie cas des a.l.m.c., cf. [16], on dernontre les resultats suivants.

Theoreme 7.1. Soit E une a.l.A-c. seperee. AJors E est isomorphe a. une
sous-elgebte d'un produit d'algebres A-normees.

Dans Ie cas complet on peut donner une description plus precise.

Theoreme 7.2. Si E est une a.l.A-c. complete, alors elle est isomorphe it une
limite projective d'elgebres A-normees.

Notons que si (E, (p.x).x) est une a.l.A-c. separee et si E.x designe l'espace de
Banach (qui n'est pas toujours une algebre) obtenu par completion de l'algebre
A-normees (E.x, p.x), alors on a

(2) EClimE.xClimE.x
- +-- - .f---

~i E est complete, on a
E = lim E', = limE.x

+-- +--

Examinons maintenant quelques exemples [2).

Exemple 7.3. Soit E = C(l~) I'algebre des fonctions complexes continues sur
lR munie de la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles [-n, n],
i.e., definie par la famille (Pn)n de semi-norrnes telles que Pn(f) = sup{lf(x)1 :
[z] ~ n}. Soit En = E/Nn, OU Nn = U E E : Pn(f) = O}. Chaque En est
complete car isometriquement isomorphe a C([-n, n]), et l'on a E = limEn.

+--

Exemple 7.4. Soit encore E = C(lR) mais munie de la famille (In)n de semi-
normes definies par In(f) = f~n If(t)1 dt. Alors (E, (In)n) est une a.l.A-c.
separee non complete et non m-convexe. Pour n 2': 1, soit Mn = {f E E :
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In (f) = O}. On a Mn = Nn (Nn comme dans l'example 7.3) pour tout n ~ 1,
done Fn = E/Nn = En' et l'on a

l'inclusion etant stricte, vu que E n'est pas complete.

Exemple 7.5 Soit G = Cb(JR) l'algebre des fonctions complexes continues et
bornees sur R On la munit des A-seminormes (In)n, n ~ 1, de I'example 7.4.
Elle devient une a.l.A-c. separee, non complete et non convexe. Pour n > 1,
soit Rn = {J E G: In (f) = O} et Gn = G/Rn. -

On a Gn = En = Fn, et G <;; lim C; <;; limOn. Ainsi, G ne s'ecrit pas comme-- --la limite projective des algebres A-normees quotients de G par les annulateurs
des In.

Nous allons en fait montrer qu'elle ne peut s'ecrire d'aucune aeon comme
limite projective cl'algebres A-normees.

Supposons que G s'ecrive comme limite projective d'un systems projectif
(Bi, lij) d'algebres A-normees (Bi, I . Ii), i E J, OU (J,:S) est un ensemble
preordonne. Pour chaque j E J, so it Bj = IIj(G), ou IIj est Ia jerne projection.
On peut sopposer que Bj = Bj pour tout j E J, car ~ Bj = G = ~ e;

Considerons sur G les A-semi-normes (qj)j definies par

Nous pouvons supposer que le preor dre dans Jest defini de facon que i :s kij 'qj.
En outre, les qj definissent la topologie de G.

Soit 1= J U N*. On le munit d'un preordre :s comme suit:

• la restricition de :s it J est le preordre de J
• la restricition de :s it N* est Ie preordre de N*
• si j E J et n E N*, alors j :s n (respectivement, n :s j) si,

et seulement si, il existe kj,n > 0 (respectivement, kn,j > 0) tel que qj :s kj,n .t;
(respectivement, In :s kn,j . qj).

On obtient de cette facon un ensemble preordonne filtrant croissant (I,:S)
et dans lequel J et N* sont chacune une partie cofinale. Si i E I, on notera C,
I'algebre correspondante (c'est une B, ou une Gi)·

Pour i.i E J, i:S j, soit Y'ij : Cj ---+ Ci definie par Y'ij(llj(x») = lli(x),
On verifie alors qu 'on a un systeme projectif (Ci, Y'ij) d'algebres A-normees,
indexe sur I. D'apres la proposition 3 de [2], on a

lim Gn = lim Ci = lim Bj (a un homeomorphisme pres) ......... ........ ........
nEN iEI jEJ
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Comrne G est supposee etre egale a lim BJ·, il y a contradiction avec la
<---jEJ

premiere inclusion dans l'exemple 7.5.
Cet exemple montre que, rnalgre une affirmation dans [8), une a.l.A-c separee

quelconque n'est pas toujours une limite projective d'algebre A-normees.

8. Completion des a.l.Avc.
On sait qu'une algebre A-normee ne peut etre completes en une algebre que
si c'est une algebre norrnee. On peut penser que dans Ie cas d'une a.l.A-c., la
topologie etant definie par une famille de semi-normes, on puisse avoir un peu
plus de souplesse. L'exemple et le resultat general suivants montrent que dans
Ie cas denornbrable il n'en est rien.

Exemple 8.1. Soit LW = n;'=l U[O,I] l'algebre d'Arens [4]. Sa topologie est

definie par la suite (Pn)n de semi-norrnes telles que Pn(f) = Uo1
If(tW dt)~,

n = 1,2, .... Munie de la topologie induite, e[O,I] est une a.l.u.A-c unitaire
non complete et non m-convexe. Sa cornpletee LW n'est pas une a.l.A-c., car
sinon elle serait une a.l.m.c. [16], ce qui est inexact [4].

On a plus generalernent la

Proposition 8.2. Si (E, (Pn)n) est une a.l.A-c seperee non m-convexe et non
complete, alors le complete E de E (en tant qu'espace metrique] n'est pas une
a.l.A-c.

Preuve. Si E etrait une a.l.A-c., elle serait de Frechet, et done ce serait une
a.l.m.c. [16]. Mais alors elle serait une a.l.m.c., ce qui n'est pas le cas. 0,
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