
Una observacion sobre a1 teorema de la integral ~ Cauchy
Por: Bernard de Jong (UNESCO)

El teorema de la integral de Cauchy dice en una de sus for-
mas mas sencillasg

Si la funcion F(z) es analftica en el recinto simplemente
co n exo G, cualquiera que sea una trayectoria cerrada y simple,
C, contenida en G, es:

Se puede extender
1F(z) dz = 0
C

el teorema de la manera siguiente:
Si la funcion F(z) es analftica en el interior de una tra -

yectoria cerrada y simple C, y continua sobre C ( con respecto a
C y su interior), se cumple:

5 F(z) dz = 0
, C ,Hans Heilbronn dio una demostracion de este tecrema, usando

transformaciones conformes1•
Theodor Estermann presento una prueba con medidas mas sencl

lIas, usando todav!a Ia teor!a de integracion de Lebesgue2•
Aqui se sigue una modi fica cion de la prueba de Estermann, y

sando medidas elementalfs solamente.
C sea definida por

::t = feu)
~ ~ ~ (U)

siendo ~(U)y ~(~) funciones continuas en I y de variacion limi-

paro..

tada.
Ademas sa cumple t(~)= f'(u.,) j ~(u,)= 3(l.I.a)para( y solamen-
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te para) U, : Q. ~ Uz = b

Para cada n ~1,2,3, ••• ) subdividimos e1 intervalo I en

subintervalos In r (de longitudes igua1es):
Ia. +(b - a.) a"TI(r_I) ~ u. , a. + (b-Q.H~-n.r

f": 1,2)3.....

Definimos "n rex) = I 51 ~ (U)asume el valor x en, = 0 si -f (u.)no asume el
Evidentemente KTl,"(Jc): 0 para x < min(n,r)

= Ipara min(n,r) (x < maxfnj r )

III :r,
valor x en In 1"

~

=opara x > max(m,r), siendo

min(n,r) y max(n,r) el minimo y el maximo respectivamente de t(lQ
en el subinterva10 oerrado

0.+ (b_a.)::-n(f'-I)~U.~ 0.+ (b-a.)i'f\-r

Es claro que 1a funcion itt
I(n(:t) = E "n ,., (x),,=,) ,

es una funcion escalera e indi-

ca en cuantos Lnt.er-va Ios I Y1.'" de la subdivision de I con 21\ su.Q
)

intervalos 1a funcion t(U)asume el valor x,

Ademas e s claro que Kn-+ I (x.) ~ "n (X) y que

/('1. (Je) = 0 para x < m, y
para x ') M,

siendo m y M el mInimo y e1 maximo respectivamente de la fun

ct on of cu.) en I.

Tenemos +00r Ktl. eX) dx
_00

,.,
- f k,..(:t) Jx

'lYI

2n
= L: (mcu(n}')-min(tl.r)r.,

36



De la var Lacf Sn limi tad a de la funciSn feLL) sigue inmedia t.5!

mente que existe un nlimero positivo N, tal que
211
L: (ma.x (nJr)_m~n(n,1')) c N
r =1

Observamos que los puntos extremos de los intervalos en los

cuales Kn (l() es constante, forman un conjunto fin! to para cada n,

Por 10 tanto el conjunto de los puntos extremos de los intervalos

en los cuales Kn~)es una constante para n = 1,2,3, ••• forman un

conjunto enumerable e"e2"e3) •••

Consideramos ahora la runc l Sn Ko:) (definida para cada x)

que indica el mimero de ve ces que t(tt) a sume el valor x en I.

Tenemos L,m k",(x) : k(x)
n ~ 00

porque

a) para un x tal que K(x) = 0 todos los I<fl. (x) = 0
b) para un x tal que « (X) = I todos los I<n co = I
c) para un x tal que k (X) = t existen exactamente t valores

diferentes V" 1J2J lJ~, ••• Vt en I, tales que t(tJU = x,

Sea d el minimo de todas las distancias entre dos valores

)' -'1l d.Vi' Ahora, /<Y1 o; :;:';' para t < , y entonces lim K..n (x.) = K.(t:.)

d) para un x tal que I< (X) = 00 exis ten para cada rnimero natural t
valores diferentes lJ,. U",.,l.!, .... , Vt en I tales que tCUi.)::x. Sea

e1 mInimo de todas las distancias entre dos valores deUi • Enton

ces , para cada t. tenemos kn (X) ~ t. ,

si S8 cumple f n ~ J (i) ,en otras palabras

lim 1<y/. (x) :: 00
l1~OO

Ahora vamos a comprobar que para cad a 0 (pesi ti vo J existe un
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nlimero x tal que ninguna de las l!neas rectas xe x + j-~(i' € 12)

tiene un nlimero infinito de puntos en comun con C.

Suponemos 10 contrario, es decir ningun nlimero en el inte~

valo 0 ~ x.«: b sirve como nlimero Xo; entonces ciertamen te nin -

gn mimero de intervalo cerrado 0 ~ x.~-i sirve.
En otras palabras, para cad a ~ de este intervalo existe un num§

1'0 entero J = }C; ) tal que la linea recta 'X:.==.. (==~+J(~)~)
tendra un n6mero infinito de puntas en comun can C. Por conse -

cuencia existe un n= n(=) tal que K'l1(=') > J.tU para n = n(-)
Siendo kll(x.) una f'uncLori escalera, no solamente kn(=.)(-x.) >

L¥(X==-)SinO para todos los x en un intervalo =--~<x.< - +~.
Si es un punta interior de este intervalo, asociamos

con - este intervalo. Si es un punta extremo de este in-

tervalo, es decir es un punta de e~ , mencionado anterior-

- \;' < - S
.= -,20('2i..) "J:.. < = + ZOCQ;")'mente, asociamos con =. e1 intervalo

Asi pues, podemos tambien asaciar de manera unica, canada

purrt o ~ del intervalo 0 ~ x..~ 1; un intervalo de la forma ~ - do.

<x.<~+F (tipo A) 0 un intervalo de la forma N(~/~ao(;2}»)(tipo B)

En ambos casos ~ es un punta interior del intervalo que a-

sociamos con ~.

Seglin el teorema de Heine-Borel basta un nlimero finito de

estos intervalos para cubrir el intervalo 0~ 'X. ~ -i .
La longitud total de los intervalos del tipo B es menor que

",00 S ~/'OLi,:1 f O(2~) Por 10 tanto la parte del inter-
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vale 0 ~ 'X.. ~ S/:L no cubierta por intervalos del tipo B ( Y

por consecuencia cubierta por intervalos del tipo A ) consiste

de intervalos con longi tud total a 10 menos ~ _.i.. = II:<; 10 10

Sean estos intervalos ( tipo A )

E.[. - ct.\. ~ x.; ~ ~i. +~~

Sea -n (.:) el maximo de los nillneros

entonces para n~n(=') tenemos

en todos estos intervalos k. (x) > 1 0 N
'n h

i =1; ~) .,. I P
() )11(:='rn (=,) ) '11 =~)... P'

La contribucion de estos intervalos a la integral

es mayor que rg ¥ = 1-N 10 que con -

tradice que el valor total de la integral es menor que N.

Ahora podemos seguir con la prueba del teorema de la inte -

gral de Cauchy como usual.

H sea el conjunto formado por C y su interior. Dado cual -

quier e, positivo, se da un ~ (con 0 < S' < 1 ) tal que

\F(z)-FCzo)\<e siempre y cuando

IZ - 20 I <. s. S ( Z) 20 e'h, H) en virtud de la continui -

dad uniforme.

Comoacabamos de comprobar, existe un X.O tal que ninguna de

las 11neas rectas 1:.= x, + J ~
tiene un nlimero infinito de puntos en comun con Co

De la misma manera existe un ~o tal que ninguna de las 11-
neas rectas "a='10 1- } ~ tiene un nlimero infinito de puntos en

comUn con C. Los dos sistemas de lineas rectas dividen el inte -
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rior de C en un nUmero finito de recintos, teniendo cada recin-
to como front era una trayectoria cerrada simple: C, ,C~, •••,C!

Si orientamos todas las curvas en sentido positivo, tendr~

mos \c fez) dz =2:1:.:'1 )Cz,fez) ~z.
Suponemos que las primeras q curvas contienen partes de la

curva C; entonces las dem~s son cuadrados, completamente dentro
deC. Para tales cuadrados ya vale el teorema

~c- F (zI J 1. = 0 ) de manera que tenemos:

~ fc F(z) ~Z =L~:I)c- Fez) dz,
",

Sean ~ y -Ei- las longitudes de C y de las cur-vas C!,res -
pectivamente, entonces

siendo V el·nUmero de los cuadrados

(formados por los dos sistemas de lineas rectas) que contienen
puntos de C.

Un segmento de C con longitud S no puede tener puntos en
comUn con cinco 0 mas cuadrados.(Entre cinco cuadrados siempre
hay dos con la propiedadg La distancia de cuaquier punta del uno
a cualquier punta del otra es mayor que ~ ).

Por 10 tanto un segmen:f;ocon longi tud menor que ~ puede
tener puntas en comun con a 10 maximo cuatro cuadrados.

Se puede subdividir la curva en [Q/SJ + 1 segmentos, cada
uno con longitud menor que ~ • Pues ).I ~ If ([1-1 + 1) ~ if + if- yt ~~~~+'f~(1f-+4)=/7i.+ 16~~ 172.+ /6

/,=1
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Cada uno de los puntos de Ct, tienen distancia menor 0 i-
gual S-u <:. 2 ~ Por tanto, si seleccionamos sobre C & un pun-
to z. cualquiera (para cada i), entonces para cada z sobre C t~

u

nemos:
\z- Zr, \ <2 b \ Hz.) - fez&!\ < £ -pues

\ ~c.(Hz.)- f C4)) dz \ ~ E i; y
L

I 2:-~ ( (fCz.) - f(z-)) ~z \ ~ to ~ ~ £- ~ e (1~ e t- I 6 )
\ (..::.1 kL I- -....;::. (,= I t.-

Al otro lado (usando ~C- f(zL) c:!z= fezi-) ~c~dz= 0) tenemos:
l-

I~~::I \C
L
(fCz)- f(z~))dz \= \L~l ~c~f(z.) ~z \

= \ L:=l ~Ct F(z)~ Z , = \ ~c fez) d.:z. \
Por 10 tanto

I \c. fez) v(z I< £ ('7 1+ 7 6 )

r)cFCz)dz =0

para cada E positivo.

Entonces
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