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ABSTRACT. The article splits in two parts. First, a survey of work done around
recursion theory, in several categorical settings, is presented. Natural num-
ber objects in topoi , particularly in the recursive and effective topoi, Freyd's
allegories and his reconstructions of the free and effective topoi, the represen-
tation of numerical functions in cartesian categories, are examined. Second,
an axiomatic study of categorical versions of enumeration and parametrization
(s-m-n) is presented in the general framework of partial cartesian categories,
leading to a residual characterization, previously unnoticed in classical work.

Key words and phrases. Cartesian categories, topoi , natural number objects,
recursion, shears, realizability, intuitionism, combinatory logic, enumeration,
parametrization, fixed points, residuals.

1991 Mathematics Subject Classification. Primary 18825. Secondary 03G30,
03D75, 03840

RESUMEN. Este articulo est.a dividido en dos partes. Primero, se present a una
revision de trabajos realizados sobre la teoria de la recursion dentro de varios
contextos categoricos. Se examinan por ejernplo objet os de numeros naturales
en topes, part icularmente en los topos recursivo y efectivo, las alegorias de Freyd
y su reconstruccion de los topos libre y efectivo, y la representaci6n de funciones
numericas en categorias cartesianas. Segundo, se present a un estudio axiomatico
de versiones categoricas de enumeracion y pararnetrizaci6n (s-m-n) dentro del
marco general de las categorias cartesianas parciales, 10 cual conduce a una
caracterizaci6n residual que ha pasado desapercibida en los trabajos clasicos.

Al hacer teoria de la recursion en el marco de la teoria de categorias, se buscan
dos objetivos principales. Por un lado, definir y caracterizar, algebraica y
categoricamente, propiedades de subclases de la clase de funciones recursivas R,
para poder extrapolar instrumentarios de computabilidad a modelos que posean
una estructuracion aritmetica mas debil que la de los mimeros naturales (por
ejemplo, una caracterizacion de R puede obviar las referencias a minimiz acion
(buen orden de los naturales) enfatizando, en cambio, propiedades sinteticas de
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R (enumeraci6n, parametrizaci6n, puntos fijos, etc.)). Por otro lado, proponer
modelos naturales, alternativos a los construidos en la categoria de conjuntos,
que se acomoden de manera mas fiel a la recursi6n de orden superior y a la
aritrnetica intuicionista.

Los top os permiten internalizar nociones de computabilidad. El topos re-
cursivo de Mulry es un modele natural para estudiar funcionales recursivos
y recursi6n en tipos superiores; el top os efectivo de Hyland permite recons-
truir la realizabilidad de Kleene via validez en el topos. En ambos topos se
pueden caracterizarpropiedades algebraicas de n y se puede internalizar la
noci6n de funci6n parcial via el clasificador de subobjetos. Pero no es nece-
sario to do el poder expresivo de un topos para modelar recursi6n en categorias.
Las propiedades sinteticas de n pueden expresarse eficazmente mediante la
16gica combinatoria de Curry; las estructuras uniformes reflexivas de Wag-
ner y Strong incorporan los combinadores basicos y modelan algebraicamente
las propiedades sinteticas de R: Las categorias parciales cartesianas (Moggi,
Curien, Obtulowicz) son un marco natural para codificar esas propiedades y la
dicotomia parcial/total; las algebras de Wagner y Strong resultan ser sub-
categorias adecuadas. En ese marco, los teoremas basicos de enumeraci6n
y parametrizaci6n pueden ser caracterizados, muy concisamente, mediante la
existencia de un apropiado residual en una categoria de oraculos.

Este articulo present a un panorama global de trabajos que se han realiza-
do en el area de Recursion en Categorias (1980-1992). La primera parte del
articulo (secciones 1-5) es una exposicion concertada de muchos resultados dis-
persos; dado el enfoque comprensivo que se prop one , no se presentan pruebas
(muc as de elias extensas) de las proposiciones sefialadas (cada enunciado va
acornpafiado de una referencia a la literatura, don de se encontraran pruebas);
en cambio, se ha puesto especial enfasis en explicar el desarrollo de los con-
ceptos. La segunda parte (secciones 6-7) expone resultados ineditos del autor,
obtenidos en su tesis de doctorado; en esta segunda parte se presentan algu-
nas pruebas ilustrativas. Una ultima secci6n (secci6n 8) plantea problematicas
abiertas.

1. Topos y objetos de mirneros naturales

Fijemos algo de terminologia. Una categoria cartesian a (c.c.) es una categoria
con productos finitos. Una caieqoria cartesiana cerrada (c.c.c.) es una c.c.
que, adernas, posee exponenciales (funtor producto posee adjunto derecho).
Un topos es una c.C.C. que, adernas, posee clasificador de subobjetos. Pueden
presentarse otras axiomatizaciones sencillas para un topos (por ejemplo, us an-
;:\0 limites finitos y objetos potencia). Los topos se encuentran en el cruce
entre teoria de conjuntos y geometria algebraica. La axiomatizaci6n via c.c.c.
+ clasificador refleja heuristicas de la teoria de haces. La axiomatizaci6n via
limites finitos + potencias refleja heuristic as de la teoria de conjuntos. Refe-
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rencias estandar sabre tapas y categorias cartesianas son: [Barr & Wells 85],
[Lambek & Scott 86], [MacLane & Moerdijk 92]. Una vision muy idiosincratica
la praporciona [Freyd & Scedrov 90].

Sea C una categoria can objeto terminal 1. Un objeto de niimeros naturales
(n.n.o.) en C consiste en una tripla (N, 0, s), 1 ~ N ~ N, que verifica la
siguiente prapiedad universal:

1~N~N

V 1 ~ X.!.... X ::I! N J.'.... X tal que

1 ~ X --.!-. X
En el caso C = Can (categoria de conjuntos) la anterior propiedad corresponde
a la definicion de tf; por recursion simple: (N, 0, s) es la estructur a (f::!, 0, s) con
el cera 0 y sucesor s( n) = n + 1, y la conmutaci6n de los diagramas corresponde
a tf;(0) = Xo tf;(n + 1) = f(tf;(n)).

El n.n.o., si existe, es unico modulo isomorfismo. Es claro que no toda cate-
goria posee n.n.o, Tampoco todo tapas posee n.n.o.: por ejemplo, el topos de
los conjuntos finitos no posee n.n.o. Sin embargo, si C tiene objeto terminal y
coproductos enumerables entonces C tiene n.n.o., proporcionado por llw 1. En
particular, todo topos de prehaces Conco, (y a fortiori todo topos de Grothen-
dieck) posee n.n.o. Si E es un topos y j es una topologia de Lawvere-Tierney
en £, se tiene el proceso de hacificaci6n:

•
a

(i: funtor inclusion; a: adjunto izquierdo de i). En esta situacion, si E tiene
n.n.o. entonces Shj(£) tiene n.n.o.: la imagen via a del n.n.o. en £.

La definicion de n.n.o. se debe a Lawvere; captura el comportamiento de
la estructura de los naturales con respecto a la definibilidad de funciones via
recursion simple. Si la categoria ambiente es, adernas, C.C.C. se obtiene entonces
recursion primitiva (la anotacion se debe a [Freyd 72]; para una prueba corta
vease [Freyd & Scedrov 90)):

1.1 Proposicion, Sea C c.c.c.; sea 1 ~ N ~ N n.n.a. en C. Entances:

V A s; B V A x N x B !:... B ::I! A x N L; B tal que

f(idA x 0)« idA,!A » = g, f(idA X s) = h« 'TrA,'TrN,f »
En Con esta situacion corresponde a construir (dadas f::!n s: f::! y f::!n+2 !:... f::!) la

fun cion f::!n+l L f::! mediante la recursion primitiva f( a, 0) = g( a) f(a, x+ 1) =
h(a,x,f(a,x)).

Por otro lado, un n.n.o. puede caracterizarse, no por su poder de definibili-
dad (Lawvere), sino por su exactitud intrinseca (Freyd):



132 FERNANDO ZALAMEA

2.4 Proposici6n. (Tearema del punta fija).

vf E Rec(N,N) :3 1 ~ N tal que <1>1 a = <1>da.

EI instrumentaria algebraico minimal implicito en estas pruebas sera puesto de
relieve en la secci6n 6.

3. EI topos efectivo
EI topas recursiva geometriza la mirada recursiva: mira a N como objeto va-
riable (via la inmersi6n de Yoneda M -+ ConMoP

) y luego como haz (via la
hacificaci6n ConMop

~ ShJ(ConMop
)). EI topos efectivo [Hyland 82] modela

la realizabilidad recursiva de Kleene. [Kleene 45] introdujo sus nociones de
realizabilidad para proporcionar interpretaciones y pruebas de consistencia e
independencia para fragmentos de la aritrnetica intuicionista. La realizabilidad
recursiva esta basada en la estructura parcial (N, *) donde n * m = /Pn(m)
((/Pn)n>O enumeraci6n de las funciones parciales recursivas de una variable).'
Dada una sentencia 4J de la aritrnetica intuicionista HA, dado n E N, se de-
fine inductivamente la noci6n de realizabilidad "n realiza 4J": por ejemplo, "n
realiza :3x4J(x)" ssi "1r2(n) realiza 4J(r1rl(n)l)" donde N <"I,"'>, N x N es una
codificaci6n recursiva de N x N fija desde el comienzo; "n realiza Vx4J( x)" ssi
para todo m, n *m converge y "n *m realiza 4Jcr m1)" (para un analisis detallado
de la realizabilidad, vease [Kleene 73]).

Un procedimiento general permite construir el topos efectivo a partir de la
estructura aplicativa parcial de Kleene (N, *) [Hyland, Johnstone, Pitts 80].
Como result ado de ese proceso, el topos efectivo ~ft' puede describirse asi:
los objetos de Eft'son los pares (X, =x) donde X es conjunto y donde =x
es una funci6n parcial X x X ~ reI'::!) (igualdad no estandar]; denotamos
Ilx = yll = (x =x y) (valores de verdad no est andar ) y E(x) el predicado

'/lx = xii i 0; (X, =x) L; (Y, =y) es morfismo en Eft' ssi X L; Y es relaci6n
funcional, total al restringirse a dom(E), estricta (i.e. E(x) :=::} E(Jx)) y
substitutiva (i.e. /If x = fyll = /Ix =yll cuando los valores de verdad est an
definidos) .

Eft' posee n.n.o.: (N, =N) donde (n =N m) = {n} si n = m y 0 si no. Este
n.n.o. debe distinguirse del objeto asociado ala represent acion estandar de la
igualdad (N, =e.t) donde (n =e.t m) = N si n = m y 0 si no; (I'::!, =e.t) no es
n.n.o. en Eft'. Eft' modela adecuadamente la realizabilidad:

3.1 Proposici6n. Sea 4J una sentencia de la eritmetice intuicianista HA ..
Entances: existe n tal que "n realiza 4J" ssi 4J vale en el n.n.a. (N, =N)'

La tesis de Church ("todas las funciones son recursivas") y el principio de
Markov son realizados recursivamente; valen, por 10 tanto, en el n.n.o. en Eft'
(para mayor informacion ver [Hyland 82]).
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Aparte de la .adecuada modelizaci6n de tecnicas constructivas relacionadas
con la aritrnetica intuicionista, el topos efectivo ha adquirido preponderancia
en el estudio de semanticas para los lenguajes de prograrnacion. En efecto, la
categoria Per, definida a continuacion, que es el modelo mas sen cillo conocido
para estudiar nociones de polimorfismo (calculo ,\ de segundo orden), resulta
ser una plena sub-c.c.c. de Eff. Una p.e.r. (" relaci6n de ~quivalencia l2.arcial")
es una relacion simetrica y transitiva en N; si A es una p.e.r., sea Q(A) =
dom(A)jA. Los objetos de Per son las p.e.r.; un morfismo ALB en Per

es una funcion Q(A) L Q(B) representable en la estructura aplicativa de

Kleene (i.e. Q(A) L Q(B) vive en Per ssi 3n E N "1m E dom(A) n * m 1 y
f([m]A) = [n*m]B). Es de notar que el hecho de que Per sea una categoria ya
codifica bastante informacion recursiva: los teoremas clasicos de enurneracion
y pararnetrisacion permiten construir los combinadores k y s en (f::l, *) (ver
seccion 6); gracias a ellos se puede mostrar que composicion de representables
es representable y, por tanto, que la cornposicion en Per esta bien definida.

4. Las alegorias de Freyd
En las decadas del 70 y del 80 Peter Freyd desarrollo una poderosa maquinaria
para clasificar categorias intermedias entre c.c.c. y topos. A traves de axioma-
tizaciones de propiedades tipicas en categorias de relaciones, y de un ubicuo
uso de teoremas de representacion, Freyd ha logrado presentar, de manera
sistematica, los desarrollos de la teoria de los topos como casos particulares de
concepciones "alegoricas" [Freyd & Scedrov 90]. En 10 que aqui nos concierne,
Freyd ha reconstruido el topos efectivo de Hyland y el topos libre con n. n. 0.:
:F, con n.n.o. N:F, es libre ssi para todo tapas E, con n.n.o. Nt:, existe un
(unico salvo isomorfismo) funtor :F ~ E tal que F(N:F) = Ne

Fijemos la terminologia de Freyd. Una categoria C es regularssi posee limites
finitos y coigualadores y los pullbacks preservan coigualadores. Dada una ca-
tegoria regular C, Rel(C) es la categoria de relaciones en C, vistas como pares
monicos (la regularidad de C asegura que se tenga una composicion bien definida
en Rel(C)). Una alegoria es una categoria con operaciones 1, 0°, n (O-aria, 1-
aria y binaria respectivamente) que verifican ciertos axiom as canonicos validos
en Rel(C) [Freyd & Scedrov 90, p. 196]. Dada una alegoria A, Eq(A) es
la categoria de relaciones de equivalencia en A, y M ap(A) es la categoria de
relaciones funcionales en A (1 C ROR , RRo C 1). Una categoria regular es
efectiva ssi para toda relacion de equivalencia (par monico (/, g)) existe x tal
que (/, g) es el micleo de x. Por ultimo, dada I clase de idempotentes en una
categoria A, Split(I) es la categoria con clase de objetos {a : a E I} Y can
morfismos Hom( a, b) = {x morfismo en A : xa = x = bx}.

4.1 Proposicion. La 'categoria' de categorias regulares efectivas es una 'sub-
categoria' reflexiva de la 'categoria' de categorias regulares. El adjunto izquier-
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do de la inclusion puede construirse explicitamente como:

C f-----+ Map(Split(Eq(Rel(C))))

para toda categoria regular C.

Este notable teorema de Freyd produce, en dos casos especificos, el topos
efectivo y el topos libre con n.n.o., como sigue. Sea J{ una colecci6n de endo-
funciones parciales sobre f:!. Sea CK con colecci6n de objetos HA, {An: n 2:
O}) : A conjunto , An ~ A} y con morfismos definidos por

I(A, {An :n2:0})--+(B,{Bn :n2:0})

es morfismo en CK ssi Un>O An J..... Un>O s; es funci6n y existe ep E J{ tal que
'in 2: 0 ''ix E Un>O An X E An ==> ep(ri) 1 y f(x) E B<p(n)' Si J{ :3 idN Y J{ es
cerrada bajo composicion entonces CK (con la composicion obvia) es categoria.

Si, ademas, J{ contiene decodificadores de pares (i.e. f:1 ~ f:1, f:1 2.... f:1 tal que

11((n, m)) = n, 12{ (n, m)) = m donde f:1 x f:1 £ f:1 es alguna biyecci6n dada)
entonces CK es regular. En particular, J{ = {funciones parciales recursivas
de una variable} cumple todas est as condiciones, y de la proposici6n 4.1 se
obtiene:

4.2 Proposicion. Map(Split(Eq(Rel(C{fune. pare. ree. unarias})))) es un tapas,
equivalente al tapas efectiva Elf.

Por otro lado, Freyd y Scedrov construyen un 'alegoria libre' AT asociada a,
una colecci6n de sentencias T en la teoria (intuicionista) de tipos. Se tiene
entonces, para T=HA:

....4.3 Proposicion, Map(Split(Cor(AHA))) es el tapas libte can n.n.a. (dande
Cor(A) es la categoria de marfismas coreflexivos (R C 1) en A).

La construcci6n del topos libre con n.n.o. a partir de HA ya habia sido explici-
tada en [Coste-Roy, Coste, Mahe 80]. Sin embargo, la metodologia de Freyd y
Scedrov esclarece los pasos de la construcci6n y permite preguntarse acerca de
la existencia de categorias libres intermedias para fragmentos de la aritrnetica
(ver secci6n 8).

5. Representabilidad de funciones recursivas
El problema de la representabilidad de ciertas clases de funciones nurnericas
(~ Un>O f:1N

n
) en adecuados sistemas l6gicos, ha sido un problema crucial en

teoria <Iela prueba, desde la introducci6n de las funciones primitivas recursivas,
por Godel, en 1931, para probar su teorema de incompletitud. Godel, Kleene,
Crzegorczyk clasificaron varias clases de funciones, de acuerdo al poder de
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definibilidad de las ieorias en que se representaban esas clases; la influencia de
esa linea de trabajo impulse, en parte, a la resoluci6n del decimo problema de
Hilbert. En los afios 60, Lambek, motivado por extensos trabajos lingiiisticos
con sistemas deductivos y categorias, plante6 el problema de la representabili-
dad en terrninos categ6ricos: clasificar clases de funciones nurnericas de acuerdo
al poder expresivo de las caieqorias en que se representaran esas clases. La es-
cuela de Lambek (Lambek, Thibault, Scott, Roman, etc.) ha obtenido los
siguientes resultados (ver, por ejemplo, [Lambek & Scot t 86], [Roman 89]).

Sea C c.c. Sea N E Ob(C), con 1 .z, N ..:.,.N dados. Sea N L, N (en Con).
f es N -representable en C ssi ~f+ E C( N", N) tal que el siguiente diagrama
conmuta:

f
--+

f+o-
--+ C(l,N)

m-veces

que N es d.p.r.n.n.o. ssi 1 --::. N ..:.,. N satisface el esquema de recursi6n
primitiva gebil (propiedad de la proposici6n 1.1 sin exigir unicidad), y que N
es d.n.n.o. ssi 1 --::. N ~ N satisface la propiedad definitoria de n.n.o. sin
exigir unicidad. Se tiene entonces:

5.1 Proposici6n. Para funcianes tatales en Un~o NN
n

se tiene

{primitivas recursivas}= {representables en c.c. can d.p.r.n.n.a.}

C {representables en c.c.c. con d.n.n.o.]
"I-
~ {representables en tapas can n.n.a.}

C {tatales recursivas}.
"I-

5.2 Proposici6n. Para funcianes parciales se tiene

{p;u-ciales recursivas} ~ {representables en c.c. con igualadares y n.n.a.}.

Con una noci6n mas debil de representabilidad ("representabilidad numeral"
[Roman 90]) se consigue la caracterizaci6n:

{parciales recursivas}=
{n~almente representables en c.c. con igualadores y d.n.n.o.}.
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6. Estructuras uniformes reflexivas
y categorias parciales cartesianas

Como las proposiciones 5.1 y 5.2 indican, no es necesaria toda la potencia ex-
presiva de un tapas para modelar en el nociones de recursividad. Par otro
lado, no es necesaria toda la estructuraci6n aritrnetica de (N, 0, s) para car-
acterizar clases de funciones recursivas; Kleene, par ejernplo, lagro caracteri-
zar a la clase de funciones parciales recursivas, evitando minimizaci6n en N
y apoyandose, en cambia, en los teoremas de enumeraci6n y parametrizaci6n
(s-m-n). Propiedades de la estructura se pueden obviar, asi, enfatizando en
su lugar propiedades de la clase de funciones a definirse sabre la estructura
dada; esto puede ser de suma importancia en categorias de estructuras que
no poseen todo el arsenal aritrnetico de N y que, sin embargo, merecen que
se estudie su computabilidad intrinseca. En est a seccion recordamos el teo-
rema clasico de Kleene [Kleene 59], explicamos la traduccion de ese teorema a
un marco algebraico estrechamente relacionado can la logica combinatoria (las
"estructuras uniformes reflexivas" de Wagner y Strong [Wagner 69], [Strong
68]), introducimos el marco categorico minimal en el que se pueden describir
parcialidadjtotalidad, morfismos constantes y productos ("categorias parciales
cartesianas" [Curien & Obtulowicz 89]) y presentamos, en ese contexto, una
axiomatizaci6n de las clases de funciones definibles en estructuras uniformes
reflexivas [Zalamea 91].

Para cada n 2: 1, sea (if'~ )e~o la enurneracion de las funciones parciales
recursivas de n variables obtenida gracias al teorema de la forma normal de
Kleene. Los siguientes dos resultados clasicos seran basicos para nuestras con-
.sider aciones:

Teorema de parametrizaci6n, s-m-n.

8m
"In, m 2: 1 3 Nn+l ~ N primitiva recursiva tal que

"Ie EN ve E NnVfj E Nm if':n;:,(e,x)(ii) = if'~+m(x, ii)

(la igualdad se lee: "iguales ssi ambos terrninos divergen 0 ambos convergen y
son iguales").

Teorema de enumeraci6n.

"In 2: 1 3 Nn+1
~ N parcial recursiva "Ie E N "Ix E Nn <I>n(e, x) = if'~(x).

El teorema de enumer acion expresa el doble rol fundamental de los mimeros
en teoria de la recursion: un numero codifica al tiempo un elemento de N
(significado natural) y una funci6n parcial recursiva (indice via enumeracion).
El teorema de parametrizaci6n permite una transferencia uniforme y de bajo
nivel de complejidad (s~, mejor aiin que primitiva recursiva, es elemental)
entre los anteriores papeles del mimero.
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En est a y en la siguiente seccion nos centraremos en el status axiomatico
de los teoremas de parametriz acion y de enumeracion. Un resultado clasico
muestra que estos teoremas pueden usarse para proveer un marco axiomatico
alternativo para la teoria de funciones recursivas [Kleene 59]:

6.1 Proposici6n. Sea P = Un>1 Pn una clese de funciones parciales en N
(Pn ~ {funciones parciales de n variables}), que es cerrada bajo composici6n
y contiene las funciones cera, sucesor, proyecciones y discriminador (b E NN{
definida par o(n,p, q, m) = q si n = m, b(n,p, q, m) = p si n 1: m}. Asuma que
P satisface enumeraci6n y parametrizaci6n, ell el sentido siguiente:

'Vn ~ 1 3cI>n E Pn+1 'Vf E r; 3e ENtal que cI>n(e,i) = f(i)

'Vn,m ~ 1 3s~ E Pn+1 s~ total tal que cI>m(s~(e,i),Y) = cI>n+m(e,i,fj)

Entonces: P 2 {parciales recursivas}.

Este resultado de Kleene caracteriza, entonces, a las funciones parciales re-
cursivas como la minima coleccion de funciones parciales en N que contiene
adecuadas funciones iniciales y satisface las propiedades de enurneracion y
pararnetrizacion (para una prueba detallada, vease [Rennie 77, pp. 296-299]).

Contrariamente a los procesos de definicion por 'recursion primitiva y por
minimizacion, las propiedades de enumeracion y de pararnetrizacion evitan
una referencia explicit a al buen orden de los naturales. En los afios 60, 'Vagner
uso este hecho para desarrollar una teoria de la computabilidad abstracta en
un conjunto infinito arbitrario. Por otro lado, en los afios 20, Schonfinkel y
Curry habian desarrollado la 16gica combinatoric para fundamentar un manejo,
algebraico y sin variables, de la logica de primer orden; en particular, en la
logica combinatoria se puede eliminar la nocion de variable ligada y se permiten
construcciones autoreferentes, en las cuales las funciones tarnbien pueden entrar
como argumentos. EI doble rol de los nurneros en teoria de la recursion es
analogo al doble rol de las funciones en logica combinatoria. Estas ideas se
concretan en las estruciuras uniformes refiexivas [Wagner 69], [Strong 68]. Una
u.r.s. (!!niformly reflexive ~tructure) es una estructura (D, *,1, k, s, t) donde: *
es una operacion binaria en D (para simplificar la escritura notaremos aeb = ab
y asociaremos a la izquierda: abc = ((ab)e)) y i, k, s, t son elementos de D que
satisfacen los siguientes axiomas: k 1: s, 'Va E D a i = i a = i, 'Va, b, e, d E
D \ O} tabed = e si a = d y tabed = b si a 1: d, 'Va, bED \ {j} kab = a,
'Va, b, e ED \ {j} sab 1:i y sabe = ae(be).

La heuristica detras de las u.r.s. es la siguiente: i represent a un elemento
'indefinido', k y s representan los combinadores basicos de Schonfinkel (intuiti-
vamente, un operador' "constancia" y un operador ''fusion'') y t represent a un
discriminador (para permitir definiciones por casos). Las u.r.s. son estructuras
algebraicamente 'sui generis': si (D, *, i,k, s, t) es una u.r.s. entonces D es
infinito, * no es asociativa y * no es conmutativa (folklore; para pruebas ver
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[Zalamea 91]). EI ejemplo basico de u.r.s. es la estructura parcial aplicativa de
Kleene (N, *) (ver secci6n 3), don de k, s Y t se obtienen usando parametrizacion
y enumeracion. Por ejemplo, k se obtiene de la siguiente manera: .hay que
encontrar kEN t.q. kab = a, es decir CPka(b) = a (por definicion de la ope-
racion *); tenemos: a = 71'?(a, b) = cp;(a, b) = cpl,( )(b) = cpl,( 'd)( )(b) ="1 eta "1 lte11 a
cpl,( )(b) = CPla(b), donde: e es un indice de 71'? y k es un indice de SHKe,id)

'Pk a
(x, es la funci6n constante con valor e). De manera similar, se pueden obtener
explicitamente s y t (ver [Zalamea 91], en donde los calculos se realizan alge-
braicamente en un marco mas general, para toda u.r .s. en una categoria parcial
cartesian a) .

Las u.r.s. codifican, en una estructura algebraic a, el comportamiento abs-
tracto de clases de funciones similares ala clase de las parciales recursivas. Sea
D un conjunto con mas de dos elementos. Sea P = Ur.>1 Pn una clase de
funciones parciales en D. Para a E D, sea Ka la funcion constante can valor a.
Pes una b.r.f.t. (teorfa Qasica de funciones recursivas) ssi 'ria E D Ka E P, P
contiene las proyecciones y el discriminador, P es cerrada bajo cornposicion y
P satisface enumeraci6n y parametrizacion, como en la proposicion 6.1.

6.2 Proposici6n. Sea D un conjunto con mas de dos elementos. Sea P =
Un>l Pn una clase de funciones parciales en D. Entonces: P es una b.r.ft. ssi
existe una u.r.s. (D,*, i,k,s,t) que 'representa a p', es decir

Pn={fEDDn :3eED talquef(xl,'" ,xn)=e*xl*"'*Xn}

(identificando f(i) L para f E P«, con f(i) ti, para f E DD
n
).,

Para pruebas, veanse [Wagner 69] y [Strong 68]. Volvamos ahora a consider a-
ciones categoricas.

Para modelar u.r.s. y b.r.f.t. en una categoria necesitamos morfismos cons-
tantes, productos y la distincion parcial/total: es precisamente 10 que proveen
Ias categorias parciales cartesianas (definidas Em otro contexto). Una categoria
parcial ~artesiana (p.c.c.) es una categoria localmente ordenada (los conjuntos
Hom son conjuntos parcialmente ordenados compatibles con la composicion),
con un objeto terminal parcial 1 y con productos parciales (para una axio-
matizacion de estos conceptos ver [Curien & Obtulowicz 89]). Dentro de las
especificacionesde p.c.c. se tiene, para cada objeto A de la categoria, un

I' '

morfismo A ~ 1 que es el maximo de C(A, 1). Un morfismo f E C(A, B) se
dice total ssi !B f =!A (esto corresponde a una caracterizacion categorica de to-
talidad en conjuntos). Si C es p.c.c. entonces CT, la subcategoria de morfismos

totales, es c.c. Definiendo, para cada a E C(I, D), Ka = D..!.£.. 1 ~ D se tiene
el siguiente cdlculo de constantes (inmediato, perc muy util):

(i) a total ===> Ka total;
(ii) 'rig E C(D, D) 9 total ===> Kag = Ka;

(iii) 'rIh E C(D, D) hKa = «i.«.
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Sea C una p.c.c., sea D E Ob(C), sean 'D = C(D, D), 'Dr = Cr(D, D), U ~ 'D,
I = Cr(I,D).

6.3 Definicion. U es un cono ssi U verifica los axiomas (Al)-(A5):
(AI) id» E U.
(A2) Vf,gEU f9EU.
(A3) Vf,gEU (I,g)EU.
(A4) Vf,g E 'Dr (I,g) E'Dr·
(A5) 3Pl:f P2 E U Vf,g E 'Dr Pl(l,g) = f Y P2(f,g) = g.

donde (I,g) = w < t,9 > para algrin D x D -.!. D fijo.

SeaU un cono. U es I-enumerado ssi U verifica los axiomas (A6)-(A7):
(A6) Va EI lCa EU.
(A7) 3ip E 'D Vf E U 3a E I f = ip(lCa, idv).

Sea U un cono I-enumerado. U satisface enumeracion ssi U verifica (AB):
(A8) s e u.

U satisface parametrizacion ssi U verifica (A9):

(A9) 3r E U vt, s, n e 'Dr rtJ, g) E'DT Y ip(f, (g, h)) = ip(r(f, g), h).

EJEMPLOS. En C=Pfn (categoria de conjuntos con funciones parciales), U =
{parciales recursivas unarias} ~ Pfn(.f':l,.f':l)satisface (Al)-(A9). En C = Recp
(Rec con morfismos parciales, represent ados en el topos por parejas con primera
componente mono), U = Recp(hN, hN) satisface (Al)-(A9). En C = Perp, U =
Perp(Q(LlNxN)) satisface (Al)-(A9). Sea (En)n>3 la jerarquia de Grzegorczyk
(estratificaci6n de las funciones primitivas recursivas}; en C = Con, U = E'l =
{funciones unarias en En} ~ Con(.f':l,.f':l)satisface (Al)-(A7) y (A9), perc no
satisface (A8) puesto que ninguna subclase de funciones recursivas totales puede
ser enumerada por una funci6n de la misma clase (argumento diagonal). Para
pruebas y una discusi6n extensa de los conceptos anteriores, vease [Zalamea
91).

Con un cono I-enumerado que satisfaga enumeracion (A8), parametrizaci6n
(A9) y un axioma adicional para el discriminador, se obtienen, en una p.c.c.
arbitraria, pruebas puramente algebraicas (uso ubicuo del calculo de constantes
en una p.c.c.) de los teoremas clasicos de la teorfa de la recursi6n: teorema
del punto fijo, segundo teorema de la recursi6n (en forma debil y en forma
subrecursiva), teorema de Rice, etc.

Si U es un cono I-enumerado, introducimos las siguientes notaciones: f8g =
ip(l,g) (con f, 9 E C(X, D)), {}f = indice de f = algun a E I para el cual vale
(A7) (con fEU). En este contexte, los axiomas (A7) y (A9) pueden verse,
desde un punto de vista algebraico, como propiedades de la operacion 8:

(A7) ICe! 8 ido = f.
(A9) f 8 (g, h) = r(l, g) 8 h.
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En la siguiente proposicion resumimos algunos hechos element ales que se de-
ducen de los axiom as en una, p.c.c., de las definiciones de (,) y de 0 y del
calculo de constantes mencionado antes de la definicion 6.3.

6.4 Proposicion, Sea U un cono I-enumerado. Se tiene:
(i) Para l,9 E V y h E C(X, D), (J, g)h = (Jh, gh), (J0g)h = (Jh)0(gh).

(ii) Para a, s e C(I; D), K(a,b) = (Ka, Kb).
(iii) Para 9 E VT Y fEU, K8J 0 9 = fg (donde yuxteposicion es com-

posicion en la categoria).

6.5 Proposici6n. (Teorema del punta fijo). Sea U un cono I-enumerado que
satisface tembieu (AB) y (A9). Entonces: "If E U 3y E I KlI0idD = KJy0idD.

Prueba: Sea c = idD. Sea fEU. Por los axiom as (A2), (A3), (A5) y (A8)
se tiene que <P(J<P(PI,pt},P2) E U; usando (A7)- se obtiene un indice de ese
morfismo; denotemos x a un tal indice. Sea h = T(Kx, t); gracias a (AI), (A2),
(A3), (A6) y (A9) se tiene que h E Uj por 10 tanto, us an do de nuevo (A7),
existe./h E I. Como x total implica Kx total (calculo de constantes), entonces
h = r(Kx, t) es total (usamos aqui (A9)). Entonces hOh E I. Afirrnacion:
y = hOh sirve como punto fijo. En efecto, para to do c E I se tiene:

Khe 0 t = (hKe) 0 c = (T(Kx, t)x;e) 0 t = T(KxKe, Ke) 0 t = T(Kx,Kc) 0 t =
Kx 0 (Ke, t) = <P(J<P(pI' pd, P2))( Ke, t) = <P(J<P( Kc, Kc), t) = (J(Kc 0 Ke)) 0 t,

En particular, para c = 0h, se obtiene Kh8h 0 t = (J(K8h 0 K8J) 0 t =
(J( hK8h)) 0 c = ~J h8h 0 t, Es de notar que los calculos son explicitos y que se
realizan imicamente usando los axiomas (Al)-(A9), el calculo de constantes y
las anotaciones elementales de la proposicion 6.4.

6.6 Proposici6n. (Segundo teorema de la recursion). Sea U un cono I-
enumerado que satisface tambien (AB) y (A9). Entonces: Va E I 3y E
I Ky 0 idD = Ka 0 (Ky, idD).

'Prueba: Sean t = idD, a E I. Entonces f = T(Ka, t) E U. Por el teorema
del punta fijo, existe y E I tal que Ky 0 t = KJy 0 z.; pero entonces KJy 0 t =
KT(I<4,')y 0 t = (T(Ka, t)Ky) 0 t = T(Ka, Ky) 0t = Ka 0 (Ky, t).
La prueba anterior utiliza el teorema del punto fijo. Asumiendo ademas PI y
P2 totales, se puede proporcionar una prueba independiente que no usa puntos
fijos (Zalamea 91].

Por otro lado, el instrumentario algebraico recien exhibido es muy comodo
para realizar calculos explicitos de los combinadores en una version categorica
del teorema de representacion 6.2. La algebraizacion ayuda tambien a detectar
un 'bloqueo' en el teorema de representacion: este solo se consigue a medias
en una p.c.C. arbitraria; para obtener una representacion completa se necesita
que la p.c.c. tenga "liftings" (ver seccion siguiente).
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7. Caracterizaci6n residual de
enumeracion y parametrizaci6n

La axiomatisacion de las b.rJ.t. en una p.c.c. arbitraria ha llevado a una
caracterizacion de enumeracion y parametrizacion que no habia sido notada
anteriormente, ni en el contexto clasico, ni en el contexto de las u.r.s. en
COIl. La caracterizaci6n, en cambio, surge de manera natural con la alge-
braisacion de las pruebas en un adecuado contexto categorico, La idea de que
enumeracion y parametrizacion podian ser forzadas por propiedades residuales
en una categoria se debe a [Freyd & Scedrov 87], en la primera reconstruccion
que propusieron para el topos efectivo. No solo condiciones necesarjas, sino
tambien suficientes, y no en topos, sino en adecuadas p.c.c., para caracterizar
enumeracion + parametrisacion se encuentran en [Zalamea 91].

Una p.c.c. tiene fittings si y solo si

VD E C 3D" E C VB E C 3 C(B,D) 1.Cr(B,D")

biyeccion tal que (ttY)! ~ #(gl). La biyeccion # provee una correspondencia
entre morfismos parciales y totales que generaliza aquella entre Pfn(X , Y) y
Con(X , Y U {l}). Todo topos posee 'liftings'. En una p.c.c. con 'liftings' un
objeto complete es un objeto que actiia como D" (para una axiomatizacion y
propiedades ver [Curien & Obtulowicz 89]). Si C es una p.c.c. con 'liftings' y
D es un objeto completo, para toda ! E C(D, D) existe una extension natural
f E Cr(D, D) tal que ! s 1.

Sea C una p.c.c. con 'liftings', D un objeto completo, U ~ C(D, D). Us-
aremos la misma notacion que precede a la definicion 6.3. Asumamos que CT
posee igualadores y que U = {f : !E U} es un cono sobre I con constantes
(axiomas (Al)-(A6) de la definicion 6.3, para U). Asociamos aUla categoria
C(U) descrita por: a E ObJC(U» ssi a = (ahhE"DT donde (ahh es una familia

de morfismos totales con codominio D; a L (3 es morfismo en C(U) ssi fEU
Uh V (3 . ., f (3 9 gf L .y VET ah C fh; cornposicion: a ~ ~ I = a -- I' os axiomas

(AI) y (A2) aseguran que C(U) es categoria. Como CT es c.c. (pues C es p.c.c.)
y tiene igualadores (hipotesis], entonces CT tiene pullbacks y podemos definir
una operacion n en C(U) como sigue: para a y (3 sea a n (3 determinado por
(a n (3)h = diagonal del pullback de ap1 h y (3p-,h (PI, P2 proporcionadas por el
axioma (A5». En C(U) se tiene el preorden canonico: a ~ (3 ssi existe mor-
fismo o· ~ (3 en C(U). Sean e1, e2 en C(U) definidos por: para u e VT, (e1 h =
igualador de PI y h, (e2h = igualador de P2 y h.
7.1 Proposici6n. Asuma las notaciones e hip6tesis de la discusi6n precedente.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) U es I-enumerado y satisface enumerscioti y parametrizaci6n (axiom as
(A7) + (AB) + (A9) de Ia definicion 6.3).

(ii) El residual izquierdo e1 : e2 existe en el grupoide preordenado
(Ob(C(U», n,-<) Es dedr, 3(e1: e2

) V" ,ne2 -< e1 ¢=:> I ~ e1
: e2

.
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Esta es una caracteriz acion sorprendente. Indicamos un esbozo de la prueba
a continuacion. EI hecho de que propiedades estrueturales complejas como
enumeracion y parametriz acion se caraetericen por la existencia de un residual
muy espedfico abre nuevas perspectivas a la algebr aizacion de los procesos
recursivos,
Esbozo de prueba de /a Proposici6n 7.1: Asuma (i). Sea t = 'idD. Suponiendo
, n c;2 -< c;.t hay que construir C;1 : C;2 tal que, -< C;1 : c;2. Ahora, ,n C;2 -< C;1

significa (def. de -<): 3e E il Vh E VT (, n c;2)h C (C;l)(h; en particular,
Vh E VT (, n C;2)(h,p-2) C (C;1 )(h,p-2)' Por definicion de C;1, (C;1 )(h,p-,) i~uala PI
y e(h,P2); por definicion de c;2, (c;2)p_, = z ; por 10 tanto (usando def. de n)

'h iguala PI y e(h,P2) (*). For otro 1000, , -< C;1 : c;2 significa: 3tp E il 'Vh E
VT 'h C (C;1 : C;2).ph, es decir: 3tp E il Vh E VT 3v 'h = (C;1 : c;2).ph v. Teniendo
en cuenta (*), para mostrar esto ultimo bastaria con definir c;1 : C;2 (a nivel h)
como un igualador. Si se adopta la definicion

(c;1 : C;2)h = igualador de PI y ~(h,P2)

basta entonces con chequear (recordando (*)) que ~(tph,P2) = e(h,P2) para
un adecuado tp (independiente de h). Como e E il, por (A7) existe a tal quee = ~(Ka, t); entonces (usando (A9)) se tiene

e(h,P2) = ~(lI:a, t)(h,P2) == ~(Ka, (h,P2» = ~(f(Ka, h),P2)

y se puede tomar asi tp = f(Ka,t). Lo anterior muestra como construir c1 : c;2

(solo usa (A7) y (A9)) para que ,nc;2' -< C;1 ==> ,-< C;1 : c;2. La irnplicacion
contraria tambien vale, y usa (A8) explicitamente en la prueba.
Asuma ahora (ii). Como C;1 : C;2 -< C;1 : C;2 (via la identidad), entonces (por (ii))
(C;1 : C;2) n C;2 -< C;1; por definicion de -< existe entonces un morfismo ~ E C(U)
(c;1 : C;2) n c2 -.!.. c;1. Se puede demostrar que ~ actiia como enumerador y
que valen (A 7) y (A8). Par otro lado, tenemos C;1 n c;2 -< c;1, puesto que

. c1 nc2 ~ C;1 es morfismo en C(U); por 10 tanto (use (ii)) C;1 -< c1 : C;2. Ademas,
(C;1 : c;2)nc;2 -< C;1; por transitividad de.-< se deduce (C;1 : c;2)nc;2 -< C;.1: c;2 (esto
no es trivial: notese que, en general, no vale 'Y n 1J -< , para, arbitrario). Por
definicion de -< existe entonces un morfismo f E C(U) (c;1 : C;2) n C;2 ~ C;1 : C;2,
Y se puede mostrar que f aetua como parametrizador (vale (A9)).
Los detalles de las pruebas son extensos (requieren, por ejemplo, pullbacks
escalonados): vease [Zalamea 91, pp. 51-61].

8. Cuestiones abiertas
Los temas de trabajo en Recursi6n en Categorias podrian clasificarse en tres
grandes areas: modelos ricos, modelos debiles, comportamientos locales.
1. Mode/os ricos. Se estudiarian aqui las interrelaciones entre el topos recursivo,
el topos efeetivo y el top os libre con n.n.o. [Mulry 89a] ha avanzado algo en
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esa direccion: ha demostrado que no existe una c.c.c. con n.n.o N sumergida
plenamente en Rec y en Eff, enviando N en hN yen (N, =N) respectivamente.
Sin embargo; no se conoce casi ninguna otra conexion entre los 'modelos ricos'.
Para el estudio de esas interrelaciones podrfa ser muy util usar la maquinaria
aleg6rica de Freyd.

2. Modelos debiles. Se tratarfa aqui de caracterizar categorias mas debiles
que los topos, de acuerdo al poder de representaci6n en elias de canceptos
basicos de la teoria de la recursion. Avances importantes en esta linea han
sido realizados par la escuela de Lambek. Quedan, sin embargo, importantes
interrogantes: caracterizaciones categ6ricas en el universo subrecursivo (todo
10 que se ha hecho engloba clases de funciones que ya cantienen a las primitivas
recursivas), axiomatizaciones intrinsecas de n.n.o. debiles (todo 10 hecho esta
basado en representaciones de externas funciones numericas). Aqui, de nuevo,
la maquinaria alegor ica de Freyd pod ria resultar muy util.

3. Comportamientos locales. Se estudiarian aqui problemas especificos que
surgen en cada una de las areas de trabajo. Par ejernplo: desarrollar la teoria
clasica de la definibilidad (jerarquia aritrnetica de Kleene) en los 'modelos rices':
asociar logicas intermedias a los 'modelos debiles': caracterizar, independiente-
mente, enumeracion y parametrizacion en adecuadas p.c.c. (esto es importante
para la algebraizacion de procesos subrecursivos en los que no vale enumeracion
pero sf parametrizaci6n).
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