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ABSTRACT. The article splits in two parts. First, a survey of work done around
recursion theory, in several categorical settings, is presented. Natural num-
ber objects in topoi, particularly in the recursive and effective topoi, Freyd’s
allegories and his reconstructions of the free and effective topoi, the represen-
tation of numerical functions in cartesian categories, are examined. Second,
an axiomatic study of categorical versions of enumeration and parametrization
(s-m-n) is presented in the general framework of partial cartesian categories,
leading to a residual characterization, previously unnoticed in classical work.
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RESUMEN. Este articulo esta dividido en dos partes. Primero, se presenta una
revisién de trabajos realizados sobre la teoria de la recursién dentro de varios
contextos categéricos. Se examinan por ejemplo objetos de nimeros naturales
en topos, particularmente en los topos recursivo y efectivo, las alegorias de Freyd
y su reconstruccién de los topos libre y efectivo, y la representacién de funciones
numéricas en categorias cartesianas. Segundo, se presenta un estudio axiomatico
de versiones categdricac de enumeracién y parametrizacién (s-m-n) dentro del
marco general de las categorias cartesianas parciales, lo cual conduce a una
caracterizacién residual que ha pasado desapercibida en los trabajos clasicos.

Al hacer teoria de la recursién en el marco de la teoria de categorias, se buscan
dos objetivos principales. Por un lado, definir y caracterizar, algebraica y
categoéricamente, propiedades de subclases de la clase de funciones recursivas R,
para poder extrapolar instrumentarios de computabilidad a modelos que posean
una estructuracién aritmética mas débil que la de los nimeros naturales (por
ejemplo, una caracterizacién de R puede obviar las referencias a minimizacién
(buen orden de los naturales) enfatizando, en cambio, propiedades sintéticas de
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R (enumeracién, parametrizacion, puntos fijos, etc.)). Por otro lado, proponer
modelos naturales, alternativos a los construidos en la categoria de conjuntos,
que se acomoden de manera mas fiel a la recursién de orden superior y a la
aritmética intuicionista.

Los topos permiten internalizar nociones de computabilidad. EIl topos re-
cursivo de Mulry es un modelo natural para estudiar funcionales recursivos
y recursiéon en tipos superiores; el topos efectivo de Hyland permite recons-
truir la realizabilidad de Kleene via validez en el topos. En ambos topos se
pueden caracterizar propiedades algebraicas de R y se puede internalizar la
nocién de funcién parcial via el clasificador de subobjetos. Pero no es nece-
sario todo el poder expresivo de un topos para modelar recursién en categorias.
Las propiedades sintéticas de R pueden expresarse eficazmente mediante la
légica combinatoria de Curry; las estructuras uniformes reflexivas de Wag-
ner y Strong incorporan los combinadores basicos y modelan algebraicamente
las propiedades sintéticas de R. Las categorias parciales cartesianas (Moggi,
Curien, Obtulowicz) son un marco natural para codificar esas propiedades y la
dicotomia parcial/total; las algebras de Wagner y Strong resultan ser sub-
categorias adecuadas. En ese marco, los teoremas basicos de enumeracién
y parametrizaciéon pueden ser caracterizados, muy concisamente, mediante la
existencia de un apropiado residual en una categoria de oraculos.

Este articulo presenta un panorama global de trabajos que se han realiza-
do en el area de Recursion en Categorias (1980-1992). La primera parte del
articulo (secciones 1-5) es una exposicién concertada de muchos resultados dis-
persos; dado el enfoque comprensivo que se propone, no se presentan pruebas
(muchas de ellas extensas) de las proposiciones sefialadas (cada enunciado va
acompanado de una referencia a la literatura, donde se encontraran pruebas);
en cambio, se ha puesto especial énfasis en explicar el desarrollo de los con-
ceptos. La segunda parte (secciones 6-7) expone resultados inéditos del autor,
obtenidos en su tesis de doctorado; en esta segunda parte se presentan algu-

" nas pruebas ilustrativas. Una tiltima seccién (secciéon 8) plantea problematicas
abiertas.

1. Topos y objetos de niimeros naturales

Fijemos algo de terminologia. Una categoria cartesiana (c.c.) es una categoria
con productos finitos. Una categoria cartesiana cerrada (c.c.c.) es una c.c.
que, ademas, posee exponenciales (funtor producto posee adjunto derecho).
Un topos es una c.c.c. que, ademas, posee clasificador de subobjetos. Pueden
presentarse otras axiomatizaciones sencillas para un topos (por ejemplo, usan-
do limites finitos y objetos potencia). Los topos se encuentran en el cruce
entre teoria de conjuntos y geometria algebraica. La axiomatizacioén via c.c.c.
+ clasificador refleja heuristicas de la teoria de haces. La axiomatizacién via
limites finitos + potencias refleja heuristicas de la teoria de conjuntos. Refe-
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rencias estandar sobre topos y categorias cartesianas son: [Barr & Wells 85],
[Lambek & Scott 86], [MacLane & Moerdijk 92]. Una visién muy idiosincratica
la proporciona [Freyd & Scedrov 90].

Sea C una categoria con objeto terminal 1. Un objeto de nimeros naturales
(n.n.o.) en C consiste en una tripla (N,o,s), 1 2 N 5 N, que verifica la
siguiente propiedad universal:

QTR S LA
viZexLx 3'NL X tal que “ % ¢l
§ el B el F

En el caso C = Con (categoria de conjuntos) la anterior propiedad corresponde
a la definicién de ¥ por recursidn simple: (N, o, s) es la estructura (N, 0, s) con
el cero 0 y sucesor s(n) = n+1, y la conmutacién de los diagramas corresponde
ay(0)==z0 Y(n+1)=f(¥(n)).

El n.n.o., si existe, es tinico médulo isomorfismo. Es claro que no toda cate-
goria posee n.n.c. Tampoco todo topos posee n.n.o.: por ejemplo, el topos de
los conjuntos finitos no posee n.n.o. Sin embargo, si C tiene objeto terminal y
coproductos enumerables entonces C tiene n.n.o., proporcionado por [[, 1. En
particular, todo topos de prehaces Con®”’ (y a fortiori todo topos de Grothen-
dieck) posee n.n.o. Si £ es un topos y j es una topologia de Lawvere-Tierney
en &, se tiene el proceso de hacificacion:

i
ShilEdos e &
a
(i: funtor inclusion; a: adjunto izquierdo de i). En esta situacién, si £ tiene
nn.o. entonces Sh;(€) tiene n.n.o.: la imagen via a del n.n.o. en £.

La definicién de n.n.o. se debe a Lawvere; captura el comportamiento de
la estructura de los naturales con respecto a la definibilidad de funciones via
recursion simple. Sila categoria ambiente es, ademas, c.c.c. se obtiene entonces
recursion primitiva (la anotacién se debe a [Freyd 72]; para una prueba corta
véase [Freyd & Scedrov 90]):

1.1 Proposicién. Sea C c.c.c.;seal > N 2, N n.n.o. en C. Entonces:
VAL B YAxNxBSB 314AxNL B tal que
f(idA XO)(< idA,!A >)=g, f(idAXS):h(< TI'A,WN,f >)

En Con esta situacién corresponde a construir (dadas N* % Ny Nn+2 B N) la
funcién N*+! L N mediante la recursién primitiva f(a,0) = g(a) f(a,z+1) =
h(a,z, f(a,z)).

Por otro lado, un n.n.o. puede caracterizarse, no por su poder de definibili-
dad (Lawvere), sino por su ezactitud intrinseca (Freyd):
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2.4 Proposicién. (Teorema del punto fijo).
Vf € Rec(N,N) 31-5 N tal que ®a= 9, fa.

El instrumentario algebraico minimal implicito en estas pruebas serd puesto de
relieve en la seccién 6.

3. El topos efectivo

El topos recursivo geometriza la mirada recursiva: mira a N como objeto va-
riable (via la inmersién de Yoneda M — Con™"") y luego como haz (via la
hacificacién Con™”” % ShJ(@M”)). El topos efectivo [Hyland 82] modela
la realizabilidad recursiva de Kleene. [Kleene 45] introdujo sus nociones de
realizabilidad para proporcionar interpretaciones y pruebas de consistencia e
independencia para fragmentos de la aritmética intuicionista. La realizabilidad
recursiva estd basada en la estructura parcial (N,*) donde n *x m = @,(m)
((¢n)n>0 enumeracién de las funciones parciales recursivas de una variable).
Dada una sentencia ¢ de la aritmética intuicionista HA, dado n € N, se de-
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fine inductivamente la nocién de realizabilidad “n realiza ¢”: por ejemplo, “n
realiza 3z@(z)” ssi “mz(n) realiza ¢([71(n)])” donde N STLT22, N x N es una
codificacién recursiva de N x N fija desde el comienzo; “n realiza Yz¢(x)” ssi
para todo m, nxm converge y “nxm realiza ¢([m])” (para un analisis detallado
de la realizabilidad, véase [Kleene 73]).

Un procedimiento general permite construir el topos efectivo a partir de la
estructura aplicativa parcial de Kleene (N,*) [Hyland, Johnstone, Pitts 80].
Como resultado de ese proceso, el topos efectivo Eff puede describirse asi:
los objetos de Eff son los pares (X,=x) donde X es conjunto y donde =x
es una funcién parcial X x X =% p(N) (igualdad no estdndar); denotamos
llz = yl| = (z =x y) (valores de verdad no estindar) y E(z) el predicado
llz = z|| # @; (X,=x) ER (Y,=y) es morfismo en Eff ssi X L, ¥ es relacién
funcional, total al restringirse a dom(E), estricta (ie. E(z) = E(fz)) y
substitutiva (i.e. ||fz = fy|| = ||z = y|| cuando los valores de verdad estan
definidos).

Eff posee n.n.o.: (N,=y) donde (n =y m) = {n} sin =m y @ si no. Este
n.n.o. debe distinguirse del objeto asociado a la representacién estandar de la
igualdad (N, =) donde (n =¢¢ m) = Nsin =my @ sino; (N, =) noes
n.n.o. en Eff. Eff modela adecuadamente la realizabilidad:

3.1 Proposicién. Sea ¢ una sentencia de la aritmética intuicionista HA.
Entonces: existe n tal que “n realiza ¢” ssi ¢ vale en el n.n.o. (N,=y).

La tesis de Church (“todas las funciones son recursivas”) y el principio de
Markov son realizados recursivamente; valen, por lo tanto, en el n.n.o. en Eff
(para mayor informacion ver [Hyland 82]).
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Aparte de la adecuada modelizacién de teénicas constructivas relacionadas
con la aritmética intuicionista, el topos efectivo ha adquirido preponderancia
en el estudio de semanticas para los lenguajes de programacién. En efecto, la
categoria Per, definida a continuacién, que es el modelo mas sencillo conocido
para estudiar nociones de polimorfismo (célculo A de segundo orden), resulta
ser una plena sub-c.c.c. de Eff. Una p.e.r. (“relacién de equivalencia parcial”)
es una relacién simétrica y transitiva en N; si A es una p.e.r., sea Q(A) =

dom(A)/A. Los objetos de Per son las p.e.r.; un morfismo A 4. Ben Per
es una funcién Q(A) L Q(B) representable en la estructura aplicativa de

Kleene (i.e. Q(A) o & Q(B) vive en Per ssi 3n € NVm € dom(A) nxm | y
f([m]a) = [n*m]B). Es de notar que el hecho de que Per sea una categoria ya
codifica bastante informacién recursiva: los teoremas clasicos de enumeracion
y parametrizacién permiten construir los combinadores k y s en (N, *) (ver
seccién 6); gracias a ellos se puede mostrar que composicién de representables
es representable y, por tanto, que la composicién en Per estd bien definida.

4. Las alegorias de Freyd

En las décadas del 70 y del 80 Peter Freyd desarrollé una poderosa maquinaria
para clasificar categorias intermedias entre c.c.c. y topos. A través de axioma-
tizaciones de propiedades tipicas en categorias de relaciones, y de un ubicuo
uso de teoremas de representacion, Freyd ha logrado presentar, de manera
sistematica, los desarrollos de la teoria de los topos como casos particulares de
concepciones “alegdricas” [Freyd & Scedrov 90]. En lo que aqui nos concierne,
Freyd ha reconstruido el topos efectivo de Hyland y el topos libre con n.n.o.:
F, con n.n.o. Nz, es libre ssi para todo topos £, con n.n.o. Ng, existe un

(tinico salvo isomorfismo) funtor F L £ tal que F(Nr) = N¢.

Fijemos la terminologia de Freyd. Una categoria C es regular ssi posee limites
finitos y coigualadores y los pullbacks preservan coigualadores. Dada una ca-
tegoria regular C, Rel(C) es la categoria de relaciones en C, vistas como pares
ménicos (la regularidad de C asegura que se tenga una composicién bien definida
en Rel(C)). Una alegoria es una categoria con operaciones 1, ()°, N (0-aria, 1-
aria y binaria respectivamente) que verifican ciertos axiomas canénicos validos
en Rel(C) [Freyd & Scedrov 90, p. 196]. Dada una alegoria A, Eq(A) es
la categoria de relaciones de equivalencia en A, y Map(A) es la categoria de
relaciones funcionales en .4 (1 C R°R , RR° C 1). Una categoria regular es
efectiva ssi para toda relacién de equivalencia (par monico (f, g)) existe z tal
que (f, g) es el nicleo de z. Por iltimo, dada Z clase de idempotentes en una
categoria A, Split(Z) es la categoria con clase de objetos {a : a € Z} y con
morfismos Hom(a,b) = {z morfismo en A : za =z = bz}.

4.1 Proposicién. La ‘categoria’ de categorias regulares efectivas es una ‘sub-
categoria’ reflexiva de la ‘categoria’ de categorias regulares. El adjunto izquier-



134 FERNANDO ZALAMEA

do de la inclusién puede construirse explicitamente como:
C — Map(Split(Eq(Rel(C))))

para toda categoria regular C.

Este notable teorema de Freyd produce, en dos casos especificos, el topos
efectivo y el topos libre con n.n.o., como sigue. Sea K una coleccién de endo-
funciones parciales sobre N. Sea Cx con coleccién de objetos {(A,{A, : n >
0}) : A conjunto , A, C A} y con morfismos definidos por

(A, {An :n>0}) L (B,{Bn:n>0})

es morfismo en Ck ssi J,5 4n ) U,>0 Bn es funcién y existe ¢ € K tal que
Vn>0Vz € U,504n € An=>¢(n) | v f(2) € By(n). Si K Sidny K es

cerrada bajo composicién entonces Ck (con la composicién obvia) es categoria.
. , . . ' ! !
Si, ademas, K contiene decodificadores de pares (i.e. N— N, N % N tal que

l({n,m)) = n, ly((n,m)) = m donde N x N b Nes alguna biyeccién dada)

entonces Cx es regular. En particular, K = {funciones parciales recursivas
de una variable} cumple todas estas condiciones, y de la proposicién 4.1 se
obtiene:

4.2 Proposicién. Map(Split(Eq(Rel(Cisunc. parc. rec. unarias})))) €S un topos,
equivalente al topos efectivo Eff.

Por otro lado, Freyd y Scedrov construyen un ‘alegoria libre’ Ar asociada a
una coleccién de sentencias T en la teoria (intuicionista) de tipos. Se tiene
entonces, para T=HA:

4.3 Proposicién. Map(Split(Cor(Aua))) es el topos libre con n.n.o. (donde
Cor(A) es la categoria de morfismos coreflexivos (R C 1) en A).

La construccién del topos libre con n.n.o. a partir de HA ya habia sido explici-
tada en [Coste-Roy, Coste, Mahé 80]. Sin embargo, la metodologia de Freyd y
Scedrov esclarece los pasos de la construccién y permite preguntarse acerca de
la existencia de categorias libres intermedias para fragmentos de la aritmética
(ver seccién 8).

5. Representabilidad de funciones recursivas

El problema de la representabilidad de ciertas clases de funciones numéricas
(€ U,>o NV") en adecuados sistemas légicos, ha sido un problema crucial en
teoria de la prueba, desde la introduccién de las funciones primitivas recursivas,
por Godel, en 1931, para probar su teorema de incompletitud. Godel, Kleene,
Grzegorczyk clasificaron varias clases de funciones, de acuerdo al poder de
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definibilidad de las teorias en que se representaban esas clases; la influencia de
esa linea de trabajo impulsé, en parte, a la resolucién del décimo problema de
Hilbert. En los ahos 60, Lambek, motivado por extensos trabajos lingiisticos
con sistemas deductivos y categorias, plante6 el problema de la representabili-
dad en términos categoricos: clasificar clases de funciones numéricas de acuerdo
al poder expresivo de las categorias en que se representaran esas clases. La es-
cuela de Lambek (Lambek, Thibault, Scott, Romaén, etc.) ha obtenido los
siguientes resultados (ver, por ejemplo, [Lambek & Scott 86], [Roman 89]).

Sea C c.c. Sea N € 0b(C), con 1 = N 5 N dados. Sea N LN (en Con).
f es N-representable en C ssi 3ft € C(N", N) tal que el siguiente diagrama
conmuta:

N edssion N

el [s

fro-

c(1, N L= ¢, N)

donde j(m) =sos---0s00y bi*(my, -+ ,mp) = (§(m1), - ,4(mn)). Diremos
m-veces

que N es dprnno. ssi 1 = N = N satisface el esquema de recursién

primitiva débil (propiedad de la proposicion 1.1 sin exigir unicidad), y que N

es d.n.n.o. ssi 1 = N - N satisface la propiedad definitoria de n.n.o. sin

exigir unicidad. Se tiene entonces:

5.1 Proposicién. Para funciones totales en |J,5,N" se tiene
{primitivas recursivas} = {representables en c.c. con d.p.r.n.n.o.
C {representables en c.c.c. con d.n.n.o.}
#

C {representables en topos con n.n.o.}

%‘ {totales recursivas}.

5.2 Proposicién. Para funciones parciales se tiene
{parciales recursivas} C {representables en c.c. con igualadores y n.n.o.}.

Con una nocién mas débil de representabilidad ( “representabilidad numeral”
[Romén 90]) se consigue la caracterizacion:

{parciales recursivas}=
{numeralmente representables en c.c. con igualadores y d.n.n.o.}.
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6. Estructuras uniformes reflexivas
y categorias parciales cartesianas

Como las proposiciones 5.1 y 5.2 indican, no es necesaria toda la potencia ex-
presiva de un topos para modelar en él nociones de recursividad. Por otro
lado, no es necesaria toda la estructuracién aritmética de (N, 0, s) para car-
acterizar clases de funciones recursivas; Kleene, por ejemplo, logré caracteri-
zar a la clase de funciones parciales recursivas, evitando minimizacién en N
y apoyandose, en cambio, en los teoremas de enumeracién y parametrizacién
(s-m-n). Propiedades de la estructura se pueden obviar, asi, enfatizando en
su lugar propiedades de la clase de funciones a definirse sobre la estructura
dada; esto puede ser de suma importancia en categorias de estructuras que
no poseen todo el arsenal aritmético de N y que, sin embargo, merecen que
se estudie su computabilidad intrinseca. En esta seccién recordamos el teo-
rema clasico de Kleene [Kleene 59], explicamos la traduccién de ese teorema a
un marco algebraico estrechamente relacionado con la légica combinatoria (las
“estructuras uniformes reflexivas” de Wagner y Strong [Wagner 69], [Strong
68]), introducimos el marco categérico minimal en el que se pueden describir
parcialidad/totalidad, morfismos constantes y productos (“categorias parciales
cartesianas” [Curien & Obtulowicz 89]) y presentamos, en ese contexto, una
axiomatizacion de las clases de funciones definibles en estructuras uniformes
reflexivas [Zalamea 91].

Para cada n > 1, sea (¢7)e>0 la enumeracién de las funciones parciales
recursivas de n variables obtenida gracias al teorema de la forma normal de
Kleene. Los siguientes dos resultados cldsicos seran basicos para nuestras con-
sideraciones:

Teorema de parametrizacidn, s-m-n.

¥Yn,m > 13 N*t! N primitiva recursiva tal que

Ve ENVZ € N'VFEN™ ¢, (i) = 02t (&, 9)

(la igualdad se lee: “iguales ssi ambos términos divergen o ambos convergen y
son iguales”).

Teorema de enumeracidn.
Vn > 13N+ 22 N parcial recursiva Ve € N V7 € N* D, (e, %) = p2(Z).

El teorema de enumeracidon expresa el doble rol fundamental de los nimeros
en teoria de la recursién: un nimero codifica al tiempo un elemento de N
(significado natural) y una funcién parcial recursiva (indice via enumeracién).
El teorema de parametrizacién permite una transferencia uniforme y de bajo
nivel de complejidad (s}', mejor ain que primitiva recursiva, es elemental)
entre los anteriores papeles del nimero. '
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En ésta y en la siguiente seccién nos centraremos en el status axiomatico
de los teoremas de parametrizacién y de enumeracién. Un resultado clasico
muestra que estos teoremas pueden usarse para proveer un marco axiomatico
alternativo para la teoria de funciones recursivas [Kleene 59]:

6.1 Proposicién. Sea P = |J,,5, Pn una clase de funciones parciales en N
(P». C {funciones parciales de n variables}), que es cerrada bajo composicién
y contiene las funciones cero, sucesor, proyecciones y discriminador (§ € NN
definida por é(n,p,q,m) = ¢ sin =m, §(n,p,q,m) = p sin # m). Asuma que
P satisface enumeracion y parametrizacion, en el sentido siguiente:

Vn > 13®, € Pny1 Vf € P, Je €N tal que (e, 7) = f(7)

Vn,m > 13s7' € Pny1 sy, total tal que ®,,(s) (€,7),9) = Pnimle, T, )
Entonces: P D {parciales recursivas}.

Este resultado de Kleene caracteriza, entonces, a las funciones parciales re-
cursivas como la minima coleccién de funciones parciales en N que contiene
adecuadas funciones iniciales y satisface las propiedades de enumeracién y
parametrizacion (para una prueba detallada, véase [Hennie 77, pp. 296-299]).

Contrariamente a los procesos de definicién por Tecursién primitiva y por
minimizacién, las propiedades de enumeracién y de parametrizacién evitan
una referencia explicita al buen orden de los naturales. En los afios 60, Wagner
usé este hecho para desarrollar una teoria de la computabilidad abstracta en
un conjunto infinito arbitrario. Por otro lado, en los afios 20, Schonfinkel y
Curry habian desarrollado la ldgica combinatoria para fundamentar un manejo,
algebraico y sin variables, de la légica de primer orden; en particular, en la
légica combinatoria se puede eliminar la nocién de variable ligada y se permiten
construcciones autoreferentes, en las cuales las funciones también pueden entrar
como argumentos. EIl doble rol de los nimeros en teoria de la recursion es
analogo al doble rol de las funciones en légica combinatoria. Estas ideas se
concretan en las estructuras uniformes reflezivas [Wagner 69], [Strong 68]. Una
u.r.s. (uniformly reflexive structure) es una estructura (D, *,1,k, s,t) donde: *
es una operacion binaria en D (para simplificar la escritura notaremos axb = ab
y asociaremos a la izquierda: abc = ((ab)c)) y T, k, s, t son elementos de D que
satisfacen los siguientes axiomas: k # s,YVa € D a1 =1a =1, Va,bc,d€
D\ {1} tabed = csi a = d y tabed = bsi a # d, Va,b € D\ {1} kab = a,
Va,b,c € D\ {1} sab#1 y sabc = ac(be).

La heuristica detrds de las u.r.s. es la siguiente: T representa un elemento
‘indefinido’, k y s representan los combinadores bésicos de Schonfinkel (intuiti-
vamente, un operador “constancia” y un operador “fusién”) y t representa un
discriminador (para permitir definiciones por casos). Las u.r.s. son estructuras
algebraicamente ‘sui generis’: si (D,*,1,k,s,t) es una u.rs. entonces D es
infinito, * no es asociativa y * no es conmutativa (folklore; para pruebas ver
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[Zalamea 91]). El ejemplo bésico de u.r.s. es la estructura parcial aplicativa de
Kleene (N, *) (ver seccién 3), donde k, s y t se obtienen usando parametrizacién
y enumeracion. Por ejemplo, k se obtlene de la siguiente manera: hay que
encontrar k € N t.q. kab = a, es decir piqa(b) = a (por definicién de la ope-
racién *); tenemos: a = m¥(a,b) = @2(a,b) = (’oii(e,a)(b) = ‘Pii(n,,id)(a)(b) =
‘P¢1(a)(b) L. (b), donde: e es un indice de 77 y k es un indice de sj(e,id)
(ke es la funcién constante con valor e). De manera similar, se pueden obtener
explicitamente s y ¢t (ver [Zalamea 91], en donde los célculos se realizan alge-
braicamente en un marco mas general, para toda u.r.s. en una categoria parcial
cartesiana).

Las u.rs. codifican, en una estructura algebraica, el comportamiento abs-
tracto de clases de funciones similares a la clase de las parciales recursivas. Sea
D un conjunto con mas de dos elementos. Sea P = (J,5,Pn una clase de
funciones parciales en D. Para a € D, sea k, la funcién constante con valor a.
P es una b.r.f.t. (teoria basica de funciones recursivas) ssi Ya € D ks € P, P
contiene las proyecciones y el discriminador, P es ¢errada bajo composicion y
P satisface enumeracién y parametrizacién, como en la proposicién 6.1.

6.2 Proposicién. Sea D un conjunto con mds de dos elementos. Sea P =
U">1 P, una clase de funciones parciales en D. Entonces: P es una b.r.f.t. ssi
existe una u.r.s. (D,*,1,k,s,t) que ‘representa a P’, es decir

'—‘{fGDD":BeGDtalquef(zl,-'-,:c,,):e*:cl*~--*:c,,}

(identificando f(Z) |, para f € Pn, con f(Z) #1, para f € DR,

Para pruebas, véanse [Wagner 69] y [Strong 68]. Volvamos ahora a considera-
ciones categoricas.

Para modelar ur.s. y b.r.f.t. en una categoria necesitamos morfismos cons-
tantes, productos y la distincién parcial/total: es precisamente lo que proveen
las categorias parciales cartesianas (definidas en otro contexto). Una categoria
parcial cartesiana (p.c.c.) es una categoria localmente ordenada (los conjuntos
Hom son conjuntos parcialmente ordenados compatibles con la composwlon)
con un objeto terminal parcial 1 y con productos parciales (para una axio-
matizacién de estos conceptos ver [Curien & Obtulowicz 89]). Dentro de las
especificaciones de p.c.c. se tiene, para cada objeto A de la categoria, un

morfismo A -4 1 que es el maximo de C(4,1). Un morfismo f € C(4, B) se
dice totalssi 'p f =!4 (esto corresponde a una caracterizacion categérica de to-
talidad en conjuntos). Si C es p.c.c. entonces Cr, la subcategoria de morfismos
totales, es c.c. Definiendo, para cada a € C(1,D), ko = D 22, 1 5 D se tiene
el siguiente cdlculo de constantes (inmediato, pero muy 1til):
(i) a total => k, total;
(it) Vg € C(D, D) g total => Kag = Ka;
(i) Vh € C(D, D) hkq = Kha-
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Sea C una p.c.c., sea D € Ob(C), sean D = C(D, D), Dr = Cr(D, D), U C D,
Z =Cr(1,D).

6.3 Definicién. U es un cono ssil verifica los axiomas (A1)-(A5):

(Al) idp €lU.

(A2) Vf,geU fgelU.

(A3) Vf,gelU (f,g9)€U.

(A4) Vf,g€Dr (f,9) € Dr.

(A5) 3p1 #p2€UNf,9€ Dy pi(f,9)=fypfi9) =g

donde (f,g9) = ¥ < f,g > para algin D x D B p fijo.
Sea U un cono. U es IT-enumerado ssi U verifica los axiomas (A6)-(A7):

(A6) Ya €T Ko EU.
(A7) 3@ €DYfEUa€T f=d(ka,idp).

Sea U un cono I-enumerado. U satisface enumeracidn ssi U verifica (A8):
(A8) ®cU.

U satisface parametrizacion ssi U verifica (A9):
(A9) 3r €U Vf,9,h €Dy 7(f,9) € Dr y (f,(g,h)) = B(r(f, ), h).

EJEMPLOS. En C=Pfn (categoria de conjuntos con funciones parciales), U =
{parciales recursivas unarias} C Pfn(N,N) satisface (A1)-(A9). En C = Recp
(Rec con morfismos parciales, representados en el topos por parejas con primera
componente mono), U = Recp(hn, hy) satisface (A1)-(A9). En C = Perp, U =
Perp(Q(Anxn)) satisface (A1)-(A9). Sea (E™),>3 la jerarquia de Grzegorczyk
(estratificacién de las funciones primitivas recursivas); en C = Con, Y = E} =
{funciones unarias en E"} C Con(N,N) satisface (A1)-(A7) y (A9), pero no
satisface (A8) puesto que ninguna subclase de funciones recursivas totales puede
ser enumerada por una funcién de la misma clase (argumento diagonal). Para
pruebas y una discusién extensa de los conceptos anteriores, véase [Zalamea
91].

Con un cono Z-enumerado que satisfaga enumeracién (A8), parametrizacién
(A9) y un axioma adicional para el discriminador, se obtienen, en una p.c.c.
arbitraria, pruebas puramente algebraicas (uso ubicuo del calculo de constantes
en una p.c.c.) de los teoremas cldsicos de la teoria de la recursion: teorema
del punto fijo, segundo teorema de la recursién (en forma débil y en forma
subrecursiva), teorema de Rice, etc.

SilU es un cono Z-enumerado, introducimos las siguientes notaciones: fOg =
®(f,g) (con f, g € C(X,D)), 6y = indice de f = algilin a €  para el cual vale
(A7) (con f € U). En este contexto, los axiomas (A7) y (A9) pueden verse,
desde un punto de vista algebraico, como propiedades de la operacién ©:

(A7) Kg, ®idp = f.

(A9) fo(g,h) =7(f,9) O h.
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En la siguiente proposicién resumimos algunos hechos elementales que se de-
ducen de los axiomas en una p.c.c., de las definiciones de (,) y de ® y del
calculo de constantes mencionado antes de la definicién 6.3.

6.4 Proposicién. Sea U un cono I-enumerado. Se tiene:
(i) Paraf,g € D yh € C(X, D), (f,9)h = (Fh,gh), (fO9)h = (FR)O(gh).
(ii) Paraa,b€ C(1,D), Kap) = (Ka, Ks)-
(ili) Parag € Dr y f €U, k9, © g = fg (donde yuxtaposicién es com-
posicién en la categoria).

6.5 Proposicién. (Teorema del punto fijo). Sea U un cono ZI-enumerado que
satisface también (A8) y (A9). Entonces: Vf € U 3y € I ky®idp = KfyOidp.

Prueba: Sea « = idp. Sea f € U. Por los axiomas (A2), (A3), (A5) y (A8)
se tiene que ®(f®(p1,p1),p2) € U; usando (A7) se obtiene un indice de ese
morfismo; denotemos z a un tal indice. Sea h = 7(k,,t); gracias a (A1), (A2),
(A3), (AB) y (A9) se tiene que h € U; por lo tanto, usando de nuevo (AT),
existe 0 € Z. Como z total implica &, total (cdlculo de constantes), entonces
h = 7(kz,t) es total (usamos aqui (A9)). Entonces hfp € I. Afirmacion:
y = hfj sirve como punto fijo. En efecto, para todo ¢ € 7 se tiene:

kne Ot = (hke) @t = (T(Kz,t)K) Ot = T(Keke, Ke) Ot = T(Kz,Ke) Ot =
Kz © (Keyt) = ®(f®(p1,p1), P2))(Ke,t) = B(fB(Ke,ke),t) = (f(Ke © Ke)) O ¢

En particular, para ¢ = 0, se obtiene kps, Ot = (f(kp, © Kg,)) O ¢ =
(f(hke,)) ©® ¢ = Kyhe, © t. Es de notar que los calculos son explicitos y que se
realizan Unicamente usando los axiomas (A1)-(A9), el célculo de constantes y
las anotaciones elementales de la proposicién 6.4.

6.6 Proposicién. (Segundo teorema de la recursién). Sea U un cono I-
enumerado que satisface también (A8) y (A9). Entonces: Va € T 3y €
T ky©® idp = Kq ©® (Icy, idp).

Prueba: Sean ¢ = idp, a € I. Entonces f = 7(k4,t) € U. Por el teorema
del punto fijo, existe y € T tal que Ky © ¢t = Ksy O ¢; pero entonces Kgy O L =
Kr(xau)y @ t = (T(Ka, t)ky) Ot = T(Ka, Ky) O L = Kq © (Ky, t).

La prueba anterior utiliza el teorema del punto fijo. Asumiendo ademas p; y
ps totales, se puede proporcionar una prueba independiente que no usa puntos
fijos [Zalamea 91].

Por otro lado, el instrumentario algebraico recién exhibido es muy c6modo
para realizar calculos explicitos de los combinadores en una version categorica
del teorema de representacién 6.2. La algebraizacién ayuda también a detectar
un ‘bloqueo’ en el teorema de representacién: éste sélo se consigue a medias
en una p.c.c. arbitraria; para obtener una representacién completa se necesita
que la p.c.c. tenga “liftings” (ver seccion siguiente).
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7. Caracterizacién residual de
énumeracion y parametrizacién

La axiomatizacién de las b.r.f.t. en una p.c.c. arbitraria ha llevado a una
caracterizacién de enumeracién y parametrizacién que no habia sido notada
anteriormente, ni en el contexto cldsico, ni en el contexto de las u.r.s. en
Con. La caracterizacién, en cambio, surge de manera natural con la alge-
braizacion de las pruebas en un adecuado contexto categérico. La idea de que
enumeracion y parametrizacion podian ser forzadas por propiedades residuales
en una categoria se debe a [Freyd & Scedrov 87}, en la primera reconstruccién
que propusieron para el topos efectivo. No sdlo condiciones necesarjas, sino
también suficientes, y no en topos, sino en adecuadas p.c.c., para caracterizar
enumeracién + parametrizacién se encuentran en [Zalamea 91].
Una p.c.c. tiene liftings si y sélo si

VDeC3ID* eCVYBeC3C(B,D)5cr(B,D)

biyeccién tal que (#g)f < #(gf). La biyeccién § provee una correspondencia
entre morfismos parciales y totales que generaliza aquella entre Pfn(X ,Y) y
Con(X , Y U{1}). Todo topos posee ‘liftings’. En una p.c.c. con ‘liftings’ un
objeto completo es un objeto que actia como D* (para una axiomatizacién y
propiedades ver [Curien & Obtulowicz 89]). Si C es una p.c.c. con ‘liftings’ y
D es un objeto completo, para toda f € C(D, D) existe una eztensidn natural
fecr(D, D) tal que f < f.

Sea C una p.c.c. con ‘liftings’, D un objeto completo, ¥ C C(D,D). Us-
aremos la misma notacién que precede a la definicién 6.3. Asumamos que Cr
posee igualadores y que & = {f : f € U} es un cono sobre Z con constantes
(axiomas (A1)-(A6) de la definicién 6.3, para &). Asociamos a U la categoria
C(U) descrita por: a € Ob(C(U)) ssi a = (a;.);.epT donde (an)n es una familia

de morfismos totales con codominio D; a L] ﬂ es morfismo en C(U) ssi f € U

y Vh € Dr an C Bjy; composicién: o o B R yo=ra ¥, v. Los axiomas
(A1) y (A2) aseguran que C(U) es categoria. Como Cr es c.c. (pues C es p.c.c.)
y tiene igualadores (hipdtesis), entonces Cr tiene pullbacks y podemos definir
una operacién N en C(U) como sigue: para o y B sea a N 3 determinado por
(a N B)n = diagonal del pullback de apn ¥ Bp,n (P1, P2 proporcionadas por el
axioma (A5)). En C(U) se tiene el preorden candnico: a < [ ssi existe mor-
fismo o — B en C(U). Sean €', €2 en C(U) definidos por: para h € Dr, (')s =
igualador de p; y A, (¢2)s = igualador de p; y h.
7.1 Proposicién. Asuma las notaciones e hipétesis de la discusion precedente.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) U es IT-enumerado y satisface enumeracion y parametrizacién (axiomas
(A7) + (A8) + (A9) de la definicion 6.3).
(ii) EI residual izquierdo €' : €* existe en el grupoide preordenado
(0b(C(U)), N, <) Es decir, I :e?) Vy yNe? e <=y < ¢
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Esta es una caracterizacién sorprendente. Indicamos un esbozo de la prueba
a continuacién. El hecho de que propiedades estructurales complejas como
enumeracién y parametrizacién se caractericen por la existencia de un residual
muy especifico abre nuevas perspectivas a la algebraizacién de los procesos
recursivos.

Esbozo de prueba de la Proposicién 7.1: Asuma (i). Sea ¢ = idp. Suponiendo
vNe? < el hay que construir ! : €2 tal que ¥ < ¢! : €2. Ahora, yNe? < ¢!
significa (def. de <): 3¢ € U Yh € Dr (y Ne?)n C (¢')en; en particular,
Vh € Dr (YN eX)(hpm) C (El)f(h ), Por definicién de €', (¢')gn ) iguala pi
y &£(h,p2); por definicién de €2, (?)5 = ¢; por lo tanto (usando def. de N)
74 iguala p1 y f—(h P2) (%). Por otro lado, v < ¢! : €2 sxgnlﬁca dp el Vh €
Dr yn C (€' : €2)gn, es decir: I €U Vh € Dy Jv v = (¢ : 2) sh v. Teniendo
en cuenta (), para mostrar esto dltimo bastaria con definir €' : €? (a nivel h)
como un igualador. Si se adopta la definicién

(¢! : €?)y = igualador de p; y @(h,p2)

basta entonces con chequear (recordando (*)) que &(ph,p2) = &(h,p2) para
un adecuado @ (independiente de h). Como £ € U, por (A7) existe a tal que
€ = ®(kq,¢); entonces (usando (A9)) se tiene

&(h,p2) = B(ka, t)(h, P2) = B(Ka, (h, P2)) = ®(7(ka, h), P2)

y se puede tomar asi ¢ = 7(Kq,t¢). Lo anterior muestra como construir €! : ¢
(sélo usa (A7) y (A9)) para que yNe? <e! = 7y <¢!:¢? Laimplicacién
contraria también vale, y usa (A8) explicitamente en la prueba.

Asumia ahora (ii). Como €' : €2 < €! : €2 (via la identidad), entonces (por (ii))
(¢! : €2) Ne? < €!; por definicién de < existe entonces un morfismo ® € C(U)

2

(YT E TS 2, ¢1. Se puede demostrar que ® actiia como enumerador y
que valen (A7) y (A8). Por otro lado, tenemos ¢! Ne? < 61, puesto que
elne? Bieles morﬁsmo en C(U); por lo tanto (use (ii)) ¢! <! : €2 Ademss,
(¢! : €2)Ne? < €!; por transitividad de < se deduce (¢! : 2)06 < €l : €2 (esto
no es trivial: notese que, en general, no vale y N < v para y arbltrario) Por
definicién de < existe entonces un morfismo 7 € C(U) (¢! : €2) Ne? 5 gl @ €2,
y se puede mostrar que 7 actia como parametrizador (vale (A9)).
Los detalles de las pruebas son extensos (requieren, por ejemplo, pullbacks
escalonados): véase [Zalamea 91, pp. 51-61].

8. Cuestiones abiertas

Los temas de trabajo en Recursidn en Categorias podrian clasificarse en tres
grandes areas: modelos ricos, modelos débiles, comportamientos locales.

1. Modelos ricos. Se estudiarian aqui las interrelaciones entre el topos recursivo,
el topos efectivo y el topos libre con n.n.o. [Mulry 89a] ha avanzado algo en
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esa direccion: ha demostrado que no existe una c.c.c. con n.n.o N sumergida
plenamente en Rec y en Eff, enviando N en hy y en (N, =y) respectivamente.
Sin embargo, no se conoce casl ninguna otra conexion entre los ‘modelos ricos’.
Para el estudio de esas interrelaciones podria ser muy ttil usar la maquinaria
alegorica de Freyd.

2. Modelos débiles. Se trataria aqui de caracterizar categorias mas débiles
que los topos, de acuerdo al poder de representacion en ellas de conceptos
basicos de la teoria de la recursién. Avances importantes en esta linea han
sido realizados por la escuela de Lambek. Quedan, sin embargo, importantes
interrogantes: caracterizaciones categoricas en el universo subrecursivo (todo
lo que se ha hecho engloba clases de funciones que ya contienen a las primitivas
recursivas), axiomatizaciones intrinsecas de n.n.o. débiles (todo lo hecho estd
basado en representaciones de externas funciones numéricas). Aqui, de nuevo,
la maquinaria alegdrica de Freyd podria resultar muy til.

3. Comportamientos locales. Se estudiarian aqui problemas especificos que
surgen en cada una de las dreas de trabajo. Por ejemplo: desarrollar la teoria
clasica de la definibilidad (jerarquia aritmética de Kleene) en los ‘modelos ricos’;
asociar logicas intermedias a los ‘modelos débiles’; caracterizar, independiente-
mente, enumeracién y parametrizacion en adecuadas p.c.c. (esto es importante
para la algebraizacién de procesos subrecursivos en los que no vale enumeracioén
pero si parametrizacion).
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