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¢ QUE ES UNA FUNCION ANALITICA ?

ALONSO TAKAHASHI

1. El plano complejo.

Si designamos por R el conjunto de los nimeros reales entonces el
plano cartesiano o plano de la geometria analitica es el conjunto R?={ (x,y):

x€IR , yeR}. Esbien conocida su representacion
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Figura 1.



geomeétrica y la interpretacion de sus elementos como vectores, E ntre los
elementos de  IR? se define una adicién @ si x = (x,y) y z'=(x",y")

entonces
z+2 =(x+x", y+y'),
es decir, (x,y)+(x", %) = (x+x", y+9y').
Si ademas se define una multiplicacién convinienda que
zz' = (xx"-yy' ,xy"+ 2"y ),

es decir, (x,%")(y,y )= (xx’-yy ,xy" +x'y), puede comprobarse

que se satisfacen propiedades andlogas a las de la adicion y la multiplica -
cién entre nimeros reales : asociativas, conmutativas, distributiva. En par-
ticular, el elemento (0, 0) ( resp. (1,0)) es el neutro con respecto a la adi~

cion (resp. multiplicacion), esto es

(x,9)+(0,0) = (x,y) , (x,9)(1,0) = (x,y).

El opuesto de un nimero complejo. z = (x,y) esel nimero «z=fxr~yh
Si (x99 % (0,0), esdecit, sialguno de los nimeros =,y es diferente

de cero, entonces el complejo de componentes

es el inverso (multiplicativo) de (x,y), estoes, (x,y)(x’,y')=(1,0),



Para indicar este enriquecimiento en la estructura de R? lograda al in-
troducir la multiplicacion, este conjunto se denota € vy se Ilama el plano

complejo .

Cada nlimero real x puede identificarse con un complejo, a saber, (x, 0).
De acuerdo con ésto escribiremos x en lugarde (x,0); en particular
escribiremos 0 y 1 enlugarde (0,0) y (1,0) respectivamente .

7

Esta identificacién ' conserva las operaciones’’, en otros términos, x4 x

’

y xx' quedan identificados con (x,0) +(x',0) 'y (x,0)(x",0) res-
pectivamente. Entonces puede considerarse que R es un subconjunto de

¢, mas exactamente, R es el eje horizontal, el cual se llama entonces

eje real .

Los complejos de la forma (0,y) se llaman imaginarios puros y ocu-
pan el eje vertical el cual se denomina por esta razon eje imaginario. En par-

ticular, el complejo i = (0,1) sellama la unidad imaginaria y tiene una

propiedad peculiar :
i2=(0,1)(0,1) = (=1,0)==1,

Notese que si a esunrealy z=(x,y) uncomplejo, entonces

az = (a,0)(x,y)=(ax,ay).

En particular a(0,1) = (0,a) lograndose asi la representacion siguiente pa-

ra un complejo cualquiera  z

z2=(x,y)=(x,00+(0,y) =x+y(0,1) = x+yi



geomeétrica y la interpretacion de sus elementos como vectores. E ntre los
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Si (x,9)%(0,0), esdecit, si alguno de los nimeros  x,y es diferente
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Para indicar este enriquecimiento en la estructura de R? lograda al in-
troducit la multiplicacion, este conjunto ce denota € 'y se llama el plano

complejo .

Cada nimero real x puede identificarse con un complejo, a saber, (x,0).
De acuerdo con ésto escribiremos x en lugarde (x,0); en particular
escribiremos 0 v 1 enlugarde (0,0) y (1,0) respectivamente .
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y xx' quedan identificados con  (x,0) +(x',0) 'y (x,0)(x",0) res-

pectivamente. Entonces puede considerarse que R es un subconjunto de

¢, mas exactamente, R es el eje horizontal, el cual se llama entonces

eje real .

Los complejos de la forma (0,y) se llaman imaginarios puros y ocu-
pan el eje vertical el cual se denomina por esta razon eje imaginario. En par-

ticular, el complejo i =(0,1) sellama la unidad imaginaria y tiene una

propiedad peculiar :
i2=(0,1)(0,1) = (<1,0)==1.

Notese que si a esunrealy z=(x,y) uncomplejo, entonces

az=1(a,0)(x,y)=(ax,ay).

En particular @(0.1) = (0,a) lograndose asi la representacion siguiente pa-

ra un complejo cualquiera  z

z=(x,y) =(x,00+(0,y) =x+y(0,1) = x+yi



otambién z = (x,y) = x+iy. Con estarepresentacion las definiciones

de suma y producto toman la forma
242 = (x+iy)+ (5 + iy ) = (x+x )+ iy +y")

zz' = (x+iy) (x" +iy') = (xx'=yy )+ i(xy' + x'y) ,

férnulas que pueden obtenerse operando en la forma ordinaria con los bino-

mios x+iy y x'+1iy"  yrecordando que 2=-1,

En el plano complejo se definen varias funciones utiles *

Parte real . Es la funcidn

que a cada complejo  z = (x,y) = x+ iy le asigna el nimero real x,

es decir, R, (x+iy)=x.

Parte imaginaria . Similarmente se define

conviniendo que I (x+iy) = y.

Para cada nimero complejo  z, el niimero real R,z (resp. I, z)

es la parte real (resp. imaginaria) de =z vy se tiene que

z = Rez +zImz,,



Conjugacion. Para cada complejo z=(x,y)=
= x+iy, elcomplejo (x,-y)=x-iy, es Z
decir, el simétricode =z con respecto al eje

real, se designa Z y se llama el conjugado

de =z. Setiene entonces una funcion

2/

Figura 2

Esta funcién es involutiva, esto es, z = z. Ademas, se tienen las siguien-

tes relaciones

Modulo o longitud . Si =z = (x,y) entonces la longitud del vector —que
representaa z o loquees lo mismo, la distancia del punto  (x,y) al
origen (0,0) se llama el modulo de =z ysedesigna |z|. Seob-

tiene asi la funcion

. ¢ — R*
z = |z
< 2 2
donde R*-{xeR : x>0}, Claramente [z|=x"+y" ., €5

decir,
|z| = {(R, 2?4 a, 2)4} 5’) para todo =z .



\2::. ZE; \Zz[lnzlz‘lzll y que

También se ve inmediatamente que | z
|z| = |Z| . Ademas, paratodo z ytodo =z' se tiene la desigualdad

triangular (ver Fig. 1)
lz+ 2 | < 2] + | 27|

La distancia d(z;, zp) entre dos complejos  z; = (x;.y;) ¥

z, = (x5, y,) Viene dada por
dlzy, z25) = {(xg- x2)2+(y1 -)'2)2§E = |z; - 23|
De acuerdo con ésto, la circunferencia ¢ de centto y radio

R >0 puede describirse enlaforma Cc=§{z€ C: |z-a|=R }.

i
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Analogamente, el disco(abierto) D decentro a yradio R es



D={z€C€ : |z-a|< R } yel disco cerrado o circulo D con el mis-

mo centro yradioes D ={ze ¢ : |z~a| < RY (verFig. 3)

Argumento. Si  z %0, e}l angulo 6 que forma el vector z con el semi-

eje real positivo (0< 6<2n) sellamael argumento de =z v se deno-

ta argz., Paracada 6 , 0<6< 2n, elnimero complejo de médulo 1
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Figura 4

y argumento 0 es cos0+isen Yy sedesigna ¢i0. Entonces, un

complejo z #0  cualquiera puede escribirse en |a forma
J

N

z= |z| m_ | z| e

donde 6 - argz. (ver Fig. 4).
En el plano complejo pueden también introducirse los conceptos topol6 -

gicos que eventualmente permitirdn la discusion de los conceptos de limite |

continuidad y diferenciabilidad



Abiertos y cerrados . Un subconjunto Ll ¥
A de € sedice abierto sipara T e
todo a€A existeundisco D . .', A .
decentro « talque DC A, '

Un subconjunto B es cerrado si L g

su complemento B es abierto . v

Compactos. Un subconjunto KC € ST e .
se dice acotado si existe un disco

Conjunto abierto
D talque KCD, Si K esce~
rrado y acotado se dice que es compacto. Los compactos K estan carac-
terizados por la siguiente propiedad.: Dada una coleccion cualquiera 63
de conjuntos abiertos cuya unidn contiene a K, existe una subcoleccion
finita {A;..... Ap} c & cuyaunibn A;U... ua, ain contie-
nea K.

.

2, Funciones complejas.

Una funcion compleja de una variable compleja o sencillamente una

funcion compleja es una cuyo dominio es un subconjunto de € y que toma

valoresen €

Se escribe entonces  w = f(z) 6 w=f(x,y) .



Las funciones reales : u=Rof: 0 — R

y U:I"nO/: Q — R s

es decir, au(x,y)=R_fz) 'y wvix,y)=1 f(z) para todo
z=(x,y)€ Q , se llaman la parte real y la parte imaginaria de [ res-

pectivamente. Paratodo z= (x,y)eQ setiene
flz) = fix,y) = ulx,y) +ivix,y).

Esta refacién permite utilizar la teoria de funciones reales de dos variables

reales al estudio de las funciones complejas .

Continuidad . Una funcién compleja f:Q — € se dice continua en
un punto 2€Q  siparatododisco V decentro fla) existe un dis-
co U decentro a« talque si z€UnQ entonces f(z) e V. Lla-

mando f(UNQ) al conjunto {/(z):z&UNQ} estacondicién puede

’
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formularse asi : f(un Q) C V. (ver Fig, 5). En forma equivalente : f
es continuaen « siysOlosipara cada €>0 existeun &>0 tal
que,si z€Q y |z-a|<& entonces | flz)-f(a)|<e. Si f

es continua en todo puntode Q se dice simplemente que es continua.

Limites. Sea f:Q - € unafuncion complejay « un complejo tal
que, para todo disco U decentro a4, UNQ £ & Se dice que un complejo

b esellimitede f enelpunto a y seescribe

b=1lim {(z) ,
Z->a
si para todo disco V de centro & existe un disco U de centro a
tal que, si zevNQ y z+a entonces f(z)€V. Enotros tér
minos : dado €>0 existeun &>0  tal que, si z€ Q y
0<|z-a|<& entonces |f(z)-b <€ . En estecasose dicetambién
que f(z) tiende hacia » cuando =z tiende hacia a.

Es claro que si a<Q entonces f escontinuaen a SIySsoO

losi lim f(z) = f[(a).

zZ >4

Es conveniente admitir limites infinitos : si paratodo R >0 exis-
teun 6>0 talquesi z€Q y 0<|z-a|<é entonces

|f(z)| >R sediceque f(z) tiendea ~ cuando =z tiende hacia

a Yy se escribe

zZ-da



El “punto” del mjinito . Existe un procedimiento para reformular esta di-
tima definicion de tal manera que no difiera formalmente de! caso general. Con-
siste en agregar a € un nuevo elemento denotado ~ (infinito) y conside-
rar como discos alrededor de este nuevo punto los conjuntos de la forma
{ze € :|z|>R} para R>0. Elnuevoconjunto € =¢CU} |

asi obtenido se 'lama el plano complejo extendido .

Esta construccion no es en realidad artificiosa pues si colocamos una es-

fera § sobre el origen del plano compiejo y representamos cada punto =z de

In

Re

Y

[

Figura ¢€
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€ por medio del punto w de § enel cual larecta que une el polo
norte N con =z interceptaa S, (ver Fig. 6), entonces un disco de
centto ~ , segln nuestra definicion anterior, corresponde exactamente a
un “‘disco’’ sobre $ (casquete) de centro N. Luego puede considerarse
que N, el cual no corresponde a ningln punto ' finito’”” =z de €, esel
punto que corresponde a o« . Laesfera § asi interpretada es la esfe-

ra de Riemann .

3.  Curvas.

Una curva en Q (siendo Q un subconjunto de € ) esuna fun -
cién continua y  de unintervalo finito I=[a,5]C R (w<a<b<io)
en Q. Lacontinuidad implica en este caso que dado €>0 existe un
5>0 talque,si ¢y ¢ sonpuntosde I talesque |z-¢'|<d, en-

tonces, |y (#)- y (£)|<e,

Obsérvese que unacurva y en Q esuna funcion I — Q
y como tal es diferente de la imagen y* =y (), lacuales un subcon-

junto compacto de Q. Curvas diferentes pueden tener la misma imagen .

Asi, por ejemplo ,

Figura 7
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}/1 (1) = a+ eit

0<t<2n y yz(”:a" et 0<t< 4n tienen [a
misma imagen Ty {z€€ : |z-a|=1} pero Y da una so-

la vuelta alrededor de @ mientras que Y, da dos vueltas (Fig. 7).

Si  x=R,oy , y=1I,0y entonceslacurva y:@ [a,b]— Q

puede escribirse en la forma
y(t) = x(t) +iy()

donde las funciones  x,y:[a,b] — R son continuas. El punto 1y (a)
(resp. y(6)) de Q esel origen (resp. extremo)de y ; si

y(a@) = y(b) lacurva se dice cerrada . Siempre es posible " reparametri -
zar'’ lacurva y cambiando su intervalo de definicién. Asi, por ejemplo,
puede definirse yl(t) =yl(-t)a+tb] , 0<t<1 ; por esta razon pue-
de suponerse que todas las curvas  y estan definidas con un intervalo fijo,

por ejemplo I =1[0,1]. Supondremos esto en lo que sigue.

Para definir el **producto’’ de dos curvas Wgor By I— Q  tales que

Figura 8

Figura 9
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yl(l) = y?(O) ptimero se parametriza y1 en el intervalo [0, 1]

2

1

t) = 21), 0<t< § , enel i 1,1]: =y (2t-1),
pl() yl( ) <StSE LYy, el intervalo [ ] p2(t) yz(t )

$1<t< 1y luego se define

Nl

p () , 0<t<
y(t) = 1

P . ists

Lacurva y es el producto de y1 y ¥ (en este orden) y se escribe

- : Fig. 8)
Y=y ¥ (ver Fig

Para cada curva y se define la curva “inversa”

vl = y(1-¢), 0<t< 1

(ver Fig. 9)

Una curva puede reducirse aun punto : ¢: 1 — Q , % (1) = z

paratodo &1,

Observemos, por Gltimo, que si ¥y ! 1 — Q esunacurva en

Q : Q. — Q_ escontinua, = ¥
. y f ; 3 entonces Yy foyl,l Qz

Figura 10
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es una curva en  Q, (ver Fig, 10) .

4. Regiones .

Un subconjunto abierto Q de € se Ilama una region si para ca-
da par de puntos z, ¥ z, de Q existeunacurva y en Q tal

que y(0) ==z, , y(1) ==z . Poresta razén se dice que una regién es

1
conexa .

Existe una caractetizacion exttemadamente Util de las regiones : un abier-
to Q esunaregionsiysblosi Q no puede descomponerse en union
de dos subconjuntos no vacios, abiertos y disyuntos. Es decir, no puede es-
ibi = con - - abiertos na =aé.
cribirse  Q 91U92 0 91 S 92 y Qz 5 b

Ejemplos de regiones son el plano € y cualauier disco (abierto) D.

Si y esunacurvaenunaregion Q entonces existeun >0 ftal

que todo disco de radio &,y cuyo centro esté sobre y*, esta contenido en

Figura 11
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(. Ademas, como y* es compacta, dado 0<e< §, siempre es posi-
ble cubrira y* con un niimero finito de discos de radio ¢ y centro so-

bre y* (ver Fig. 11),

5. Homotopia .

Con el objeto de distinguir regiones sin “‘huecos’’ de regiones con ‘‘hue-
cos’’ y mas alin, para contar el nimero de huecos en una region, se introduce

la nocién de homotopia o deformacion continua de curvas. Intuitivamente,

en una region sin huecos un "'lazo’ y (ver Fig. 12(a)) puede ‘recoger-

N RN

00000

(a)

Figura 12

se’’ o encogerse’’ hasta quedar reducido a un punto sin salirse de lare-
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gién. Esto no es siempre posible en presencia de " huecos’’ pues el lazo po -

dria " tropezar '’ con la " frontera’’ de los mismos. (Fig. 12, (b))

Deseamos describir mas formalmente este proceso de encogimiento o de -
formacion progresiva y continua de una curva hasta reducirse a un punto. Es-
te es claramente un caso particular de deformacién continua de una curva y,,
en otra Y, la cual puede describirse dando una familia continua de curvas,
por ejemplo, Y, (0< u< 1) que representan los estados intermedios de la

deformacion (Fig. 13).

(o)

Figura 13

Pero esto equivale a dar una funcion ~ F  que a cada par de nimeros

reales (t,z), 0<t<1 , 0< a<l le hace corresponder un punto

de Q . asaber, y @)
u

F:lxl — Q . F(t.g)=y .
u
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La continuidad de la deformacion se traducira entonces en la continui -

dad de F (ver Fig. 13).

Diremos entonces que dos curvas  y y Y, son homotopicas en
(]

Q siexiste una funcion continua F : IxI— Q  tal que

F(t,0)= yo(t) y F(t.1) = yl(t). paratodo t<1I. Es-

cribiremos en este caso  y 2
o

Si y©=y©=0o0 'y yd)=y1) =8y F es tal
o 1 o 1
que F(0,u) = y F({,u)=8 patratodo «<I, entonces to-
das las curvas “‘intermedias’’ y,u(t) = F(t,,) tienen origen « Yy extre-

mo R (Fig. 14(a)). En particular, si o=pg todas las curvas son ce-

(a) (b)
Figura 14

rradas con origen y extremo o (Fig. 14(b) ). Por dltimo, si yl(t) = 0



19

paratodo t&I, es decir, si Y, se reduce a un punto, entonces la rela-
cion y . Y, es una expresion precisa de la situacién que deseabamos

o

describir : la curva cerrada y  se encoge o contrae continuamente hasta
0

reducirse a un punto .

La ausencia de huecosen Q se expresara diciendo que toda curva ce-
rrada en Q es homotopica a un punto . En este caso se dice que Q es

simplemente conexa o que su humero de conexidad es 1.

Si Q noes simplemente conexa se dice que es miltiplemente conexa.
Si Q tiene un solo ‘‘hueco’’ se dice que es doblemente conexa o que su nu-
meto de conexidad es 2. En general, si una region tiene » ‘‘huecos’’ se
dice que su nimero de conexidad

_ T sy,
es n+ 1. (Fig.15). Para pre- ///// e e e ':’:;_/
A Ryt LN %

cisar esta nocion es conveniente

Rz

\\\\i*"\'\\\

B » /:;: :
elaborar un poco mds lanocion 75 2 A L0 0N

.

N

de homotopia .

AN

AN

Consideremos un punto ® & Q.

N

La homotopia es una relacién de /////7

NOUSIN

N

equivalencia en el conjunto de to- /
7,

das las curvas cerradas y en () %///////‘//////////////////
con origen y extremo en . Ade- Figura 15

mas, si . - entonces 5, y esto permite
.')’1 )’ZYPI P2 Y, F )’292

11

definir un producto entre clases de equivalencia @ si )71 (resp. ;2 ) esla

Sy sera por definicion la cla
clase de Y, (resp. y2) el producto ¥y ¥y p

se de Pyl la cual es independiente de los representantes Yy Yy y,.



Con esta operacidn el conjunto  #(Q)) de estas clases de equivalencia es

un grupo y se llama el grupo fundamental de la region Q . El elemento

neutrode =(Q) es laclasedelacurva ¢ (1) = o (0< t< 1), elinver

= -1
sode y eslaclasede y".

Afirmar que Q es simplemente conexa equivale a afirmar que #(Q)

tiene un sblo elemento, a saber ¢

Si existe alguna familia finita oy # Wy b0 v v, de elementos de

2(Q)  tal que cualguier otro elemento  y de #(Q) puede expresarse

como productc de fos y y sus inversos, debe existir una familia minima
3

con esta misma propiedad. Se dice entonces que g €S

€ LI
P, ,
el mimero de conexidad de laregion Q. (Fig. 15)

Ejemplo : El grupo fundamental de un disco b
sin su centro tiene como elementos
a e,y. ;/2, y3 , ... donde
€s una curva que da "'una vuelta ’’
alrededor del centro (Fig. 1¢). Lue

go w#(Dj es (isomorfo a) el

grupe  Z de los nimeros enteros.

Figura 1¢

6. Series.

Dada una sucesion (a,) = (a,. a az. ... ) de nimeros reales o

complejos. la serie asociada aellaes la sucesion de = sumas parciales



Para indicar que (s ) es la serie asociada a la sucesion (ay)

acostumbra designarla por medio de una suma forma! infinita

R

@, +a +a + ..., O RN 0 simplemente 3 «

1 o k k

1l

Si (s,) es convergente y por ejemplo

es la suma de la serie y se escribe

s=a +a.+dad_+... (=
0 1

Mg

Iak = Zak)

Si (s,) diverge se dice que la serie X a, es divergente.

s =lims, , se dice que s

21

Cuando la serie  X|a,| converge,también converce X ap Yy Se di-

ce que es absolutamente convergente .

La sucesién (a,) determina, para cada nimero =z, la sucesion
(akzk) =fla,, a; 2z, a2z2, ...) cuya serie asociada
2 =3 a,z¢)
A, +d;2 +d,% B 5 5 3

tiene como sumas parciales los siguientes polinomios en =z .



s (z) = a
0 0
s(z) = a +a,z
1 0 1
s(z) = a +a,z+...+a 2"
n o 1 n

Esta es la serie de potencias (de z) con coeficientes a ,a ,a, ...
o

Naturalmente, los nimeros z aparecen en una de dos clases : aquellos pa-
ra los cuales la serie converge y aquellos para los cuales no converge . Es
claro que =z=0 esta siempre en la primera clase ; y en ciertos casos es

el Gnico punto para el cual la serie converge .

Cada sucesion (a,) determinaun R, 0<R<+o, asaber
n ——
Rzl/zim\/;a T
n

tal que la serie X a, & con verge (absolutamente) para todo =z en el
disco (abierto) D de centro 0 yradio R, si lim v la,| = 0 (resp.
+ ) se considera D = € (resp. D = ¢), salvo mencidn expresa de lo

contrario siempre supondremos que D ¥ .

En los puntos exteriores a D , es decir, para |z| >R laserie di-
verge y en los puntos de la circunferencia C ={z:|z|=R} elcom-
portamiento es distinto en cada caso particular: puede ser convergente en
unosy divergente en otros . Se diceque R esel

radio de convergencia de ia serie de potencias de coeficientes (ay)

que D es su disco o circulo de convergencia (alrededor de 0) .
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Ejemplo. Si a, ;=a,,=...50 laserie X akxk se reduce a un

polinomio

a()+a Z 4+4...4+0aa Z
Su “‘circulo’’ de convergencia es todo el plano € .

Obsérvese que lo que determina a una serie de potencias es la sucesion
(a,) de sus coeficientes, siendo el papel de la " variable’” =z mas bien
secundario, lo cual sugiere la posibilidad de estudiar las propiedades de las

series formales X “k( )& en las cuales no figura explicitamente una va-

riable .

D ~
L ,\

? 2

/ D A\

I///////// / . T
//

= 4

\ , 7y
\/// /;

—t

Disco de convergencia

Intervalo de convergencia

Figura 17
Andlogas consideraciones pueden hacerse en el caso real ,e.d. . a,

Es costumbre usar entonces la letra x para designar la

intervalo de convergen -

Ay oo reales.

variable. En lugar de un disco hay en este caso un
cia I=f{x:|x|<R}=1-R,R[.

Si D es el discode convergencia de una serie de potencia X akzk

puede definirse una funcién g: D — @ haciendo corresponder a cada
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z&D lasumade |la serie X akz"" . es decir

gz) = X 4 zk | paratodo z€ D.
k=0 k

La convergencia es uniforiie en cualguier disco cerrado 2; de centro 0 y
radio R; <R, enotros términos: dado ©>0 existeun N& N ftal

que, si »>N entonces |s (z)-g(z)| <€ paratodo z€Dj.
n

Supongamos de nuevo que la serie de potencias de coeficientes a_,
a. @y o tiene un radio de convergencia R > 0 y fijemos un punto «
del plano. La serie

o Y
kzzoak(z a)

cawverge para todo z de € talque |z-a| <R, esdecir, converge

eneldisco D=1{z:|z-a <R}. Lafuncion g:D — € definida

por medio de la serie viene dada en este caso por

g(z) = i_o ak(zf-a)k , paratodo z€D.

-0

Es asi como una serie puede usarse para definir una funcién compleja.
Reciprocamente, dada una funcién compleja f:Q — € y dado un
punto a« de Q podemos preguntarnos si existe una serie de potencias
(con disco de convergencia D ¢ vy tal que, paratodo z€Q N D

(ver Fig. 18(a)) se tenga que

/2) = Za (z- a)®
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! > "
| /.
P \ N/ Y a’ I
\ | \ \ \
\ Q. \\ > E T \ \D 'z
N
\ , J A= . ~__ _ >4
v, / N /
N s N oo v
~ > - N ‘//
(a) (h)
Figura 18

Puede probarse que esto no siempre es posible. Cuando ésta situacidn tie-
ne lugar, se dice que  f es desarrollable (o que tiene un desarrollo ) en
serie de potencias airededor de «. Obsérvese que D  puede no estar

(totalmente) contenido en Q (Fig. 18(b)) .

Podemos considerar sucesivamente los dos casos anteriores en la siguien-

te forma : supongamos que la serie de potencias de coeficientes « . «
o

1
@yyens tiene un disco de convergencia D ¥ ¢ ysea g:D— € la
funcion definida por dicha serie, es decir, g(z) = X ak(z— @)%,  para todo

zeD. Esclaroque g tiene un desarrollo en serie de potencias alrededor
de a (pues precisamente esta definida en esa forma), pero lo que no es en
modo alguno trivial es que en realidad g resulta ser desarrollable en serie
de potencias alrededor de cualguier otro punto & del disco D. Es decir,
patacada & de D existen nimeros complejos bo. b b s ta

1 2

les que la serie de potencias con éstos coeficientes tiene un disco de conver
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Figura 19

gencia D; ¢ y ademds

gz)= 3 b (z-b)f paratodo z€D N D,
k=0 k

El resultado es en realidad ain mas preciso : el radio de convergencia
es siempre mayor o igual que R - |b| , pudiendo en ciertos casos ser es -

trictamente mayor. (ver Fig. 19) .

Si b es lafuncion DI_, € definida por la serie Ebk(z'»b)k.

es decir :

o0

h(z) = )k
(z) kE:O bk(z b)®, paratodo zeDI.

entonces esta funcién coincide con la funcién g enlaregion DN D,,

estoes. g(z) = b(z) paratodo zeD N D]' Este hecho permite defi

nir una nueva funcion

& DUD, — (¢
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conviniendo que

g(z) Si z& D

(

-/

gl(Z) )
L

h(z) Si z& D

Esta funcion g, es también desarrollable en serie de potencias alre -
dedor de cada punto de su dominio (pues tanto ¢ como 4 tienen esta pro-

piedad). De » diremos que esunaprolongacion de ¢  al dominio Dj.

7. Funciones analiticas.

Sea Q un subconjuntcdel planoy f:Q — « una funcion comple-
ja. Se dice que / es analitica (en Q) si f es desarrollable en serie

de potencias alrededor de cada punto & de Q

La observacion hecha en el paragrafo anterior puede entonces enunciarse
asi © dada la serie de potencias con coeficientes a . ap.ay. . (yra-
dio de convergencia R > 0) ydadounpunto « de ¢, definamos g(z)
=3 a, (z- a)k para todo =z del disco de convergencia D =1{z:|z-a| <R},

entonces g.D — € es unafuncién analitica (en D).

La nocion de funcion analitica se aplica inmediatamente al caso de fun
ciones reales definidas sobre un subconjunto abierto de la recta .
Ejemplos 1) Cada polinomio define una funcion analiticaen @ .

2) Lafuncion zr> 1 definidaen €* - € 10} esana
z
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3)

litica en esta region : si a«€ ¢* entonces

1R

j(z) = X -I;!—a‘m (z-a)

para todo =z talque |z-a|<]|a|.

1
z-a

Analogamente, la funcion  z» - es analitica en la region

C -{a}.

La funcion real  f(x) = tg x es analiticaen R-{ g + ki hEZ ),
Analogamente son analiticas en sus respectivos dominios las otras

funciones trigonométricas, la exponencial, etc,

Claramente, si f es analitica(en Q) entonces su restriccion a cual-

quier subconjunto abierto  Q CQ es también analitica (en dicho 'subcon-

junto).

(1

(2)

(3

y

Si

He aqui algunas propiedades de las funciones analiticas.

Si fl (resp. f2) es analitica en QI (resp. Qz) entonces fI +f2

f, 1, son analiticas (en Q, n 92) :

/ es analiticaen Q entonces I/f es analitica en el subcon-

junto QO ={zeQ : f(z)$0}.

La compuesta de dos funciones analiticas es una funcion analitica

Series de Laurent . Observemos primero que | 1/z| - 1/|z] supuesto

n

iuego, paratodo R>0. si lz|>I/R entonces |I/z]<R
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es decir, la funcion j :z s 1/z transforma cada punto de la region
' E

>1/R} en un punto del disco DO={z:‘lz1<R b . ver

E={z:]|z
Fig. 20).

Tomemos ahora una sucesion (b,) Yy supongamos que el radio de con-
vergencia de ia serie de potencias con coeficientes bo. bl, b2,. ... €s
R>0. Sea ademds g la funcién analitica por ella definida, esto es,
gz)=2%b zk para todo =z del disco de convergencia D ={z [z| <R{.

k

Llamemos R1 = 1/R ytomemos =z talque |z|>R es decir,

1 7
tomamos z< E . Entonces ig(®) = 1/z estarda en D,, luego la se-
rie X bk (1/2)%k =3 bk =k converge, Si [lamamos fl(z) a la suma

de esta serie habremos definido una funcidn

P E — @
fl

-y -k ; .
tal que f,=) =% bkz + siempre que |z| - R . Obsérvese que /;



es precisamente la funcion compuesta de jE y g

E -——-—E-> DO g_) ¢
l )
fl; gojE
Luego f1 es analiticaen laregion E ={ z |z|> R1§ (ver Figs. 20

y 21)

/7/—
Yy

.
vlﬁ g

¥ 0 \ ////
\ g4 . A/ﬂé Lo

S5t 3 e z%  es otra serie de potencias cuyo circulo de cohvergen -
k=0
cia D={z:|z:]|z|< R2 }  estal que R1 < R2 entonces tendre -

mos. ademas de la funcidn analitica f1 E — €, lafuncion analitica
o0

f D — @ talque f(x)=3 c 2. Entonces la funcién suma
2 2 k=0 k

f= f1 + f2 estara definida y sera analitica en la corona circuiar
=EMN D - ” R <|z|<R_1}.
Q { = p | z | A

Si definimps una sucesién (ak)k (:--:8,.a7.a, a8y s )

00

conviniendo que
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a, = bo+ Co

a._ = b ara =1,2,...,
K. % A &

ak = Ck

L = ¥ -k k
f(z) fl(z) + /2(2) 2 a,z" + kZ:Oak z
o también :
= k |
/(z)—}_makz , R1<lz!<R2 :

Una serie de esta forma se llama ura serie de Laurent. Toda serie de Laurent

converge en una corona circular (eventualmente vacia) y representa una funcidn

Zea ’ . +~°‘ . .
analitica alli. En efecto, dada la serie X a, zk , consideremos la serie de
-0

potencias de coeficientes Qoo @0y, oo (resp. 0, ag.0 ,, -..) Yy sea

k

R2 (resp. R) su radio de convergencia. Entonces hz a,z converge pa-
=0

oo

4 zk,—kéla”k(l/z)k converge para

r i >
a |z|<R2 mlentrasquek;_l 2

|1/2| <R, esdecir, para |z|>R;, siendo K, = 1/R. En resumen,

+ 00
la serie X akz’e converge para todo =z en la corona
Q=iz:R;<|z[<R,} (si R,< R, entonces RQ=¢).

Como en el caso de las series de potencias,pueden considerarse series

de Laurent alrededor de un punto cualquiera a :

+-00 7
p) ~a)®
= Bl%
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Una serie de éste tipo converge y define una funcién analitica en una coro
na Q-1{z: R1 <|z-a|< R2 }  de centro a. Reciprocamente. si f

es una funcion analitica en una corona Q entonces es representable en se

rie de Laurenten Q . esto es, existen nimeros complejos  .... a5 .

@p, Gy, @00y, u tales que, la serie de Laurent que tiene estos coe-

ficientes converge en Q 'y

+ 00
flz) = 5; a, 2%, siempre que R <| z-a| <R,

En el caso limite R, = 0 lacorona € sereduce aun disco sin

su centra.
8. Derivacidn.

Sea f:Q— € unafuncién compleja definida sobre un subconjun-
to abierto Q del planoysea « unpuntode Q. Se diceque f es
holomorfa ( o derivable) en a si

lim
h->o

fla+ b) - fla)
b

existe. Este limite es entonces la derivada de f en a ysedenota f (a)
Las reglas usuales del célculo de derivadas en el caso real se enuncian y de-
muestran del mismo modo en el caso complejo. Si f'(z) existe para todo
punto =z de una cierta subregién Q,<CQ puede definirse una funcion
Q,— € queacada =z de Q, lehace corresponder f'(z) Esta

funcion se denota  /° 'y se ilama la (funcidn) derivada de /. Como en el

caso real. fa derivabilidad de una funcién implica su continuidad
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Si f esderivable en cada puntode Q se dice que f es holomor-

fa en Q. Esteeselcasocuando ; esanaliticaen Q: dado a<Q

’

f puede desarrollarse en serie altededor de @
f(z) =kgoak (z-a)* , |z:a|<R,
entonces
f'(z) = Zkak (z-a)®1
y en general
17(2) = S kk-1) ... (k-re D) ay (20

de modo que /  es indefinidamente derivable y ademas f(’)(a) =rla,,
o lo que es equivalente :

a = L ™ , r=012,...
L Y]

(se acostumbra convenir que  f(©) = f). Asi pues, la serie de potencias que

representaa f estd univocamente determinadd : es precisamente la serie de

Taylor de f alrededorde a.

Andlogamente, si Q es una corona circulary f esta representada

por la serie de Laurent

+ o0
flz) = X kak(z.a)k‘l , R1<}zqa\<R2 ’

- 00

enton ces

4- 00
)= 3 kap(z-a®1 | R;<|z-a|<R,.
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Para k>0 se obtiene como antes, @, = %) / ke

Si una funcidn real es derivable entonces es continua, pero nada puede
afirmarse con respecto a sus derivadas /', f'' . etc. En el caso comple*
jo la derivabilidad impone una restriccion extremadamente severa: si  f
es derivable en Q entonces /' también debe ser derivable y por lo tan-
to f resulta serindefinidamente derivable en Q. Ademas, si a€Q vy

definimos  a, = f®a)/kt, k=0,1,2 ... setiene que

f(z) = X ak(z-a)k
(0]

para todo =z enun cierto disco de centro «. En otros términos, f es ana-

liticaen G . Tenemos entonces el siguiente hecho :

Teorema. Si [ es una funcion compleja definida en un abierto Q de @

entonces f es holomorfaen Q siysolosi [ es analiticaen Q .

La afirmacion correspondiente en el caso real no es cierta. El contrae-

jemplo clasico es la llamada funcion de Cauchy f: R — R definida por

2
{e'l/x' si x>0

0 si x< 0,

Esta funcién es indefinidamente derivable en R y en particular f(k)(o) =
0 paratodo % Porlotanto / noes desarrollable en serie alrededor

de 0. puessi fx) - Zak X paratodo x en un cietto intervalo
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7 k
J-RR[,R>0, entonces deberiamos tener a, = f( )(0) / k!
E=0.1,2, .. luego ffx) =0, lo cual contradice la definicion de

flx) para x>0.

Si  Q esun abierto, designaremos por H(Q) el conjunto de todas
las funciones holomorfas (e.d. analiticas) en Q. Con respecto a la adi-
cion f+g yalproducto fg esteesunanillo; el elemento cero de
H(Q) eslafuncion 0:Q — € talque 0(z)=0 para tedo
z€Q ; larelacion f =0 seexpresadiciendo que f es idéntica-

rente nula en Q O6que f(z)=0 idénticavente en Q.

9. Propiedades de las funciones analiticas -

Enunciamos en seguida algunos de los resultados basicos de la teoria

de las funciones analiticas (" teoria de funciones’).

Ecuaciones de Cauchy-Riemann. Si  w.v: Q@ — R son respectiva-
mente la parte real y la parte imaginariade f[: O — € . laanalitici-

dadde f sereflejaen u y v enlaformasiguiente -

Teorema. Si [ es analiticaentonces u y v  son funciones armé -

nicas, es deci,

0%u | 3%u -9
9 x? 8}'2
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y ademas satisfacen las relaciones siguientes ("' ecuaciones de Cauchy-

Riemann’?).

a_u'= d v , Y

0x ady

du — _ dv (*)
dy dx

Reciprocamente, si « y v son armonicas y satisfacen (*) entonces

f=u+iv esanalitica.

Teorema de la funcion abierta. Una funcién f: Q — €  se dice abier-

ta si para todo subconjunto abierto U CQ el subconjunto  f(lU) es

abierto .
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Teorema. Toda funcion analitica no constante es una funcion abierta.

Principio del modulo maximo. Un punto z es un punto frontera de una re-
gion Q si todo disco de centro =z contiene puntos de Q y puntos
que no estan en Q , e.d. z “estd‘arbitrariamente proximo’’a Q vy al
complementode Q. Elconjunto 9Q de todos los puntos frontera de

Q sellama la frontera de Q (ver Fig. 22) .

I // /// /// Wik /////ZJ//% "

/// | / //

=C-2
Figura 22
Ejemplo: Si Q-={z:0<|z|<I1} AN
N
entonces 9 Q - CU{0}. siendo g S -.\\
C={2a|z[=11. / \\
[ Sez 0 o
- o o
. \, « T
Para regiones acotadas e.d. que estan O
S o, B
contenidas en algin circulo se tiene R

el siguiente
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Teorema. Si [ esanaliticaen Q ycontinuaen 9Q entonces |f(z))
alcanza su maximo sobre 9 . Con mas precisién si |f(z)| < M

paratodo z€d( entonces |f(z)| <M paratodo z€Q.

Teorema de Liouville,  Si unafuncién f: € — €  es analitica, (en
todo el plano) se dice que es una funcion entera. Salvo en un caso trivial,
una funcion entera [ no puede ser acotada, es decir, no existe ¥ >0

tal que | f(z)|<»¥, paratodo z de ¢ ; en efecto, se puede probar

el sicuiente

Teorema. i [ es entera y acotada en todo el plano, entonces deve ser

constante.

Un corolario de este teorema es el Ilamado Teorer«a fundaniental del

algebra ©  Todo polinomio de grado > 1 tiene por lo menos una ralz.

Mota: En el andlisis complejo aparecen en forma natural diversas ideas
geométricas. Ejemplos son el teorema de la funcidn abierta y la derivacion
del principio del modulo maxime a partir de aquel, También podemos mencioc-
nar el llamado Lema de Schwarz : si [ es analiticapara |z|<] y sa-
tisface |f(z)| <1 'y f(9)=0 entonces |f(z)|< |z| paratodo

(1 z|<1) y |f'(0) <1. Esteresultado es importante por cuanto

ayuda a demostrar teoremas bastante fuertes.
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10. Ceros y Polos.

Un cero de una funcién (analitica) /- Q — € esunpunto a&(
tal que f(a) = 0. Si suponemos que ademas f’(a) = f(z)(a) =240 = f”’"”(a)
=0 pero que f(”)(a) % 0’, de tal manera que /”’) es la primera deri -
vada que no se anulaen a, entonces, desarrollando en serie de potencias

(serie de Taylor) alrededor de @ se obtiene :

1t

i) = 3 (f®0) /b ) (z-a)k
o]

= ¢y / b)) (z-a)? s (@) /e DY) (z-a)P e L

2 (zna)bkﬁ:._b(f(k)(a)/k!)(zra)k"b ;

paratodo =z enun ciertodisco DCQ decentro « (contenidoen Q)

La serie que aparece en la (iltima expresién define una nueva funcién analiti

ca fb ¢ D — C,
/()= s (@) / k) (z-a)* P, z€D,
b k=h

talque  f,5) = f®)a)/ p 0. Entonces, paratodo z& D
f(z) = (z-a)® /@

donde fb es analitica y diferente de ceroen «. En este caso diremos
que a esun cerodeorden b delafuncién f oque f tiene un ce-
rode orden » eneipunto a Veremos enseguida que si Q es unatre

gion, entonces f no puede tener ceros de ' orden infinito ;a menos que

f seaidénticamente ceroen Q
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En efecto, podemos clasificar los puntos de @ en dos subconjuntos
Q; y Q, siendo Q; el conjunto de aquellos a, €Q endonde f
y todas sus derivadas se anulan, es decir, 91 seria el conjunto de los
ceros de f de '‘orden infinito’’, mientras que QZ es el conjunto,de los
puntos azeQ en los cuales f 6 alguna de sus derivadas no es cero ;
esclaroque Q, N Q = ¢ . Si a€Q; hayun disco D;CQ de

centro a tal que si z€ D, entonces

fz) = 3 (f(k)(al)/k!) (z-a )k = 0,
o 1

es decir, f es idénticamente nula en D, yporlotanto D;C QI :
esto prueba que QI es abierto. Por otra parte, si a,€ Qz entonces
existe % tal que /(k)(a:_,) + 0 ycomo f(k) es continua hay un dis-
co D,cQ decentro a, talque ) (2) $0 paratodo z€ Dy,

luego todo elemento z de D, estaen Q,, es decir, D,CQ,, ¥

esto prueba que Qz es abierto. Como Q es unaregion, debemos tener
Q =¢ obien Qz = ¢ ; enelsegundo caso (= 91 y entonces f
es idénticamente nula. En el primer caso Q= 92 y todo cerode f es

de un cierto orden (finito) .

Si f noes idénticamente nula y a esuncerode [ (de orden 5,
por ejemplo) existe, seglin hemos visto, un disco D CQ decentro a
y una funcién analiti I8 ) SHTIR
nalttica fb D ¢ tal que /b(a) 0 y
f(z) = (z-a)® /(x)  paatodo z€D.

Como /b es continua, debe existir un disco D1 C D de centro a
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tal que ‘fb(zH 0 para todo z€—D1 y entonces observando que
(z-a)? es nulo lnicamente cuando =z = @, concluimos que  f(z) 0

paratodo z de D, diferente de a«  Obseryamos entonces que si a
esun cero de f existe un disco de centro @, a saber D,. en el cuai
no hay otros cerosde f. Enunciamos este hecho diciendo que los ceros
de una funciéir f analitica en una region Q son aislados (a menos que

/ sea idénticamente nula) .

Los siguientes hechos son consecuencias inmediatas de lo anterior :

() Si f,g€H(®Q) y fg=0 entonces f=0 6 g=0.

(ii) Si f,g€ H@Q) ycoincidenenundisco DCQ entonces f=g.

Singularidades aisladas. Sea Q unaregion, b unpuntode @ y Q, la
subregion Q- {b}. Si fe H(Q,) sediceque & es unasingulari-
dad aislada de f. Tomandoundisco D ={z:|z b|<R} tal que
DcCQ tendremos que f es analiticaenla ‘corona” D =D -{b} =

{z:0<|z-b|<R}, luego / es desarrollable en serie de Laurent:

f(z)-=...4-_€:1_.+££;+ a -+ @ (z-b) + az(z’b)2+.., para todo
(z-5)°  z-b

zeD' . Eneste caso el coeficiente a ; sellamael residuo de f en

1

el punto &.

Consideraremos varios casos

(@ Si aj;=a,- = 0  obtenemos

fz) = ay+ ay(z b)+ ay(z b (*)
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paratodo =z&D’. Si definimos f(b) = a, entonces el desarrollo (*) es
valido paratodo =z de D, esdecir, f esanaliticaen D yporlo
tanto en Q. Decimos entonces que & es una singularidad evitable de
/. Con mds precision : & es una singularidad evitable de f sies posible
definir f enelpunto & de tal manera que la funcién (de Q en € )

asi obtenida sea analitica (en Q) ; ésto sucede si y sdlo si

limb(z-b) f(z) =0

zZ >

(b) Si existen algunos coeficientes @, (k=1,2,...) nonulos podemos

distinguir dos subcasos :

i) Hay tnicamente un nimero finito de tales coeficientes (no nulos) : sea

m el mayor entero tal que a4, F 0, entonces :

a a
flz) = "2 4.4 ”1+ao+a1(z'b)+a2(2"b)2+-~
(Zab)m z-b
paratodo z<D’. En este caso lz'mb |f(z) | =+ 'y lafuncion
Z -
©(z) = (z-b)™ f(z), z< D’ , tiene una singularidad evitable en 4. Deci-
mos en este caso que & es un polo (de orden m)de f y que el polino-

mioen 1/(z-b) :

a a
-m . a._
+. 0 o 2 1

+
(z-b)m (zop) . =ab

es la parte principal de 7 enel polo & Obsérvese que la parte principal
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esta determinada por la sucesion finita (a ; a ,,.. ..a )

i) Hay un nimero infinito de coeficientes @ , nonulos = se dice entonces
que b esuna singularidad esencial de f. E{ comportamiento de / cer
ca a una singularidad esencial & es muy pecutiar pues en cada vecindad de
b la funcion ) f toma todos los valores posibles con. a lo mas una excep-

cion (y lo hace un nimero infinito de veces) mas exactamente -

Teorema “"grande " de Picard . Si- b es una singularidad esencial de
entonces existe un  w, < ¢ tal que, para cualquier w < @y cual
guier disco DCQ decentro b. si wtw, entonces existe un
z en D' =D-{b} (yporlotanto infinitos) tal que  f(z) - w. (Fig.
23) .

Figura 23

Singularidades en o~ . Debido a que la funcién  zw- 1/z  establece una
correspondencia biunivoca entre discos alrededor de 0 y  discos  airede
dorde o (yporlotanto |z| - siysélosi |1/z|.0) puede

considerarse que esta funcion lleva 0 en o y-reciprocamente (lo cual pue
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de visualizarse en la esfera de Riemann). El comportamiento de una funcion
f en « se interpreta entonces a través del comportamiento de la funcidn
g(z)= f(1/z) en 0. Porejemplo, si f es un polinomio de grado =,
- n
f(z) ao+alz+...+ﬂ”z 5 an+0,

a a
etonces  g(z) =a =a_ + B! + ...+ —2 . Luego f tiene un polo
o o z z"

deorden #» en . Si f(z)= o+ @, Z + ... €S UNA funcion entera
que no es un polinomio , entonces f tiene una singularidad esencial en
~ . En ambos casos el residuoen « es a .

Funciones meromorjas. Una funcién / es meromorfa en un abierto
si f es analiticaen Q, excepto por polos. Esto es, existe un conjunto

Pf = {bl ; b2, ...} depuntosde € talque fe€ H(Q- Pf)' cada
b, esunpolode [ vy Pf no tiene puntos de acumulaciénen € , es
decir, en cada disco D C Q hayalo mas un ndmero finito de puntos &;
(intuitivamente, los puntos &, no se “*acumulan’’ alrededor de ningin

puntode ¢ . No se excluye el caso Pf = ¢ , luego, toda funcion ana-
litica (holomorfa) es meromorfa. En realidad, las funciones meromorfas son

aquellas que pueden escribirse en la forma

f(z) = g(z)/ b(z)
con gy b analiticasy » no idénticamente nula .

El siguiente teorema muestra que pueden '’ construirse ’’ funciones me -

romorfas con polos prefijados .
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Teorema de Mittag-Leffler. Sea Q un subconjunto abierto y | bl,. b, -
una coleccion cualquiera de puntos de  Q ., sin puntos de acumulacion

en Q3 Entonces existe una funcion meromorfa en  Q  cuyos polos

son precisamente los puntos b Ademds, la parte principal en cada

polo puede también fijarse de antemano .

Polos ycerosde f y 1/f. La dualidadentre 0 e ~ mediante la

funcién  zws 1
> 4

pelos) de  f son los polos (resp. ceros) de  1//. Para precisar esta afir-

puede en general expresarse diciendo que los ceros (resp.

macion, consideremos una funcién f meromorfa en una region Q y sea
zZ = (resp. P=tb_,b_ ,...}) elconjunto de los ce-
f { dl s aZ' } p / ¢ 1 5 $ J
ros ( resp. polos) de f vy definamos Q =Q- Zf y Qb =Q -P
a
Entonces f< H(Qb) ysi g:Q — € eslafuncion
a

1/ f(z) Si z &

gl(z) =

entonces g« H(QO) . Luego g es meromorfaen Q vy sus cercs
(resp. polos) son precisamente ios bi { resp. al.) ;

Representacion grafica. Una representacion grafica de una funcidn compieja
w=f(z) requeriria cuatro ejes coordenados [ dos para z = (x.y) y dos
para w = (4 v) ], lo cual no es intuitivamente accesible Sinembargo,  una
tepresentacion de la funcién rea! de dos variabies reales = | f(=z)

[z= (x.y) 1 da una idea acerca del comportamiento de 7 (ver Fig 24}
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Figura 24

11.  Integrales complejas.

Sea f: Q — € unafuncién complejay y:le,b] — Q una
curvaen € , entonces f(z) esta definida paratodo =z<y*, pues
y*CQ . Las consideraciones infor-
males Gue siguen se basan en la Figu-
ra 25. Por analogia con la definicion
de la integral de una funcion real so-

bre un intervalo de R, dividimos a ' ‘

y* por medio de puntos. Y
—L\.—
=z , z,,z2 ,z = f ; for-
0 172 n B, ¥

mamos la suma

n /’(
L < *
.‘_'1 Z]) A]Z

i=

Figura 25
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donde z;. es un punto de  y* situado entre’’ =z, y z,¥y Az-=
i i j

1

zj v zi y* Hay entonces una particion correspondiente a

a=1 < t,< ¢t < ...<t =b
o 1 2

de [a,5] talque zj:y(t],) y puntos t"_‘G[t].I,t_] tales que
i S

zt=y(rr) , j=1, .0, m Si f=u+iv Yy y=x+iy tenemos :

i ] T

f(z*)= fly(t*) ) =auly )] +ivy@*)]
i i ! 4

y Ajz:x(tj)+iy(t],)-[x(t],‘l)+iy(l],.1)]

=x'(r) ANt + iy (s) At
] ] 7 ]

donde r,sele .tl y Ar=1t-1 (_ usando el teorema del
R I R j il

valor medio). Reemplazando en la suma anterior se obtiene

M3

7

1}

) { u[y(:j*)] x’(rj) . v[y(t;)]y’ (s],)mjt

n
+ 1 2 tuly()] y'(s)+vlyt®)lx (r )} A 2.
j=1 j ] ] 7 ]

lo cual tiende hacia el limite

b
/ 10 - : ()
YOI oy @Iy O dt+ i [ uly 0]y 1+ o y0] (0}

E stas observaciones nos conducen a usar esta expresién para definir la

integral fyf(z) dz (de 7 alolargode lacurva ) Notemos que para

z€y* setiene z=y(t) a<t<b y entonces. procediendo formal
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mente se tiene dz =y’(t)dt, luego flz)dz= fly(t)]y'(1)dt. Pero

y' (1) = x’(8) + iy’(1), luego :

b b
fa/[y(t)]y'(t)dt =fa{u[y(t)]+iv[y(t)]§{x' (t)+iy (1)} di

b b
= [Haly®1x@) - vly@Wly @ idevif {aly@® 1y @)+ vly®]x@)} de.

a a

Nuestra definicién puede entonces enunciarse asi :
b
[ f(z) d=z = faf[y(t)]y’(t) dt.
Y

Para que esta definicién tenga sentido basta que, por ejemplo, f sea con-

’

tinuay y seacontinuamente diferenciable, es decir,que =’ y y exis-

tan y sean continuas. Si éste no es el caso pero en cambio existen puntos
a=r <7 <r <...< r =b talesque larestriccion y de y al
J

o 1 2 P
subintervalo [r ,7] es continuamente diferenciable, para todo

i1 7 _ i
j=1,...,p (casoenelcual sediceque y es continuamente dijeren -

ciable a trozos ), puede definirse

[fdz = [ f(x)dz+ [ f(@)dz+...+[ [(=)dz
b4 )’1 }’2 }’p
Con base en estas definiciones puede comprobarse que las integrales
complejas gozan de propiedades enteramente similares a las integrales reales.

En particular se tiene que (ver pags. 13-14) :

['faz = [ faz « [ fdx - [ fdz==[[dz, [[dz=0

) 4 1
12 )’1 )’2 y Yy
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Estas formulas adquieren mas naturalidad en notacién aditiva (escribiendo

Y Yy Y y 0 en lugar de Yyt y © y ¢ respectivamente ).
Primitivas ¢ integrales. Sea Q wunaregiony f una funcién compleja
definidaen Q ; toda funcién compleja F definida y derivable en una sub-
region Qqcﬂ. se llama una primitiva de f en Q, -si F'(z)=f(2)
para todo punto z  de la region  Q Como en el caso real
2
las primitivas sirven para calcular integrales ; en efecto, si y :[a,b6]— Q,
es una curva (en Q) con extremos o= y(@) y B-y() ysi F es

una primitiva cualquierade f en Q_  entonces

f _ b b : b q
flz)dz= [Pfly®) 1y () dt= ["p'ly@) ]y ()dt = [ d—tF[y(t)] dt
14 a a

a

i

Fly®) ] Fly@]

es decir

[ fz)dz = F(b) - F(a).
Y

Obsérvese que si Y,

a ,b j— Q_ esotra curva
[ e ) .

(en Q,) con los mismos ex-
tremos o=y (a ), B=y (b),

7 e e B=v,
entonces también [ f(z) dz =
Y

-1

F(b)- F(a) , es decir:

f fdz = f fdz.
}’1 Y

En otros términos. la integral de

Figura 26
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pende de los extremos « y [3 peronodel ‘‘camino de integracion’’. De-
bemos destacar que la reciproca también es cierta : si f:Q— € es con-
tinua y para cualquier par de puntos «, BQ, laintegral [ fdz es in-
dependiente del ‘‘camino’’ y (siempre que los extremos de y)/ sean oy f)
entonces / tiene una primitivaen Q. Anotemos por ultimo que la men-
cionada independencia del camino es equivalente a la anulacion de la integral
sobre cualquier curva cerrada y que las consideraciones que hemos llevado a

cabo muestran la conveniencia de aislar condiciones bajo las cuales esto tie-

ne lugar.

Aparece asi el teorema mas célebre del Analisis Complejo . el cual,
bajo ciertas condiciones referentes a la region Q,. afirmaquesi f es
analitica entonces su integral a lo largo de cualquier camino cerrado es cero .,
Una versién preliminar exige que € sea CONVexo, es decir, que para cual-
quier par de puntos  z_, z, eﬂo el segmento de recta que une z, con

z, esté contenido en  Q,

Teorema de Cauchy (para regiones convexas) . Si Q, esuna region conve -

xay / esanaliticaen Q_, entonces

[f(z)dz = 0
y

para toda curva cerrada y en Q, .

En consecuencia, si f es analitica en una region  entonces tiene
una primitiva en cada subregidn convexa, esto es, si 2,CQ esuna subregion

convexa entonces existe F,:Q,— € derivable,tal que F’(z) = f(2)
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paratodo z€Q .

Este teorema fue demostrado por Goursat usando Unicamente la existencia
de /' einicialmente,para el casoen que y es el perimetro de un triangu-

lo o de un rectangulo.

Integracion a lo largo de una curva cualquiera. Si  f es una funcion anali -

ticaenunaregidon Q 'y y esunacurvaen (  conextremos o y

. puede escogerse un numero finitode discos D,.D;. ..., Dp y puntos
= ok LR = ! = 0,1, s 7P
c, € 0y Cp- 1 B tales que, paracada k=0, 1 p
tr estt en D, (verFig. 27).
el subcarco A de extremos % Y & 9

Como cada Dk es convexo, existe para cada k. una primitiva Fk de

Figura 27

f en Dk v entonces, si suponemos por un momento que y es diferen-

ciable a trozos, tenemos que

4 ¢ ,‘ngp(c)[’(c)z
Jy/(z)dz'kzofyfydz‘k‘o BRI TR
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Ahora bien, para una curva y cualquiera se comprueba faciimente que
el Ultimo miembro de estas igualdades depende unicamente de [ yde v,

pudiendo entonces dcfinir

[ f(z)dz =
y

[~
(L T

F(
AL

- F
.+1) k(ck) b,

o

verificando sin dificultad que las propiedades basicas de la integral se conset-
van en la situacion asi generalizada. Este método para extender la nocién de

integral a curvas cualesquiera no es el tnico disponible : el mismo objetivo se
logra empleando aproximacicnes de y por medio de curvas continuamente di-

ferenciables a trozos, por ejemplo, poligonales.

Teorema de Cauchy. (forma homotépica). La version preliminar del teorema de
Cauchy supone la convexidad de Ia region considerada, Un analisis mas deteni-
do revela la verdadera utilidad de esta hipotesis : ella garantiza que en la re~-
gion “encerrada’’ por una curva cerrada (en Q) no haya puntos que no per-
tenezcana Q , en otros términos, toda curva cerrada en Q puede ' enco-
gerse’’ hasta reducirse a un punto, sin salirse en ningin momento de Q. Es

asi como se logra una formulacién mas general del teorema

Si j esanaliticaen Q entonces

[ fz) dz =0 (%)
Y

para toda curva cerrada y  homotopica a un puntoen Q.

En particular, si Q carece de huecos”’, estoes, si  Q es simple
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mente conexa entonces (1) se cumple para toda curva cerrada y (en Q).
La reciproca de esta afirmacion es también cierta: si (1) se cumple para toda
curva cerrada y (en Q) entonces [ es analiticaen Q (esteesel Teo-

rema de Morera).

Indice de una curva con respecto a un punto. Con el fin de analizar mas a
fondo la influencia que la presencia de " huecos’’ en una regién tiene sobre el
comportamiento de la integral de funciones analiticas sobre caminos cerrados,
observamos que los puntos a que estan en un ‘hueco”’ de una regién Q
tienen la particularidad de estar completamente ' rodeados ** por puntos de Q
siendo posible ** dar una vuelta completa alrededor ““de @ sin abandonar la re-
gion Q. En otros términos © existen curvas en Q que " dan una (o mas)

vueltas ‘* alrededor de a . Se observa ademads que si Q no tiene ' huecos”

Figura 28

estoes, si Q es simplemente conexa, no existen curvas cerradas y en
Q que 'dan vueltas’  alrededor de puntos que estan fuera de Q. (ver
Fig. 28). Adn mas general si y es homotdpica a un punto, entonces el

niimero total de vueltas de y alrededor de un punto cualquiera,que no esté
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en Q, es siempre cero. Se insinta asi la necesidad de precisar el concepto
de *' nimero (total) de vueltas’’ de una curva (cerrada) alrededor de un punto;
afortunadamente existe un recurso adecuado al caso. Empecemos observando

que si definimos, por ejemplo,

o =ar ™4 0<ic 1, ()

o N

entonces el punto y(z) des-

cribe la circunferencia C de

centro « y radio unidad , » a\l
N

veces (en sentido positivo \

ver Fig. 29) . Por otra parte , S

si calculamos la integral

_ 1 dz
1= -—(-%%2__  obtene- ’
Zﬂify z-a Figura 29
mos :
T 5 1 . 2mnti
;=1 y'(t) dt = 1 [ 27 ni e~ = .y
27i°0 y(t)-a 27i 0 e2ﬂnti

Analogamente, si  y(1) = ayelmmti 0< t< 1, entonces y(z) descri-
be la misma circunferencia m veces (pero esta vez en sentido negativo) mien-
1 f dz
27i’y z-a

= eem.

tras que por un calculo como el anterior obtenemos

Puede comprobarse que, en general, si y:[0, 1] — € es unacurva
cerrada que no pasa por a (es decir, a<¢y*) entonces la integral
2—1— 4z g5 un niimero entero que coincide en magnitud y en signo con
mi'y z-a

lo que es, intuitivamente. el mimero total de vueltas alrededor de « dadas

por el punto y(#) (cuando ¢ variade 0 a 1). A éste nimero lo Ilama
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mos ol indice de y conrespecto al punto a y lo denotamos Indy(a)

Ind, () = fy ‘:_za . gy

Esta nocidn permite formular una version mas sustancial del Teorema de
Cauchy. En efecto, en la versién homotopica la anulacion de la integral de f
alolargo de y se deduce de la hipotesis de ser y homotbpica a unpun
o fen Q); segin hemos indicado esta hipGtesis implica también que
lndy(a) =0 paratodo a&Q . Pero, yestees el punto crucial, puede pro-
barse que éste Giltimo hecho basta por si solo para forzar la anulacién de la in
tegral de  f alo largo de 1y, lo cual adquiere mayor significacion siobser -
vamos que existen curvas y
tales que Indy (a) =0 pa-
ratodo a€ Q pero que no
son homotdpicos a un punto,en

Q (ver Fig. 30).

Antes de enunciar el Teore-
ma de Cauchy en su forma mas

general es necesario elaborar

algunas nociones nuya motiva-

cién es ahora evidente. Figura 30

Homologia. Empecemos observando que cada curva y en Q  define una

funcion (o "' funcional )

y  H(Q)— €

donde y(s) - fyf dz paratoda /€ H(Q) -Aln mas general siparaca-
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da * combinacion lineal **

n.Y.

A=

= t eest+ R
Y=%7 > % fa™ '
donde las y soncurvasen Y los nm, son enteros, definimos
7

[ fdz=n ffdz+71 ffdz+ +n [ fdz
y i Ys Ty,

[para toda feH(Q)] entonces cada y determina, como antes una fun-

cional y . Esclaro que ?:é " 91, , es decir, y(f) = ? % y(/) pa-

ratoda fE€ H(Q).

Sélo consideraremos combinaciones lineales y =3 .y, donde todas
z
las y son curvas cerradas en una region Q y a éstas las Ilamaremos
z
ciclos (en Q); obsérvese que sitodas las 1y, tienen por origen (y extre-
1
mo) un mismo punto z, entonces y puede identificarse con la curva
n, n n, I
o=y 1y 2 ...y pues [ fdz=Z2 =n.[ fdz paratoda feH(Q).
1 r g 1:1 z y

2
i

Si y—_-zniy_ esuncicloy a&y* (donde y*=y1‘U...Uy;),
z

es decir, si y no “‘pasa’’ por a,

definimos
Ind (a) = Lr
4 ty=z

Este es el *"nimero (total) de

vueltas’’ del ciclo y alrede -

dor del punto a (Fig. 31) . Si
Indy (a) = 3 Indy (d) =

Figura 31
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y no da vueltas alrededor de puntos situados fuerade Q, estoes, si

Indy(a) =0 paratodo a<Q, decimosque y es homologo a cero (con

respectoa Q) y escribimos y~<0(Q). Puede ahora enunciarse el

Teorema de Cauchy. (version homoldgica). Si / es analitica en una region

Q entonces

fy/(z) dz =0 (*)

para todo ciclo y homologo a cero (conrespectoa Q).

En particular. si  Q es simplemente conexa entonces se tiene (*) para

todo ciclo y en Q.

El Teorema de Cauchy muestra que dos ciclos Yy y Y, (en Q) de-
finen la misma funcional sobre  H(Q) (es decir, ?1 = '}‘/2) siy sblo si
(yf yz) ~0(Q). Diremos en este caso que y, Y ¥, SON homologos
(con respecto a Q) y escribiremos ¥q ¥y (Q). Como
Ind (@) = Ind (a) ~ Ind (a) , losciclos y 'y y_  son homélo-

i Yy Y2 . 2

gos (con resp. a Q) siy sélosi “dan el mismo nimeto de vueltas’’ alrede-
dor de cada punto @ € Q . Larelacion de homologia ~ s una equivalen-
cia y si identificamos ciclos homdlogos (mas técnicamente, si pasamos al con-
junto cociente), se obtiene un grupo abeliano 2 (Q) llamado el primer
grupo de homologia de Q. Si este grupo tiene una base finita con s ele-
mentos entonces el nimero de conexidad de Q es s+ 1. es interesan
te observar que este nimero de conexidad coincide con el nimero de compo -
nentes (subconjuntos conexos maximales) del complemento de Q en

€~ €U{~}  enparticular Q es simplemente conexa si y s6lo si



€ -Q es conexo. Volviendo al caso general, sea He~ la componente de

€-Q que contieﬁe el punto del infinito y sean HI‘ Hs las compo-
nentes restantes. Estas son preci- / ,

,\ L
samente los "*huecos’’ de lare - LA ": e /////
gion Q. Si se toman curvas sim- gL e, N S ﬁ_ %

/o . P ¥ y N
ples cerradas o que ' rodean’’ ,'f Lo . %
i b C T TNE .
estos huecos, es decit, o, es :/\ PTRs L ', S
j Der ol e

Figura 32

tal que Ind  (a) vale I  si
7

Y
£

. ..V
T

aeH]. yvale 0 si a€H,

para & % j (ver Fig. 32), enton-

ces o ,...,0 esunabase de
S

H (Q), es decir, todo ciclo vy

en Q puede ‘' expresarse’’ de manera (nica en la forma

Y a8 0 M0, ket B O (Q)

Luego, si / es analiticaen Q

donde P ={ fdz,j=1,...,s. Estos nimeros solo dependende f vy
] a;

son sus petiodds (o modulos de periodicidad). En particular, si y, es

una curva de extremos z; y z, entonces, para cualquier otra curva y

con los mismos extremos, la curva Yoy, esun ciclo y entonces

=] P
fyfdz ot Enii

H
ey
~
U

N

donde I
(]

o~
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12, Férmula de Cauchy. Teorema del residuo.

Una consecuencia notable del Teorema de Cauchy es la representacion in-
tegral de f(z) por medio de la cual se muestra que los valores de una fun -
cién analitica en una region Q estan completamente determinados pos sus
valores en la frontera de Q reveldndose asi el alto grado de ' organiza -

cion’’ que la analiticidad-impone a una funcién /.

En primer lugar debemos precisar Ja nocion de **regién limitada por una
curva ’* : diremos que un ciclo y limita una regién Q si Ind (2)
vale I paratodo z€Q y vale ceroparatodo z&§QUgy* St f yes anae
litica en una regiébn Q' que contiene a Q Uy* entonces fyfdz =0

(forma clasica del Teorema de Cauchy) y ademas, para todo z&Q

fiz) =L ; L©dC  ( Fémula de Cauchy)

2mi’y -z
y en general

(k)oy) = k! [ [({)d{ k=0,1,2.,.
0 = == fy ik s La 2,

Si la funcién f es analiticaen Q', excepto por singularidades ais-

ladas, ninguna de las cuales estaen y*, entonces

[f(z)dz= 2mi X Res(f, a,)
Y i 7

donde a .. son las singularidadesde f en Q y Res(f‘.a],) es

LAy
12
el residuode f en a. Este es el famoso Teorema del Residuo.

Principio del argumento. Sea f una funcién meromorfaen Q 'y sea

y [0,1]1 — € una curva simple cerrada que encierra los ceros a, a
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y los polos b1, bn de f (verFig. 33). La ‘imagen’’ de y por f

PLE)

Figura 33

eslacurva p=foy :[0,1] — €, p)=fly®] ,0<e< 1 y el
incremento en el argumento de p (#) (ver Fig. 33), cuando ¢ recorre el in-

tervalo [0,1] es 2= Indp(O). Ahora bien,

Ind (0) = —L [ d¢ _ -1_f1 P gy = Lfl Fly® 1y 4
P i p i o p(t 27i "o fly()]

y el teorema del residuo muestra que esta ultima integral vale m-» . Adn

mas general, si y es un ciclo homélogo a cero con respectoa Q y que

no pasa por ninglin cero o polo de  f, entonces

1— Ma’z = c=
2rrify f(z) #

donde ¢ = % lndy(a],) y p= %Indy (bk) . Enparticular, si f es
analiticay y es wna curva simple cerrada entonces I—If_(z) es igual
2rni’y f(z)

e
£

al nimero de ceros de f encerrados por vy
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13, Prolongacién enalitica -

Sea f, una funcion analiticaen Q, Vsea Q] otra region tal
que Q,N Q; esconexay no vacia. Una prolongacion (o, mas precisa-
mente, una prolongacion analitica directa ) de f, a Q; esuna funcién
' analitica en Q, vy tal que fl(z) = fo(z) paratodo z€Q,N Q,/
de acuerdo con el principio de coincidencia, si una tal prolongacion existe es
nica. Se dice entonces que fO puede prolongarse analiticamente a la re-
gion Q, .

La terminologia que acabamos de introducir nos permite formular un con -
cepto més general de “*singularidad'’: sea f analitica en un disco D de
circunferencia C ysea D
el disco cetrado D U C. Un
punto »€D se dice regu-
lar si f puede prolongarse
analiticamente a un disco de
centro 4. Como esto es
siempre asi para puntos b €D
nos limitaremos alcaso en el

cual becC (verFig. 34).Si

un punto b5€C noes regu-

Figura 34

lar se dice que es singular o

que es una singularidad de .

Una funcién f definida por una serie de potencias con radio de conver

vengia R finito tiene, por io menos, una singularidad en la circunferencia

de su disco de convergencia. de tal manera que R es precisamente la dis



tancia entre eloricen y la singularidad o singularidades de f mas proxinas

a é1. En realidad, dada una region O existen funciones / anaiiticas en

Q pero cue no pueden prolongarse fuera de @ pues todos los puntos de la

frontera ' de O son singulares; se dice entonces que I' es lafron-
|

tera natural de /. Por ejemplo, la circunferenciaunidad {z:|z| =11} es

la frontera natural de la funcién

flz) = z + . S :k;; zzk e ) o
Prolongacion analitica a lo largo de una curva. Diremos Gue una pareja (f, D)
es un elemento de funcion ‘analitica) si D esundiscoy feH(D). Esta
terminologia insinda la eventual consideracion de ‘' funciones (analiticas )
globales o completas’” constituidas por elementos de funcion relacionados en
alguna forma bien determinada. Empezaremos describiendo esta relacion : sean
(¢g,A) y (h,B) dos elementos' de funciony 1y una curva gue va del cen-
trode A alcentrode B, sedicegue (h,B) se obtiene a partir de
(g, A) por prolongacion analitica a lo larco de y siexisten elementos de
funcidn (fi, Dz,), i=0,1,...,n, talesque (/0, D)= (g,A),
/.b,)=(b,B), losdiscos D D ., D, “cubren” lacurva y

11" ’

en la forma sugerida por la Figura 35(a) y |

a) Figura 35 (o)
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- por Gltimo, fi(Z) = fi-l(z) paratodo zeD, N D, ; (=1, ..., ),
es decir. f; es prolongacion analitica directade f;; (i=1, ..., n). El
elemento (b, B) asi obtenido es Unico en el siguiente sentido : si (h;Byp)
es otro elemento obtenido a partir de (g, A) por prolongacion analitica a lo
largo de- y entonces kb, (z) = h(z) paratodo =z en el menorde los dis-
cos concént_riCQs By BI . Larelacion entre prolongaciones obtenidas ‘ a
lo largo de curvas diferentes (pero con los mismos extremos) exige considera-

ciones homotdpicas :

Teorem a de monodromia. Supongamos que (g, A) es un elemento que pue-
de prolongarse a lo largo de cualquier curva con origen en el centro de
A ysupongamos y; Y y, Son dos de tales curvas las cuales
tienen ademds el mismo extremo y son homotopicas, entonces las pro-
longaciones de, (g, A) alolargode A; y Az coinciden . (Ver Fig.
35 b).
““Funciones’’ multiformes . Si un elemento de funcidn (/,. D,) es prolon-
gado en diversas formas se obtiene una coleccién F de elementos de fun-
cion tales que, dados dos de ellos, uno es siempre prolongacion del otro ( a
lo largo de alguna curva). Si (/. D) esunelemeniode F y =z esta
en D entonces un valorde F en z es f(z) ; decimos unvalor pues
es posible que exista otro elemento (/1 i Dl) de F talque =z¢€ Dl
pero que f1(Z)  f(z) , de tal manera que fl(z) seria otro valor de F
en z. Enrealidad es posible que al prolongar un elemento (fo. D) a
lo largo de una curva y  se llegue a un elemento (/. D) tal que
DND, + ¢ peroque [,(2) % f(z) paraalgunos z&D n o, . Algo si-
milar ocurre cuando una funcién /| analitica en una cierta region  Q , es
desarrollada en serie (de Taylor) alrededor de un punto  a€Q - la-serie

representaa f en el mayor disco de centro « Contenido en Q pero su



62

Figura 36

disco de convergencia D puede ser mayor y en este caso puede haber-pun-

tos ze€ DN Q enloscuales laserie no representaa f (Fig. 36, b).

En general se dice que una coleccién F como la arriba considerada es
una funcion analitica global y si F contiene todas las prolongaciohes po -
sibles se dice que es completa . Por medio de F queda determinada una
correspondencia que a cada punto =z de una cierta region Q le asigna
uno o varios nimeros complejos por lo cual se dice que F esuna ' funcién”
multiforme (o multivoca). Estos objetos no son realmente funciones pero usan-
do un artificio ideado por Riemanny que consiste en **desdoblar la region

Q en varias " hojas’’ (Superficies de Riemann) pueden reducirse a funcio-

nes en el sentido ordinario.

El espacio funcional . H(Q). La nocién de convergencia mas adecuada al
espacio H(Q) es la convergencia uniforme sobre compactos : una sucesion
de funciones f : Q— € converge uniformemente sobre compactos hacia
una funcién f:Q — € siparacada €>0 y para cada subconjunto com-

pacto (cerrado y acotado) K CQ existeun = =n(g K) talque si
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k> n entonces |fk(z) - f(z) | <& para todo z< K. En este caso es-
cribiremos fk 2 f y puede probarse que si cada fk es analitica, en-

tonces f también loesy /i") 2 f(”) paratodo ==1, 2, ...

C on esta nocion de convergencia puede introducirse una topologia en H(())
en la cual los compactos se caracterizan como en IR” : son los subconjuntos

cerrados y acotados.

14, Representacion conforme.

Las funciones analiticas f:Q — € cuyaderivada f’ carece de
ceros en ) se caracterizan por la propiedad de " preservar los angulos®’ :
Si Yy y Y, se cortan en un punto z, conun angulo « entonces
sus ' imagenes ”’ I} = foyl y F2 =foy, seccrtanen el punto

o, = f(z,) con el mismo angulo (ver Fig. 37). Se dice entonces que f

Figura 37

define una representacion conforme de Q en €. Dos regiones Q,
Q, sedicen conformemente equivalentes si existe una funcién analitica y
biunivocade Q; en Q,.talque f(z) +0 paratodo z€ Q,, Elre-

sultado fundamental a este respecto es el siguiente :
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Teorema de Riemann. ~ Toda region simplemente conexa Qc ¢ , diferen

[1]

(2]

(3]

(4]
(5]

(6]

(7]
(8]

(9]

(10]

(11]

tede €, es conformemente equivalente al disco unidad D, donde

DO:{z:\z|<1} .
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Saludos

Practicamente toda persona ha saludado a otras estrechando Ja mano y pare-
ce que a este respecto no pueda hacerse afirmacién especial alguna. Sin em-
bargo, es facil prohar que el nimero de personas que ha estrechado la mano a

un nimeto impar de personas es siempre par.



