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3. LA TESIS LOGICISTA

i . X 'Y .. s .
Fue Leibniz, Ilamado ‘el omniciente”” por algunos de sus contemporaneos

’

poseedor de una mentalidad universal si alguna ha existido, quien por el afio de
1€€6 concibid por primera vez, con claridad y precision, la posibilidad de usar la
Logica como fundamento de todas las ciencias surgiendo de esta manera una Cien-
cia Universal la cual, en ultima instancia, se reduciria a un Calculo Ldgico regi-
do por leyes formales determinadas de una vez para siempre. Hasta entonces, y
a pesar de que la Edad Media dedicd sus mejores talentos a la Logica Formal
creada por Aristoteles, los avances logrados fueron escasos. Mas tarde, y espe -
cialrente a partir de 1854, afio en el cuzl G. Boole publico st libro Laws of
Thoughi (Leyes del pensamiento) el cual, segun Russell, marca el nacimiento de
las Matematicas Puras, esa disciplina se desarrcllo en forma impresionante sur -
giendo practicamente una '*Nueva Logica’ que involucraba Ia forn.ulacion de un

verdadero calculo logico el cual, en principio, algebriza y hasta podemos decir
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que mecaniza los procesos deductivos. Por la misma época se introdujo también

la l6gica de relaciones ( C.S. Pierce) y se consideraron otros criterios deductivos

ademas del silogismo de la antigua logica.

Entre 1880 y 1900 Frege y Dedekind se esforzaron por definir, en el seno de
la Logica, aquellas nociones matematicas consideradas como primarias : la no -
cion de numero natural y por su conducto la de numero real . En 1884 aparece la
primera obra que explicitamente se propone reducir |a Matematica a la Logica :
se trata de LUie Grundlagen der Arithmetik escrito por Frege. Mas tarde, entre

1910 y 1914 fueron publicados los tres primeros volimenes de la obra monumental
de Russell y A. N. Whitehead Principia Mathematica de |a cual alcanzo a proyec-

tarse un cuarto volumen, a cargo de Whitehead, dedicado a la Geometria. En es-
tas obras se introducian complejos sistemas simbélicos por lo cual no alcanza -
ron una difusion muy grande especialmente en el caso de Frege cuyas ideas solo
se conocieron posteriormente. Los tres volimenes de Russell y Whitehead llenan
cerca de 2.000 paginas escritas en gran parte con signos logicos y no ha faltado
quien afirme que nadie los ha leido en su totalidad, ni siquiera los autores, cada

uno de los cuales se habria limitado a la parte por €l escrita.

Ce acuerdo con la *‘tesis logicista’’ originada por Frege (reduccion de la
Matematica a la Logica) se traté en primer lugar de reducir la nocién de numero a
la de conjunto, la cual asu vez puede analizarse en términos 6gicos como Con
dicion o nocion : a cada condicion se asocia su extension, es decir, el conjunto
de entes que la satisfacen. El primer paso en este programa consiste en definir

con precision lo que debe entenderse por el humero de elementos de un conjunto
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o, usando un lenguaje mas técnico, el cardinal de un conjunto A . Ahora bien,
sea lo que sea, “‘el cardinal de A’’ debe representar de alguna manera *‘aque -
Ilo que tienen en comun todos los conjuntos equipotentes con 4’. En forma por
demas trivial podemos decir : lo que dichos conjuntos tienen en comin es precisa-

mente que satisfacen la condicion (en X) :

« X es equipotente con A»

Por lo tanto ‘el cardinal de A’’ debe estar intimamente asociado a esta condi -
cion, lo cual nos conduce naturalmente a su extension, es decir, a la coleccion
de todos los conjuntos X que son equipotentes con A. Se llego asi (Frege 1879,

Russell 1901) a la siguiente definicion

Card A ={ X : X /ip/l ),

esto es : el cardinal de un conjunto 4, denotado Caid 4, es el conjunto de to-
dos los conjuntos equipotentes con A. Se logra asi que, para dos conjuntos 4

y B laafirmacién A Ep B sea equivalente @ Card A = Card B.

En particular, si @ es un objeto cualquiera, el numero 1 se define como
el cardinal de {Q}: 1 = Card {Q }. En otros términos, 1 es el conjunto de
todos los conjuntos equipotentes con Q1 , es decir, el conjunto de todos los
conjuntos unitarios (esto es, de laforma { X} donde X es un objeto cualquie-
ra). Analogamente 2 sera el conjunto de todos los conjuntos de la forma {X, Y}

donde X y Y son objetos distintos.

El nimero 0 seria, en este contexto, el cardinal del conjunto vacio b,
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es decir, el cotjunto de todos los conjuntos equipotentes con ¢ . Como & es
el Unico conjunto con esta propiedad resulta que 0 = Card ¢ - {1 obsérvese
que {¢1{4# & : unacaja vacia (nos referimos a &) no es lo mismo que una ca-
ja que contiene una caja vacia. Por lo tanto resulta una discordancia: : el niime-
ro 0 (cero) es un conjunto que tiene un elemento. Pero esto no deja de ser una

molestia menor; inconvenientes mas serios seran revelados mas tarde.

Antes de pasar a definir el concepto general de “*nimero natural’’ hay que
precisar lo que debe entenderse por « /I cuando @ es un cardinal dado : si «
es el cardinal del conjunto 4 y 4 es un objeto que no pertenece a A, enton-
ces a4l esel cardinal del conjunto 4" obtenido agregandoa A4 el elemen-

to 0. Una propiedad 7, referente a cardinales, se dice inductiva si

(1) 0 tiene la propiedad P.

(2) Siuncardinal « tiene la propiedad /P entonces el cardinal «, /

también la tiene .

Las nociones anteriores permiten formular una definicion de “*nimero natu

ral’” : un numero natural es un cardinal » que goza de toda propiedad inducti-

va.

Es importante anotar que la propiedad : «(el cardinal) » es un nimero na-
tural », la cual es una propiedad referente a cardinales, ha sido introducida ha-
ciendo referencia explicita a la totalidad de las propiedades de cardinales: pa
ra verificar si un cardinal » es un nimero natural es necesario, en principio, se

leccionar de entre todas las propiedades de cardinales aquellas que son induc

tivas y luego comprobar que n satisface estas dltimas. Estas definiciones se
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dicen impredicativas : son definiciones que tienden a individualizar miembros de
una totalidad haciendo uso explicito de esa misma totalidad. Este procedimiento
es con frecuencia fuente de contrad icciones (recuérdese, por ejemplo, la paradoja

de Russell).

Veamos ahora que, las en apariencia impecables, definiciones anteriores es-
tan viciadas en su misma base. Segtn se dijo, el nimero 1 es, por definicion, el
conjunto U de todos los conjuntos unitarios; ahora bien, si a cada elemento X
de  PrU) (es decir, a cada subconjunto X' de (/) le hacemos corresponder el
conjunto unitario {X} (el cual pertenece a U, por la misma definicion de este
conjunto), habremos establecido una correspondencia entre %7 (U/) y un subcon-
junto de U, y esta correspondencia sera biunivoca pues si X y Y son elemen-
tos de @(0’) tales que X # Y entonces también {X}+{Y}|. Peroestoes-
ta en contradiccion frontal con el Teorema de Cantor. Nos vemos entonces forza -

dos a admitir que un conjunto con las caracteristicas de U no puede existir.

En forma similar se comprueba que la definicion logicista de 2 y, en gene -
ral, la definicion del cardinal de un conjunto cualquiera, no vacio, conduce a una

contradiccion.

Fue asi como este programa de fundamentacion de las Matematicas se vio
envuelto en sus propias redes Ilegando a tal estado de cosas que Poincaré, uno
de sus detractores, podia exclamar mordazmente, y con bastante razon: el logicis-

mo no es enteramente estéril : engendra la contradiccion.

Un detenido analisis de la situacion llevé a Russell a considerar tres posi-
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bles métodos para evitar las paradojas : (1) limitar la extension o tamafio de las co-
lecciones consideradas (theory of limitation of size), (2) métedo del zig-zag ( zig-
zag theory) y (3) evitar las definiciones no predicativas desarrollando un tratamien-
to sistematico del aspecto positivo de la cuestion, a saber, las definiciones predi-
cativas (no classes theory o ramified theory of types). El primero de estos méto-
dos fue el adoptado por Zermelo y sus sucesores, el segundo halla su realizacion

en la obra de Quine, mientras que el mismo Russell decidio desarrollar la tercera

posibilidad.

A grandes rasgos y por lo tanto con mucha imprecision , podemos afirmar que
en la Teoria ramificada de tipos (Russell) se supone dada una coleccion de indi-
viduos (“‘atomos’’ o ** cosas dadas’’, no sujetos al analisis I6gico). A estos indi-
viduos se les asigna el tipo cero : son los entes de tipo cero. Luego se conside-
ran las propiedades de (o relaciones entre) estos individuos, las cuales vienen a
constituir los entes de tipo uno ; las propiedades de estas propiedades, es decir,

las propiedades de los entes de tipo uno son los entes de tipo dos , y asi sucesi-

vamente.

Si en lugar de las propiedades se consideran las extensiones correspondien-

tes resulta la siguiente clasificacion :

0) Entes de tipo cero: individuos

1) Entes de tipo uno: conjuntos de individuos

2) Entes de tipo dos : conjuntos de conjuntos de individuos, es decir, conjuntos

de entes de tipo ung, etc.

Muchas contradicciones se evitan si en las construcciones matematicas se



admiten unicamente entes que pertenecen a un determinado tipo. De acuerdo con es-
ta politica carece de sentido , por ejemplo, afirmar que un conjunto pertenece o no
pertenece a si mismo pues dicho conjunto es de un tipo superior al de sus elemen -
tos. Es asi como la Paradoja de Russell no puede siquiera ser formulada dentro de

este sistema.

Naturalmente, dependiendo de la eleccion original de los individuos (pue -
den ser conjuntos, relaciones, etc.) se obtienen diversas escalas de tipos. Sin em-
bargo, estas construcciones no son aun suficientes para analizar las definiciones
impredicativas necesarias para desarrollar |a Matematica, ni para evitar las parado-
jas de tipo semantico. Esto obliga a efectuar una subdivisién (ramificacion) adi -
cional de cada uno de los tipos superiores : Dentro del tipo uno aguellas propieda-
des definidas sin mencionar ninguna totalidad se dicen de orden cero (o predicati-
vas); aquellas propiedades cuya definicion involucra la totalidad de las propieda -
des de orden cero se dicen de orden uno, las propiedades definidas haciendo men-
cién de la totalidad de las propiedades de orden uno seran de orden dos, y asi su-

cesivamente. Analogamente se procede con los tipos siguientes.

TIPO ORDEN

cero (individuos)

cero

uno < N

dos

cero

dos / uno

=

\- dos

.
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Dentro de este esquema, la definicion de los naturales puede tornarse predi-
cativa fijando de antemano un orden y luego enunciando la definicién limitandose a
usar en su formulacion sélo aquellas propiedades de los cardinales que pertenecen
a dicho orden. La propiedad de ser un numero natural resulta entonces ser del or -
den inmediatamente superior, evitandose asi su caracter impredicativo. Sin embargo
esta definicion depende del orden escogido y no habria entonces un conjunto de los

numeros naturales sino toda una infinidad de ellos.

Para evitar inconvenientes coma el anterior es forzoso introducir un axioma
muy especial cuyo caracter claramente artificioso y antinatural contrasta con las
otras suposiciones basicas de la teoria, las cuales admiten interpretaciones en for-
ma de afirmaciones basiante plausibles en la realidad. EI axioma en cuestion es el
llamado ‘‘Axioma de Reducibilidad’’ el cual afirma que, dentro de cada tipo, para
toda propiedad P de orden superior a cero, existe una propiedad P, de orden
cero que tiene la misma extension (es decir, determina el mismo conjunto) que la
propiedad 7. Segln los mismos autores de |a teoria, este axioma tiene una justi-
ficacion puramente pragmatica pues conduce a los resultados deseados, y ho a otros

(hasta donde sabemos). Pero no es, claramente, la clase de axioma con el cual

quedamos satisfechos.

Creemos oportuno aclarar que el empleo de los términos “‘cero”, ‘uno”,
“‘dos’’, ... en la descripcion de la Teoria de los tipos, en el seno de la cual se
pretende luego definir la nocion de numero natural, no encubre, como sostenia Poin-
caré, una flagrante peticién de principios. Esos términos son meros rotulos o mar-
cas que no pertenecen a la Matematica formalizada sino a su metalenguaje, esto es,

al lenguaje usado para formular el lenguaje técnico de la teoria.
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Anotemos, por tltimo, que la divisién en tipos y 6rdenes permite evitar para-
dojas sutiles como la del mentiroso. En efecto, de acuerdo con esta clasificacion
habria varias clases de mentirosos : de primer orden si siempre mienten, salvo cuan-
do dicen que son mentirosos de primer orden ; de segundo orden si siempre mienten
(aun cuando afirman ser mentirosos de primer orden) pero no lo hacen cuando dicen
ser mentirosos de segundo orden, etc.. Luego, si alguien afirma “* miento’’ puede

contestarsele : Esta bien, es usted un mentiroso, pero ; de qué orden ?

Con la introduccion del Axioma de Reducibilidad no se logra tampoco la an-
siada formulacion de la Matematica en términos puramente 10gicos siendo aun nece -
sario introducir un axioma que afirme la existencia de colecciones o conjuntos infi-

nitos (Axioma del Infinito) el cual tiene un caracter netamente extraldgico.

Después de la gigantesca labor representada por los Principia Mathematica
sus autores, segln sus mismas paiabras, quedaron hastiados de la Logica y se for-
zaron a dirigir su atencion en otras direcciones. Su teoria fue posteriormente per -
feccionada por F.P. Rampsey (Teoria Simple de Tipos, 1926), C. H. Langford y
R. Carnap. Sin embargo, las construcciones siempre tan complicadas y artificiosas
que, si se esta dispuesto a basar |a Matematica en esos supuestos también puede
aceptarse, en cambio, un sistema axiomatico para la Teoria de Conjuntos como el

de Zermelo y Fraenkel o el de Bermays y von Newmann, los cuales son, por lo me-

nos, mas sencillos.
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4. LATESIS INTUICIONISTA

Contrastando sustancialmente con el enfoque logicista, en lo relativo a los
fundamentos de la Matematica, 1a corriente intuicionista iniciada por L. Kronecker
y H. Poincaré y sistematizada posteriormente por L. E. J. Brouwer y A. Heyting
insiste en la necesidad de efectuar consideraciones de caracter sicoldgico : sdla-
mente estudiando la actividad mental del matematico es posible acercarse a la ver-
dadera esencia de las entidades matematicas las cuales corresponden a ciertas no-
ciones primitivas presentes en nuestro pensar. Entre estas nociones figura en pri-
mer lugar nuestra intuicién sobre la sucesion de los nimeros naturales con base en
la cual se construyen progresivamente los otros objetos matematicos. Estas no-
ciones y los procesos deductivos que les son aplicados no pueden nunca descti -
birse adecuadamente por medio de la I6gica formal la cual, por el contrario, debe
estar subordinada a la Matematica. Es asi como la intuicion pasa a jugar un papel
preponderante mientras que el lenguaje técnico resulta ser inicamente un medio,
muy deficiente, para la comunicacion de las ideas : ... hi el lenguaje ordinario ,
afirma Brouwer, hi un lenguaje simbolico pueden tener otro papel que el de servir
como un auxiliar, no matematico, para ayudar a la memoria matematica o para per-

mitir a diferentes individuos la construccion de una misma entidad.

Los Ilamados “‘principios fundamentales’’ de la Idgica se han constituido

con base en la experiencia sebre colecciones concretas y por lo tanto finitas de
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objetos y entonces no es licito extrapolarlas a conjuntos infinitos. En realidad, si
se trata de fundamentar la Matematica, no debe presuponerse nada con respecto al

comportamiento de las entidades matematicas.

Consideremos un ejemplo : si ) es una coleccion formada por un nimero
finito de objetos y si 7 es una cierta condicion entonces es posible {por lo me-
nos en principio) verificar, para cada uno de los elementos de M, si satisface Ia

condicion P ono. Y sdlo hay dos posibilidades :

a) existe (por lo menos) un elemento de A que satisface P, o bien

b) ningln elemento de 1/ satisface F.

En consecuencia,si, por ejemplo, ho se da el caso (b) entonces, necesariamente,
debe darse el caso (a). De acuerdo con los intuicionistas no es licito aplicar esta
misma linea de razonamiento cuando M es un conjunto infinito pues en este caso

el proceso de verificacion de la condicion 7 no es intuible.

En el seno de la Matematica ordinaria, para demostrar, por ejemplo, que :
existe un numero natural n tal cue Pin} (1)

(donde P es una condicion referente a nimeros naturales), basta probar que al su-

poner la negacion, es decir, al suponer Gue

para todo numero natural n, no Pin} (2)

se Ilega a una contradiccion. En efecto, si éste es el caso, es decir, si (2) con -

duce a una contradiccion entonces debe ser falsa (este principio es aceptado aun
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por los intuicionistas). Ahora bien, segun el Principio del Tercero Excluido
(Tertium non datur) o bien (1) es cierta o bien su negacion (2) es cierta. Como (2)

es falsa entonces (1) debe ser cierta.

Este tipo de demostracion indirecta no es generalmente valido en Matemati
ca Intuicionista: una demostracion aceptable de (1) consistiria en dar un método
efectivo para construir un numero natural que gozara de la propiedad /” esdecir
exhibir un especimen particular del conjunto de nimeros determinados por /. Esto
se debe @ que un intuicionista no admite el Principio del Tercero Excluido, salvo

cuando es intuitivamente evidente. En general una proposicion de la for

ma
p 0 ho P

donde p es una afirmacion dada , no se considera establecida (probada) sino cuan

do se ha dado una demostracion de /> 6 se ha dado una demostracion de no 7’

Ilustremos las consideraciones anteriores por medio de ejemplos concretos

, LY - 5 - ~
en 1644 Mersenne afirmdé que 2-7‘ | es un numero primo, lo cual solo en anos

relativamente recientes se probo es falso. Sin embargo, alin antes de la refutacion
un intuicionista aceptaria que la afirmacion * 2777 | es un ntimero primo o no lo
es'’ es cierta pues, en principio, es posible calcular efectivamente el nimero
29971 y luego, usanda el algoritmo de la division, comprobar que dicho numero
carece de divisores diferentes de si mismo y la unidad. Por el contrario, la afir
macion “existen infinitos nimeros primos P tales que P2 es también primo

o bien hay solo un nimero finito de tales numeros P’ no seria aceptada como cier.

ta pues no se ha demostrado ninguna de las dos posibilidades ni se ha dado un me-
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todo efective  para resolver la cuestion. Se observa, en particular, que para el in-
tuicionismo el estado de desarrollo de la matematica en cada momento es un factor
que debe tenerse en cuenta. Estas consideraciones aparecen en forma mas razo -
nable si se interpretan las afirmaciones p, ¢, ... como problemas matematicos :
Decir que p es cierta significara entonces que el problema p tiene solucion
mientras que p es falsa ( 6 también, no p es cierta) significara que el problema

p ho tiene solucion ; segin esto, la afirmacion

p 0 no P

significara que o bien el problema p tiene solucion o no la tiene y de este modo
el Principio del Tercero Excluido puede considerarse, segtn lo anotara Brouwer ,
como una aplicacion no justificada del Ilamado “‘principio de solubilidad esencial
de todos los problemas matematicos */, enunciado por Hilbert en 1900. Es éste un
verdadero acto de fé segun el cual todo problema matematico debe, en principio, po-
der resolverse sea positiva sea negativamente. Pero, como el mismo Hilbert lo
notara mas tarde, cuando se precisan los términos de esta discusion dentro del for-
malismo, el **principio’’ de soiubilidad aparece totalmente desprovisto de funda -
mento surgiendo en su lugar un preblema no trivial [lamado de Decision y, como
Godel lo demostrara mas tarde, dentro de la misma aritmética (formalizada) existen
proposiciones “'indecidibles’’, esto es, proposiciones que no pueden probarse ni

refutarse dentro del sistema.

La limitacion en el uso del Principio del Tercero Excluido invalida muchos

argumentos comunes. Para demostrar, por ejemplo, que (para numeros reales ay

b) si ab =0 entonces a=0 6 b=0 el procedimiento usual consiste en dis-
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tinguir dos casos

(i) a=0

(i) a # 0 ; en este caso, de ab = 0 se obtiene ab/,=0/a, esdecit b=0;
y el principio mencionado garantiza que (i) 6 (ii) es cierta. Pero si definimos

T donde n es el menor k& tal que el k-simo digito . en la representa-
cion decimalde (7 +e)7 ™ esel primero de una sucesion de 100 digitos, todos
igualesa dk, siuna tal sucesion existey «=0 en caso contrario, entonces «
esta bien definido desde el punto de vista intuicionista pues para obtener el m-simo
término de su desarrollo decimal basta computar los primeros m+ 100 términos del

desarrollo decimal de (7 + )™ “%sin embargo no se dispone de método alguno que

permita decidir si «=0 0 a # 0.

Sobre el infinito tiene también el Intuicionismo un enfoque particular : no
se acepta el infinito en acto ( infinito actual) sino en potencia (infinito potencial).
En particular, el ** conjunto” de los nimeros naturales es “‘infinito’” en cuanto da-
do un nlimero natural cualquiera siempre puede pasarse al siguiente; sin embargo

no se acepta la existencia actual de 1a totalidad de los nimeros naturales.

Es claro que la nocion de conjunto debe también tener un caracter peculiar:
un conjunto, llamado por Brouwer Spread (extension, propagacion) es, en este con-
texto, una ley M por medio de la cual pueden construirse ciertos objetos matema-
ticos (los elementos de M). Es asi como los elementos de un conjunto (infinito)
no estan dados de una vez por todas sino que estan, por asi decir, en un proceso
permanente de formacion : existen potencialmente por cuanto la ley M permite
obtenerlos (construirlos) progresivamente. Una situacion como esta se presenta

al considerar el conjunto de todas las proposiciones del idioma Castellano : es
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claro que su totalidad no existe efectivamente, sino que, por medio de las reglas

propias de este idioma, pueden construirse cada vez nuevas proposiciones.

En general, la doctrina intuicionista impone drasticas mutilaciones en la Ma-
tematica, especialmente en su nivel “*superior’ : conceptos transfinitos y anali -
sis *"infinitesimal’’. En consecuencia es muy improbable que sus principios de
fundamentacion sean adoptados aunque su critica, debido a su sutileza y profundi-
dad, ha tenido efectos positivos por cuanto ha obligado a los matematicos a recon-
siderar y analizar los fundamentos de su edificio. Muchos de los puntos de vista
del intuicionismo han reaparecido, debidamente precisados, en posteriores desa -

rrollos dentro del seno de la [lamada Metamatematica.

Los infinitesimales

Los infinitesimales, aparentemente enterrados para siempre por Viierstrass ,
Dedekind, C auchy y otros han vuelto a renacer, aunque sobre bases diferentes y
sélidas. En efecto, en los trabajos de Abrahan Robinson se ha demostrado que el
sistema /R de los nimeros reales puede extenderse hasta dtener un sistema
“numérico” RR” el cual incluye nimeros infinitamente grandes y nimeros infini-
tamente pequefios. Ver, por ejemplo, las obras de Robinson Non - Standard Anal-
ysis (North- Holland, Amsterdam 1966) y “‘Topics in Non-Archimedean Math-
ematics '’ (Symposium on the Theory of Models; Morth Holland, Amsterdam, 1965).
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