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JAIRO A. CHARRIS

PROLOGO

.

El propdsito de un curso sobre la teoria de funciones de una variable compleja
puede ser muy diverso. Esa diversidad de intereses determina en general |a orienta-
cion de un tal curso. La teoria de funciones de una variable compleja es una de las
ramas de la matematica que ha tenido el mayor nimero de aplicaciones dentro de ca-
si todos los ramos de la ciencia : la Fisica, la Fisico-auimica, la Estadistica, la
Ingenieria, la Biologia, y recientemente |as Ciencias Humanas, se han beneficiado
de sus métodos. Es asi que muchas veces el interés de un tal curso radica en las
aplicaciones. El hecho de que la teoria de funciones de una variable compleja sea,
a su vez, una de las teorias mas evolucionadas de la matematica, ha dado a ella
una gran autonomia. Sus métodos, tan altamente elaborados, la hacen, muchas ve-
ces, una teoria matematica casi independiente de las demas; y este hecho es enfa-
tizado por casi todos los textos sobre el tema, independientemente de cual sea el
propOsito del mismo.

El escribir un texto sobre el tema coloca entonces al autor en una dificil situa-
cion. Primero : es casi imposible mejorar la calidad de los abundantes textos exis-

tentes, cuyo interés especial esta en las aplicaciones. Segundo : es casi imposible
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mejorar |as exposiciones de |a teoria desde el punto de vista de la autonomia de sus
métodos. Una buena razon para escribir entonces un texto sobre el asunto parece di-
ficil de encontrar.Pues el llenar los anteriores requisitos es un gran mérito.Tenien-
do en cuenta algunos hechos es sinembargo posible encontrar algunas. En primer lu-
gar, el curso sobre el cual se ha basado este texto ha sido disefiado para estudian-
tes graduados.Tales estudiantes han.sido generalmente expuestos a un curso ele-
mental sobre el tema, sea desde el punto de vista de las aplicaciones, sea desde el punto

de vista de presentarles una teoria de las mas perfectas de la matematica. Tales estudian-
tes han entonces entrevisto el poder de la teoria desde el punto de vista de sus aplicacio-
nes y apreciado su belleza desde el punto de vista de su autonomia. Esto dio cierta libertad
en la escogencia del punto de vista del curso.En segundo lugar, textos escritos dentro de uno
o ambos de los ideales antes mencionados, existen en abundancia y no parece entonces ne-
cesario uno mas. Pero, creo que hay algo no satisfactorio en tales ideales. La teo-
tia de funciones de una variable compleja, juega, dentro de la investigacion matema-
tica actual, un papel, aunque importante, secundario.Esta reservada a ser |a sirvien-
te de otras teorias en plena evolucion, aunque ella misma pueda no ser tan intere —
sante al investigador. Es ademds solo un capitulo dentro de una teoria realmente
extensa: EI Andlisis Complejo: la teoria de superficies de Riemann y la teoria de
funciones de varias variables complejas, ramas todas en pleno desarrollo.En la ma-
yor parte de los cursos que se hacen y de los textos existentes,la relacion y apli-

caciones de la teoria elemental de una variable a la de varias,o a la de las superfi-

cies de Riemann,es apenas entredicha,y casi exclusivamente desde el punto de vis-
ta analitico.Pero 1a mayor complicacion del andlisis complejo no es analitica sino
topolégica. Por otra parte,yo creo que la topologia subyacente al analisis comple-
jo de una variable no es del todo trivial. Y en mucho la aplicabilidad de la teoria

a otras ramas de la ciencia se debe precisamente a su relacion con problemas topo-
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logicos. Pero la autonomia de |a teoria ha sido lograda, precisamente,esquivando las
dificultades de la topologia del planos o escondiendo estas dificultades en una u
otra forma. Es por eso que en la topologia he encontrado, lo que creo, es una buena
razon para escribir este texto. Afrontando directamente algunos de los problemas to -
poldgicos del plano, me propongo mostrar el significado esencialmente topolégico del
analisis complejo de una variable, acostumbrando al estudiante, en un caso relativa-
mente simple, a un método que es imprescindible en el andlisis complejo moderno.
Otro de mis propGsitos es dar una muestra de la enorme interaccion entre topologia y
analisis, interaccion que,desde Riemann, ha Ilamado profundamente la atencién de
los matematicos y que en los Ultimos afios ha tenido resonantes éxitos con los tra-
bajos de De Rahm, Atiyah y Singer, etc. .

Si bien la anterior es la justificacion del escribir un nuevo texto, otro propésito
del mismo es dar una exposicion rigurosa de la teoria clasica de funciones. El tiem-
po dird si he tenido éxito en tal empresa. Es por esta razon que he decidido publicar
este texto en una serie de articulos en el Boletin de Matematicas del Departamento
de Matematicas de la Universidad Nacional y de la Sociedad Colombiana de Matema-
ticas. En cierta forma el trabajo es de indole investigativa a nivel elemental, y cae
entonces dentro del espiritu del Baletin. Como tiene, por otra parte, un cierto sabor
pedagdgico, el Boletin lo pondra al aicance de una gran cantidad de mis colegas, de
quien gustoso recibiré cualquier critica sobre el mismo.

El texto comenzarad entonces con una revision de ciertos resultados del calculo
diferencial e integral de varias variables. La seccion sobre calculo integral conten-
dra especialmente un teorema de aproximacion que sera fundamental en lo que sigue.
Los diez capitulos siguientes estaran reservados a lo que se conoce con el nombre
de teoria de Cauchy, comenzando con los elementos de las teorias de homologia y

homotopia. Esta parte contendrd una introduccién a la Cohomologia Compleja de De
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Rahm. En los cinco capitulos siguientes se estudiard la teoria de Weierstrass de las
funciones analiticas, incluyendo desarrollos especiales. El texto finalizara con una
introduccion a la representacion conforme, la prolongacion analitica y las superti -
cies de Riemann.

Quiero agradecer a la Sociedad Colombiana de Matematicas toda la colaboracion
que me ha prestado en la elaboracion de este texto, asi como al profesor Rolando
Saenz quien reviso las versiones iniciales del manuscrito y sugiri6 muchas mejoras
en el mismo.

Finalmente, quiero dedicar esta serie de articulos a R. C. M. M., por el carifio
y tolerancia que me ha demostrado, y que para mf han sido un estimulo en muchas si-

tuaciones.

Jairo Charris C.

CAPITULO |

Introduccion.
En este primer capitulo revisaremos algunas nociones del calculo diferencial e
integral de funciones de varias variables. En primer lugar introduciremos algunas no-

taciones :

(A N representaré al conjunto de los nimeros naturales o enteros positivos :
05152085 aite b o
(b) Z representara al conjunto de todos los enteros, positivos y negativos.
(c) @ representara al conjunto de los numeros racionales :
0= fm/nlm,nGZ,n#O K

(d) R representara al conjunto de los nlimeros reales; Q representara al
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conjunto de los irracionales.
(e) ¢ representara al conjunto de los nimeros complejos :

2

C=V{a+bi|labe R}, i°=-1

Los conjuntos Z, Q, R, C estan provistos de estructuras de anillo para la adi-
cion y multiplicacion corrientes. De hecho, Q, R, C son cuerpos para tales opera-

ciones. C estara provisto de la topologia definida por la distancia

dix,y) = |x-y]|
donde |x| = (@®+ %)% si x=asbi. Sobre N, Z, Q. R se consideraran las
topologias de subespacio de C, de modo que las inclusiones IN CZCQCRCC
valen tanto en el sentido algebraico como en el sentido topoldgico. Para la métrica
d; IR y C son espacios métricos completos; R es, a su vez, el completado de Q
para tal métrica.

() Si K=N=N, 0 R,C,Z, M, (K) denotara al conjunto de las matri-

ces de orden mx» sobre K. En lugar de me1(”() escribiremos simplemente K, ;

en lugar de My, (KK), escribiremos KK”. Para denotar a las matrices usaremos pa-

réntesis cuadrados

p i 1
a a P a ra
112 In 1
la,.... a,]
aml amz e amn ’ amJ ’
9 - -

Sobre M, ,(KK) , especialmente en los casos m=1 0 »=1, usaremos la topo-

logia definida por la métrica.
d(A,B) = ||A-B]|

donde
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1

[|A]]= (Ej 1ai].[2) *, supuesto que A = ["ij] . Para esta métricay para K =IR, C,
M) es un espacio métrico completo. De hecho, un espacio de Banach, si se
considera sobre este espacio la estructura de KK -espacio definida por las operacio-
nes usuales entre matrices.

Sean ahora Q un subconjunto abierto de R, y f:Q » R. Sea a€Q, a=

T i ”
=[a1,a2,...,an] . Escribiremos /([al,...,an]T)=/(al,...,an). Si
lim /(al,az,...,aiq-b,...,an)-/(al,az,...,ai,...,an)
b0 b

existe, lo denotaremos por (g;f-) fa), ylo denominaremos la i-ésima derivada oar-
i

cial de f enel punto a. Si

existe para i=1, 2, ...,n, diremos que f es Jacobi-derivable (o simplemente de-
rivable) en el punto 4, y escribiremos

1P = J (@ = [(5'9?/1 (@, (a%‘) (a)]

La Ix = matriz J (f) = ]f(a) se denomina la derivada (a-priori) de Jacobhi de f
en el punto a. Si ]f(“) existe en todns los puntos a€ Q, es decir,si f es J-
derivable en todo 2 € Q , diremos que f es Jacobi-derivable (J -derivable) en Q,
y denotaremos por J (£}, R) al conjunto de tales funciones. Si n=1, esclaro que
]/(a) = f*(a) , donde f’(a) es laderivada corriente de / en el punto a. Por esta
razon es costumbre escribir f’(a) = ff(“) ain en el caso »> 1. Nosotros evita-
remos esta Ultima notacion para obviar ciertas confusiones.

Sean Q en R,y [:Q > R, . Entonces existen funciones ;2> R,i=

T
=1,2,...,m tales que f(x}=[f(x), /z(")""'fm(")] .Si a€eQ vy ]/.(a)exis-
1

s
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te paratodo i=1, 2,..., m , diremos que f es Jacobi-derivable en el punto a, y

escribiremos

r ) a/1 @fy\zs ]
Iy, (@ )() (___ a)
@ = | -
(:)/m ’ af
77,0 axl] o (52 @

La mxn- matriz ]/(“) se denomina la derivada (a-priori) de Jacobi de f en el
punto a. Si ]f(a) existe en todo punto 2 € Q (esto quiere decir que (—9-’{—‘: (a) exis-
teentodo a€Q, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n), sedira que f es ]-deri\]/able eh
Q;JQ,R, ) denotara al conjunto de todas esas funciones. Es claro que JQ,R,)
es un IR - espacio vectorial.

af; )
Sea f€J(Q,R, ). Entonces, denotaremos por :)—1’— a la aplicacibn

af.
- ((—9'—{;") {(a)
]

Tal aplicacién se denominara la derivada parcial de indice (i,7) de f. Si m=1,
simplemente la derivada parcial de indice j de f. Si (afi/ax].) es, para todo in-
dice (i,j), continua, se dird que f es de clase a! en Q. Denotaremos por
CI(Q IR, ) al subeépacio de J@Q,R, ) de las aplicaciones de clase CI. Su-

pongamos ahora [€ cla, R, ). Siparatodo (ij),
i 1
— € C((Q,R),
i
diremos que f es de clase c? en Q -, CZ(Q, R, ) denotara al subespacio de

cla IR, ) formado por tales funciones. En tal caso denotaremos por
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(azfl. / axkax].) a la derivada parcial de indice % de (3[i/9x].) . La funcion
(azfi/axkaxj ) se denomina también la segunda derivada parcial de /; de indice
(k,j) o, aln, la segunda derivada parcial de indice (i,k,j) de f. Por definicion

2
J ’”i) _ 9%,
axkax]-

r?xk ﬁxj

y un teorema bien conocido del célculo diferencial de funciones de varias variables

asegura que si  f€ CZ(Q, R_),

2 2
J '7fi)=_" i oo 8 0 (1.1)

r?xk ax] ﬁxkr?x]- axjaxk 3x]~ \'?xk
Seaahora @ = (a;,d,,...,a )€N", Escribiremos <0a>=0;+ay+. ..+ .

Sea f:Q >R, , 1<i<m. Si en cadapunto 2€Q el objeto

[ A<0>, o>,
—a———/'— (a) = i L (a)
( @ L o ,
(?x ':)xn ﬂxn_l ...axl
cuya definicion inductivaes (m = Mdx. {k |0, #0})
Oy + Opgoeesg O -1
(9<a>f,-)() ) (81 2t Uy /; o
e pad R I ¥ a,
dx axm r?x;”'l ﬁxz:f...ax;

existe, se denominara la <> derivada parcial de orden (i, ) de f (ola <a>-
derivada parcial de indices « de ;). Supongamos ahora que para todo indice

a=(a,..., 0,)€N", con <a><p, los objetos

existen, para todo 7, 1 <i<m, y son funciones continuas de Q en R. En tal
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caso se dird que / es de clase c? sobre Q,y se denotard por c?(q, R,) al

IR - espacio de tales funciones. La relacion (1.1) se generaliza en este caso en la

forma
a(a> . (9<OC> .
T&‘/‘z‘ e i Y (1.2)
X n
r?x[f(n) o e (?xp(l)
donde p es cualquier permutacionde { 1,2, ..., n }. Escribiremos finalmente

c@,m,) = 0 o, R, .

Claramente C™(Q, IR, ) contiene a las funciones constantes. En las préximas sec-
ciones veremos que contiene otra gran cantidad de funciones. Una funcién f€ ¢™(Q, R,)

se denomina una funcion suavemente diferenciable, o, simplemente, suave.

1. Algunos resultados del cdlculo diferencial real .
El siguiente teorema, bien conocido, sera utilizado mas tarde .
1 .
Teorema 1.1. Sea f€ C(Q,R, ), donde Q esun abierto de IR,. Entonces

nara todo punto x<€Q ,

f(x+5) -f(x)—]j(x) b
Itm -
h->0 [ 5]

El teorema anterior expresa simplemente que si f€ CI(Q, Rm) , entonces [ es

IR-derivable en todo punto x€Q, en el sentido de que existe una aplicacion li-

neal L _:R, - R, tal yue

n

flx+h)= f(x)= L_(h)
im =0
s 1]

Bajo las hipotesis de! teorema resulta entonces que ]f(x) eslamatriz de la aplica-
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cion Lx .

Nota. Si fe€ J(Q, IRm) no podemos en general, asegurar que

im

b |
¢ | 1]

f(x+h) —f(x)-—]j(x) b

ni la existencia de la aplicacion lineal L

Otro resultado que serd utilizado en lo que sigue es el siguiente, también bien
conocido :
Teorema 1.2. Si Q es un abierto conexo de R, ysi f€](Q, R,) es tal

que ]f(x) = 0 entodo punto x€Q , entonces f es constante en Q .

Notese que si f es constante en Q, ]f(x) =0 entodo punto x€Q, ainsi Q

no es conexo .

2. Algunos resultados del cdlculo integral. .

Sea ¢ : R R laaplicacion definida por

Y si 1<t<1
e 1-12

Yy =
0 si le]>1.

Evidentemente ¢ € C* (IR, R). Sea por otraparte ¢ : R, > R la aplicacion

2
(0= ||x]|] .

Es claro que ¢€C” (R,,R). Porlo tanto, si F : R, > R es la aplicacion

F(x) = Yo ¢, entonces ¢ € CT(R,,IR). Ademas, el soporte de F :

»
Supp F= 4| F() #0} = {x| |x|<1}
es compacto, y F(x)>0 en {x| |x|<1} . Porlotanto, [ F(x)dx >0,
R
14
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y Si

8,€ (R, ), Supp5k=§x]|[x[[_§—;§ y 8,0 >0 en zx[||xn<71e .

Ademas
{8/& (X) dx =1 o

Sea ahora Q un abierto de R, y K un subconjunto compacto de Q . Sea

p
o = dist (K, CQ )

< o, Para n>m y

y escéjase m € IN lo suficientemente grande para que 71”

x € K, lafuncion

t > f(1) 5n(x-t)

se anula fuera del compacto

Kyjo = {t|dist (K,t) < 1/m } C Q .

En efecto, si  r§K;/, . [|x-2]]> 71,1 y entonces
8,(xt) = 0.
Para n>m y x€K laintegral

[ [ 8, (x-1) dt

R
b

esta entonces bien definida, y de hecho ,

[ 108, (x-t)dt = [ f() 8 (x-)dt = [ f(1) 8, (x-1) dt .
mp Kl/m Kl/n

Para »>m escribamos entonces, para x € K,
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f,(x) = [ f() 3, (x-1) dt .
Como (8 (x-t)dt=1,
f,(0) - f(x) = [ (f(1) - f(x)) ], (x-1) dt
Ki/n

de lo cual

L[, (0 - f(x) | < Supp (- f(x)| [ [8,(x-1) | adt
tGKI/n Kl/n

= Supp | f(1) - f(x)]| .
t€ K1/

Ahora, para e©>0, existe >0 talquesi ||x-¢]| <8 entonces
| fx)- f() | < €
cuando x,t€Kj/, . Esto debido a la continuidad uniforme de f en Ki/m: Si
my>my 7”1: <& setiene entonces
| f,(x)- f(x)]| < €

paratodo x€K y n>m 0 sea,

0"

Supp {fn(x)-f(x) | < €
x €K

de lo cual f, > f uniformemente en K. Por otra parte, para »>m, f, € C*(UR),

donde U es una vecindad relativamente compacta de K (por ejemplo
U= {t|dist(K, 1) < I/m })

i g T : bl _ & tg
En efecto, si e].=[81].,...,8pj] (8;;=1 si 1—1,51.].—0 si i¥j),
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be:) - [ (x) 99
fn(x+ e; fn X [ — P (x-t)dt
) 9%y

8 (x+he;-1)-8 (x-1) 98
- P ] |2t nt ” . "(x-t)‘dt
b ax]-

= { () 8871 » ) 0871
flft | ax], (x+b ej-t '3;]'—(.?(-[) dt

a8, a3,
—— (x+d"e-1) - (x-t)| dt, |b*|<| b|
x]. ] r:).xj

= [1f()]
Ki/m

Pero, si €> 0 es arbitrario, existe &> 0 tal que

38 96
S (x4 brej-t) — =~
x]- x]-

(x-¢) < €

si |b’| <& . Para |b"| <& se tiene entonces

fp(x+ be]-) - f(x)
b

aé
- [f0 a—xn(x-t) dt | < Mem (Ky/p,)

1

donde M = Supp |f(] vy
teKI/m

Ki/m

Se deduce entonces que

a adé
I . f [0 28 (xet) ar
r?x]- r?x]

y de esto la afirmacion. Las funciones f, son entonces de clase C* y aproximan
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a f uniformemente en compactos.

Nota. Si f:Q » R, , f=1[f, ..., f 1", escribiremos

T
[ [ dx = [ffldx,...,f/”dx] .

Entonces,

T
J /D) 8 (x-1) dt = [ Hlm Splx-0dt, ..., [f,(1)8,(x-1) dt]

Nota . Paratodos los resultados contenidos en este capitulo el lector puede

“consultar el libro de M. Spivack : Calculo en variedades, Reverté, Barcelona.

CAPITULO 1

HOMOTOPIA

1. Curvas.

En lo que sigue, I denotara al intervalo [0, 11,

1" = IxIxeeex1,

n veces
y Q serdun espacio tovologico arbitrario.
Por una crva en Q. entenderemos una aplicacion continua y : 15 Q ;y (0)
se denominara el extremo inicial de y y y (1) el extremo final .

Sean a4, b € Q . Denotaremos por §(Q ; a, b) al conjunto de todas las curvas
con extremo inicial a y extremo final 4. Si y (0) =y (1), diremos que y
es una curva cerrada. Si y (0) # y (1), y se dira abierta . Si la restriccion de

o 3 ’ .
y a I=(0,1) es inyectiva, la curva se dira simple .

285



Fig. 1.1,

“Unacurvaen Q. La flecha indica el sentido del recorrido”

Es importante no confundir una curva y con el conjunto Imy =ty(n) | t€1},

denominado la imagen de ¥ . Una curva es una funcion, no un conjunto de puntos.

Es posible tener Imy=1Imy"’ sinqueseay =y’.

Ejemplo 1.1. Sea Q un abierto de R?, ysean a€Q y r>0 tales que

S (@)= {x|||xall=r}CQ.

Paracada n€2Z, sea c(a):1 -Q definida por

-
@) =avrT

Es claro entonces que

Im ¢(a) = In c'(a)

para todos m,n, m,n # 0, pero c:”(a) # c:’(a) si m #n. Enparticular
c:"(a) es simple siysélosi m=1. Si m>1 y beS (a),{t|(a()=1b}

& m o ,
tiene exactamente m elementos. La curva c, (a) se denomina el circulo de ra-
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dio r, centro en a, e indice m.

Sean 6 €5(Q ; a,b), p€S(Q, b,c). Denotaremos por op la funcién

op:1 > ()
definida por
o (2t) Si 0<t< é
op(t) =
p(2t-1)  si é <t<1

Puesto que Up(1/2)=0(2-é)=0(1)= b=p(1)=p(2-é-1), es claro que op

esta bien definida y continua. Es decit, op € S(Q; a,c).

La aplicacién op se denomina el vroducto de o y p. La aplicacion

S(Q:ab) xS(Q: b0 &  $(Q;ac
(o,p) > op

se denomina el producto de curvas .

1

Sea 0€ S(Q;ab) ysea & :1 »Q definida por

ol = o1-1).

Claramente o1 € S(Q ;5,4 vy se denominala curva inversa de o . También

es obvio que o ol €5(Q;ab), y olo €5(Q ; bb) . Notaremos

r:S(Qiab) > S(Q;b a)
ala aplicacion r(o) =01
Notacién . En lugar de S(Q ; a,a) escribiremos sencillamente S(Q .a) ; S(Q , )

denota entonces al conjunto de todas las curvas cerradas de origen a. Denota-

remos por e, alacurvaen S(Q, @ definida por
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2. Homotopias.

Toda aplicacion continua F :Ix1 - Q sedenomina una homotonia de Q.

Definicion 2.1. Sean o,p € S(Q ; a,b) . Diremos que o es homotopa a p, y es-
cribiremos o ~p , si existe una homotopia F, de Q, tal que

F(0,ty = o(t) , F(1,t) = p(t)
F(H,0) = a , paratodo €I F(0,1) = b, paratodo 6€I.

f

\
\

4

;/
(

Fig. 2.1
Es claro que paratodo 6 €[0,11 laaplicacion Fy:1 - Q, definida por
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Fo(t)=F(6,t), esunacurvaen S(Q, ab). Ademds, Fy=o, F;=p . Po-
demos imaginar entonces a Fg como una deformacion de o, y escribiremos
o=~p si o puede deformarse continuamente en p . Escribiremos F:o0 » p pa

raindicar que F es unahomotopia la cual deforma (continuamente) a o en p .

Teorema 2.1. La relacion

R={(o,p) | 0 =p}
es una relacion de equivalencia sobre S(Q; a,b) .

Demostracion. (a) Es evidente que cualquiera que sea o € S(Q, a,6) se tiene
que o =~o, pues bastatomar F(6,:) =o(r) paratodo 6 <1 paraobtener una

homotopia que deforme continuamentea o en o .

(b) Supongamos que o~p, ysea F:o -»p unahomotopia de Q. Sea G:

Ix1 - Q definida por
G(O,t)=F(1-0,1¢t).
Es claro que G es unahomotopiade Q yque G2p » o.

(c) Supongamos que o=p, p~y. Sean F,G homotopias de Q tales que
F:o > p; G.‘pqy,
Sea H:Ix1 > Q definida por

F(20,1t) 0<0<1/2
H(O,t) =
G(20-1, 1) 1/2 <6< 1

Puesto que H(—ZI-, t) = F(1,0) = o(t) = G(0,1) paratodo #, H esta bien defini-
day es continuaen Ix1. Ademas,

H(0,t) = F(0,t) = o(t)
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H(L,Y) = G(1,D) = y (1)
H(6,0) =a, H(O,1) = b.

De locual H:o » y . Esto prueba el teorema.

Teorema 2.2. Sean o,q' € S(Q;ab); p,p'€ S(Q:bc). Supéngase ademas

que :

Entonces

Demostracion. Sean F:o »0'; G:p » p’, homotopias de Q . Sea

F(0, 2¢t) 0<t<1/2
H(O,1) =
G(O, 2¢t-1) Izgtgl .
Entonces
F(0,2¢t) =¢(2t) +0<t<1/2
H(,1) =

1
G(0,2¢-1) = p (2t-1) 25t< 1.

Por lo tanto, H(0,2) = ap ().

De otra parte,
F(1,2t) = o' (2t) 0<t<

H(l,t) =
G(1,2¢-1) = p*(2¢-1)

osea que H(l,t)=o'p'(t). Ademds H(6,0)=a; H(O,1)=b , como
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es evidente. Por otra parte

H(0,1/2) = F(0,1)=b=G(0,0),

lo cual prueba que H estd bien definida y es continua. Con esto hemos demostra-
do la parte (a) . Demostremos ahora la parte (b). Sea F:o -0’ unahomotopia

de Q.Sea G:1Ix1 » Q definida por
G(O,t) = F(0,1-1).

En primer lugar, G es unahomotopiade Q. Por otra parte, evidentemente G :

. ,-1
ol 4o . Esto demuestra el teorema .

Teorema 2.3. Sea p€S(Q ;ab). Entonces pp! esuna curva cerrada de ori-

gen a, homotopa a e

-
Demo stracion.
1} (+, 1)
A D
B C
Ly Ly L3
0 T
Fig. 2.2
Sea
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rea(t) (0,1 € A
p(2t-6) (6,1 € B
F(O,t) =
pl(2t-140) 6.1 € C
| e (1) 6,¢) € D
Donde (véase figura 2.2) ,

A= 1{(6,1)]0<rc1/2 21<60<1 }

B = {(6,n]|0<t<1/2 0<6<2t}

c =1{0,1)]|1/2<t<1 0<0<2-2t}
D = {(6,)]|1/2<11 , 2.2 <0< 1}

Ly=10,0)]1=0}; Ly=1(8,0]0=1/2}; L3=1(6,0]0=2-2t |

entonces
e (00 = a t=0
p(21) ; 0L £< 1/2 1
Fo= § > =pp (1
p (2t-1) , 1/2 <t <1
L e,(1) = a t =1 J
- 1 N
e, ; ogzg3
p(0) , t=1/2
F(lL,g= | = ¢ = e, (1)
p(1) = p(0), t=1/2
L e, (D) , 1/2 <t<1 )

Ademas, F(0,0) = ¢,(0)=a, paratodo 6€I. Finaimente, si (0,0 €L, ,
F(0,0) =e,(t)=p(2t-0) = p(0) = a.

Si (6,0 €L,,
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F(0,0) = p(2.1/2-0) = p(1-0) =pl2.1/2-140) =p”l®) = p(1-0),
ysi (0,t)€Ls,
F6,0 = ple-142-20 = p L) =p(0) = a= e, (1),

lo cual demuestra que F estd bien definida y continua, y completa la demostra -

cion del teorema .

Teorema 2.4... Sean p€S(Q;ab), cES(Q;bc), yesS(Q;cd. En-

tonces
ploy) = (poaly
Demostracion . : (1. 1) (11)
0
L, L,
A B C
0 3 (03 r
Fig. 2.3
Sea - (
(41 (6,1) € A
P 9+1
F(0,1 = ¢ o(41-0-1 (60,t) € B
4t-6-2 '
L V(“z'jg“)l (6,t) € C

Donde (ver Fig. 2.3)
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A= {(0,1) | 41-1<6 , 0<0<1 }
B={(6,t) | 0<6<1, 41-2 <0<L 4¢t-1 }
C={(0,1) | 0 < 4t-2 }
L,=10,1)]|0=41-1}, Ly= {(0,t) | 6=4:-2 } . Entonces,
p (41) , 0< t< 1/4
F0,0=- { o(4z-1) , 1/4 < t< 1/2
y(—‘i—tji)=p(21-1), 1/2<t< 1.
/
De esto p(2(28))
} po(2t) 0<t<1/2
F(0,1) = < o(2(20)-1)
y (2t-1) ég;sz
\
0 sea que
F(0,1) = (po) y (t).
Por otra parte,
) 1
> X 0 & <L
p(2t) 2855
F(l,) = o(4t-2) 215 t < 3/4
y (41-3) . 3/4 <t<1
De esto,
p(21) , 0<et<l
o T2
F(1,1) = 0(2(2t-1))
foy(2t-1), 5515_1,

y(2(2¢1)-1)

oseaque F(1,t)= ploy) (1.
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Puesto que F(6,0)=a , F(6,1)=d, todo lo que resta por ver es que F es-

ta bien definida. Ahora, para (6,¢)€ L;,

F(6,1) = p(—-ﬂ— = (1) = o (4t-(42-1)-1) = g (0) = b,
(4t-1) + 1

ypara (6,t) € L,

RO, =ttt = o) = c = y($LBL2D2 | 2y o),

Fsto demuestra el teorema . Finalmente :

Teorema 2.5. Sea p€S(Q;ab). Entonces

p eb ~ p P
Demostracion.
0}
L
A
B
! t
Fig. 2.4
Sea 21
il e A
p(1+6 , (6, 1)
F(0,t) =
i\eb(t) , 6,1) €B

donde (ver figira 2.4)
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A= {(6,1) | 0<O<1 ; 2t-1< 6}
B={(6,:) | 0<6<1 , 0<2t-1 1}
L={(6,t) | 6=2¢11}.
Entonces p(2t) i 0<t< _;.
F(0,1) =
ey =ey2r-1) ; 1/2<t< T

De esto F(0,1) = pey(t).

Por otra parte,
p() 0<t< 1

F(1,1) =

eb(l) t= 1

osea, F(I,) =p(t). Como F(0,0)=a, F(6,1)=5b , ycomo

= 2t = = fomm
F(f W =15 €
(,t) p(I 1 ) P() eb(t), (0,[) L

se deduce que F esta bien definida y continua. Esto demuestra el teorema .

3. Grupo fundamental de homotopia .

En virtud de los teoremas 2.2 y 2.3, la relacién R = {(p,0) | p=~o} sobre
S(Q, a) es compatible con la formacidn de productos y de inversos. Se tienen en-

tonces aplicaciones
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5(Q,a)  S(Q,a) 7 5(Q,a)
R

R R
5(Q,a) r S(Q,a)
R R

obtenidos de 7,y de 7 por paso a los cocientes. Denotaremos por 7;1 Q,a al

conjunto cociente )
T.T (Q,a) = _S_(Q_z_‘i)_
1 R

Si peS(Q,a, denotaremos por [pla , o simplemente [p] sino hay lugar a

confusibn, ala clase médulo R de p.

Teorema 3.1. las aplicaciones.x, 7 definen sobre =, (Q,a) nuna estructura de

grupo. Ademds, si p,0 €5(Q, a),

(pllol =n([p], 6] =[pol ,
1l =7ph=1p"1,
El elemento neutro de 7'71 (Q,a) es 1,=0e,

Demostracion. En efecto, en virtud de los teoremas antes citados, = es asocia-
tiva, pues

([pl1 oD Iy 1 =(lpa) [y = [(po)y ]

=[ploy)1=lplloyl=[pl(lallyl),

yaque (po)y =~p(oy). Porotraparte, [pl1_ =[plle,1=[p], puesto
que pe,=p.

Finalmente, r :
[p1lp)" = [p1 g1 =lppN=le, 1= 1,

a

pues se sabe que pp'1 ey, Esto demuestra el teorema .
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Definicion 3.1. El gupo 7, (Q, @) se denomina el grupo fundamental de homo-
topia de Q enelpunto a.
Supongamos ahora que ) es arco-conexo. Sean a,b€(Q) ysea y €S5(Q ; ab).

Sea ademas
*

S, 6 L s a)
definida por
* -1

y (p)=ypy
. -1 -1 . .
Sip~o, ypy =7yoy . Porlotanto y define,por paso al cociente, una
aplicacion

y im(Q, b s 7(Q,a)
dada por

i 1
V([p]b) =[lyp vy ]a
Ahora, ); es un homomorfismo, pues

=il w]
Yy (po)=(ypy Iy ay)

sl e -1
como se deduce por asociatividad y por el hecho de que y "y = e, Por otra

parte, si

entonces E

Por lo tanto, y es I-1. Como ademas,

-1 -1 .
vy py)y =~p, p€S(Q;,a),

de lo cual se deduce que y es un isomorfismo. Por consiguiente tenemos :

Teorema 3.2. Si Q es un espacio topologico arco conexoy si a,b<Q, en-

tonces 7}1(Q,b)z51(9,a). Para toda y€ s(Q, a,b), la avlicacion
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y ¢ nI(Q,b) - 771(9, a)

dada por
y (el )= Typ ™
a

es un isomorfismo entre estos grupos .

Cuando Q es un espacio topoldgico arco conexo € denotaremos por 7;1(9)
a cualquiera de los grupos 1-71(9, a), a€Q. Elgrupo 1;1(9) se denomina en-

tonces el grupo fundamental de homotovia de Q .

4. Homotopia Suave .

En lo que sigue Q serd un abierto de R, para algin p> 0. Unaaplica-
cion f:Q - R, se dice suave, o de clase Cc™, si todas las derivadas parcia-
les

dotb i=1,2,...,n; j=12,...,p; k20,

existen en todo punto de Q y son continuas. Aqui se ha supuesto, naturalmente,
que f;:Q - R esla aplicacion

fi=pr;of i=1,2,...,n
donde pri(xl,...,xn) =x;. Denotaremos por C™(Q, R,) al R-espacio de
todas las aplicaciones suaves de Q en R, .

Definicion 4.1. Unacurva p€ S(Q; ab) sedice suave, si existen una vecin-
dad abierta relativamente compacta U de I, un subconjunto finito F de U vy
una aplicacion p: U » Q declase C* en U-F, tales que :

1) p eslarestriccionde p a I.

2 [p*(1) | dt <+ o0

- - - % T
Aqui, p*(2) = [pl'(t) Py p,1 . Denotaremos por § (Q;ab) al



conjunto de todas las curvas suaves de S(Q ; a,5) .

Es claro que toda poligonal p pertenece a $;(Q , a,4). Fecordamos que
una poligonal es una curva tal que existe una particion t,=0< t, < 2,< e .<tq=1

de 1, paralacual p([#;,7; ;1) esun segmento de recta. Es claro también que

i+ 1
para todo « € Q , §,(Q;aa=5,(Q;a). Si p €5,(Q; ab), obviamente
ol $,(Q; ba). También, si p€S$,(Q; ab), 0€S,(Q;bc), entonces

paGSl(Q ;. aic) .

Definicion 4.2. Una homotopia F :1x1 » Q se dice suave, si existen una
vecindad relativamente compacta V de 12, un subconjunto F de R? el cual
es reunion de un nimero finito de puntos y rectas, y una aplicacién F: Vv » Q,
de clase €™ en V-F, tales que

- =

o1

a)

b || F0,1)]|| dfdt <+ .
\%4

Aqui ~ ,

aut o { 2 92 % AF 2 }1/2
F = ——— —_—
WP~ 1.2 =] 4 2,05 |

- = - - T
donde F(6,t) = [FI (6.¢), E(6,9,..., Fp(é),t)]

Si p,o €5,(Q, ab), diremos que p,o son suavemente hom6topas si exis-
te una homotopia suave F de Q lacual deformaa p en o . Es decir, F(0,2) =
p(t), F(1,H)=0(t), F(0,0)=a, F(0,1) = b. En tal caso escribiremos

F:p o
La relacion R, =1{(p,0) |l p=0} esunarelacion de equivalencia en $;(Q;a,b),

y es claro que
o implica p=o .

P

Es decir, R, es menos fina que la restriccion R* a S1(Q ;a,b) de larelacion
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R . Mas adelante veremos que R = R’, pero esto no es completamente trivial .
Por otra parte, en §,(Q,4), a €Q, R es compatible con la formacion de in-
versos y productos de curvas. Ademas , pey,=ezp=p si p€S(Q;ab).Por

lo tanto i :
A ¥
7 (Q,a)= b Wl e
1 R,

esta dotado de una estructura de grupo determinada por las leyes

tpt . tol=1po}l

ial* ="{a

§

donde {p } denota ala clase modulo R, de p€ SI( Q ;a). El elemento neu-

tro de nI(Q,a) es {ea} = Ia.

E| grupo nI(Q, a) se dencminael grupo de homotovia suave de Q en el punto
a, o simplemente, el grupo de homotopia de Q en a. Las demostraciones de to-
das las afirmaciones anteriores son idénticamente iguales a las de las secciones

anteriores, con la sola observacion obvia de que la suavidad de las homotopias

construidas para tales demostraciones puede romperse solamente en puntos o rec -
tas (como por'ejemplo Ly Ly L3 en el teorema 2.3 ;L;. L, en el teorema 2.4;
L en el teorema 2.5) y esto no afecta la suavidad global de las homotonias, segtn
la definicion misma (nétese en particular que estos son conjuntos de medida nula).

Por otra parte, si a,b€Q y y€ SI(Q ; a,b), y define un isomorfismo
}: : nI(Q :b) o 771((2 ;a)

dado por N -1
y(ip ?b)={ypy ia

y si Q es arco conexo, para lo cual basta que sea conexo, podemos definir
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nI(Q) = nI(Q, a),

donde « es cualquier punto de Q ,y nI(Q) se denominara el grupo de homo-
topiade Q. Como $,(Q,a) CS(Q,a y p=o implica p~ o, podemos de-

finir, por paso a los cocientes, una aplicacion
$t7,(Q a) > (Q,a)

dada por
¢ ({p}) = [p] ,

y es evidente que ¢ es un homomorfismo de grupos. No es evidente, sin embargo,
que ¢ sea, ni inyectiva ni superyectiva. Notese que la inyectividad es equivalen-
te a la afirmacion R = R’, y la superyectividad equivalente a la afirmacion de

que dada p € S(Q,a) es posible encontrar o € 5;(Q,a) tal que p=~o . Estos

dos resultados no son triviales y seran el objeto de la proxima seccion.

5. Homotopia y Homotopia suave .

En la seccidn anterior hemos establecido un homomorfismo
¢:m(Q,a) - m(Q,a),

cuando Q esun abierto de Rp , paraalgin >0, y a€Q. Nos proponemos

demostrar ahora que ¢ es un isomorfismo.

Teorema 5.1. El homomorfismo ¢ im(Q,0) o 7}1(9, a) es sweryectivo. Es

decir, dada p € S(Q, a), existe y € $,(Q,a), tal que p=~y.
Demostracién. Sea p € S(Q,a), ysea

«=1nf dpw, (Q)
tefo,1]

donde d(p (1), CQ) es la distancia entre p(z) vy CQ.Como Imp={p(1)|1€ (0,11}
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es compacto, @ > 0. Sea >0 talque 4e<0a. Como p es uniformemente

continua, existe una particion 0 = 1, <t <eee<t =1 de [0,1] tal quesi ¢,

1

tels; t; 11, |p-p(z)] <e . Sea y lapoligonal obtenida uniendo por

segmentos de recta dos puntos consecutivos. Se tiene, para telt,, ti+1],
e -y @[ <llp@-p)||+|lpt)-y D <llp®-p(t) || +]lp(tp)p (1 Pl
<2e,

yporlotanto Imy C Q.

Fig. 4.1

Ademas, todo punto

Oy @ + (1-0)p(), 0<6<1,
del segmento [ ¥ (1), p(#)1,esta contenido en Q. Sea entonces

F(O,t) =0y () +(1-0)p(1). (4.4)
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Se deduce inmediatamente que F es una homotopia tal que F:p -y . Como evi-

dentemente y©S,(Q, @), el teorema queda demostrado.

Nota . Notese que si a las hipOtesis del teorema afiadimos que p €$5,(Q,a),

entonces F, dada por 4.4, es una homotopia suave. Es decir, p=y .
Lema 5.1. Sea F unahomotopiade Q, F(0,0) = a4, ysea p lacurva

p(1) = Fyy Fyy 5y ELo),
donde Fyo(t) = F(1,0), Fy (1) = F(1,0), F5 (1) = F(1,1), Fyo(t) = F(0,1) . Enton-
ces p=e, . Si F esunahomotopia suave, y si p €5;(Q,a), también p=e,
Demostracién. Sea H:1% - U dadapor H(6,1) =(6,1), donde U=(-€,1+¢)?
e> 0. Como U es estrellado con respecto al punto (0,0), existe una homotopia
suave G(0,¢) talque G:0 > €(0,0) donde

oL L)
o=HyyHy  Hyy Hyp .

Ademas, G puede tomarse tal que ImG C 1?. Por ejemplo, G(0,t) = 6o (1) .
Ahora, es inmediato ver que p=Fo o, yque P=FoH esunahomotopia sua-
ve si F lo es, tal que P:pse,.

Nota. Nétese que bajo las hipétesis del lema, también

a1 F .1
o=p =F,F) F By ~e,,

y suavemente, si p GSI(Q,a).

Lema 5.2. Sea Q abierto en R,, p>0 ysea peS(Q,a), a€Q, tal
que p ~e, . Esdecir, si existe una homotopia F:p 3 e,, existetambién una

homotopia suave H:p » e .

Demostracion. Témese o y € como en el teorema 4.1 y sea % lo suficiente -
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mente grande para que

lG(o,0-F6,0)] <e . (6,0€r

donde
G(0,t)= [F(0 -x,t-y) 8, (xy) dxdy.

Aqui se ha prolongado a F continuamente a una vecindad de I x I, de la siguien-

te manera (véase la figura 5.1):

B IxI

(-€,-€) (-g,1+¢€)

Fig. 5.1

Para (0,:)€B sehatomado F(6,t) =a. Para (6,t)€A,F(6,t)=p(1).

Sean 1 -1
0=G;yGy;6G1 G20

F log
y=F19Fp1 F11 Fpo , b=G(0,0).

Esclaro que 0 €5;(Q,5) yque o=e¢y. Ademas, es también claro que p=y.
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Sea ahora & > 0 lo suficientemente pequefio para que
[1G(O,t) - F(0',¢*)]|| < 2¢

si |6-0'| <8, |t-t'] <8. Sea 8'>0 tal que

j2a. i 08h 8
1-26
Definase (
Ly, a-L i 0 5’
5 + ( 8')a Si <t<
- t-5’ g , »
p(n = < 0(1——2?) ] si 0 <t<1-8
Lty 5 (1-BLjgsi 1-8°<1<1
&

donde % = G(0,0). Es facil ver que

Hu@-y@)|] < 4¢

para todo #€1. Porotraparte, sea § una homotopia suave de Q tal que

§: e, »o . Esfacil ver entonces que la funcién L definida por

Oa()+(i-0)a, telo0 81

Lo, 1) = o5, 15 1. a[s 1.5
(,t). (’1-28')+( 0) a, teld, I,

00l +(1-0)a, 1e[1-8,8],

donde (1) = (¢/8°) b+ (1-1/8")a, es una homotopia suave de Q , tal que
L:e,» p.Comotambién H(6,¢) =60y (1) + (1-9) u(1) es una homotopia sua-
vede Q talque H:p » y, setieneque p=e_ . Estodemuestrael lema.

a

Corolario . Sean p,0€5,(Q,a). Si p=~o, entonces p=o.
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Demostracion. En efecto, p 7 lume delocual, p=e,0=0. Esto demues -

a’

tra el corolario.
Teorema 5.2. El homomorfismo ¢ : 771(9, a) » 7;1 (Q,a) esun isomorfismo .

Demostracion . Ya hemos visto que ¢ es sobre. Para ver que es inyectivo, n6-
tese quesi p€S;(Q,a) estalque ¢({p})=1Tle,], necesariamente p=~e,.

Como también p =e¢,, se concluye que {pi={e,}. Estodemuestrael teore-

-
ma.
Teorema 5.3. Si Q esunadierto conexode R, p> 0, 7 (Q) y = (Q) son
naturalmente isomorfos .
En lo que sigue, identificaremos nI(Q,a) y .:71(9, a), asi como a 7 ()
con 7'71 (Q) . Los anteriores teoremas sugieren, por primera vez en este curso,
que la estructura diferenciable de un abierto Q de IRP esta determinada por su

estructura topoldgica.

6. Conexion simple y contractibilidad.

Sean Q, Q" espacios topolégicos. Denotaremos por §,(Q) al conjunto de to-
das las curvas en . Supdngase que existe una aplicacion continua ¢ :Q - Q "
Si g€5,(Q) ysi p=yoo, esclaroque pS;(Q°). Para a€Q, b=y(a),

podemos definir entonces una aplicacion
U 5@, 0 - 5,Q°, Ya)

por
Y') = Yoo .

La aplicacién ¢ es compatible con la relacién de equivalencia de homotopia .

En efecto, si o,p €5,(Q,a) y F:o » p, entonces YoF :oo Y op.
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Por lo tanto, " define, por paso al cociente, una aplicacion
Vr (@, a) - om (9 Y(a))
dada por

v ([0]) =[¢' (o)) = [Yoo]

y se tiene

Teorema 6.1. La aplicacion " es un homomorfismo de =, (Q,a) en =,(Q’,i(a).

Demostracion . Se tiene
v ([ollp]) = ¢*(lapl) = [Yoopl,

Pero
lﬁoOop =(l/lo(7)(l//OP),

como se comprueba inmediatamente .
Corolario. Si Q, Q" son arco-conexos, ¢ es un homomorfismo de ;71 (€©) en
Q).
Es facil ver también que
Teorema 62. Si ¢ :Q »Q* esun homomorfismo, ¥* es un isomorfismo de
7, (Q,a) sobre 7@, ¢(@). Si Qy Q" sonarco conexos , y*:m(Q) ~
(@) .
Corolario. ‘Sean Q, Q° abiertos conexos homeomorfos de R?.  Entonces
Q) =7 (@),
Nota. Al respecto del corolario anterior, notese que si Q, Q" son difeomor-

fos, es decir, si existe una aplicacion biyectiva ¢ : Q - Q" tal que

- -1 00 ’ . . =
yec (Q,mp) ), ¥ € CcT(Q, IRP), entonces ¢ induce un isomorfismo

l/l:TTI(Q) > nI(Q’) dado por ¢ ({ol)=1{¢¥ oo},
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Nétese, sin embargo, que basta que Q, Q° sean homeomorfos para tener un iso-
morfismo entre 7 ,(Q) y 7, Q).

Definicion 6.1. Un espacio topolégico € se dice contraible al punto a€Q,
si QI(Q,a) = Llegl.} ;. esdecir, si r}I(Q,a) es trivial. Si Q es contraible a
algln punto, se dice que Q es contrdctil . Un espacio topoldgico arco-conexo y
contractil se dice simplemente conexo .

Si Q es simplemente conexo, 7;1(9)= {1} donde 1=1[e,]; ysi Q es
abierto en alglin R?, también 7,(Q) = {1}. En laproxima seccion necesitare-
mos del siguiente lema, cuya demostracion omitiremos en este momento, por ser
consecuencia de un resultado que probaremos mas adelante (sin incluir ningin cir-

culo vicioso, como se comprobara al dar la demostracion) .
Lema de conformidad (C) : Sean Q, Q’ abiertos simplemente conexos de ¢, di-
ferentes, ambos de C . Entonces existe un difeomorfismo (y, en particular, un
homeomorfismo) i de  sobre Q.

Se deduce entonces que si Q es un abierto simplemente conexo de C,Q #C,
Q es difeomorfo (y homeomorfo) a cualquier bola abierta B_(a). En particular,

al discounidad D ={z| |z|< T }.

Teorema 6.3. Sea Q un abierto de R’ el cual es estrellado con respecto a
un punto a2 €Q : es decir, tal que para todo »€Q el segmento [a,b] =

~{tbs(1-1)a| 0< t< 1} queda contenido en Q . Entonces Q es simple-
mente conexo .

Demostracion. El abierto Q es conexo y, por lo tanto, arco conexo. Bastara en-

tonces demostrar que Q es contraible al punto a. Sea p 63“1 (Q,a), ysea
F:lIxI » Rp

definida por
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F(0,t)=0a+(1-0)p(1).

Evidentemente F es unahomotopiade Q . Por otraparte, ‘F:p g
Corolario 1. Si Q es un abierto convexo de R? (es decir, estrellado con res-

pecto a cualquiera de sus puntos) entonces ) es simplemente conexo.

Corolario 2. Paratodo p, lRp es simplemente conexo .

7. Abiertos I-conexos .

Definicién 7.1. Un abierto Q de C se dice l-conexosi Q=0 - {a}, donde

Q’ es simplemente conexoy 2€Q’.

Sea Q un abierto I-conexode C, Q =Q -{alcon a €Q’, Q° simplemente
conexo. Entonces Q° es difeomorfo a un abierto convexo U de C y Q es di-
feomorfoa v -{b}, donde %€ U . Nos proponemos calcular "1(9) . Como

nI(Q) ~m, (U-1b }), calculemos primero a nI(U-i b}) . Tenemos entonces :

Teorema 7.1. Si U es un abierto convexode C y a€U, m (U-1b}) estd

aenerado por c.(b), donde €>0 es lo suficientemente pequerio para que
B.(b) CU.
En realidad demostraremos un resultado aparentemente mas fuerte.

Teorema 7.2. Si U esun abierto de cC, estrellado con respectoa b€ U,

m, (U -{b}) estd generado por c.(b), donde B(b) CU .

Demostracién. Sea entonces U un abierto de C, estrellado con respecto al

punto a€ U, ysea £>0 tal que B.(a) C U. No hay pérdida de generalidad
en suponer que a = (0,0) .
En primer lugar, si p€S,(U-4,b), donde b = cgl(a) (0), p es homotopa

en U-{ala
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p(®

En efecto, el segmento [p(2), p(1)] C U-a, y entonces
F(0,t) =(1-0)p(1) + 0p(2)

es una homotopia entre estas curvas. Sea ahora & > 0 tal que si |z-¢'| <8 en-

tonces |p (1) -p(2) | < €/4. Sea tu1,,...,1,}, 0=t,<¢ ...<t,=1, una
particién de [0, 1] tal que | #; ;-#,| <& paratodo i=0,1,2 ..., 7. Defi-
nase

p;()=p((t; -t) e+t ),

y seaasuvez o; el arco de 'é(a) comprendido entre los puntos P; 0) = p(t;)
y pt.(l) =plt; 1) Como P; tiene su imagen comprendida totalmente en este

arco, y dos puntos cualesquiera de este arco estan entre si a una distancia < €/4,
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se deduce que el segmento [ o,(),p;(t)] CU-{al. Porlo tanto,

es una homotopia entre estas dos curvas. Podemos entonces reemplazar p; bor
o;. Para 1<i<n1, sea ¥; uno de los dos arcos del circulo cé(a), des-
de & hasta el punto inicial de o;, ypongamos y, =y, = e . Se tiene
p=(y,0, )3'1) (v, 9 yél) ce (V10,0 y,'ll) . Ahora, cada uno de los fac-
tores y, oL vp, 1 esta compuesto de tres arcos, y examinando las diferentes
posibilidades (cuando su imagen cubre o nd a Im cg(a) , y en qué direccion), se

deduce que tal factor es hométopo a e,, cl(@), 0 (c(a) = c;,:l(a). Por lo

tanto, p = (cg(a) )= cg(a) para algin »€Z . Esto demuestra el teorema.

Tenemos finalmente :

Teorema 7.3. Si Q esi-conexo, Q=0 -{a}, a€Q’, Q" simplemente cone-

X0, m (Q) esta generado por c.(a) cuando B(a) C Q.

Demostracion. Sea ¢ :Q - U-{b}, donde U es un abierto convexo y

b= ¢ (a) € U, un difeomorfismo. Sea &> 0 tal que Bgs(b) C U . Claramen -
te p= ://'1 0 cg(b) generaa (Q). Por otraparte, si €>0 es comoen el
enunciadoy si 6> 0 es lo suficientemente pequefio, para €"> €, con

Boi(a) CQ, setieneque Imp C Boi(a). Como Bg.(a) es convexo, p~cl(a)
para algin n» € 7. Pero esto implica claramente que c.(a) genera a m ).
Corolario. La afirmacion del teorema es valida reemplazando a 7,(Q) por 7 Q).
Sabemos entonces que si Q es I-conexo, m (Q) es un grupo abeliano generado
por un Unico elemento. La pregunta es entonces : ;iEs ™ (Q) ~Z 27 Paraquees-

to sea cierto es necesario que cg(a) no sea hométopo a 1. No demostraremos

esto en este momento. La demostracién se dard en el capitulo VI, una vez que ha-
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yamos introducido ciertos conceptos. Enunciamos, sin embargo, el resultado.
/ /

Teorema 7.4. Bajo las hipotesis del teorema 6.3, =,(Q) y,por lo tanto, 7, (Q)
son grupos abelianos isomorfosa z . Si £>0 es como en tal teorema ,

ee(@} esunabasede = (@) y [ccl@] unabasede =,(Q).

Nota. En general, un abierto Q de C se dice »-conexo, o de conexion finita

n, Si
Q=0 -{ al,az,...,an} L
donde {al,...,an } C Q" vy Q' es simplemente conexo.
Ejercicios

1) Sean X,Y espacios topol6gicos, f,g: X - Y aplicaciones continuas. Dire-
mos que f es hométopa a g, yescribiremos f=~ g si existe una aplicacion

continua
F:Xxl » Y

tal que F(x,0) = f(x), F(x,1) = g(x), x€ X . F sedice entonces una homo-
topia de f en g.
a) Demuestre que la relacion f~g es unarelacion de equivalencia en C(X,X).

b) Sea X un espacio topolégico, Q un subconjunto de IRP el cual es estre-

Ilado con respecto al punto a. Demuestre que si f€ C(X,Q), /=~ g, donde

g,(x) = a paratodo x€X. Por lo tanto

donde [g,1 es laclase de homotopiade g, vy R=1(fg)| f~g} .

2) Una aplicacién f: X »Y se dice nul-hométopa si existe una funcion constan-
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3

4)

5)

6)

7)

8)

9)

te g: XY tal que f~g. Déun ejemplo de dos espacios topoldgicos X,Y
y dos funciones continuas f,g: X »Y , ambas nul-hométopas, y tales que
feg.

Demuestre que, si en el ejercicio 2 Y es arco-conexo, ySsi fy g sonnul-
homotopas. entonces f=~g .

Sean fg: X - Y aplicaciones continuas, f=~g. Demuestre que entonces
f: g, donde /~, g son los homomorfismos de frl(x) > ;I(Y) inducidos por
Iy g.

Demuestre que si X es un subconjunto convexo de 'RP y Y es un espacio

topoldgico arbitrario, toda aplicacién continua f: X »Y es nul-hométopa.
Sean f~g:X Y, ['=g*:Y>2Z. Demuestre que f'of~g'og:X »Z.

Un espacio topolégico X sedice f-contraible al punto a€X si iy =~ By
donde iy es laidentidad de X y donde g, (x) =a paratodo xCX. Si

X es f-contraible a algin punto, X sedird f-contractil. Cemuestre que si
X es f-contractil al punto «C X entonces m(X,a)=1{1,}. Demuestre
que si X es /-contractil y arco-conexo entonces X es simplemente conexo.

Demuestre que si X es /- contractil entonces, para todo espacio topoldgico

Y , toda aplicacion continua f:X - Y es nul-homoétopa.

Dos espac i‘os topolégicos X,Y se dicen del mismo tipo de homotopia si exis-
ten aplicaciones continuas f: XY, gz Y X, talesque go [~ iy, fog

~ iY ‘

a) Demuestre que larelacion X ~Y si X y Y son del mismo tipo de homo -

topia es una relacion de equivalencia sobre cualquier conjunto de espacios to-

poldgicos.
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b) Demuestre que un espacio topoldgico es f-contractil siy sélo si es del

mismo tipo de homotopia de un espacio reducido a un punto.
¢) Demuestre que si X,Y son arco conexosy X = Y entonces nI(X) ~ %I(Y)

10) Demuestre que todo subconjunto de ’RP , el cual sea estrellado con respecto a
un punto, es f-contractil.

11)Sea X un espacio topoldgico, Y un espacio fopolégico /-contractil . Sean
f,g: X »Y aplicaciones continuas. Demuestre que f=~g.

12) Demuestre que si X es contractil, toda aplicacién continua f: X -»Y es
nul-homoétopa.

13) Demuestre que si X es f-contractil entonces X es f- contraible a cualquie-
ra de sus puntos.

14) Demuestre que si X,Y son f-contraiblesy si f: X »Y es continua enton-
cesexiste g:Y > X talque fogwiy, gof~iy.

15)Cual es el grupo fundamental de homotopia de §; =f{z€C| |z|=11.

16) Cual es el grupo de homotopiade S, =fx€R3 | || x||=11.

1DSea s ={x€R,, | [|x[[=1}. Sea Y un espacio topolégico. Demuestre

que si f:S - Y escontinua, las proposiciones siguientes son equivalentes:

a) / esnul-hométopa
b)  / puede extenderse en una aplicacion continua f: R, 1-+Y.

c) Existen una homotopia F:S, XI-Y ypuntos a€S, ,b€Y, talesque

F(z,0) = f(z) j zGSn
F(z,1) = b , zES,
F(a,t) = b ; tel.,
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