
MOMENTO Revista Depto. Física Universidad Nacional de Colombia. Ntlmero 8, Abril de 1993 

SIM ETR IAS LOC ALES EN ESPACIOS CURVOS 

ROBERTO MART INE Z1 

DAV ID BERENS T EI 2 

JAIRO ALEXIS RODR IGUEZ 2 

Departamento de Física 
Universidad acional de Colombia 

Sllntafé de Bogotá 
1 Profesor Asistente, 2 Est udiantes de la carrera de Física 

RESUMEN. 

En est e artículo estudiamos las posibles simetrías loca les en un a variedad arbitraria 
y mostramos las propiedades del á lgebra local. Luego hacemos a lgunos comentarios 
sobre el problema de fijar el gauge. 

ABSTRACT. 

In t his paper we st udy local symmetries in an arbitrary manifold an d we show the 
properties of t he local a lgebra. We furth er make sorne comments on t he problem of 
gauge fix ing. 

Introducción. 

El problema de t raspasar la teoría de campos relativista a un espacio ti empo gen
eral es un problema muy interesante desde el pun to de vista físico. En general se 
espera que la curva.tura del espacio t iempo j uegue un papel muy importante en las 
propiedades físicas del sistema [1], y que modifique parámetros como las masas de 
las partículas . El sistema geometría + campos es en general muy complicado y por 
es ta razón en esta vamos a explorar las posibilidades de formular una t eoría general 
de campos interactuantes en una variedad general , donde se parte de un pr incipio de 
simetría general para obtener un conjunto de Lagrangianos posibles que describan la 
interacción de campos con la gravedad'. 

Este trabajo es una continuación de nuestro primer trabajo [2], sobre simetrías del 
espaci<rtiempo. 

27 



1. Construcción de Lagrangianas para una variedad. 

Es muy conocido que los campos bosónicos siempre se pueden expresar como tensores 
en el espacio-tiempo plano , su transición al espacio-tiempo curvo es en general fácil 
de lograr; basta reemplazar las derivadas por derivadas covariantes [3] y agregar el 
factor ..¡=g, el elemento de volumen en la métrica 9 I'V ' a la densidad de Lagrangiana 
para obtener una teoría aceptable en un espacio tiempo curvo , donde se incluye la 
invarianza respecto del sistema de coordenadas. 

Cuando intentamos incluir fermiones en la t eoría el proceso de transición de la teoría 
plana a la teoría en una variedad arbitraria se complica ya que los camp os de espín 
semientero no están en una representación que se acomode a tensores del espacio
tiempo de Minkowsky [4], y por lo tanto es necesario desarrollar una teoría más 
general de acoplamientos de campos con la gravedad. 

Para esta construcción recurrimos al principio de equivalencia de Einstein, que implica 
que las variedades físicamente aceptables deben poseer en cada punto un sistema de 
coordenadas local que en vecindades pequeñas es isomorfo al espacio de Minkowsky. 
Para determinar uno de tales sis temas coordenados entonces es necesario indi car las 
cuatro direcciones correspondientes a los cuatro ejes coordenados (una base del espa
cio) , estas direcciones se indican con cuatro l -formas [5] de la variedad definid os en 
cada uno de los puntos 

(1.1) 

el cual es un conjunto de cuatro vectores ll amados la tétrada o vierb ein. Adicional
mente está definido un producto interno entre los vectores (o las l -formas) , que es 
dado por la métrica 77ab = 77ab = diag(l , - 1, - 1, - 1) , y por lo t anto 

(1. 2) 

Los tensores cartesianos del espacio de Minkowsky son tensores respecto del grupo 
S O(3 , 1), cuando no realizamos tras laciones , y por lo tanto esta simetría debe con
vertirse en una simetría local de la var iedad , ya que en principio no hay nada que 
relacione los sistemas coordenados en dos puntos distin tos. La simetría del espacio 
respecto de traslaciones también debe ser local por la misma razón ; y es ta simetría 
se manifiesta a partir de la invarianza respecto a sis t emas coordenados. 

En estos sis temas locales están definidos los espinares , es tos están relacionados con las 
representaciones irreducibles de espín semientero respecto del grupo local SO(3, 1) [4], 
y por lo tanto sus componentes son escalares respecto de la variedad. Las derivadas 
c.ovariantes espacia les que se espera rían se convierten el derivadas covariantes respec to 
del grupo local , esto es 

(1.3) 

donde wl' es la conexión del grupo, una l-forma y está en la representación adjunta del 
grupo local. Como grupo genérico podemos escoger 50(3, 1) ®G donde G es un grupo 
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compacto, y corresponde a los grados de libertad gauge de teorías en el espacio plano 
(esta no es la única forma de realización de simetrías posibles [6], pero se elige por su 
parecído con el modelo estándar de las partículas elementales, donde la simetría local 
no se mezcla con la simetría del espacio de Minkowsky) . Descomponemos la conexión 
de la siguiente forma 

( 1.4) 

donde w~b correponde a la conexión de SO(3 , 1) , y A~ a la conexión del grupo G. 
Definimos adicionalmente Da cP = e ~D/,cP , y la lagrangiana la escribimos siempre en 
términos de las componentes planas correspondientes. Las matrices 'Ya de Dirac se 
cQlocan en la base de las ea. El elemento de volumen unidad se define en el espacio 
de Minkowsky, esto es (el 1\ e2 1\ e3 1\ e4

) = 1, Y por lo tanto el elemento de volumen 
del espacio viene dado por • 

e = det(e~) ( 1.4) 

que es el determinante del vierbein . Ahora se puede escribir una Lagrangiana apropi
ada multiplicando por "e" la Lagrangiana del espacio plano y reemplazando las 
derivadas por derivadas covar iantes respecto del grupo . 

Falta ahora escribir la parte de la Lagrangiana que corresponde a los campos e y a los 
campos w; de tal forma que se respete el principio de invarianza respecto del grupo 
local, es to es, debemos construir escala res a partir de e y w que sean escalares respecto 
de l grupo. En general , para las conexiones w , el único tensor que podemos formar , 
tal que sólo tenga derivadas de primer orden , y tal que estas aparezcan linealmente 
[7], es el tensor de curvatura 

dw + w l\w (1.5) 

que también es tá en la representación adjunta del grupo. Divi dimos las dos partes de 
la curvatura (la que corresponde a SO(3, 1), y la que corresponde al grupo compacto), 
y 1M llamamos respectivamente R y F. La estructura de índices es la siguiente 

R = ~dx/'dxv R/,vabEah 

( 1.6) 

donde Eah son los generadores del grupo de Lorentz , y T e son los generadores del 
álgeb ra de Líe de G. 

Para la parte del grupo G escogemos la lagrangiana de Yang-Mills , suponiendo que a 
baj as energías, en procesos donde no incluimos la gravitación , es una teorfa correcta, 
por ejemplo la del modelo estándar de partículas, y por lo menos a primer orden ten
emos una lagrangiana apropiada; nuevamente agregamos el facto r e para obtener una 
densidad de lagrangiana de la variedad; adicionalmente, en F/,v solamente aparecen 
derivadas de los campos de Yang-Mills , y no aparece la conexión correspondiente a 
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50(3,1), por lo que los campos de Yang-Mills sólo actuan directamente con e y con 
los campos de materia, a este orden en la Lagrangiana. 

Sabemos que en la teoría de Einstein sobre la gravedad , la acción sólo depende de 
ea , ya que los símbolos de Cristoffel se calculan directamente a partir de gl'lI [3], y 
por lo tanto los campos wl' correspondientes a 50(3, 1) deben ser auxiliares, esto es, 
su ecuación de movimiento es algebraica y los podemos eliminar de alguna forma de 
la teoría; existen dos formas de hacer esta sustitución , elegir que no haya torsión en 
la variedad , es decir que la derivada covariante de las l -formas correspondientes al 
vierbein se anulen, o bien reemplazar las wl' por la solución de su ecuación movimiento 
con algunas o ninguna res tricción . Estas dos formas de resolver el problema son 
equivalentes salvo la adición de un tensor en la representación adjunta de 50(3,1), y 
esto es lo mismo que una redefinición del acoplamiento mínimo, la elección en cada 
caso dependa de la facilidad con que se quieran realizar los cálculos correspondientes. 
Como acción para el campo de las w, con o sin restricciones , tomamos el escalar 
de Ricci , que se obtiene contrayendo el tensor de curvatura correspondiente de la 
siguiente forma 

n - R abel'e ll 
- 1'11 a b (1 .7) 

y no incluimos términos adicionales para las e. Al plantear el problema de mínima 
acción , obtenemos las ecuaciones de movimiento para los campos e, que coincide con 
la ecuación de Einstein, y para los campos de materia corresponden a una versión en 
un espacio curvo de sus ecuaciones de movimiento en el espacio plano . 

En una teoría general, podemos entonces asumir una lagrangiana de la forma 

(1.8) 

donde Co(Da<p ,<p) es la densidad lagrangiana del espacio plano expresado en términos 
de derivadas covariantes, y C2 incluye términos de orden superior, que contiene las 
interacciones no minimas de la gravedad y los campos de Yang-Mills con los campos 
de materia. 

2. Términos adicionales en la Lagrangiana. 

En esta sección queremos mostrar que términos adicionales pueden respetar las in
varianzas exigidas en la teoría que estamos proponiendo, y que términos se pueden 
excluir . Los primeros términos que podemos excluir son términos donde los cam
pos W correspondientes a alguno de los grupos, no aparezcan como parte del tensor 
de curvatura correspondiente o como parte de una derivada covariante, como estos 
campos transforman no homogéneamente respecto al grupo interno, y adicionarían 
un término a la lagrangiana, dañando la invarianza gauge (este razonamiento ex
cluiría términos de masa para los bosones gauge , pero estos se pueden obtener con 
rompimiento espontáneo de la simetría). 

Todo término adicional de la Lagrangiana debe ser un singlete del grupo completo de 
simetría y un escalar de la variedad; adicionalmente exigimos que no tenga derivadas 
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de orden superior al primero en los campos de materia, ya que habría muchos proble
mas para definir una teorDa cuántica correcta Son especialmente interesantes término:; 
de la forma [1] 

(2 .1) 

donde s es un escala r del grupo, y t , u son polinomios en alguna representación no 
t rivial del grupo de Lorentz y tal que el producto definido por "." produzca un escalar 
de l grupo, que corresponden a interacciones no mínimas entre la gravedad y los campos 
de Yang-Mills con los campos de materia ; los primeros son correciones gravitatorias 
a las ecuaciones de movimiento en el espacio plano (por ejemplo en un espacio de 
cllrvatura constante tendríamos correcciones a la masa y las constantes de interacción 
fundamentales), y los segundos son términos no renormalizables (como el momento 
magnético anómalo , cuando se inclúye directamente en la Lagrangiana) , y por lo t anto 
se descartan a primer orden. 

Estos términos adicionales son lo que se conoce como acoplamiento no mínimo , y 
producen términos de intaracción adicionales a los que se obt ienen de reemplazar las 
derivadas por derivadas covariantes. 

Adicionalmente , se puede incluir un término de constante cosmológica, que pueda can
celar términos similares de otras partes de la lagrangiana para obtener una constante 
cosmológica efectiva nula. 

3. Las simetr ías de la teoría. 

Cuando se hacen transformaciones infinitesimales de coordenadas, los escalares trans
forman de la siguiente forma 4>'(x') = 4> (x), por lo qu e se puede ver que una transfor
mación infinitesimal de coordenadas produce el s iguiente cambio en un escalar 

(3 .1) 

do~de al' es el parámetro infinitesimal local de la transformación de coordenadas. No 
es claro que (3.1) sea covariante respec to del grupo de Lie interno , por lo que hacemos 
la siguiente modificación 

(3.2) 

y consideramos adicionalmente el término de transformac iones locales en el grupo 
interno de la siguiente forma [8] 

(3.3) 

donde T son los generadores del grupo de simetrías interno , actuado sobre los 4> en 
la representación del álgebra correspondiente. Adicionalmente , vemos que al ser W/J 

una 1-forma en la representación adjunta del grupo, entonces los dos últimos términos 
se combinan en (3 .3) para dar un sólo término de transformación respec to del grupo 
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interno. Esto es 

órP = -al' Dl'rP(x) + i(b' . T)rP(x) (3.4) 

Claramente se reconoce en (3.4) la covarianza respecto del grupo interno de trans
formaciones, esto es, órP transforma de la misma forma que rP bajo transformaciones 
del grupo interno. Nos falta garantizar ahora la clausura del álgebra respecto a este 
tipo de transformaciones, ya que en general vimos que b depende de las conexiones 
del grupo. Los generadores van a ser T, y D I" multiplicados por parámetros que 
dependen de la posición . Los conmutadores que debemos calcul ar son 

(3.5) 

debido al álgebra de Lie de los generadores del grupo G y 

[al' DI" ib · T]rP = i(al'(0l'b)T + ial' A~bi ¡ijkTk)rP = ial'(Dl'b) . T (3.6) 

donde se reconoce la derivada covariante de la representación adjunta para el término 
b en (3.6) . Por último , es necesario calcular el siguiente conmutador 

[al' Da/v D ] 1" v 

para obtener , después de un poco de álgebra 

[al' DI" a/v Dv] = al'(Dl'a'V)DI' - a'V(Dval')DI' + al'aV[DI" Dv] (3 .7) 

pero se puede ver fácilmente que el conmutador de las derivadas covariantes es el 
tensor de curvatur a del grupo interno , por lo que la transformación final es de la 
forma 

(3.7') 

y al ser Rl'v un tensor en la representación adjunta del grupo, entonces tiene la forma 
de b· T; y hemos verifi cado la clausura del álgebra, esto es, todos los conmutadores son 
proporcionales a combinaciones lineales de los generadores. Es interesante, además, 
ver que en (3.5)-(3.7) las constantes de es tructura del grupo dependen de la posición, 
por lo que se ve que el grupo de transformaciones que podríamos generar es infinito
dimensional; y los espacios de representación del grupo son espacios de fun ciones en 
la variedad. 

Otra forma de ver las ecuaciones (3.5)-(3.7), es que nos indican la forma como trans
forman los obje tos D , T bajo transformaciones generales del grupo, y por lo tanto 
nos dicen implícitamente como deben tansformarse las conexiones, para mantener la 
invarianza respecto del grupo de transformaciones. 

4. El problema de fijar el gauge. 
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Nuestro propósito es ahora fijar el gauge de forma covariante (de la misma forma en 
todos los sistemas) , como queremos cuantizar la t eoría posteriormente , el número de 
grado!> de libertad es redundante. 

Claramente el conjunto de t ransformaciones (3.4) no preserva el gauge escogido, por lo 
que el conjunto de transformaciones generales deb e res tringirse, es to es, los parámetros 
no pueden ser todos independientes. Como exigimos siemp re la invarianza bajo t rans
formaciones generales de coordenadas , entonces en principio los únicos parámetros que 
no pueden ser restringidos son los que llamamos a. Todos los demás deben quedar 
expresados en términos de estos, y posiblemente otros parámetro independientes. 

Debemos fijar el gauge en dos partes. Primero en el gru po gauge, y luego en el 
grupo de Lorentz. Para las conexiones , tenemos la descomposición en ambos grupos . 
Tomemos primero Aa = e~ A l" entonces tenemos las siguientes posib ilidades , que 
pueden ser covariantes respec to del espacio-tiempo: 

7Jab DbA~ = O(Gauge de Lorentz) 

ta A~ = O(Gauge Axial) 

{Jab DbA~ = O(Generalización del gauge de Lorentz) (4.1) 

con {Jab un tensor simétri co , pa ra mayor fac ilid ad. La elección de cualquiera de 
estos gauges, hace que podamos mantener una inva ri anza global d transformaciones 
del gr upo interno, (con parámetro constante en toda la variedad ), que puede luego 
servirnos para mostrar a lgu nas cancelaciones o propiedades de la teoría. 

Para la parte correspondiente al grup o de Loren tz , no podemos usar ninguna de estas 
for mas de fijar el gauge , ya que los Ín dices del grupo se pueden conver tir en índices 
de la variedad y viceversa. Resulta más conveniente fijar el gauge de alguna dE' las 
siguiente formas: 

a ) Usar el gauge de tiem po de Schwinger [9), donde se escoge eO de tal forma que sea 
proporcional a dx o, y faltaría fij a r el gauge de las rotaciones adic ionales, ya que sólo 
hemos fijado la di rección temporal del vierb ein . 

b) Escoger un gauge simétrico e ¡J a = ea ¡J , y términos adicionales para fijar los grados 
de liberta d restantes [10) . 

Las ventajas de cada uno de los métodos depende del problema que se es tá con
siderando. En cualquiera de estos casos se puede ver que los parámetros b dependen 
de las transformaciones de coordenadas, y no queda un prin cipio de in varianza re
stringida. 

6. Conclusion es. 

En el t rab ajo empezamos construyendo un a teoría general de in teracciones en un a 
variedad curva y mostramos como se debe modificar una lagrangiana para obtener el 
acop lamiento mínimo con la gravedad. Adicionalmente vimos que se podían eliminar 
algunos grados de libertad de la teoría a l calcular w(e) y como in t roducir acop lamien-
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tos no IJlllllmOS que pueden ser interesantes. Mostramos explícitamente como se 
desarrolla el álgebra de Lie local correspondiente a las transformaciones de un grupo 
de gauge y de transformaciones generales de coordenadas y demostramos que el 
álgebra es cerrada bajo estas operaciones. Finalmente se dieron las bases para cal
cu lar los parámetros de transformación del grupo interno de simetrías en función de 
los parámetros de una transformación general de coordenadas de tal forma que se 
preserve un gauge escogido anteriormente. 
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