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INTRODUCCION 

Los textos de Mecamca de Materiales 0 de S6lidos, como se denomina hoy a 10 que en el pasado se llamaba 
Resistencia de Materiales, se caracterizan por proponer a los profesores y estudiantes de la asignatura centenares de 
ejercicios y problemas que pueden solucionarse con el uso de las diversas teorias !=!:esarrolladas en ellibro; muchos de 
esos problemas los debe resolver el estudiante al estudiar la materia, hacer !areas 0 prepararse para los examenes 
parciales, busr;mdo ganar experiencia en ~l uso de los conceptos y simpli~caciones de caracter practico ,que la 

, 	 asignatura suministra, y ojala para dominarlos puesto que la Mecanica de S6lidos es la columna vertebral del Area de 
Estructuras de la Ingenieria Civil. 

EI presente escrito no pretende competir con la copiosa bibliografia actual. Se trata, simplemente, de recoger en un 
documento, debidamente organizados, los problemas que han sido asignados en los examenes parciales 0 de 
habilitaci6n que he realizado desde el segundo semestre acadernico de 1969, cuando me vincule por primera vez a1 
curso de Resistencia de Materiales en la Facultad de Minas de la Universidad N,acionaI, sede de Medellin, basta la 

fecha. 

Como parte de la reforma curricular adelantada por el Rector Antanas Mockus en la Universidad, los cursos 
existentes de Resistencia de Materiales I y II se unificaron con el de Estatica, para dar Iugar al curso acrual, y la 
mayor parte de 10 relacionado con las defmiciones de tension y deformacion. relaciones lineales entre las misrnas, 
rosetas y circulos de Mohr se llevaron al curso de Mecanica de los Medios Continuos, asignatura que precede a la de 
Resistencia de Materiales y que inc1uye, ademas de los so lidos, temas relaeionadas con los fluidos, el calor, la 
electricidad y el magnetismo; por otro lado, los temas relacionados con el uso de los teoremas de la conservaci6n de 
la energia, metoda del trabajo virtual, teoremas de Castigliano, integrales de !VIohr, el teorema de los tres momentos y 
el metodo de la viga conjugada se desplazaron al curso de Analisis Estructural lose suprimieron de los programas. 

Los problemas eonsignados fueron inventados por mi, algunos, 0 tornados y adaptados de la bibliografia disponible. 
con Ia caracteristica de haber side asignados en un exarnen. 10 que da una idea de la exigencia relativa que demandan 
yel tiempo en el que pueden resolverse por una persona que haya esmdiado e] tema respectivo. Al difundirlos, deseo 
ofrecerles una ayuda a los esrudiantes matriculados en el curso cuando se preparan para' los parciales, que se 
desesperan y tensionan tratando de resolver problemas demasiado dificiles 0 de cxtensa solucion, que encuenrran en 
los textos, mas apropiados para trabajarlos en casa como tarea, y buseando temarios de examenes antiguos. Sin que 
por aynda se entienda que los mismos problemas volvenin, necesariamente, a asignarse en el funrro. 

En los enWlciados no se incluyen las figuras respectivas, pero se da 1a informaci6n necesaria para que el estudiante 
las clabore. Haeer la figura es el primer paso para la soIuci6n de un problema de yfecanica de Materiales, pUeSIl que 
ello exige interpretar adecuadamente la informacion; cuando el enunciado la induye, p::nernalistamt!nte, se ~aciiita 1a 
solucion, claro, pero se Ie restringe al estudiante el uso de su imaginaci6n y ei desarrollo de la habilidad para hacer 
pIanos y dibujos, con perspectiva grafica, apropiados para transrnitir informacion tecniea. 

Alvaro Gaviria Ortiz 

Profesor Asociado Universidad Nacional de Colombia 

Profesor Tirular Universidad de Antioquia 

Oerubre de 2004 
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LISTA DE SiMBOLOS 

La siguiente lista de simbolos se refiere a las magnitudes mas ernpleadas en la Mecanica de Materiales 

Alfabeto latino 

A 
A 
Ar 
(A) 
a 
a,b,c 
B 
C 
Cc 

d 
E 
Es 
E, 
e 
ei 

J: 
f 
G 
g 
It 
I j 

10 

Ie 

[ij 


ij 

j 
K 
I 

l" 
J\1 

,1\1; 
m 
N 
11 

P 

p 


P 
Q.-, 
q 
R 
r 


r 


rc 
ri 

rm 

Vedor area 
Area de una superficie 
Area reducida 
Area encerrada por la linea media 
Aceleracion 
Longitudes, lados 0 radios 
Modulo de compresibilidad 
Centro de curvatura 0 constante de flexibilidad 
Constante de columna 
Diametro de una circunferencia 0 de una esfera 
Modulo de Young 
Modulo de Young secante 
Modulo de Young tangente 
Base de los logaritmos naturales 0 deformacion volumetrica 
Excentricidad de una fuerza a 10 largo del eje [ 

Fuerza 
Frecuencia 
Modulo de cizalladura 0 modulo de rigidez 
Aceleracion de la gravedad 
Altura de una seccion recta 
Segundo momento del area plana, 0 momento de inercia, con respecto al eje / 
Segundo momento del area plana, 0 momento polar de inercia, con respecto al punto 0 
Momento polar de inercia equivalente 
Producto de inercia del area plana con respecto a los ejes / y J 

Versor en el sentido positivo del eje I 


Cantidad imaginaria 

Constante de rigidez, constante de resone 0 factor de concentracion de tensiones 

Longitud, luz de una 'Yiga 0 contorno de una linea 

Longitud efectiva de una columna 


Momento de una fuerza con respecto a un punto 0 de un par, 0 momento flector interno 

Componente en direccion del eje I del momento de una fuerza 0 del par, 0 del momento flector interno 
:\tlasa 
Ntimero de ciclos 0 de elementos, 0 fuerza normal a una superficie 
Razon entre los modulos de elasticidad 0 factor de seguridad 

Fuerza axial intema 
Magnitud de la fuerza axial interna 0 potencia 
Presion sobre una membrana 0 intensidad de ia fuerza distribuida por unidad de longirud 
Primer momento de un area plana con respecto al eje / 
Flujo de conante 
Radio de circunferencia 0 esfera, 0 distancia desde el centro de cmvatura a1 eje neutro en viga CUIVa 

Vector posicion 
Primera coordenada cilindrica 0 distancia desde el centro de curvatura a la fibra arbitraria en viga curva 
Distancia desde el centro de curvatura a la fibra centroidal en viga de eje curvo 
Radio de giro con respecto al eje / 
Radio de curvatura meridional en membranas 
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rp Radio de curvatura paralelo en membranas 
S Superficie 0 modulo ehistico de la seccion 
s Longitud de un arco de curva 

V

f Momento torsor interne 
T Magnitud del momento torsor interno, periodo 0 temperatura 
t Intensidad del momento torsor distribuido por unidad de longitud 
t Magnitud de la intensidad del IDOtrento torsor distnbuido por unidad de longitud, tiempo 0 espesor 
U Energia de defonnacion 
u Densidad de energia 0 movimiento de un punto en direccion del eje X 
V Fuerza cortante interna 

j Componente en direccion del eje I de la fuerza cortante intema 
V Volumen 
v Desplazamiento vertical de la elastica 0 movimiento de un punto en direccion del eje Y 
W Trabajo 0 peso de un objeto 
w Densidad de trabajo, peso especifico 0 movimiento de un punto en direcc'ion del eje Z 
X Primer eje de las coordenadas cartesianas 
x Primera coordenada cartesiana 
Xc Coordenada X del centroide 
Y Segundo eje de las coordenadas cartesianas 
y Segunda coordenada cartesiana 
Yc Coordenada Y del centro ide 
Z Tercer eje de las coordenadas cartesianas 0 modulo phistico de la sec cion 
z Tercera coordenada cartesiana 
Zc Coordenada Z del centro ide 

Alfabeto griego 

a Aceleracion angular 

a Coeficieme de expansion tennica 0 ungulo 

f3 Angulo 

~ Incremento de una variable 

'V Operador nabla 

<1 Cambio de longitud 0 desplazarniento 

<11j Delta de Kroenecker 

6j Deformacion lineal en direccion del eje I 

¢ Angulo 

Yi; Deformaci6n cortante con respecto al plano IJ 

rp Segunda coordenada cilindrica circular 0 tercera coordenada esferica 

A Simbolo que en el pandeo se usa para (P/ EI t2 

J1 Modulo 0 relacion de Poisson 

1r Pi 

e AngUlo, pendiente de la linea elastica 0 segunda coordenada esferica 

p Densidad volmm!trica de masa 0 radio de curvatura 

2: Operador de suma 

at Tension normal en direccion del eje I 

Tij Tension cortante can respecto al plano IJ 

w Velocidad angular 

(j) Frecuencia angular 
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CAPi'TULO 1 

ESTATICA 

1.1 Sistemas medinicamente equivalentes 

1. 	 Minimo del momento. Una placa circular, de radio R. se pone en el plano XY de manera que su cen­

tro coincida con el punto A(R, 0), Y una fuerza Fa, cuya linea de acci6n pasa por el origen de coor­

denadas y hace un angulo e con respecto al eje X, obra sobre un punto arbitrario~ B, del borde de la 
placa. Halle el valor de epara el cual la magnitud del momento del sistema fuerza par, equivalente a 
la fuerza anterior, en el punto D(R. -R) es minimo. 

2. 	 Angulo desconocido. Una placa circular, de radio R, se pone en el plano XY de manera que su centro 
coincida con el origen de coordenadas; en los punto A(O, R) Y B (R, 0) 0 bran, r espectivamente, 1 as 

fuerzas F; =~Fo y F; =Fo(~ cos,8 + ~ sen ,8). Hal1~ ~1 valor de ,8 para el cual la linea de acci6n de la 

resultante de las fuerzas dadas es tangente al borde del disco. 

3. 	 Prisma triangular. La secci6n recta de una cuiia prismatica es un triangulo rectangulo y los vertices 
de esta son: A(O, 0, 0), B(O, b, c), C(a, b, c), D(a, b, 0), E(O, b, 0) y F(a, 0, 0). A 10 largo de 1a arista 

AB, y con el sentido de A hacia B, actua la fuerza ~, en la arista DC obra la fuerza ~P1' en la arista 

AF esta aplicada la fuerza ~QI y las magnitudes de las fuerzas anteriores son iguales, numericamen­

te, a las longitudes de las aristas respectivas. Halle la fuerza Q2 tal que QI y Q2 sean med.llicamente 

equivalentes a ~ y P2' 

4. 	 Cubo de fuerzas. El origen de coordenadas es uno de los vertices de un cubo, de lado I, tres de las 
aristas de este coinciden con los ejes X, Y Y Z, Y a 10 largo de cada una de las doce aristas del mismo 
acttian sendas fuerzas de magnimde~ iguales a Fo. En tres de las aristas paralelas al eje X las fuerzas 
tiene el senti do opuesto al de este, y en la otra, la que pasa por el punto (0,0, I), e Is entido e s ~ 1 
mismo del eje; en tres de las aristas paralelas al eje Y las fuerzas tiene el mismo sentido de este, y en 
la otra, la que pasa por el punto (0, O~ I), el sentido es opuesto al del eje; finalmente, en las cuatro 
aristas paralelas al eje Z las fuerzas tiene el mismo sentido de este. Halle el sistema fuerza par equi­
valente al de las fuerzas enunciadas, en el origen de coordenadas, y el motor del sistema de fuerzas, 
en fuerza, momento, direccion de su eje y punto de corte con el plano XY. 

5. 	 Cubo de fuerzas. El origen de coordenadas es uno de los vertices de un cube. de lada a, tres de 
aristas dee ste c oinciden con los e jes X. Y y Z, Y a 10 largo de tres de las aristas del mismo actuan 

sendas fuerzas. En la arista paralela al eje X que pasa por el punto (0, a, 0) obra la fuerza ir3PD' en 

la arista paralela al eje Y que pasa por el punto (a, a, 0) obra la fuerza -i,2P) y en la lrista paralela 

al eje Z que pasa por el origen obra la fuerza ~Po' Halle el sistema fuerza par equivalente al de las 

. fuerzas enunciadas, en e 1 0 rigen dec oordenadas, y elm otor del sistemade fuerzas, en fuerza, m 0­

mento, direcci6n de su eje y punto de corte con el plano XY. 

6. 	 Barra retorcida. Una barra retorcida, empotrada en (0, 0, 0), esta formada por tres segmentos; el 
primero se extiende entre los puntos (0, 0, 0) y (0, l, 0); el segundo, entre (0, t. 0) y (I. l, 0); el terce­

ro, entre (I, I, 0) y (I, I, -I); y, ademas, las fuerzas, -~~, ~Fa y ',Fa, se aplican a la barra, respecti­

vamente, en los puntos (0, I, 0), (I, I, 0) y (I, " -I). H.tlle las reacciones en el empotramiento de la 
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barra y, de las fuerzas aplicadas a la misma, el motor, en fuerza, momenta, direccion de su eje y pun­
ta de corte can el plano XZ. 

7. 	 Paralelepipedo recto sometido a fuerzas. Tres de las aristas de un paralelepipedo recto coinciden 
can los ejes X, Y y Z, sus longitudes son, respectivamente, Q, bye, y, ademas, sabre el cuerpo obran 

tres fuerzas. La primera, ~F'o, acrua a 10 largo de la arista que va. ·del punto (0: 0, C) al (a, 0, c); la 

segunda, ~yF'o, actua en la arista que va del punta (0, 0, 0) al (0, b, 0); y la tercera, ~F'o, actua en la 

arista que va del punto (a, b, 0) al Ca, b, c). Halle la relacion 'e~tre a, bye para que el sistema de 
fuerzas tenga resultante unica. 

1.2 Estructuras planas 

1. 	 Minimaximo. Un peso W e sta s ostenido del punta C par m edio del os c abIes A C y C B, amarrados 
del techo; can la horizontal, el cable AC forma un angulo a y el CB un angulo de 60°. Halle el valor 
de a que minimiza la tension del cable AC y el valor de ese angulo para el cua! la mayor de las trac­
ciones i nducidas en los cables AC y CB se hace minima; en ambos casos calcule las fuerzas en los 
cables. 

~ 
of 

2. 	 Armadura plana de tres barras. Una armadura triangular esta formada p or t res b arras que t ienen 
articulaciones en sus extremos. Una de las barras se extiende entre los puntas (0, 0) y (4/, 3/); la se­
gunda, entre (0, 31) y (4/, 3l); la tercera, entre (2/, 1,51) y (2/,3/); y, ademas, a la barra horizontal se 

aplican la fuerza, -~3F'o, en el punto (1,3/), Y la fuerza, -~y5F'o, en el punto (3/, 31). Si F 100 [N] Y 

I 4 [m], halle las reacciones en los apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sobre cada barra. 

3. 	 Armadura plana de cuatro barras. Una armadura esta [ormada por cuatro barras que tienen articu­
laciones en sus extremos. Una de las barras se extiende entre los puntas (0, 0) y (0, 3/); la segunda, 
entre (1,5l, 0) Y (1,5/, 2/); la tercera, entre (0, /) y (1,5/, I); la cuarta, entre (0, 3/) y (1,51,2/); y, 

ademas, la fuerza, ~Fa, se aplica en el punto (0, 3/) a una barra vertical. Si .~ = 1.000 [N] Y 1== 1 [m], 

halle las reacciones en los apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sobre cada barra t 

4. 	 Armadura plana de cuatro barras. Una armadura plana, articulada a una pared vertical en los pun­
tos (0, 0) y (0, I), esta formada por cuatro barras articuladas en sus extremos. La primera barra se ex­
tiende entre los puntos (0, 0) y (2/, 0); la segunda, entre (0, 0) y (I, I); la tercera, entre (0, 1) y (l, 

la cuarta, entre (I, I) y (2/, 0); y, ademas, la fuerza, -f,F'o, se aplica a la armadura en el punto (2/. 0). 

Si Fo = 100.000 [N] Y -/ = 2 Em], halle las reacciones en los apoyos de la armadura y las fuerzas que 

obran sabre cada barra. 

5. 	 Armadura plana de cinco barras. Una armadura plana, articulada a una pared vertical en los puntas 
(0, 0) y (0, 3/), e stit f armada par cinco barras articuladas en sus extremos. La primera barra se ex­
tiende entre los puntos (0, 0) y (4/, 0); Ia segunda, entre (4/, 0) Y (81, 0); Ia tercera. entre (0, JI) Y 

(4/,0); la cuarta, entre (0, 31) y (4/,3/); la quinta, entre (4/,31) Y (8/,0); y, ademits, 1a fuerza. 

se aplica a la armadura en el punto (1,51,3/). Si Fo 8.000 [Nl y I 2 Em], halle las reacciones en los 

apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sabre cada barra. 

6. 	 Armadura plana de seis barras. Una armadura plana, articulada a una pared vertical en los puntos 
(0, 0) y (0, I), esta formada por seis barras articuladas en sus extTemos. La primera barra se extiende 
entre los puntos (0, 0) y (1,51, 0); la segunda, entre (1,51,0) Y (3/, 0); la tercera, entre (0,0) y (1.5/, 

la cuarta, entre (1,5/, 0) Y C1,51, I); la quinta, entre (0, I) y (1,51, I); Ia sexta, entre (1,51, I) Y (3/, 
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0); y, ademas, sendas fuerzas, -i),Fo, se aplican a la armadura en los puntos (1,5[, 0) y (3/, 0). Halle 

las reacciones en los apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sobre cada barra. 

7. 	 Armadura plana de siete barras. Una armadura plana, apoyada en los puntos (0, 0), donde hay una 
articulaci6n, Y (0, 2l), donde el apoyo es de bola, esta formada par siete barras iguales, de longitud I 
y artieuladas en sus extremos, que definen tres triangulos equilateros. Los nodos de 1a armadura son 

(0, 0), (I, 0), (2/, 0), (0,5[, 0,87/) y (1,5[, 0,87l); y, ademas, sendas fuerzas, -i.~, se aplican a la ar­

madura en los puntos (0,5[, 0,871) y (1,5[, 0,87l). Halle las reacci'ones en los apoyos de la armadura y 
las fuerzas que obran sobre cada barra. 

8. 	 Armadura plana de nueve barras. Una armadura plana, apoyada en los puntos (0, 0), donde hay 
una a rticulaeion, y (0, 3 ), d onde e 1 a poyo e s deb ala, e sta f armada p or n ueve b arras articuladas en 
sus extremos. La primera barra se extiende entre los puntos (0, 0) y (0, 3); la segunda, entre (0, 0) y 
(3, 3); la tercera, entre (0, 0) y (3, 6); la cuarta, entre (0, 0) y (0, 6); la quinta, entre (3, 0) y (3, 3); la 
sexta, entre (3,3) y (3,6); la septima, entre (0, 6) y (3,6); la oetava, entre (3, 6) y (11,6); la nove­

na, entre (3, 3) y (11, 6); y, ademas, la fuerza, -1.500, se aplica a la armadura en el punto (11, 6). 

Halle las reacciones en los apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sabre cada barra. 

9. 	 Armazon plana de cuatro barras. Dos barras verticales, de longitudes iguales a 5[. estan libres en 
sus extremos superiores y artieuladas, rcspectivamente, a los puntas (0, 0) y (I, 0); otras dos barras. 
que forman una X, estan articuladas a las anteriores en los puntos (0, 2l) Y li, 31), la primera, y (0, 

31) Y (I, 2/), la segunda; y, ademas, la fuerza, ~F'a, se aplica a una barra vertical en el punto (0, 5/). 

Si ~=500[N] y l=l [m], hallclasreaccionesenlosapoyosdelarmazony las fuerzas que obran 

sobre cada barra. 

1.3 Estructuras tridimensionales 

1. 	 Lampara colgada del techo. Una bimpara, de peso W, cuelga del techo, del que dista la distancia h, 
sostenida par cuatro cables iguales amarrados a sendos puntas del recho en <:1 que forman Ull cuadra­
do, de lado hl3. Halle la fuerza de traccion en cada cable. 

2. 	 Barra oblicua apoyada en Ia pared. La barra ACB, de seccion recta uniforme y peso 1-fT, dirigido en 
el sentido negativo del eje Y, se apoya en su extremo A(O, 24, 18). mediante un sapone de bolita, en 
el plano YZ. y en el extremo B( 40, 0, 0) tiene una artieulacion. Ademas, la barra esta sostenida desde 
su punto medio, C, del cable DC. el cual se amarra al punta D(O, 24, 0). Halle 1a fuerza que obra sa­
bre el cable y las reacciones en los apoyos A y B. 

3. 	 Tetraedro de barras. 6 barras, de longitudes iguales a I y articuladas en sus e XIremos. forman u 11 

tetraedro regular, de base horizontal, apoyado en sus tres nodos en un piso sin friccion. Si en el ver­

tice superior de la estructura se aplica una fuerza -~W, nalle la fuerza intemil que obra en cada ba­

rra. 

4. 	 Piramide de base cuadrada. Con 8 barras de longitudes iguales a I y articuladas en sus :;!xtrcmos se 
forma una p iramide deb ase c uadrada, a poyada en e 1 s uelo ens endos a poyos deb olita u bicados en 
los vertices de la base. Si en el vertice superior de la pinimide se aplica una tuerza vertical dirigida 
hacia abajo, W, halle las fuerzas internas en todas las barras. 

5. 	 Poste vertical. Un poste ABCD, de longitud I 16 [m], esta sostenido en su base A por una cuenca 

de bolita y por los cables ECF y FBG, que pasan por poleas sin [riccion colocadas en los puntas C y 

B del paste; ademas, una fuerza, P= -~9.000 [N], se aplica en el extremo D del poste. Si las coorde­
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nadas de los puntos mencionadas, en metros, son A(O, 0, 0), B(O, 4, 0), C(O, 12, 0), D(O, 16, 0), 
E(-12, 0, 0), F(O, 0, 12) y G(4, °,0), y se supone sin peso a1 poste, halle las reacciones en A y las 
tracciones en los cables. 

6. 	 Barra que carga un peso. Una barra ACB, recta y homogenea, tiene un peso propio W= -~Wo Y 

sostiene una fuerza F= -~10Wo en el punto B(-121, 0, 0); la baria esta apoyada en una rotula en el 

punto A(O, 0, 0), y sostenida, del puntoC(-61, 0,0), mediante s~ndos cables CD y CE, donde E(O, 0, 
31) YD(O, 51, -101). Halle las fuerzas que se desarrollan en los cables CD y CE, yen la rotula A. 

7. 	 Paste inclinado. Un poste inclinado, AB, de longitud 7, se apoya en una cuenca en el punto A(O, 
2) Y tiene su extremo B(6, 0, 0) sostenido de los puntos C y D, arnarrados a una pared, por los cables 

BC y BD, donde C(O, 6, 3) y D(O, 6, -3); en el punto B obra una fuerza F= -~F'a. Si las longitudes 

estan en metros, las fuerzas en newton y el poste se supone sin peso, halle las fuerzas en los cables y 

la reaccion en A cuando Fa = 90.000 [N]; si en B obra, ademas, la' fuerza J:; =~F;, halle la reaccion 

en A y el valor de F, para que las fuerzas en los cables sean iguales. 
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CAPITULO 2 

PROPIEDADES DEL AREA PLANA 

2.1 Demostraciones 

1. 	 Demostracion. Si ft, Iy e Jtyson los momentos y el producto de inercia de un area plana con respecto a los ejes 

XY, de origen en 0, demuestre que las cantidades V. + fy) e (fJ" - 1./) son invariantes en sistemas de ejes 

X'Y: rotados, que tenga el rnismo origen O. 

2. 	 Dcmostracion en una construccion. Sean In fy e Jty los momentos y el producto de inercia de un area plana con 
respecto a los ejes XY, de origen en 0; en la direccion de Oy se marcan los segmentos OA y AB, con OA = I. y 

AB =Iy' Y en la de Ox el segmento AC, tal que AC =f xy' Y se trazan la circunferencia OB, cuyo centro es el 

punto M, y el diametro DE, que pasa por C. Demuestre que los segmentos OD y OE seiialan las direcciones prin­
cipales de inercia del area plana en 0, y que los segmentos CE y CD son iguales a sus momentos principaies de 
inercia. 

2.2 Areas individuales 

1. 	 Inercias maxima y minima. De los momentos y el producto de inercia de un area plana, con respecto a los ejes 
XY, se sabe que: I. = 48 x lO-.g [mt], Iy = 32 x 10-& [mt] y If)' > O. Si el valor minimo del momento de inercia 

del area con respecto a cualquier eje que pasa por el origen de coordenadas es I milt = 30 x 10-8 [m ~], halle el 

momento de inercia maximo del area y las orientaciones con respecto a los ejes de coordenadas de sus ejes prin· 
cipales de inercia. 

2. 	 Rectangulo. Los ejes .¥Y coinciden con los bordes de un rectingulo, de lados a y h. Halle, por calculo directo, el 
area y el centroide del rectangulo, f" !l' e ft}. del rnismo en ejes centroidales, y los momentos y direcciones princi­
pales de mercia en el centroide. 

3. 	 Triangulo rectangulo. Los catetos de un triangulo rectangulo rniden 3a y .ta. Halle, por integraci6n directa! el 
area y el centroide del recninguio, f~, !v e Jr;,. del rnismo en ejes centroidales, ios momentos y direcciones principa­
les de inercia en el centroide, y el momento polar de inercia en el centro de 1a hipotenusa. 

4. 	 Triangulo. Con respecto a ejes XY. los venices de un hitmgulo son los puntos (0. 0), (b, 0) y (a. II). Halle, por 
integraci6n directa, el area y el centroide del rectangulo, r~, lye fw del rnismo en ejes centroidales. y los momen· 
tos y direcciones principales de inercia en el centroide. 

5. 	 Circulo. Los ejes ...\'Y coinciden con dos de los diametros de un circulo, de radio R. Halle. por calculo directo, cl 
area. It e II' del circulo, asi como los momentos y el producto de inercia con respecto ados ejes mutuamente per­
pcndiculares y tangentes al circulo. 

6. 	 Cuadrante de circulo. Un area plana esta limitada por el eje Y, por el eje X y por lma circunfcrencia de centro 
en el origen de coordenadas, de radio R. Halle el area y el centro ide de la region descrita. In f" e con respecto 
a los ejes de coordcnadas y a los ejes centroidales paralelos a los anteriores~ y los momentos y direcciones prin­
cipales de inercia en el centro ide. 

7. 	 Semicirculo. Un area plana esta limitada por el eje X y por una semicircunferencia de centro en el pun to (R. 0), 
radio R y curvatura negativa. Halle el area y el centroide de la region descrita, ft) fy e ''C'!. con respecto a los ejes 
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de coordenadas y a los ejes centroidales paralelos a los anteriores, y los momentos y direcciones pcincipales de 
inercia en e1 centroide. 

8. 	 Lamina semicircular. Una lamina delgada, con la forma de un semicirculo de radio R y diametro BC, tiene un 
peso W, uniformemente repartido en su area, y euelga vertiealmente, sostenida mediante un pasador que conecta 
el punta B del diametro a una articulacion, y con un cable amarrado al pu;oto C de 1a himina y a un punto a del 
techo, en el eual se ubica el origen de coordenadas; los puntos a y B estan en la rnisma horizontal, definen el eje 
X, y el triangulo aBC es isosceles y reetangulo en C. Halle el centro ide ~e la himina, fn Iy e Ix, con respecto a los 
ejes XY, y, adernas, la tensi6n en el cable, T, la reaccion en la articulation, F, y el angulo, a, que F hace con el 

eje X. 

9. 	 Area bajo una parabola. Un area plana esti limitada por el eje Y, por una recta paralela al eje X, que pasa por el 
punto (0, a), y por una parabola de vertice en el origen de coordenadas, eurvatura positiva y que se extiende en el 
primer cuadrante hasta el punto (2a, a). Halle el area y el eentroide de la region descrita, ft, lye f'C)' can respeeto a 
los ejes de coordenadas ya los ejes eentroidales paralelos a los anteriores,.y los momentos y direceiones princi­
pales de mercia en el eentroide. 

10. 	Area bajo una parabola cubica. Un area plana esta lirnitada por el eje X, por una recta paralela al eje Y, que 

pas a por el punta (a, a), y por una parabola cubica dada por y = x31 a 2 
• Halle el area y el centroide de la region 

descrita, fl' ~JI e f'Y con respecto a los ejes de coordenadas y a los ejes centroidales paralelos a los anteriores, y los 
momentos y direcciones principales de mercia en el centro ide. 

11. 	Cuadrante de elipse. Un area plana esta lirnitada par el eje X, por el eje Yy por una elipse de centro en el origen 
de coordenadas, de radio a, en la direccion del eje X, y radio b, en la direccion del eje' Y. Halle el area y el cen­
troide de la region descrita, fn Iy e Ixy con respecto a los ejes de coordenadas y a los ejes centroidales paralelos a 
los anteriores, y los momentos y direcciones principales de inercia en el centro ide. 

2.3 Areas compuestas 

1. 	 Cuadrado con hueco cuadrado. A un cuadrado, de lado a, se Ie extrae un nucleo cuadrado, de lado na. con e1 
mismo centro y rotado 45° con respecto al primero. Halle los momentos principales de inercia del area lirnitada 
por ambos cuadrados, con respecto a uno de los vertices del mayor, y, si los momentos de inercia anteriores estan 
en In relaci6n de 115, el valor que debe tener n. 

2. 	 Seccion en I de aletas diferentes. La sec cion recta de un perfil metalico tiene 1a fonna de una I, de aletas hori­
zontales diferentes, y alma vertical simetrica con respecto a las aletas. La aleta inferior tiene 5t de largo y t de es· 
pes or, el alma tiene 3t de alto y t de espesor, y 1a aleta superior mide 3t de largo y t de espesor. Halle el area yel 
centroide de la seccion descrita, r~, (" e f", de la misma en ejes centroidales, para1elo uno a las aletas y perpendi­
cular el otto, y los momentos y direcciones principales de inercia en el centroide. 

3. 	 Seccion en I de aletas diferentes. En un perfil en I, simetrlco con respecto a1 alma, esta es un rectangulo de 
altura lOr y espesor t. la aleta superior es un rectangulo de base 5f y espesor t, mientras que la aleta inferior es un 
rectangulo de base desconoeida c y cspesor t. Si cl cje X es paralelo a la aleta y el Y paralelo al alma, halle la po­
sicion del centroide, en funcion de c, el momenta de inercia con respecto a un eje )( que pas a por la base de la L 
en funcion de c, el valor de la dimension c para la eual, en el centro ide del perfiL ( = 31... , y los momentos y el 

pro due to de inercia que se obtienen al rotar los ejes centroidales en un ungulo de e=30°. 

4. 	 Secci6n en T. La seecion recta de un perfil metalieo tiene la forma de una T inyertida y asimetrica, con alma 
vertical y aleta horizontal. La aleta tiene 5t de largo y t de espesor, y el alma, que se levanta a la distancia t del 
extremo izquierdo de la aleta, tiene 4t de alto y ! de espesor. Halle el area y el centro ide de la sec cion descrita, 
lye In- de la misma en ejes centroidales, paralelo uno a la aleta y perpendicular el otro, y los momentos y direc­
ciones prineipales de mercia en el centro ide. 
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5. 	 Seccion en H. La secci6n recta de un perfil metalico tiene la forma de una H, de aletas verticales y diferentes, y 
alma horizontal simetrica can respecto a las aletas. La aleta izquierda tiene 3t de alto y t de espesor. el alma tiene 
4t de largo y t de espesor, y la aleta derecha tiene 41 de alto y 1 de espesor. Halle el area y el centroide de la sec­
cion descrita, Zn fy e Z9' de la misma en ejes centroidales, paralelo uno a las atetas y perpendicular el otro, y los 
momentos y direcciones prmcipales de inercia en el centro ide. 

6. 	 Seccion en C. La secci6n recta de un perfil metalico tiene la forma de una C, de aletas horizontales y diferentes y 
alma vertical. La aleta inferior tiene lOt de largo y t de espesor, el a1tru.1 tiene 6t de alto y t de espesor, y la aleta 
superior tiene 6t de largo y t de espesor. Halle el area y el centroide de'la secci6n descrita, Zn lye Zl'.'}' de la misma 
en ejes centroidales, paralelo uno a las aletas y perpendicular el otto, y los momentos y direcciones principales de 
mercia en el centroide. 

7. 	 Seccion en U. La secci6n recta de un perfil metalico tiene la forma de una U, de aletas vertic ales y diferentes y 
alma horizontal. La aleta izquierda tiene 9t de alto y t de espesor, el alma tiene 20t de largo y t de espesor, y la 
aleta derecha tiene 3t de alto y t de espesor. Halle el area y el centro ide de la secci6n descrita, z(' ~}' e fr}' de la 
misma en ejes centroidales, paralelo uno a las aletas y perpendicular el otro, y los momentos y direcciones prin­
cipales de mercia en el centroide. 

8. 	 Secci6n en L. La seccion recta de un perfil metalico tiene la forma de una L, con alma vertical y aleta horizontal. 
La aleta tiene 4t de largo y t de espesor, y el alma tiene 5t de alto y t de espesor. Halle el area y el centroide de 1a 
secci6n descrita, Zn fy e Z9' de la misma en ejes centroidales~ paralel0 uno a la aleta y perpendicular el otto, y los 
momentos y direcciones principales de inercia en el centro ide. 

9. 	 Secci6n en Z invertida. La secci6n recta de un perfil metalico nene la forma de una Z invertida, Call alma verti­
cal y de aletas horizontales. La aleta inferior tiene 4t de largo y t de espesOf, el alma nene St de alto y 2t de espe­
sor, y la aleta superior tiene 6t de largo y t de espesor. Halle el area y el centroide de la sec cion descrita, I~, fy e 
Iry de 1a misma en ejes centtoidales, paralelo uno a las aletas y perpendicular el otro, y los momentos y direcclo­
nes prmcipales de inercia en el centroide. 

10. Area compuesta. Un area compuesta esta formada por un semicirculo, de radio R, y un triangulo rectangulo, de 
catetos 2R y b: el semicirculo y el trianguio estan ubicados a lado y lado del segmemo de longitud 2R, que com­
parten. Si los ejes X y Y se hacen coincidir con los catetos del triangulo, halle el area y el centroide de 1a figura 
compuesta, los momentos y d producto de inercia en los ejes XY. los momentos y el producto de inereia ..:!n los 
ejes centroidales, y los momentos y direcciones principales de mercia centrOldales. 
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CAPITULO 3 

TENSIONES Y DEFORlV1ACION~S 

3.1 Tensiones 

1. 	 Demostracion. Si O:t, O"y e "Z:t}' representan el estado de tensiones en un punta de una lamina can respecto a los 

ejes XY, de origen en 0, demuestre que las canridades (a..r + a. ) e (cr.ra y - T .r:/) son invariantes en sistemas de 

ejes X'Y~ rotados, que tenga el mismo origen O. 

v

2. 	 Diedro de 60°. Dos semiplanos se cortan definiendo un angulo diedro de 60'\ cuyo plano bisectriz es el plano 
XZ. En el vertice del diedro, pero actuando en cada uno de los planas, hay tensiones norrrudes iguales, 

cr1 = (J'~ = 2 [MPa] , y tensiones cortantes iguales dirigidas hacia la arista del diedro, Ti = Tz = ~3 [MPa]. 

Halle, e ilustre los resultados can el croquis de un elemento de volumen, la magnitud, direccion y sentido de ias 
tensiones principales en el vertice del diedro. 

3. 	 Tension normal desconocida. Si en un punta de un cuerpo, a y = 4.000 (Pa], 'f<)- = -7.000 [Pal y la tension 

normal minima es (j",jf! :::; -2.000'(Pa], halle, e ilustre los resultados con el croquis de un elemento de vo!umen, 

D:'t Ylas orientaciones de los ejes principales en el mismo punto. 

4. 	 Intervalo de valores para nn angulo. Si en un punta de un cuerpo, ax = -8.000 [pa], C;y:::; 0 y 

'fry :::; 3.000 [Pal, halle el intervaio de valores de e, medido can respecto al eje • .\:-, para ios cuaIes la magnitud de 

1a tension cortante es igual a menor que 4.000 [pa]. 

5. 	 Limina tensionada. Si el estado pIma de tensiones en un punta de una lam:ma esm dado por G =50 [.:v1Pa 1, 
(J';o = 100 [MPaJ y r ".' = 100 [MPa], halle, e Uustre los resultados con el croquis de un elemento de volumen. Cj, ftlT, 

las tensiones principales y sus direcciones, y 1a tension cortante rn.axima. 

6. 	 Lamina tensionada. Si el estado plano de tensiones en un punto de una himina esnidado par cr, =1 00 ~:-,Il'P a1, 

13'.1' =-50 [Mp a] Y r:\)'7 halle el intervaio de valores de ;:'ty para los cuales 1a tension canante maxima en plano 

es menor que 85 [MPa] .. 

7. 	 Superposicion de tensiones. El esrado plano de tensiones en un poolO de una lamina es e1 resultado de la acci()n conjwlta.. 
en el mismo punta, de tres esrados unia'Xiales de tensiones. Can referenda a un sistema de coordenadas .n~. d primer estado 
se define can (j, 30 (Mpa], el segundo can u: = -40 [Mpa], donde el ejeX'hace lID angulo de -600 con respecIO 

al eje X, y el tercero can (J" = 20 [MPa], donde d eje X''bace un :ingulo de 60° can respecto al eje .X Halle. e !lustre los 

resultados con el croquis de un elemento de voll.ll:ren. las tensiones principales resultantes y sus direcciones, con respecto :1 

los ejes XY, y 1a tension cortante ffilxima. 

8. 	 Superposicion de tensiones. El estado plano de tensiones en un punto de una lfunina es el resultado de la acci6n conjunra. 
en e1 mismo punta, de dos estados de tensiones. Con referenda a un sistema de coordenadas ....\'r, el primer estado se define 
can (j, =80 [Mpa], (j, = 0 y = -70 SVIpa], y el segundo can u,:::; 50 [Ftlpa], (j, = -30 [tvlpa] 

y =0, donde los eje X Y'hacen lID angulo de -{i0° con respecTO a los ejes XY Halle, e ilustre los resultados can e1 era­

quis de un elemento de volumen, las tensiones principa1es resultantes y sus direcciones, can respecto a los eje$ .'iT. y ia ten­
sion cortante maxima. 
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9. 	 Tensor plano de tensiones. Si, con referencia a ejes XY: 

a == [4 2] [MPa]
2 -8 

halle las tensiones y las direcciones principales, la tension cortante ma..xirna y su direccion. y la tensiones normal 

y cortante, ay r, en Ia direccion del versor 7= (~ + ~)/Ji. 

10. 	Tensor tridimensional de tensiones. RaHar las tensionesprincipales y sus direcciones, y Ia tension cortante 
maxima, si, con referencia a ejes XYZ: 

2-1 1]

a = -1 0 2 [1v1Pa][ 

123 

11. Cizalladura octaedrica. Si, con referencia a ejes ....YlZ, eI estado de tensiones en llil pooto de 00 cuerpo es: 

u x Trj' <Crt] 
a == T.<y a y f): 

[ 
frO' . 

•1'% 	 .U' .. 

halle, en ese pooto, la expresion para la tension cortante octaedrica y a 10 que esta se reduce cuando el estado de 
tensiones es principal. 

12. Tensiones en cierta direccion. Si. con referenda a ejes XYZ, 

2 -1 q 

tJ I -1 0 2 I[yIPaJ 


.....? .)"'1 

halle Ia tensiones normal y conante, ay r, en la direccion del versor 7=(i, ..j. ~. ..;.. ~)/J3. 

3.2 Deformaciones 

1. 	 Movimiento de un punto del cuerpo tension ado. De acuerdo con las definiciones para las detbrmaciones lineal 
y angular, {; y ,'I; y suponiendo que ias componemes del mO\'irniemo de .un punta arbitrario de un cuel-pO ehistico 
sometido a tl!nsiones SOIl ll. v Y 1V, halle las relaciones punruales entre las deformaciones y los movirnientos en cl 
pumo, 

2. 	 Calculo de G. Deducir la expresion que perrnire calcular el modulo de Young en cizalladura, G, a partir de E y 
p. 

3. 	 Calculo de B. Deducir Ia expresion que perrnite calcular el modulo de deformacion volumetrico. B, a partir de E 
y p. 
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4. 	 Deformacion de un triangulo rectangulo. Si los catetos de un triangulo rectingulo isosceles se deforman &1 y 1a 
hipotenusa -&2, halle Ia defonnacion lineal, E, de la altura que corresponde al angulo recto y la deformaci6n an­
gular, 1, del angulo recto mismo. 

5. 	 ~Iodulo de Poisson desconocido. Un prisrna cuadrado, de longitud 1= 0,125 [m] y lade de la seccion a = 1/3, 

se eontrae longitudinalmente la cantidad () = 7,58 x 10-4 [m]. Halle e I modulo de Poisson del material del pris­

rna si el volumen de este no cambia. 

3.3 Rosetas 

1. 	 Formulas de Ia roseta rectangular. Si ~, &w Y C9<JC son, con referencia al eje X, las defonnaciones lineales 
medidas por los extensometros de una roseta rectangular en un punto dela superficie de un cuerpo ehistico, de 
parametros E Y )1, halle, en el mismo punto. las componentes del estado de defonnaciones, las deformaciones 
principales y sus direcciones; calcule tambien, y presente en forma sirnplififada, las tensiones principales. 

2. 	 Formulas de la roseta equiangular. Si ~G, ~ Y &120" son, con referencia al eje X, las de formaciones lineales 
medidas por los extensometros de una roseta equiangular en un punto de la superficie de un cuerpo ehistico, de 
parametros E y )1, halle, en el mismo punto, las componentes del estado de de formaciones, las deformaciones 
principales y sus direcciones. 

3. 	 Roseta equiangular. Demuestre que la suma de las 3 defonnaciones medidas con tma roseta equiangular es independiente 
de la orientacion de la roseta con respecto a un sistema de ejes XY, e iguales a &I + &2 + &J =3 & prom' donde C?001 es ia de­

fonnaci6n que corresponde al centro del en-culo de Mohr respectivo. 

4. 	 Roseta equiangular. Los datos para una roseta equiangular, fijada a ll..ll cuerpo, son &0':: 400 xl 0"'" , 

&00' =400 X 10-6 y &120' =-400 x 10-0. Si E =70 [GPa] y .u = 0,25, halle las tensiones principales y sus di­

recciones, y la tension cortante rruixirna. 

5. 	 Roseta equiangular. Los datos para una roseta equiangular, fijada a un cueIpo, con respecto a un sistema de 

XY son &w 800 xl O-{), E9O" = -100 xl 0 -6 Y &IW ;;:;: 600 :< 10-6 
• Halle &T;J By Y l-:n las dcforrnaciones principa­

les y sus direcciones, y la defonnaci6n angular rrui.xima. 

6. 	 Roseta de deformaciones. Las defomlllciones que se miden con una roseta, fijada a un ::.:uerpo, son 
&o.=280x10-o, &w=-30xlO-o Y &lw=110 x lO-{). Si E 70 [GPa] Y p 0.30, halle las tensiones 

principales y sus direcciones, Y la tension cortante maxima. 

7. 	 Roseta de deformaciones. Las defonnaciones que se miden con una roseta. fijada a un cuerpo, son c/ :::0 &.. , 

&}O' = 2Eo Y E6O' = Eo 12. Halle las defom'Uciones principales y sus direcciones, Y la deformacion angubr maxi­

ma. 

8. 	 Roseta con cuatro extenso metros. Las d eformaciones que s e miden con una roseta. tijada a un cuerpo. son 

Eoo = -100 xl 0 -1\, &"5' =720 xi 0-0 y &,}5' =630 xl O-{). yademas, ,LL = 0,25 Y E = 30 [GPa]. Halle la lectu­

ra que debe registrar un cuarto extensometro ubicado en e= 90°, las de formaciones principales, la deformacion 

angular maxima, las tensiones principales y sus direcciones, y la tension cortante maxima. 
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3.4 Relaciones tension deformacion 

1. 	 Defonnaciones conocidas. Si, en un punto de la superficie de un cuerpo, E.. = 500 xl 0-6 , 

S)' = 150 x 10-6, r..,. = -350 xl 0-6, 0'. = 0, E = 70 [GPa] y p. 1/3, halle las tensiones y las direc­

dones principales en el mismo punto, y la tension cortante maxima. 

2. 	 Defonnaciones conocidas. Si, en un punto de la sup e rficie. de un cuerpo, E .. = -400 X 10-6 I 

sr = 200 X 10-6. r 1) = -600 X 10-6, O"z = 0, E = 200 [GPa] y p. 0,3, haUe las tensiones y las di­

recciones principales en el mismo punto, y la tension cortante m.a.xima. 

3. 	 Deformacion angular maxima. Si en un PWlto de Wla lamina tensionada; en la que E = 300 [GPa] y 

p. = 1/4, 	se sabe que la deformacion angular rruLxima es r...m = 5 x 10-' Y que la suma de las tensiones 

normales en dos pIanos perpendiculares que pasan por ese punto es de 40 [MPa], hal1e las magnitudes de 
las tensiones principales en el punto en cuestion. 

4. 	 Compresion de un bloque. A.1 someter a compresion Wl cilindro de cierto material, el diametro original, 

d = 0.15 [m], se incrementa en L1d = 1,27 x 10-5 [m], y la longitud original, 1= 0,30 [m], disminuye en 

Lli = 2.794 x 10-4 [m], bajo una carga de compresion centroidalmente aplicada, de P = 232 x 10' [N]. 

Halle d modulo de Young, E. y la relacion de Poisson, f.1, del material. 

5. 	 Tensor de deformaciones. Si E = 70 (GPa] y p. = 1/3, hallar las tensiones principales y sus direccio­

nes, y la tension conante maxima, cuando, con referencia a ejes ",\:1'"2, se conoce el tensor de deforrnncio­
nes: 

3-1 1]

£=1-1 	 2 2 xlO-4 

2 1 

6. 	 Deformacion lineal nula. Una lamina rectangular delgada, elastica, cuyos lados se orieman en las direc­
dones de los ejes XY y en la que el modulo de Poisson es jJ.:::: 1/3. se somete a una tension umfomle de 

tracci6n, 0"0, en los bordes perpendiculares al eje Y. Halle el angulo, medido con respecto al eje X. en el 
que debe ponerse un extensomerro sobre la superficie de la lamina para que mida una deformacion nula. 

7. 	 Prisma rectangular tensionado. Uno de los vertices de un prisma rectangular, de longirud 0.100 [m], es 
el origen de coordenadas. tres je sus aristas coinciden con los ejes ..rITZ y la seccion recta del mismo es un 
rectit.ngulo~ cuyos lados miden 0,040 [lJ1] y 0,025 [m] en la direcciones, respectivamente, de los ejes Y y Z­
En las caras del 50lido que son normales al eje Y obra la tension uniforme 0;., y en las nonnales al eje .'(1a 
tension normal uniforme fJ.r' Si O"x = -180 [~IPa], halle el valor de 0;. para el eual es ..::ero el cambio en e1 

lado del prisma paralelo al eje Y, el cambio en el area de las caras del cuerpo paralelas al plano XZ y el 
cambio de volwnen del mismo. 

8. Circunferencia en lamina tensionada. Uno de los vernces de una lamina cuadrada, de lado 
I:::: 025 [m] yespesor l = 0.02 [m], es el origen de coordenadas y dos de los lados del cuadrado coin­

ciden con los ejes .'(Y; en aqudla, E = 70 [GPa] y p. =1/3. Y sobre la misma se dibuja una circunferen­

cia. de radio R 0,10 [m], concentrica con el cuadrado. Si en los bordes de la lamina se aplican las ten­

siones CJ'x = 50 DvlPa] y 0", =100 [MPa], halle los cambios de longitud en los diametros de ta circunie­

rencia que son paralelos a los cJes XY, y los cambios en el grueso de la lamina y en el volumen total. 
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9. 	 Circunferencia en lamina tensionada. Uno de los vertices de una Himina cuadrada, de lado 
1= 0,50 [m] yespesor t::: 0,02 [m], es el origen de coordenadas y dos de los lados del cuadrado coin­

ciden can los ejes ..IT; en aquella, E = 210 [GPa] Y II::: 0,28, Y sobre la rnisma se dibuja una circunfe­

rencia, de radio R ::: 0,15 [m], concentric a con el cuadrado. Si en los bordes de Ia lamina se aplican las 

tensiones (J'~ =160 [MPa], (J'y:::20 [MPa] Y 1'i)'=-lOO [MPa],.~alle las caracteristicas geometricas 

que derIDen la curva en la que se trans forma la circunferencia Y los cambios en el grueso de la himina Y en 
el volumen total. 

10. Esfera sumergida. Una esfera de acero macizo, de dhlmetro d::: 0,100 [m], J1::: 0,3 y E::: 200 [GPa], 

se sumerge en el mar donde la presion del agua es de Po 90 [MPa]. Halle las disminuciones en e1 dia­

metro y en el volumen de la esfera. y el incremento porcentual en la densidad de la rnisma. 

11. 	Energia de deformacion. Si, con referencia a ejes ..¥YZ, se conoce el estado de tensiones en un punta de 
un cuerpo: 

ax 1':ry rr= ~J 
(j= 1'i)' (J'y '.1: 

[ 
1'.rt 	 1';: a, 

halle, en ese punto, la expresion ~e la energia de deformacion por unidad de voiumen y a 10 que esta se 
reduce cuando el estado de tensiones es principal. 

12. 	Energia de deformacion. Halle la energia de deformacion por unidad de volumen en un punta de un 
cuerpo, en el eual E 200 [GPa] y G::: 100 [OPal, cuando, en esc punto: 

f
lO -5 20] 

cr::: -5 20 -4 [MPa] 

l20 -4 10 

13. Cambio de volumen sin 	deformacion. Si, con referencia a ejes XYZ. se conoce ei esmdo de tensiones 
principales en un punto de un cuerpo: 

0 	 0 

(j::: I 0 (J'z 0 

0 	 o (J') 

halle, en ese punto, las tensiones principales del tensor que produce cambia de forrrta y no de volumen. 

14. 	Energia de distorsion. Si, co~ referencia a ejes .ITZ, se canoce el estado de tensiones principaies en un 
punto de un cuerpo: 

CTl 0 0 l 
(J = 0 CT, 0 i 

-	 I 
o 	0 CT 3J 

halle, en ese punta, la expresion de la energia de distorsion por unidad de volumen, 



19 

15. Prisma ehistico en una zanja. En un macizo solido y semiinfinito, indefonnable y de superficie horizon­
tal, se abre una zanja, con fonna de prisma rectangular yen cuyas paredes lisas no se desarrolla friecion, y 
se llena, homogeneamente, con un material ehistico, de modulos E y f.1, al cual se Ie aplica en la superficie 
una tension uniforme de compresion,. 0-0. Halle, en las direeciones de las aristas de la zanja, las deforrna­
ciones y tensiones que obran en un punto cualquiera del material, asi como la tension cortante maxima en 
el punto. 

5. 	 Placa elastica entre paredes rigid as. Una plaea rectangular, de lados a, b y espesor d, se coloea entre 
dos paredes rigidas y paralelas, separadas la distaneia d. Si la placa es de un material elastico, de modulos 
E y j1, esta sometida a tensiones normales de traecion, uniformes e iguales a 0"\, en las caras de longitud a, 
y de compresion, uniformes e iguales a 0"2, en las caras de longitud b, halle la presion que la placa ejerce 
sobre las paredes y el cambio de volumen de aquella. 

6. 	 Cubo elastico en una zanja. En un macizo solido y serniinfinito, indefonnable y de superficie horizontal, 
se abre una zanja, con forma de prisma rectangular y en cuyas paredes lisas no se desarrolla friccion, en la 
que se coloca, en contacto con las paredes laterales y el piso de aquella, un cuba de un material elastico, 
de modulos E, j1 Y Ct, con Ct el modulo de dilatacion termica, al eual se Ie aplica en la superficie una ten­
sion uniforme de compresion, 0"0, y se incrementa la temperatura en LiT. Halle, en las direcciones de sus 
aristas, las deformaciones y tensiones que aparecen en un punto eualquiera del cubo, asi como la tension 
cortante maxima en el punto. 

7. 	 Esquisto fisurado. Un macizo semiinfmito y de superficie horizontal esta constituido por un esquisto, 
cuyo peso especifico y modulo de Poisson son w = 25 [kN 1m)] y j1 = 0,2. Si la tension cortante maxi­

ma que el material soporta antes de fracturarse es Tv 4 [MPa], calcule la profundidad a partir de la eual 

Ia roca se encuentra fisurada. 
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CAPiTULO 4 

FUERZA AXIAL 

4.1 Tensiones normales, deformaciones y desplazamientos.;f 

1. 	 Plano de inclinacion desconocida. Si en el centro ide de la sec don recta de una barra prismatica vertical, apoya­
da en el sueIo, se aplica una fuerza de compresi6n, P, y las tensiones que aparecen en un plano de In barra que 
forma con el horizontal el Angulo diedro pson (T =,-10 [MPa] y r = 4 IMPa], halle el valor de ese angulo y la 

maxima tension de compresion en la barra. 

2. 	 Cambio de volumen en una barra cilindrica. Una barra cilindrica, de "longitud t, area A, peso especifico w y 
modulo de Young E, esta colgada de un techo rlgido y sometida a una fuerza axial de traccion, Fa, en su extremo 
libre. Halle el alargamiento total de la barra y su cambio de volumen. 

3. 	 Cambio de volumen en una barra tronconica. De un techo rlgido se sostiene una barra que tiene forma de 
tronco de cono, de longitud 20R; e1 radio dela seecion recta en contacto con el techo es 2R y en la del extremo 
libre es R, el modulo de Young es E y el de Poisson f.1, y el peso especifico del material es cu, Halle el alarga­
miento total de la barra y el cambio en el volumen.. 

4. 	 Columna deigual resistencia. Una columna de revolucion, ap'oyada en el piso, esta sometida a su propio peso, 

de peso especifico w, y a una fuerza -~F'o aplicada en el centro de la secdon del extremalibre.Siia tension 

normal en cada sec cion recta de la columna debe ser uniforme, balle la fonna como debe variar el radio de las di­
ferentes s ecciones r ectas de aquella, el acortamiento total de la misma y la energia potencial elastica; dibuje, 
ademas, el diagrarna de carga axial. 

5. 	 Seccion de minima tension. Una columna con la forma de un tronco de cono, de altura It, radio R en la base 
superior y 2R en la inferior, esta apoyada en el piso y sometida a su propio peso, de peso especifico 'W, y a una 

fuerza - ~F'o aplicada en el centro de 1a seccion del extremo' hore. Halle la seccion recta del trQncoide en d~nde. 

la tension normal es minima y el radio deesa section. 

6. 	 'Cambio de longitud de una barra. Una b~a prismatica, horizontal y en equilibrio, ABeD, de longitud 61, area 
A y modulo de Young E, en el extremo A(O), en el extremo D(6I) yen los puntos intermediosB(3I)y C(5I) esta 

sometida, respectivamente, a las fuerzas axiales -~3F, ~2F, ~2F, Y -1; . Halle el cambio de longitud de in 

barra. 

7. 	 Fuerzas desconocidas en una barra. Una barra prismatica,horizontal y en equilibrio. ABeD, de longitud 15/, 
area A y modulo de Young E, en el extremo A(Q)~ en el extremo D( lSI) Yen los puntos intermedios B( 41) YC(9l) 

esta sometida, respectivamente, a las fuerzas a."riales -:~F;, IF:, ~F; y -~F;. Si 

1=1 [m], A=2,Ox10-J [ml], E=2,Qx101l [pa], F;. =50 [kN], F; =25 [kN] Y laelongaciontotaldela 

barra es 0 = 1,8 X 10-3 [m], halle FJ y F;; 

8. 	 Tira tronconica. De una placa metalica, de espe:sor a, se cortan las tiras 1 y 2; la 1 tiene ancho constante 2a y 
longitud I!. y la 2 tiene ancho 3a en un extremo, a en el otro y longitud I:.. Si ambas tiras se sometena la misma 
carga axialde traccion, P, halle la relacion entre las longitudes respectivas para que se estiren 10 mismo. 

9. 	 Relacion u-s lineal e inbomogenea. Una barra prismatica, de longitud t. con seccion rectangular, de lados b y 
2b, estii sometida a una fuerza axial, P; con referenda a un sistema de coordenadas, de origen en el centroide de 
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la sec cion, eje X normal a esta y eje Yen la direccion del lado largo de la misma, la relacion constitutiva del ma­
terial es: 

cr(x,Y) = E.[2 - (i)1 
,/ 

donde Eo es uniforme. Halle en fimcion de Eo, b y P, suponiendo que las secciones planas se mantienen planas, 0; 

el alargamiento de la barra y su energia potencial. .: f 

10. 	Columna compuesta. Una colunma compuesta, ABC, tiene libre el extremo A, donde se aplica una fuerza axial 
dirigida hacia arriba, F, se apoya en el piso en C, y esta forrnada por dos barras cilindricas, coaxiales y verticales, 
la 1 0 AB y Ia 2 0 BC,que se unen en B, donde se aplica otra fuerza axial, dirigida hacia abajo, Q. Si 
Q = 150 [kN], y las longitudes, radios y modulos de Young de las barras son 1,511 = 12 = 0.9 [m], 

2Rl =R2 =0,05 [m] y EI = E2 = 210 [GPa], haile el valor de F para que la movimiento del punto A sea cera, 

y Ia deflexion del punto B. 

11. 	Estructura critica. Dos barras rectas, AB y BC, articuladas a sendas paredes vertic ales en A y C, yentre sf en B, 
originalmente horizontales, que se suponen sin' peso, cuyas areas, longitudes y modulos de Young valen 

A=2,Oxl0-' [m2
], 1=1,5 [m]·y E=2,Oxl0 11 [pa], sesometenaunafuerzavertical, F=100 [N], aplica­

da en el punto camtin, B. Halle el desplazamiento vertical de By Ia fuerza que toma cada barra. 

. 12. Dos barras rigidas horizontales apoyadas entre si. Dos barras rectas, originalmente horizontales y rigidas, AC 
y CD, estan articuladas a sendas paredes vertic ales en los puntos A(O, 0) YD(6a, 2R), y se apoyan entre si, en el 
punto C(3a, 0), mediante un rodillo de radio R; ademas, en el punto B(2a, 0), la varilla BE, articulada al techo en 

el punto E(2a, 3a) ya la barra AC, ayuda a soportar la fuerza -~W, aplicada ala barra CD en el punto F(4,5a, 

2R). Si W = 6 X 104 [N], a = 1 [m] y, de Ia varillaBE, E = 200 [GPa] y A = 3 X 10--1 [m2], halle el despla­

zamiento vertical del rodillo ubicado en el punto C. 

13. 	Armadura plana de dos barras. Una armadura plana y vertical, articulada a una pared en los puntos.A(O, 0) y 
B(O, Jz), esta fonnada por las barras AC y BC articuladas en C, las cuales tienen igual area y material, de modulo 

E; ademas, en C se aplica la fuerza, -~W. Si el cingulo que la barra AC define con Ia pared es de 300 y el de ia 

barra BC es de 45°, halle la posicion deformada del punto C. 

14. 	Armadura plana de dos barras. Una armadura plana y vertical, articulada a una pared en los puntos A(O, 0) Y 
B(O, h), esta formada~por las barras AC y BC articuladas en C, las cuaies tienen igual area y material, de modulo 

E; ademas, en C se aplica la fuerza, -~W. Si el angulo que Ia barra AC defme con la pared es de 60° y el de la 

barra BC es de 1200
, halle la posicion deformada del punto C. 

15. 	Armadura plana de dos barras. Una armadura plana y vertical, articulada a soportes rigidos en los puntas A(a, 

b) y C(a, -d), esta formada por las barras AB y CB articuladas en B(O, 0), las cuales tienen igual area, A, y mo­

dulo de Young, E; ademas, en B se aplica la fuerza, -~W. Si a =b = 2.121 [m], d;;:;; 1 [m], A 3 x 10-4 [m:1 

y E 200 [GPa], halle Ia posicion defo~da del punto B. 

16. 	Armadura plana de dos barras. Una armadura plana y vertical, articulada'a sopones rigidos en los puntos A(O. 
0) YC(a, -b), esta formada por las barras AB y CB articuladas en B(a, 0), las cuales tienen igual area, A. y mo­

dulo de Young, E; ademas, en B se aplica la fuerza,' F= Fo(~cosB+ ~sen B). Si a = 1.5 [m], b;;:;; 0,8 [mI. 

A = 6 x I 0-' [m~] y E = 200 [GPa], halle el valor de Bpara el cual1a deflexion del punto B es hacia arriba y a 

la derecha, a 10 largo de una linea que hace un angulo de 45 0 con la horizontal, y esa deflexion. 
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17. Armadura cuadrada de cinco barras. Con cuatro barras de iguallongitud, I, se forma una armazon cuadrada, y 
una quinta barra ocupa una de las diagonales de aqucUa; las cinco barras estan articuladas en sus extremos, tienen 
igual area, A, y el mismo modulo de Young, E. Si dos fuerzas de traccion, opuestas entre si e iguales a Fo, se 
aplican en los vertices. del cuadrado que corresponden a la otra diagonal, orientadas a 10 largo de la misma, halle 
la separacion que experimentan esos vertices. 

18. Puente militar. Al articular entre si 11 barms iguales, de longitud I, area A y modulo de Young E, que defmen 5 
triangulos equilateros, se construye un puente militar, cuya base, ABCD, cubre una luz de 10ngitud 3/. En A(O) el 
puente se apoya en una articulacion y en D(3l) en un apoyo de patin, yen los verticesB(l) y C(2l) se aplican, 
respectivamente, 1 as fuerzas verticales 3 F Y 5F. Sis e d esprecia e 1 peso del puente y se sabe que 1= 6 [m], 

A = 45 X 10 4 [m2
], E = 200 [GPa] y F = 100.000 [N], halle el movimiento horizontal del apoyo D. 

4.2 Uniones 

1. 	 Resistencia de una union encolada. Una barra prismatic a, de seccion rectangular y cuyos lados miden 0,05 [m] 
y 0,08 [m], esta sometida a una fuerza axial de traccion, P; la barra sc forma al cncolar dos segmentos longitudi­
nales a 10 largo de un plano que forma un angulo de 25° con el eje de aqu611a. Si las tensiones adrnisibles para la 
union y para el material de la barra son O"IIW =2 [Mpa], Tuw = 1 [Mpa], a lM =20 [Mpa] y Tuw 2 [Mpa], 

halle ell'IlIDcimo valor que puede tomar P. 

2. 	 Union de dos platinas. La platina. 1, de ancho = 0,12 [m] y espesor ~ = 0,02 [m], se une por medio de un Q1 

traslapo a la platina 2, de ancho ~ 0.12 [m] y espesor ~ = 0,015 [m], el cual se asegura con dos pemos, de 

diametro d, y el conjunto sopona una fuerza axial de traccion P =1 x lOS [N]. Si el traslapo es 10 suficientemen­

te largo para evitar desgarres y se desprecia la concentracion de tensiones debidas a los huecos, halle el valor 
aceptable del diametro d, sabiendo que las tensiones admisibles al corte en los pemos, a la traccion en las plati­
nas y al contacto entre el perno yestas son, respectivamente, 100 [MPa], 150[MPa] y 300 [MPa]. 

3. 	 Union de dos platinas. La platina 1, de ancho Q1 = 0.13 [m] yespesor 4 0,025 [m], se une por medio de un 

traslapo a la platina 2, de ancho Q1 =O.13.JmJ yespesor t2 = 0,020 [m], el cual se asegura con dos pernos, de 

diametro d = 0,025 em], y el conjunto soporta una fuerza axial de traccionP. 3i el traslapo es 10 suficientemen­

te largo para evitar desgarres y se desprecia la concentracion de tensiones debidas a los huecos, halle el maximo 
valor de P, sabiendo que las tensiones admisibles al corte en los pemos, a la traccion en las platinas yal contacto 
entre el perno y estas son, respectivamente, 60 [MPa], 140[MPa] y 110 [MPa]. 

4. 	 Union de tres platinas. La platina 1, interna, de ancho ~ = 0,12 [m] y espesor ~ = 0.02 [m], se nne por medio 

de un traslapo a las platinas 2, extemas, de ancho =0.12 [m] yespesor t2 = 0,015 [m], el cual se aseguraQ2 

con dos pernos, de diametro d, y el conjunto soporta una fuerza axial de traccion P = 1 xl 0 5 [N]. Si el traslapo 

es 10 suficientemente largo para evitar desgarres y se desprecia la concentracion de tensiones debidas a los hue­
cos, halle el valor aceptable del diametro d, sabiendo que las tensiones admisibles al corte en los pernos, a la 
tracci6n en las platioas y al contacto entre el perno y estas son, respectivamente, 100 [MPa] , 150[NIPa] y 300 
[MPa]. 

4.3 Magnitudes maximas 0 minimas en barras isostaticas 

1. 	 Fuerza axial maxima. Una barm circular de pequeiia longitud, de radio R = 0.03 [m], esta fonnada con un 

material cuyas tensiones admisibles a traccion y compresion son a"1 =100 [Mpa] y CT".. = 40 [Mpa]. Halle la 

maxima fuerza axial que puede aplicarse a traccion y a compresion. 
, 

2. 	 Diseiio de una barra compuesta. Una barra cilindrica, de longitud 1, peso especifico lV, modulo de Young E y 
tension admisible CT." esta colgada de un techo rigido y sometida a una fuerza axial de traccion, Fa, en su extremo 
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libre. Halle el area minima de labarra y su alargamiento total cuando 1== 20 [m], (j) = 7,8 X 104 [N 1m'], 

E =200 [GPa], O'w == 60 [MPa] y Po = 60.000 [N]. Si la barra anterior se compone de dos trozos, de 10 [m] 

cada uno y seccien circular, balle los diametros minimos que debenin tener esos trozos, el alargamiento total de 
la barra compuesta y el ahorro de material, con respecto a la barm cilindrica, que se obtiene. 

3. 	 Angulo rigido. En una barra rigida, ABC, doblada y que forma un angulo'recto, el punto B(O, 0) es el vertice del 
angulo y se apoya en una articulacion, la 10ngitud dellado AB es 31 y la del/lado BC es I; ellado AB de la barra 

es horizontal cuando en el punto A(31, 0) se aplica una fuerza vertical -~Q, mientriis que elpunto C(O, /) se 505­

tiene del punto DC-6/, /), de una pared, mediante una barra DC, de longitud 6/, area A y modulo de Young E. Si 

1== 0,3 [m], Q = 1000 [N] Y E =210 [GPa], y al aplicar en el punto A una fuerza adicional -~P, donde 

P = 4.000 [N], la de flexion vertical de ese punto es 8 = 0,003 [ml, halle-el area de la barra CD. 

4. 	 Armadura rombica de cinco barras. Con cuatro barras iguales se forma una annazon rombica, cuyas diagona­
les tienen longitudes a y b, y una quinta barra ocupa la diagonal mayor de aquella; Rl es el radio de las barras que 
forman el rombo, R2 es el radio de la que ocupa la diagonal, y las cinco barras estan articuladas en sus extremos. 
Dos fuerzas de traccion, opuestas entre sl e iguales a F, se aplican en los vertices del rombo que corresponden a 
la otra diagonal, mediante sendos cables de radio R3, orientadas a 10 largo de la misma; la tension adrnisible para 
las barras que forman el rombo y los cables es awl Y para la varilla que ocupa la diagonal es O'w2' Si 
a = 0,48 [m], b = 0,36 [m], RI = 0,010 [m], R-z = 0,024 [m], R3 = 0,012 [m], 0',.,. = 180 [MPa] y 

a w2 = 60 [MPa], halle el mayor valor que puede tomar F. 

4.4 Maquinas y presion de contacto 

1. 	 Barra rotante. Una barra prismatic a y horizontal, de longitud I, area A, modulo de Young E y peso especifico w, 
rota en un plano horizontal, con frecuencia constante f, alrededor de un eje vertical que pasa por el punto medio 
de la barra. Si el alargamiento total de 1a barra debido a 1a rotacion es 0, halle f y la tension normal maxima en 
aquella, a: 

2. 	 Tiovivo. EI carrito de un tiovivo y su pasajero tienen una masa total M y aquel se desliza sobre una superficie 
plana, muy lisa, arrastrado por una barra prisrn.atica y horizontal, de longitud t, area A, modulo de Young E. ten­
sion adrnisible O;v y peso especifico w, que esro empotrada en un eje vertical y rigido, de radio a. el cual rota con 
frecuencia constante f Si el carrito y su pasajero se consideran como una masa puntual unida al extremo de la ba­
rra horizontal, halle el area minima que debe tener esta y su alargarniento total. 

3. 	 Tubo rotante que se calienta. Si un tubo delgado, de espesor t, longitud t, radio en la linea media R, modulo de 
Young E y modulo de dilatacion termica a, rota, con respecto a su eje, con velocidad angular ()) y se somete a un 
incremento de temperatura LiT. halle el incremento del radio del tubo y la tension anular que se desarrolla en este. 

4. 	 Presion de contacto entre aros. Dos aros delgados tienen iguales el espesor t, el ancho I, y el modulo de Young 
E, y a la temperatura del ambiente el diametro exterior de uno es D mientras que el dhimetro interior del otro es 
menor y vale (I -111500 )D. Si al calentarlos se logra que el primer aro entre en el segundo, halle la presion de 

contacto que se desarrolla entre ambos. 

5. 	 Presion de contacto entre tubos. Al calentar un tubo de cobre a la temperatura de 135°C se acomoda exacta­
mente sobre un tubo de acero cuya temperatura es de 20°C. Si la longitud, el radio de la superficie de contacto y 
el espesor de los tubos son 1=1 [m], R = 0,5 [m] y t = 0,005 [m], y de los materiales se conoce que 

a c =16,5xl0-6 [lJoC], Ec =110[GPa], aa=12.5xlO-o[lJoC] y E",=210[GPa], hallelapresiondecon­

tacto entre los tubos y la tension anular en cada uno cuando la temperatura comun se sostiene en,20°C; rep ita los 
calculos cuando esa temperatura se reduce a O°Cy determine la temperatura para la cuallos tubos estan a punto 
de despegarse. 
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6. 	 Presion de contacto en tubo relleno. Una columna compuesta, apoyada en el piso, esta formada por un tubo, el 
material 1, Yun micleo, el material 2, perfectamente adheridos entre si, y sostiene una tabla rigida sabre la que se 
coloca un peso W. cuya linea de aecion coincide can el eje de aquelIa. Si el espesor del tubo y el diametro de su 
mic1eo, y la longitud, el modulo de Young y el modulo de Poisson de los materiales cumplen: 30tl = D].1 ~ = 1

2 
, 

EI = 2E2 Y PI =1,2P2' balle la parte de W que torna eada material y, suponiendo que no hay friccion entre las 

superficies eilindricas, Ia tension de contacto entre el tuba y el nueleo. 

4.5 Column as hiperestaticas 

1. 	 Tabla apoyada en dos columnas concentricas. Un tubo cilindrico, de radio interior R2• 

exterior R3 y modulo E h es coaxial con un cilindro macizo, de radio R I Y modulo E I; e I 
conjunto est a apoyado en el suelo, tiene altura h y soporta-una tabla horizontal rigida. Si 

sobre la tabla aetua la fuerza -1w, aplieada en el eje comun de los cilindros, halle, sin to­

mar en euenta el efeeto debido al modulo de Poisson en las deformaciones y tensiones ra­
diales de la columna, el aeortamiento de estos. 

2. 	 Tabla apoyada en dos columnas contiguas. Una columna euadrada, de lado 2a y altura h, se forma con dos 
materiales distintos y contiguos, el 1 y el 2, de secciones rectangulares y lados a y 2a; entre los modulos de 
Young de los materiales y las tensiones admisibles respectivas se ciIInple que EI/E2 = 1/3 Y 0''''1/0''''2 = 1/4. Si 

sobre la sl,lperficie de la columna se pone una tabla horizontal y rigida, sobre la que obra la fuerza -1W, y se 

supone despreciable el peso de la columna, halle el punto de la tabla en el que se debe aplicar la fuerza para que 
aquella se mantenga horizontal, y el valor minimo que puede tomar a. 

3. 	 Columna de hormig6n reforzado. Una columna de hormigon reforzado soporta una fuerza axial de compre­
sion, F. Si el modulo de Young del hormigon y el acero estin en la relacion de 1: lOy sus areas en la relacion 
10:1, halle Ia pore ion de F que torna cada material. 

4. 	 Columna de hormigon reforzado. Una columna rectangular, de lados a y b, y altura Iz, se eonstruye de hormi­
gon reforzado con n varillas de acero, simetricamente repartidas en la sec cion recta y de diametro d. para sopor­
tar una fuerza axial de compresion F. Si se sabe que b =0,25 [m], h = 1.5 [m], d = 0,02 [m], F = 1 (M)Jl, 

Ea=210 [GPa], Ec 25 [GPa], (T"" =100 [MPa] y 0',..,=12 [MPa], halleelvalordeayelnumerodevari­

Has de acero que deben usarse para soportar la fuerza aplicada, y el acortamiemo de la columna. 

5. 	 Tabla apoyada en tres columnas contiguas. Una columna rectangular, de lados a y 7a. y altura lz, se fonna con 
tres bloques de rnateriales distintos, contiguos y eonsecutivos, ell, el 2 y el 3, de la rnisma altura h y cuyas sec­
ciones reetas tienen, respectiva:v1enre, lados a y a. a y 4a, yay 2a. Los modulos de Young y las respectivas ten­
siones admisibles de los materiales son El = 200 [GPaJ y 0'.1 = 140 [NIPa], £2 =70 [GPa] " 

0'''12 =70 [MPa], y E) =140 [GPa] y O"w3 =110 [MPa]; donde, a =0.05 [m). Si sobre la superficie de la co­

lumna se pone una tabla horizontal y rigida, sobre la que obra 1a fuerza - ~W, Yse supone despreeiable el peso 

de la columna, halle el punto de In tabla en el que se debe aplicar la fuerza para que aqueUa se mantenga honzon­
tal, y el maximo valor de W 

6. 	 Tabla apoyada en tres column as concentricas. Una columna eilindriea, de radio R) 0) 00 [m], apoyada en 

el suelo, soporta una fuerza de compresion Fa = 10.000 [N], aplicada a 10 largo del eje de aquella mediante una 

placa rigida soldada en su extremo libre. La columna esta formada por un nueleo cilindrico circular de material 1. 
rodeada por tubos ciHndricos y coaxiales de los materiales 2 y 3, perfectameme adheridos entre sL El radio del 
material del nueleo es R, 0,050 [m], el radio exterior del material 2 es R~ = 0,075 (m], y los modulos de 

Young correspondientes son ~ = 210 [GPa], £2 =105 [GPa] y E) =125 (GPaJ. Calcule, sin tomar en cuenta 

el efecto debido a1 modulo de Poisson en las deformaciones y tensiones radiales de la columna, las tensiones 
normales axiales que se desarrollan en cada uno de los tres materiales y el aconarniento total de la columna. 
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7. 	 Tabla apoyada en tres colunmas. Una tabla horizontal y rigida, que soporta una fuerza vertical W, esta apoyada 
en el piso por medio de tres columnas, de iguales modulo de Young y area, E y A. separados entre si la distancia 
I, pero de diferente longitud; esta en la primera es I, en la segunda 2/, y 31 en la tercera. Si 1= 0,5 Em], 

W =1,35 x lOS [N] Y E = 10 [GPa], halle la distancia que debe haber entre la primera colUIIUla y la fuerza ver­

tical para que la tabla permanezca horizontal. 

8. 	 Columna pretensada. Varillas de acero, rectas, paralelas y horizontale~,. estan unidas ados placas rigidas a las 
que se aplican sendas fuerza de traccion, Qo. hasta que en las varillas se a1canza una tension '0-0; luego se agrega 
hormigon entre las placas para formar una columna de hormigon reforzado. Despues de que fragua e1 hormigon y 
este alcanza su resistencia fmal se retiran las fuerzas traccionantes, Qo, y se obtiene una colUIIUla pretensada. Si, 
en la columna, los modulos de Young del acero y e1 honnigon estan en 1a ~e1a9ion de 12:1 y sus areas en la de 
1:15, halle las tensiones residuales en ambos materiales. 

9. 	 Columna colgada y articulada a una barra horizontal. Una columna vertical, ABC, formada por dos segmen­
tos que tienen el mismo modulo de Young, E, esta colgada y empotrada en el punto A(O, 0) a un tecbo rigido; el 
primer segmento, de area A\ y longitud Ij, se extiende basta el punto B(O, -/\), y el segundo segmento, de area Az 
y longitud 12, hasta el extremo libre CEO, -(/1 + 12)], donde se aplica la fuerza -iF;; ademis, una barra rigida y 

horizontal, DEB, articulada a la columna en el punto B, esta apoyada en un patin en el punto E( -/2, -II) Ytiene 

libre el extremo D( -3/2, -1\), donde se aplica la fuerza -if;. Halle la razon F\IF2 para que el desplazamiento 

vertical en el punto C sea cero. 

10. Calor sobre columna compuesta. Una columna compuesta, apoyada en un piso rigido, esta formada por un tubo 
hueco, de material 1, que contiene a un cilindro macizo coaxial, de material 2; el conjunto esta sometido a una 
carga axial de compresion, W = 25 x 1 O~ [N], aplicada por medio de una placa rigida, que obra a 10 largo del eje 

de la columna compuesta. Si el area de la seccion recta, la longitud, el modulo de Young y el coeficiente de dila­

tacian termico de los cilindros cumplen: 3 ~ = Az = 60 x 1 O~ [m2], ~ = I: = 6 [m], 2EI =£2 :: 200 [GPa] y 

a = 2a: = 20 xl 0-<> [1r C], balle el incremento de temperatura necesario para que toda la carga descanse, jus­l 

tamente, solo sobre el nuc1eo macizo. 

4.6 Cuerpos rigidos e biperestaticos, soportados por cables 0 barras 

1. 	 Barra rigid a colgada de dos cables. Una barra rigida y horizontal, de longitud I, esta suspendida de un techo· 
por medio de dos cables verticales atados a sus extremos, y aunque los cables tiene igual seccion recta y longitud, 
los modulos de Young son £\ Y£2- Halle la distancia, medida desde un extremo, en donde debe aplicarse una 

fuerza vertical, - ~W, para que la barm pennanezca horizontal. 

2. 	 Barra rigida colgada de tres cables. Una barra horizontal y rigida esta colgada del techo por medio de tres 
cables vertic ales, de iguales modulo de Young, area y tension admisible, £. A Y 0;\, separados entre si !a distancia 
I, pero de diferente longitud; esta en el primero es 0,61, en el segundo O,SI, y I en el tercero. Si a una distancia 

1,21 del cable mas corto se aplica a la balTa el peso - ~W, halle la fuerza que torna cada cable y el menor valor 

que puede tener A. 

3. 	 Barra rigida colgada de tres cables. Una balTa horizontal y rigida, de longitud I, esta colgada del techo por 
medio de tres cables vertic ales, los cables 1, 2 Y 3, separados entre si la distancia 112. Si las longitudes, areas, 
modulos de Young y tensiones admisibles de los cables, cumplen 2/t = 12 = 2/=, 2~ = 3.~ == 2AJ , 

3£. =E: = 3E) Y 2C1':w = 0'2 •. = 20'J .... , Y a una distancia 113 del cable 1 se aplica a la tabla el peso -~W, halle la 

fuerza que toma cada cable y el menor valor que puede tener A. 
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4. 	 Barra rigida colgada de tres cables. Una barra rigida, de longitud 2a y peso W 200 [N], esta colgada del 

techo por medio de tres cables verticales, de longitudes iguales a I y separados entre si la distancia a; los cables 
exteriores son de acero y el central de aluminio, y la barra soporta una fuerza vertical, F, dirigida hacia abajo y 
aplicada a la distancia b = 0,4a de un extremo de aquella. Si los diametros, modulos de Young y tensiones ad­

misibles de los cables son dDC = 0,004 [m] y d",,;;::: 0,005 [m], EDt: =200 [GPa] y E,,; =70 [OPal, 

(Y>m/ =140 [MP a] y 0',,01 = 105 [MPa], halle el valor ma:umo que puede ;amar 1a fuerza F. 
I 

5. 	 Barra rfgida colgada de tres cables. Una barra rigida, de longitud"21 y peso W =800 [N], cue1ga del techo 

suspendida de tres cables verticales, de longitudes iguales a I y separados entre 51 1a distancia b; los cables extc­
riores son de acero, con EOt-' = 210 [GPa], 0'...", = 140 [MPa] y diametro dDC 0,003 [m], y el central es de 

aluminio, con EaJ = 70 [GPa] Y ()>m/ = 90 [MPa] y diametro d", = 0,00_9 [I?1], Si, ademas, en el punto medio 

de 1a barra actlia una fuerza vertical dirigida bacia abajo, WI> halle el valpr maximo que est a fuerza puede tomar. 

6. 	 Barra rigida oblicua colgada de tres cables. Una barra oblicua y rigida esm colgada del techo por medio de 
tres cables verticales, del mismo modulo de Young, area y tension admisible, E, A Y 0-", separados entre si 1a dis­
tancia b, pero de diferente longitud, ya que los que estan en los extremos distan 2b y b del techo, Si a una dis tan-

cia O,Sb del cable mas largo se aplica a la tabla el peso -1.W, halle la fuerza que obra en cada cable y el menor 

valor que puede tomar A. 

7. 	 Barra rigida co'lgada de cuatro cables. Una barra horizontal y rigida esta colgada del techo por medio de cua­
tro c abies v erticales, de i guales :i rea y longitud, A y 3/. separados entre si 1a distancia I y cuyos modulos de 
Young y tensiones admisibles cumplen E\ = 1,5E2 yO' wi = 20'•. : /3, donde el subindice 1 se refiere a los cables 

externos y el 2 a los internos. Si a Ia barra 5e aplica un par~ de fuerzas verticales y de momento Mo, halle 1a fuerza 
que toma cada cable y el menor valor que puede tener A. 

8. 	 Tabla que soporta una fuerza distribuida. Cna tabla horizontal y rigida, .-\BC, soporta una fuerza distribuida 
por unidad de longitud que varia linealmente desde 0, en el extremo A, basta Po, en el extremo C; la tabla esta 
apoyada en el piso por medio dt: tres barras venieales y coplanares, de iguales modulo de Young, area, longitud y 
tension admisible, E, A. I y 0;" unidas a los puntos A, B y C de aquella; las barras que van a los puntos A y B ;;s­
tan separadas entre 51 Ia distancia 2b, y b las que \'30 a los puntos B Y C. Si b= i Em], ! = 1,5 [rr.1, 

E"", 12 [GPa], Po = 2 xl 0 4 [l'-i . m] y ()~. = 10 [MPa], y se ignora el pandeo sobre las barras venicales, halle 

la fuerza que obra en cada una de estas, el area minima de las mismas, de acuerdo con 1a teoria de Lame y Ran­
kine, y el angulo de inclinacion que Ie queda a Ia tabla ABC despues de las deformaciones de aquellas. 

9. 	 Peso sostenido por tres alambres. Tres alambres de acero, de area A = 12 x 10""" [m:] y modulo de Young 

E = 2 xlO Il [pa], colgados de un mismo punto del teeho, soportan un peso W 8.000 [NJ. Si las lcngintdes 

iniciales de los alambres son I! =25,000 [m], I: = 25.003 [m} y IJ = 25,006 [m], halle las rellsiones en ios tres 

alambres. 

10. 	 Mesa de cuatro patas. Una tabla rigida y cuadrada, de lado a. se apoya por sus vertices en cuatro patas iguales. 
de longitud I, area A y modulo de Young E. Si sobre un punta de 1a mesa, ubicado a 1a distancias al3 y a/~ de los 
costados de una esquina, se aplica un peso W, balle la fuerza intema en cada pam. 

11. 	Tabla hexagonal colgada. Una tabla rigida y horizontal, con la forma de un hexagono regular de lado a, se 
sostiene de un techo rigido mediante 6 barras verticales, aniculadas a los vertices de aqu61, de ~guales longltud [, 
area A, y modulo de Young E. Si en un punto ubicado sobre una de las diagonales de Ia tabla. y que dista al2 del 
venice mas cercano, se cuelga Ull peso W, halle 1a fuerza que loma cada barra. 

4.7 Barras rigidas e hiperestaticas, articuladas y soportadas por cables 0 barras 
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1. 	 Barra rigida sostenida en una articulacion y un cable. Una barra rigida y horizontal. ABC, en el punto A(O, 0) 
esta apoyada en una articulacion, en el punto B(I, 0) esta colgada del techo por medio de un cable de longitud 31 
y radio R, yen el extremo C(4/, 0) dista t, verticalmente, de un punto 0(4/, -t) que se encuentra por debajo. Si 
/ = 0,08 [m], R = 0,001 [m], t = 0,0015 [m] y, en el cable, Ell = 200 [OPal, halle la posicion sobre la barra 

en donde debe colocarse un peso, W = 200 [N], para que ocasione, justamente, el contacto entre C y G. 

2. 	 Barra rfgida sostenida en una articulation y dos cables. Una barra rigida y horizontal, BCD, articulada a una 
pared vertical en el punto B(O, 0), en el punto C(I, 0) esta colgada del punto A(O, /) de la misma pared, por medio 
de un cable, y en el extremo D(2/, 0) esta colgada del punto A, por medio de otro cable. Si'los cables tienen igua­

les area y modulo de Young, y en el punto D se aplica el peso - ~W, halle la fuerza que toma cada cable y 1a que 

se desarrolla en la articulacion. 

3. 	 Barra rigida sostenida en una articulacion y dos barras.. Una barra rigida y horizontal, ABCD, en el punto 
A(O, 0) esta apoyada en una articulacion, en el punto B(l, 0) esta unida a la barra BE, cuyo extremo E(l, f) esta 

atado a una articulacion, en el punto C( 1,51, 0) se somete a la fuerza - ~W, Yen el punto De2l, 0) esta unida a Ia 

barra OF, cuyo extremo F(21, 0,51) esta atado a otra articulacion. Si las barras vertic ales tienen iguales area, A. 
modulo de Young, E, y tension admisible, Oi", calcule el valor minimo de A, de acuerdo con la teoria de Tresca, y 
10 que baja el punto D. 

4. 	 Barra rigida sostenida en una articulacion y dos barras. Una barra rigida y horizontal, ABCD, en el punto 

A(O, 0) esta sometida a la fuerza -~W, en el punto B(3/, 0) se apoya en una articulacion, en el punto C(5f, 0) esta 

unida a la barra CE, de area A y cuyo eXtremo E(S/, -4l) esti atado a una articulacion~ yen el punto D{7/. 0) esta 
unida a la barra DF, de area 2,5A y cuyo extremo F(7l. -5f) esta atado a otra articulacion. Calcule, si 
1= O,IS [m]. W = 32.000 [N] y, en las barras, Eb = 70 [GPa] y 0'w = 150 [MPa], el valor minimo de A y 10 
que baja el punto A. 

5. 	 Barra rigida sostenida en una articulacion y dos barras. Una barra rigida y horizontal, BCD, artieulada a una 
pared vemeal en el punto BCO, 0), en el punto C(I, 0) esta colgada del punto A(I, f) de un techo, por medio de 1a 
varilla 1, en el extremo D(4,5/, 0) esta eolgada del punto E(4.51, 3f) de otro teeho, por medio de la varilla 2, y en 

el punto F(31, 0) se le aplica la fuerza -~W. Halle el maximo valor que puede tomar W, si 1=1 [m] y, en las va­

riUas, EI=85[GPa], ~;12xl04[m2], O'wq,=70PAPa], E2=210[GPa], ,;~=4xlO-l[m~j y 

0'",2 = 125 [MPa]. 

6. 	 Barra rigid a sostenida en una articulacion y dos barras. Una barra rigida y horizontal, ABCD, en el punto 
A(O, 0) esta unida a la barra AE, cuyo extremo E(O, f) esta atado a una articulacion del techo, en el punto B(/, 0) 
esta conectada a la barra BF, cuyo extremo F(l, f) esci unido a una articulacion en el tecno, sostellida par una bi­

sagra en el punto C(21. 0) y sometida a la fuerza - ~W, en el punto D(3/. 0). Si las barras verticales tienen iguales 

area, A, y modulo de Young, E. calcule las reacciones y el lingulo que gira 1a barra horizontal. 

7. 	 Barra rigid a sostenida en una articulacion y dos cables. ena barra rigida y horizontal i\DFB, esta articulada :::. 
una pared vertical en el punto A(O, 0), y soponada, en los puntos D(a. 0) y F(2a, 0), por sendos cables verticales 
DC y FE, de longitudes, diametros, modulos de Young y tensiones permisibles iguales, respectivamente. a: 
d, == 0,004 [m], c'-:. =0,003 [m], II 0,4 [m], ~ =0,3 [m], EI = 72 [GPa], E2 =..+5 [GPaJ, 

0' ~'I 200 [MPa] y 0' ..'2 = 175 [MPa]; aderruis. en el punto B(3a, 0) se Ie aplica la fuerza - ~W. Halle el valor 

maximo que puede tomar W. 
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8. 	Barra rigida sostenida en una articulacion y dos barras. Una barra rigida y originalmente horizontal, 
i ABC, de peso W, en el punto B(O, 0) se apoya en una articulaci6n, en el punto A( -a, 0) esta unido a 1a ba­

ITa AF, de area A y cuyo extremo F(-a, -a) esta atado a un apoyo, yen el punto C(3a, 0) est~ unido ala 
balTa CD, de area A y cuyo extremo D(3a, 2a) esta atado a otro apoyo. Si a = 0,20 [m], 

W =500.000 [N], en las barras Eb =200 [GPa] y o-w = 180 [MPa], y la rotaci6n mixima que puede 

sufrir la balTa es de ema~ = 0,05", calcule el valor minimo de A y 10 que-se mueve verticalmente el punto 

:1 i 	 A. 
II: 
( : 

9. 	 Barra rigida sostenida en una articulacion y dos resortes. Una barra rigida y horizontal, ABCD, esta 
apoyada en una articulacion en B, donde x = 0,50 [m], en un resorte de constante de resorte 

kl = 12.000 [N I m] en A, donde se ubica el origen de coordenadas, yen otro resorte de constante de re­

sorte Is = 40.000 [N I m] en D, donde x = 1,50 [m]. Si una fuerza vertical dirigida hacia abajo, F, se 

aplica en e1 punto C, donde x = 0,90 [m], y el angulo truiximo de rotacion en la barra debido a la accion 

de esa fuerza esti limitado a 2°, balle el valor maximo que puede tomar F. 

4.8 Barras y columnas hipereshlticas empotradas 

1. 	 Barra alineal empotrada en sus extremos. Una barra prismatic a, de longitud 31 y area A, esta erppotrada 

en sus extremos a paredes rigidas; la relacion constitutiva en e1 material es (j' = K&", donde k y n son 

constantes. Si a la barra se Ie aplica una fuerza axial, a la distancia 21 de un extremo y de intensidad F, 
halle las reacciones en las paredes. 

2. 	 Barra empotrada en sus extremos. Una barra prismatica, de longitud 4a, area de la seccion recta, A, y 
modulo de Young, E, esta empotrada en sus extremos a paredes rigidas. Si a la barra se Ie aplican dos 
fuerzas axiales, una a la distancia a de un extremo y de intensidad F, y la otra a una distancia 3a del mis­
mo extremo y de intensidad 2F, halle las reacciones, la tension normal maxinla en la barra y el movimien­
to de su punto medio, y dibuje el diagrama de carga a~<.ial. 

3. 	 Barra compuesta, empotrada en sus extremos. Un eje esta·formado por dos barras prismaticas, coaxia­
les y consecutivas, la 1 y la 2, empotradas en paredes rigidas y que .. soportan una fuerza axial, F, en el pun­
to donde se conectan. Si las longitudes, areas, modulos de Young y tensiones admisibles en tension nor­
mal y cortante de las barras estan relacionas con: ~ =2/p AI =2~, 3EI = E2' r wI = r ...2 = (j'u /2 Y 

2(j',,1 = (j'w2 = (j'o' balle el area de cad a barra y el movimiento del punto de conexion, y dibuje e1 diagrama 

de carga axial. 

4. 	 Calor sobre barra compuesta, con rendija y empotrada. Una barra horizontal; empotrada en una pared 
rigida, est a formada por dos cilindros circulares, contiguos y coaxiales; la 1, en contacto con\a pared, la 
2, unida a la barra anterior y cuyo extremo libre se encuentra, cuando la temperatura es 1'. ;;;: 20.0 C, a 1a 

distancia I) = 5 x 10-1 [m] de otra pared rigida. Si 1a temperatura se :~1crementa en.JT = 140° C Y, el 

area, la longitud. e1 modulo de Young y el coeficiente de dilatacion termico de los cilindros cumplen: 

AI =2,5A2 =2xlO-3 [m~], 1\ =1,2/2 ,=0.3 [m], 3EI =E2 =210 [GPa] y ell =1.5el:,=24x10~/oC, 

halle las reacciones que se desarrollan en las paredes, las tensiones normales en los cilindros y el incre­
·1' 	 mento de longitud en ell. Halle, adernas, la temperatura para la cual la tension en el 2 es de 

(j'2 = -150 I!vlPa]. 

5. 	 Barra ahusada. empotrada en sus extremos. La seccion recta de una barra ahusada, AB, empotrada en 
sus extremos a sendas paredes rigidas, es rectangular, la barra tiene longitud I, espesor t, modulo de 
Young E y tension adrnisible CT,v; los lados de la seccion recta de la barra en A son t y 3t, Y t Y 1,5t en B. 
Si ala barra se Ie aplica, a una distancia x de la pared A y en el sentido de B hacia A, una fuerza axial F, y 

. -----. ~.----q ......._._­
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se sabe que t = 0,04 [m], 1=1,2 [m], E =60 [GPa] yO'", =1,5 [MPa], halle el valor maximo de F y 

el valor respectivo de x en el que ocurre. 

6. 	 Columna empotrada en sus extremos. Una barra prismatic a, de longitud 4a, area de la secdon recta, A, 
modulo de Young, E, y peso especifico (J), es vertical y esta empotrada en sus extremos a un techo y un pi-

so rigidos. Si a la barra se Ie aplica, a una distancia a del techo, tIDa fuerza axial de intensidad - ~W, 

halle las reacciones, la tension nonnal rruixima en la barra y el movim'iento de su punto medio, y dibuje el 
diagrama de carga axial. 

7. 	 Columna tronconica empotrada en sus extremos. Una columna con la forma de wi tronco de cono, de 
longitud 8a, radio de la sec cion recta en contacto con el techo, a, yen contacto con el piso, 2a, modulo de 
Young, E, y peso especifico (J), es vertical y esta empotrada en sus extremos a un techo y un piso rigidos. 

Si ala barra se Ie. aplica, a una distancia 4a del techo, una fuerza axial de intensidad -~vW, halle las reac­

ciones, la tension normal maxima en la barra y el movimiento de su punto medio, y dibuje el diagrama de 
carga axial. 

8. 	 Calor sobre columna de dos elementos, empotrada en sus extremos. Una columna, empotrada en un 
techo y un piso rigidos, esta formada por dos cilindros circulares, contiguos y coaxiales; ell, en contacto 
con el techo, y el 2, sobre el piso. Si el area, la longitud, el modulo de Young, el modulo de Poisson y el 
coeficiente de dilatacion· termico de los cilindros cumplen: 2~ =~, II 12 , ~ = 2E2 , PI = fJ 2 Y 

= 2a2 • y la temperatura se incrementa en LiT, halle las reacciones que se desarrollan en el techo y en a 1 

el piso, y el cambio de volumen de cada pieza. 

9. 	 Calor sobre columna de tres elementos, empotrada en sus extremos. Una columna, empotrada en un 
teeho yhn piso rigidos, esta formada por tres cilindros circulares, consecutivos y coaxiales; ell, en con­
taeto con el techo, el 2, cilindro interrnedio, y el 3, sabre el piso. Si el area, la 10ngit;ud , el modulo de 
Young y el eoeficiente de dilatacion termico de los cilindros cumplen: ~ = .'4/2 = ~ /3 , ~ = ~ = 13 , 

£/2 = E2 EJ3 y a 1 = 2a1 :::: a p la temperatura se incrementa en LiTy hay fuerzas extemas -~2W y 

-f}V aplicadas axialmente en la union de los cilindros 1 y 2, la prirnera, yen la union de los cilindros 2 y 

3, la segunda, hane las reacciones que se desarrollan en el techo y en el piso. 

4.9 Cerchas hiperestaticas 

1. 	 Armadura plana de tres barras y fuerza vertical. Una armadura plana y venical, articulada a un techo 
en los puntos A(-a, 0), B(O, 0) YC(a, 0), esta formada por tres barras articuladas en el punto D(O, -h), las 
cuales tienen igual area y material, de modulo E y tensiones admisibles a w O'fJ Y r,.. = 0,250'0; ademas, 

en el punto D se aplica la fuerza, -fJV. Halle la posicion deformada del punto D y el area minima que 

deben tener las barras. 

2. 	 Armadura plana de tres barras y fuerza vertical.'Una armadura plana y vertical, aniculada a un teeho 
en el punto A(O, a) y al piso en los puntos B(-a, -1,25a) y C(a, -1,25a), esta formada por tres barras arti- . 
culadas en el punto D(O, 0), las cuales tienen igual area y material, de modulo E y tensiones admisibles 

0'w == 0' fJ Y r", = 0,250'0; aderruis, en el punto D se aplica la fuerza, - ~W . Halle la posicion deformada 

del punto D y el area minima que deben tener las barras. 

3. 	 Armadura piana, asimetrica, de tres barras y fuerza vertical. Una armadura plana y vertical. articula­
da a un techo en los puntos A(-a, 0), B(O, 0) Y C(I,5a, 0), esta fonnada por tres barras articuladas en el 

punto D(O, -2a), las cuales tienen igual area y material, de modulo E y tensiones adrnisibles 0". :::: G'1 Y 
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r", =0,250'0; adern.as, en el punta D se aplica la fuerza, -~W. Halle la posicion deformada del punta D 

y el area minima que deben tener las barras. 

4. 	 Armadura plana de tres barras y fuerza horizontal. Una annadura plana y vertic~ articulada a un 
techo en los puntos A( -a, 0), B(O, 0) YC(a, 0), esti formada par tres barras articuladas en el punta D(O, 
-h), las cuales tienen igual area y material, de modulo E y tensiones adiriisibles 0' ... = eFt) Y r ... = 0,25eFo; 

adern.as, en el punta D se aplica la fuerza, -7w. Halle la posicion defo~da del punto D y el area mini­
)I 	 • 

ma que deben tener las barras. 

5. 	 Armadura plana de tres barras, defectuosa. Una armadura plana y vertical, articulada a un techo en los 
puntos A(-a, 0), B(O, 0) Y C(a, 0), esm formada par tres barras articuladas en el punto D(O, -h), de las 
cuaIes las oblicuas tienen igual area y modulo de Young, A1 YE 17 mientras que en la central esas magnitu­
des son E2 y A2• Si al ensamblar la annadura se cometio un error, pues la barra central quedo can Ia longi­
tud h + tlh, donde t1h es pequeno, halle la fuerza resultante en cada barra deb ida a1 error. 

6. 	 Armadura plana de tres barras, calentada. Una armadura plana y vertical, articulada a un techo en los 
puntas A(-a, 0), B(O, 0) y C(a, 0), esta formada par tres barras articuladas en el punto D(O, -h), las cuales 
tienen igual area y material, de modulos de Young E y de dilatacion terrnica a. y tensiones admisibles 
0'", = (To Y r w = 0,250'0' Si el sistema estructural se somete al incremento termico LiT, halle la posicion 

deformada del punta D y el area minima que deben tener las barras. 

7. 	 Armadura plana de tres barras elastophisticas y fuerza vertical. Una armadura plana y vertical, arti­
culada a un techo en los puntas A(-a, 0), B(O, 0) YC(a, 0), esta formada par tres barras articuladas en el 
punta D(O, -2a), que tienen iguales area y material, el cual es elastoplastico de tension de cedencia O'y y 

modulo de Young E; adern.as, en el punta D se aplica la fuerza, -~W. Halle Ia razon entre las areas mi­

nimas de las barras, ca1culadas can base en la teoria elastica a en la teoria de resistencia Ultima; en ambos 
casas use el rnismo factor de seguridad n. 

8. 	 Armadura .plana de cinco barras y fuerza vertical. Una armadura plana y verticaI~ articulada a un te­
cha rigido en los puntas A(-2a, 0), B(-a, 0), C(O, 0), D(a, 0) y E(2a, 0), estl:l formada par cinco barras ar­
ticuladas en el punta F( 0, -h), las cuales tienen igual area y material, de modulo E y tensiones admisibles 

a ... =a 0 y r~. = 0,250'0; adernas, en el punta D se aplica la fuerza, -l.W. Halle la posicion deformada 

del punto D y el area minima que deb en tener las barras. 

9. 	 Armadura defectuosa de cinco barras. Una armadura plana y vertical. articulada a un techo en los pun­

tas E( -./3112. 31 / 2 ) YD ( ./3112, 31 /2 ), esti farmada por cinco barras, articuladas en sus extremos, de 

iguales area, A. y modulo de Young, E; dos de ellas, de longitudes iguales a /, van desde los puntas E y D 

basta el A(O, !), atras dos, de longitudes iguales a 131, se extienden desde los puntas E y D hasta eI B(O, 
0), y una quinta une el punta B con el C(O, 1- t1/). Al consrruir la armazon esta quedo can un error, ya 

que los puntas A y C, que debian coincidir, resultaron separados par una pequeiia distancia, L'J1. Halle las 
fuerzas que se desarrollan en las cinco barras cuando los puntos A y C se hacen coincidir y se aseguran 
can un pasador para mantenerlos unidos. 

10. 	Armadura plana de cinco barras elastophisticas y fuerza vertical. Una annadura plana y vertical, 
articulada a un techo rigido en los puntas A(-2a, 0), B( -a, O)~ C(O, O)~ D(a, 0) y E(2a, 0), esti fonnada 
por cinco barras articuladas en el punta F(O, -2a), que tienen iguales area y material, el cual es elastoplas­

tico de tension de cedencia O'y y modulo de Young E; aderruis, en el punta D se aplica la fuerza, -7vw 
Halle la razon entre las areas minirnas de las barras, calculadas can base en la teoria elastica a en la teoria 
de resistencia ultima; en ambos casas use el mismo factor de seguridad ll. 

http:adern.as
http:adern.as
http:adern.as
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11. 	Armadura cuadrada de seis barras. Con cuatro barras del materiall, de iguallongitud 1=0,3 Em], se 

forma una armazon cuadrada, y otras dos barras, del material 2, ocupan las diagonales de aquel1a; las seis 
barras estin articuladas en sus extremos y se encuentran libres de tensiones cuando Ia temperatura es de 
T =21°C. Si la temperatura se aumenta a T =78°C, Ylas areas, modulos de Young y coeficientes de di­

latacion termica de los materiales son ~ =20~ =6,45 x 1?~ [m2
], 3E1 =E]. =210 [GPa] y 

C( I = 1,5a 2' = 24 x 10-6 ;0 C, halle Ia fuerza que se desarrolla en cada ,barra. 

12. 	Armadura triangular de seis barras. Con tres barras, de iguallongitud I, se forma una armazon triangu­
lar, y otras tres barras unen los vertices con el centro de aquel1a; ias seis barras estan articuladas en sus ex­
tremos y tienen iguales area, modulo de Young y tension admisible, A, E y O"w Si en los vertices de la ar­
mazon obran sendas fuerzas iguales y de traccion, F, orientadas a 10 largo de las medianas de aquella, 
halle el area minima de las barras. . 

13. 	Armadura cuadrada de ocho barras. Con cuatro barras de iguallongitud, I, se forma una arrnazon cua­
drada, y otras cuatro barras unen los vertices con el centro de aquella; las ocho barras estan articuladas en 
sus extremos, y tienen iguales area, modulo de Young y tension admisible, A, E y O"w Si en los vertices de 
la armazon obran sendas fuerzas iguales y de traccion, F, orientadas a 10 largo de las diagonales de aque­
lIa, halle e1 area minima de las barras. 
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. CAPITULO 5 

TEORIA ELEMENTAL DE MEMBR4NAS 

5.1 CiIindros y esferas sometidos a presion manometrica 

1. 	 Caldera cilindrica. Un recipiente cilindrico circular, de radio R en la linea media, longitud I, espesor unifonne t. 
modulo de Young E, coeficiente de Poisson j.i y tension admisible ()W2 esta sometido a una presion manometrica 
Po. Si R = 1 [m), 1=5 [m], E = 200 [GPa], j.i = 0,25, (J' .. = 200 [MPa] y Po = 1 [MPa], halle las tensiones 

meridional y paralela en cualquier punto del recipiente, el espesor minimo de este, scglin la teoria de Ia maxima 
energia de dis torsion por unidad de volumen, la defonnaci6n angular maxima en la pared del rnismo, la deforma­
cion lineal paralela., ~-" y el incremento en el radio de aquel. 

2. 	 Tanque cillndrico a presion. Un tanque cilindrico circular contiene un combustible muy volatil a presion; el modulo de 
elasticidad para el material, su relacion de Poisson y la tension cortante Ultima son., respectivamente, E = 205 [GPa], 

j.i = 0,30 y T u =82 [MPa], y un extensometro se coloca en la pared del tanque para medir la defonnacion longiru­

dinal en este y transmitir la infommcion a un cuarto de controL Si se debe trabajar con un factor de seguridad n = 2, 

(.para que valor de la deform:lcion regisu-ada por el extensometro los operadores deben tomar medidas a fm de redueir la 
presion en e1 tanque? 

3. 	 Lamina helicoidal en caldera cilindrica. Cn recipiente cilindrico circular, de radio R en la linea media y espe­
sor unifonne t, se fabrica con lamina soldada a 10 largo de una junta helicoidal, la cual forma un angulo f3 con d 
eje longitudinal, y esta sometido a una presion rnanometriea po; las tensiones admisibles, normal y connnte a 1a 
soldadura, son a;v y Ziv, Si R:::: 1 [m], t 0,005 [m], f3 30°, ()... 150 [MPa] y r., = 60 [MPa], halh! el 

maximo valor de po que puede soportar el reeipiente. 

4. 	 Lamina helicoidal en caldera cilindrica. Un recipiente eilindrico circular, de radio R en la linea media y espt­
sor unifonne t, se fabrica con lamina soidada a 10 largo de una junta helicoidai, la eual forma un ingulo /J con. d 
eje longitudinal, y esta sometido a una presion rnanometrica po. Si R = 1.6 [m], t = 0,008 [n( y 

Po =0,6 [MPa], halle el maximo valor del lingulo f3 para que la tension normal a.1a soldadura no sup ere ei S: ~';J 

de Ia maxima tension normal en la caldera, y la correspondiente tension cortante paralela a la soldadura. 

5. 	 Lamina helicoidal en caldera cilindrica. Un recipiente cerrado y cilindrico, de radio R = 1,8 [m] en la lined 

media y espesor unifonne t = 0,002 [m], se fabrica con lamina soldada a 10 largo de una jlmta helicoidaL la 

eual fonna un angulo a 60° con el eje longitudinal, esta som~tido a una presion manometrica po, tiene modulo 

deYoung £=200 [OPal y de Poisson j.i=0.3 [m], y cuyastensionesadmisibles son cr" .. =100 [ivlPa} :! 
T.", =45 [MPa]; ademas, Ia tension admisible normal al cordon de soldadura es cr _. :::: 25 [MPa] y la detiJrrJu­

cion lineal perrnisible en el tanque es s ..... =0~0003. Halle la presion manometrica maxima que puede sopenar ·~l 

tanque. 

6. 	 Lamina helicoidal en caldera cilindrica. Un recipiente cilindrico circular, de radio R en Ia linea media y espt!­
sor unifonne t, se fabrica con lamina soldada a 10 largo de una junta helicoidal, la eual forma un angulo f3 con el 
eje longitudinal, y csta sometido a una presion manomemca Po; las tensiones adrnisibles normal a la himina. y 
normal y tangencial al cordon de soldadura, son a;,~ O"sw Y fs1V' Si f3 = 50°. R = 0,25 [mJ, (J'. = 200 [MPl], 

r,w =10 (MPa], (J',... = 30 [MPa] y Po =1,5 [ivlPa], halle d menor espesor que puede tener el tanque. 
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7. 	 Tanque ciHndrico empotrado. Un recipiente cilindrico circular, de radio R en la linea media.longitud I, espesor 
uniforme t, modulo de Young E y coeficiente de Poisson p, tiene sus bases empotradas entre dos paredes ngidas 
y paralelas, y esta sometido a una presion manometrica Po. Halle las tensiones meridional y paralela que se indu­
cen en cualquier punto, la deformacion angular maxima en la pared del mismo, 1a deformacion lineal para lela, Cp 
y el cambio en el radio de aquel. 

8. 	 Caldera esferica. Un recipiente esf6rico, de radio R en Ia linea media, espesqr uniforrne t, mOdulo de Y OWlg E, coefi· 
dente de Poisson p y tension admisible O"~ esta sometido a una presion manometrica Po. Si R = 1 [m], 

E = 200 [GPa], p = 0,25, 0"w =200 [MPa] y Po =1 [MPa], halle las tensiones meridional y paralela que se in­

ducen en cualquier punto del recipiente, el espesor minimo de este, segtin la teom de la rn:ixima energia de deformacion 
por unidad de volumen, la deformacion angular mixima en la pared del mismo, la deformaci6n lineal paralela, .sp, y eI 
incremento en eI radio de aquel. 

9. 	 Laca sobre esfera. Un recipiente esfenco de acero, de radio R =0,30 [m] en la linea media, espesor 

t = 0,01 [m], modulo de Young E = 210 [GPa] y modulo de Poisson p =0,30, esta sometido a una presion 

manometrica 	po y recubierto con una laca fnigil que se agrieta cuando la deformacion lineal supera 

c", = 200 xl 0-6. LCual es el valor maximo que puede tomar Po? 

5.2 Otras membranas sometidas a presion manometrica 

1. 	 Caldera parab6lica. Una caldera parabolica de revolucion, de radio R en la linea media de la base, altura h en el 
eje vertical de revolucion y espesor uniforme t, esta sometida a una presion manometrica Po Y descansa sobre su 
base en una superficie lisa. Halle las tensiones meridional y paralela en cualquier punto y, cuando h = 4 R, sus 

maximos respectivos. 

2. 	 Ebullidor elipsoidal. Un ebullidor con la forma de una boveda semieliptica de revolucion, cuyos radios en las lineas 
medias son a, en Ia base, y b en el eje vertical de revolucion, tiene espesor uniforme t, esta sometido a una presion rna­
nometrica Po Ydescansa sobre su base en una superficie lisa. Halle las tensiones meridional y paralela en cualquier PWltO 
y, cuando a = 2b, sus rniximos respectivos. 

3. 	 Toroide. Un recipiente toroidal de secci6n circular, de radios b en la linea media y a en la seccion recta, y de 
espesor uniforme t, esta sometido a una presion manometric a Po, Yla tension admisible del material es ~V' Halle 
las tensiones meridional y paralela en cualquier punto y, segllil la teona de Tresca, el espesor minimo del toroide 
cuando b =4 a. 

5.3 Membranas sometidas a presion no uniforme 

1. 	 Tanque cilindrico. Cn tanque cilindrico circular, vertical, de radio R en la linea media, altura h y espesar uniforme t. 

esta lleno de agua., cuyo peso especmco es a), y cuelga de lUl tecbo; la tension admisible del material es ~,. Haile las ten­
siones meridional y paralela en cualquier punto y, segUn Ia teoria de Tresca, el espesor minimo del tanque si 

R =0.75 [m], 11=2 [m], w=10~ [Nm"l] YO'" =150 [MPa]. 

2. 	 Tanque c6nico. Un tanque conico, delgado, de radio R en la linea media de Ia base, altura h y espesar unifarme 
I, esta nena de agua, cuyo peso especifico es 0), y cuelga, con su venice bacia abajo! de un techo. Halle las ten­
siones meridional y paraleia en cualquier punto y, segllil la teona de Tresca, el espesor minimo del tanque cuan­
do h =4 R Y la tension admisible del material es O"w­

3. 	 Tanque conico. Un tanque conico, delgado, de radio R en la linea media de la base, altura It y espesar uniforme 
t, esci Ileno de agua. cuyo peso especifica es w. y cuelga, con su vertice bacia abajo, de un techo. Halle las ten­
siones meridional y paralela en cualquier PWltO y, seglin la teoria de Ia maxima energia de dis torsion por unidad 
de volumen, el espesor minimo del tanque cuando h = 4 R y la tension admisible del material es ~~•. 
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4. 	 Tanque tronc6nico. Un tanque tronc6nico, delgado, de radios 2a, en la linea media de la base mayor, y a, en la 
linea media de la base menor, altura 6a y espesor unifonne t, esta Ileno de agua, cuyo peso especifico es w, y 
cuelga, con su base menor bacia abajo, de un techo. Halle las tensiones meridional y paralela en cualquier punto 
y, segful Ia teoria de Tresca, el espesor minimo del tanque. 

5. 	 Tanque semiesferico. Un tanque serniesferico, delgado, de radio R en 1a linea media y espesor uniforme t, est! 
Heno de agua, cuyo peso especifico es w, y cuelga, con su vertice hacia abajo, de un techo. Halle las tensiones 
meridional y paralela en cualquier punto. 

6. 	 Tanque esferico. Un tanque esferico, delgado, de radio R en la linea media y espesor uniforme t, esm Ileno de 
agua, cuyo peso especifico es w, y descansa sobre una superficie lisa. Si se ;gnoran las tensiones de concha que 
se originan en el punto de contacto entre el tanque y el piso, halle las tensiones meridional y paralela en cualquier 
punto y los rruiximos respectivos. 

7. 	 B6veda semiesferica sumergida. Una b6veda serniesferica, delgada, de radio R en 1 a 1 inea media y e spesor 
uniforme t, se sumerge en agua, cuyo peso especifico es tV, de manera que el vemce de aquella se encuentra a la 
distancia lOR de la superficie del agua, y descansa sobre su base en un piso liso. Si en el interior de la boveda la 
presion es atrnosferica, halle las tensiones meridional y paralela en cualquier punto y los maximos respectivos. 

8. 	 Esfera sumergida. Una esfera, de radio R en la linea media y espesor uniforme t, modulo de Young E y modulo 
de Poisson J.1. se sumerge en agua, cuyo peso especifico es a>, de manera que la cima de aquella se encuentra a 1a 
distancia I.DOOR de la superficie del agua, y descansa sobre un piso liso. Si en el interior de la esfera la presion 
es atmosferica, hane las tensiones meridional y paralela en cualquier punto, las disrninuciones aproximadas del 
volumen de la esfera y de su radio, y la energia potencial elastica almacenada en 1a misma. 

9. 	 B6veda semiesferica. Una boveda serniesferica, delgada, de radio R en Ia linea media y espesor uniforme t, esta 
sometida a su propio peso, el eual, por unidad de area, es q. y descansa sobre una supertlcie lisa. Halle las ten­
siones meridional y paraleia en cualquier punto de Ia b6veda y sus maxllnos respectivos, y el angulo maximo, 
medido con respecto al eje de simetria de la misma, para el cual ambas tensiones son de compresi6n. 

10. Tanque ciJindrico esferico. Un tanque cilindrico, venica!, delgado, de radio 	R en la linea media, altura 2R y 
espesor uniforme t, esta sostenido por su borde superior de un techo, y su fondo es una serniesfera. de radio R en 
la linea media. Si ei conjunto esci Heno de agua, cuyo peso especifico es w. halle las tensiones meridional y para­
lela en cualquier punto del conjunto. 

11. Tanque semieJiptico. Un tanque sernieliptico, de revo1ucion, de radios medios a, en la base, y b en el eje vertical 
de revolucion, y espesor uniforme t, esta Ileno de agua, cuyo peso especifico es (J), y descansa sobre una superfi­
de lisa. Si se ignoran los efectos de borde que se originan en el punto de contacto entre el tanque y el piso, baBe 
las tensiones meridional y paraleia en cualquier punto y, cuando a = 2b, sus maximos respectivos. 
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CAPiTULO 6 

TORSION 

6.1 Ejes cilindrico circulares isostaticos 

1. 	 Taladro perforador. Cuando se perfora un pozo petrolero, el extremo del tubo perforador encuentra 1ma resis­
tencia a la torsi6n, TA; tambien el suelo, a 10 largo de la longitud del tubo, 1, desarrolla un par de frieei6n distri­
buido a 10 largo de la longitud, que varia linealmente desde cero, en la superficie B, hasta tA en A. El tubo tiene 
radio interior R y exterior 1,25R. Y su m6dulo es G. Halle el par tors or minimo, TB, que la unidad impulsora debe 
desarrollar para veneer los pares resistentes, el diagrama del momento torsor interno, la tensi6n cortante maxima 
en el tuba y el angulo que el eje gira entre sus extremos. 

2. 	 Eje para transmitir potencia. Un eje circular, de radio R = 0,075 [m]. m6dulo G = 140 [GPa] y tensi6n 

cortante admisible del rnismo T ... = 140 [MPa], transmite una potencia P = 100 [kW]. Halle el maximo valor 

que puede tomar la velocidad angular con la que rota el eje para transmitir la potencia antedicha y, con ese valor, 
la longitud del eje que pennitiria una rotaci6n entre los extremos de 0 =6° . 

3. 	 Eje para transmitir potencia. Un eje circular, de radio R, longitud 1= 2,5 [m], m6dulo G = 80 [GPa] y ten­

si6n admisible 'w =50 [MPa], transmite una potencia P = 150 [kW], con una velocidad angular 

OJ = 12" [Hz]. Si la rotaci6n aceptable maxima entre los extremos es Ow = 3° , halle el valor minimo que puede 

tomar el radio del eje. 

4. 	 Eje para transmitir potencia. lin eje circular, de radio R, longitud 1 =40R [m], m6dulo G = 85 [OPa] y 

tension admisible T ... =65 [MPa], transmite una potencia P =150 [kW], con una vclocidad angular 

(J) == 350 [RPM]. Si la rotacion aceptable :maxima entre los extremos eS Ow = 1°, halle el valor minimo que 

puede tomar el radio del eje. 

5. 	 Eje hueco para transmitir potencia:;. Un eje circular hueco, de radio externo R e interno R12, transmite una 
patencia P con una velocidad angular (J). Si P = 150 [kW], (J) =4;r [H z] y la tensi6n cortante admisible del 

rnismo es '", = 40 [MPa], halle el valor minimo que puede tomar R. 

6. 	 Eje hueco para transmitir potencia. Un eje circular hueca, de longitud I, radio extern a 2,5R e interno R, m6du­
10 G Y tension adrnisible r;,~ se retuerce entre sus extremos el ungulo e. al transrnitir una potencia P. can una ve­
locidad angular 0), Si 0) = 500 [RPM], 1= 3 [m], T w == 60 (MPa], G 73 [GPa] y e 1.5°, halle el valor 

minimo que puede tomar R y la potencia transrnitida; ca1cule tambien el radio del eje, si este fuese maciza, y la 
relacion de pesos con el hueco. 

7. 	 Eje motriz de la helice de un barco. La helice de un barco se mueve mediante un eje circular, de radio 
R == 0,16 [m]. Si el modulo del material y la tension adrnisible del mismo son G 80 [GPa] y 

r w == 50 [MPa], y el angulo rn.axirno girada par el eje no puede superar un grado en quince diametras de 10ngi­

tud, halle el torque maximo que el eje puede transmitir. Si el eje descrito se aligera con un hueco coaxial, de ra­
dio R\ = 0.08 [m], halle los porcentajes en los que se reducen el torque rruiximo transmitido y el peso. 

8. 	 Ejes motrices para la heliee de un barco. Un buque cuenta con una turbina que gira a una velocidad angular de 
(iJ1 = 1.800 [RPM] y entrega una potencia de P = 8,5 [MW]. La potencia se trans mite mediante un eje circular 

reductor, de radio RI, el cual, con una eficiencia del 90%, reduce la velocidad angular a (iJ ~ = 107 [RPM]. Un 
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segundo eje, de radio Rl , transmite entonces la potencia hasm ]a helice del barco. Si la tension admisible del ma­
terial de los ejes es 'w = 350 [MPa], halle los radios minimos de estos. 

9. 	 Nucleo de un eje circular. Un eje circular, de radio R, esti sometido a un momento torsor T. Halle el radio a, 
del nueleo circular del eje mencionado, que toma la enesima parte del momento torsor aplicado. 

10. Eje circular hueco. Con un trozo de metal, de peso W: peso especifico w y tension admisible ''''' se quiere fabri­
car un tubo circular, de longitud I. Calcule los radios interior r y exterior R del tubo. 

11. Momentos opuestos. Un eje circular, de radio R, longitud Iz modulo G. y tension admisible Two> esta empotrado 
en un extremo y sometido a un momento torsor T2, en su extremo libre; a una distancia 11 del empotramiento se 
aplica, ademas, un momento torsO! Tt. de sentido opuesto a T2• Si 2Tl =1;, =1000 [Nm], 2.5~ = 12 =5 [m}, 

G 83 [GPa] y r w = 60 [MPa], halle el radio del eje de manera que el angulo de rotacion en el extremo libre 

no supere 40 
• 

12. Dos ejes circulares engranados. Se tienen dos ejes, par-lelos, del mismo material, cuya tension admisible es "v­
Uno, el ABC, de radio Rt, tiene empotrado el extremo C en una pared rigida, e insertado el A en una balinera en 
la que puede girar libremente; el otro, DEF, de radio Rz, tiene sus extremos D y F insertados en sendas balineras 
en las que pueden girar librememe. El eje ABC tiene soldado en el punto B un disco dentado y rigido, de radio 
3a, cuyos dientes engranan con los del disco dentado y rigido, de radio a, soldado en el pumo E del eje DEF, de 
manera que la rotacion de un eje se Ie trans mite mtegramente al otro. Si a == 0)05 [m], T w = 55 [MPa] y se 

aplica un momento torsor To = 1.500 [Nm] al eje DEF, halle los radios rninimos de ambos ejes. 

13. Dos ejes circulares engranados. Se tienen dos ejes, paralelos, del mismo material, cuyo modulo es G. Uno, el 
ABC, de radio R I Y longitud 2/, tiene sUs extremos Aye insertados en sendas balineras en las que pueden girar 
libremente; el otro, DEF, de radio R2 y longitud I. tiene empotrado el extremo F en una pared rigida, e inscrtado 
el D en una balinera en la que puede girar libremente. El eje ABC tiene soldado en el punto B un disco dentado y 
rigido, de radio a, cuyos dientes engranan con los del disco dentado y rigido, de radio 3a, soldado en ei punto E 
del eje DEF, de manera que la rotacion de un eje se Ie transmite integramente a1 otro. Si a = 0,10 [m 1, 

1= LO [m], R) = 0,075 [m], G = 83 [GPa] y se apLica un momento torsor, To, al eje ABC, que Ie provoca :..lIla 

tension cortante maxima de 1'1 = 62 [MPa], haile el valor de To; calcule~ adep..:m.s~ R2, si la tension r:U.axima del 

DEF es 1'2 = 72 [NIP a], asi como e1 angulo girado por A. 

14. Extensometro para determinar torque. ena barra cilindrico circular. de radio R == 0,045 [rn] y moduio 

G 75 [GPa], esta sometida a un momento torsor T. Halle el valor de T cuando un extensometro electrico, co­

locado en la superficie de la barril de manera que haee un angul0 a = 60° con el eje horizontal de la misrna, m.i­

de una deformaci6n lineal £ = 250 x 10"';. 

15. Ejes equivalentes. Un eje circular hueco tiene radio exterior R/?'> interior Ri y longitud !. Halle ei radio minima de 
un eje macizo, de igual material y longitud, que sustiturra el eje hueco, de manera que ni 1a tension maxima ni el 
ungulo girado por la torsion excedan los valores del diseno original. 

16. Ejes de igual peso. Dos ejes rectos del mismo material, peso y longitud esnin someIidos a un momento torsor: 
uno es macizo, de radio Co, Y el OITO es hueco, de radio interior CI y exterior C2, donde c; = nc;- Demuesrre que la 

razon T",/Tn , entre el torque aplicado al eje macizo, T"" y el del hueco. T~, es .Jl-}1= /(1 + n~), sila tensi6c 

cortante maxima es igual en cada eje, y ! - nz!,(l + n2) cuando el angulo girado es el mismo en cada eje. 
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17. 	Eje elastophistico ideal. Con un material elastophistieo ideal, de modulo G y tension de eedencia ;, se elabora 
un eje eilindrico circular, de radio R, que se somete a un momento torsor. Ca1cule el momento torsor phistico, M­
p, en 1a seecion recta y e1 porcentaje por e1 que supera al momento de cedencia, !vir. 

6.2 Ejes macizos no cilindricos circulares 

1. 	 Eje tronconico. Un eje, sometido a1 momento torsor T, tiene la forma de u~ troneo de cono, de longitud I y ra­
dios R I YR2 en las bases. Si el modulo del material es G, halle el angulo girado entre las bases del rnismo. 

2. 	 Eje tronconico. Un eje, sometido a1 momento torsor T, tiene 1a forma de un tronco de cono, de longitud I y ra­
dios R\ y 1,4 R\ en las bases. Si el modulo del material es G, halle el porcentaje en el error que se camete al cal­
cular el cingulo girado entre las bases del eje empleando el radio promedio de estas. 

3. 	 Diseiio de un eje tronconico. Un eje, de modulo G y tension admisible ,)<" sometido al momento tors or T. nene 
la forma de un troneo de eono, de longitud 20R y radios R y 2R en las bases. Si G::= 100 [GPa], 

T == 10.000 [Nm] y 'w::= 80 [MPa], y el angulo girado entre las bases del eje no puede superar B 3°, halle 

el minimo valor de R. 

4. 	 Diseiio de un eje tronconico. Una barra recta, AB, tiene la forma de un troneo de cono maeizo, de longitud 
1= 2,5 [m], diametros en sus bases dA y dB. donde d}J ::= 1,5~p modulo de Young en cortante G::= 30 [GPaJ y 

tension cortante admisible , .. == 60 [MPa]. Si la barra esm sometida a un momento tarsor T = 3000 [Nm] y d 

cingulo de torsion arunisible es de B", :::: 3,0° , haIle el valor minimo que debe tener d.-{. 

5. 	 Ejes cuadrado y circular. Compare 1a resisteneia y la rigidez a la torsion de dos ejes de iguales material, longi­
tud y area de la seccion recta, cuando uno es circular y cuadrado el otro. 

6. 	 Ejes cuadrado y eliptico. Compare la resistencia y la rigidez a la torsion de dos ejes de iguales materiai. iongi­
tud y area de ]a seceion recta. cuando uno es circular y eliptico el otro; en este ultimo e] radio mayor es el doble 
del menor. 

7. 	 Eje cuadrado doblemente empotrado. Un eje prismatico, de longitud I, seecion cuadrada, de lado a, tension 
admisible t;v y modulo G, esni empotrado entre dos paredes rigidas y sometino a till momento torsor ~.plicnd() 

en la direccion del eje del prisma en un punto que dista Z/3 de una pared. Halle, ignorando las tensiones nom1ales 
introducidas por las paredes, el valor minimo que puede tener ellado de la seeeion cuadrada y el cingula que 
con respecto a una pared, 1u seccion recta del en la que se aplico el momento torsor. 

6.3 Ejes circulares hipercstaticos 

1. 	 Coaxial de dos rnateriales. Un rubo de bronee, de radio exterior R,,:, interior Ri y modulo se colocn.. b:ljo 
presion. sobre una barra de acero, de modulo Ga, para fonnar un eje campuesto que trabaja como una unidad. 
tiene longitud lyse somete al momento :orsor T. Si G, = 2G" = 80 [GPa], 1=1 [m], R~ = 0.1 (; 

R j =0,05 (m], r wa 1,25,~,) == 100 [MPa], h.alle el torque m.aximo que puede aplicarse ai conjumo ~/ d 

maximo en el que este puede retorcerse. 

2. 	 Coaxial de dos rnateriales. Un tubo de aluminio, de radio exterior Re-. interior R; Y modulo Gal, se coloca, bajo 
presion, sobre una barra de acero, de modulo para fonnar un compuesto que trabaja como lma upjduct 

tiene longirud lyse somete al momento torsor T. Si G.)(: 3Gal =78 (GPa], I 1 [m], R,.,=0.15 

=0,05 [m] y T = 20 [kNm], halle las tensiones cortantes maximas en el acero yel a1t:minio, y .:!l ungula to­

tal rotado por el eje. 

http:R,.,=0.15
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3. 	 Coaxial de dos materiales. Un tubo, de radio exterior Rh interior Rz, modulo G1 y tension admisible "wi> se 
coloea, bajo presion, sobre una barra maciza, de modulo G2 y tension admisible ",.,2, para formar un eje com­
puesto que trabaja como una unidad, tiene longitud lyse somete al momenta torsor T. Si q =2q =80 [GPa], 

"",I = 3,5"",12 = 50 [MPa], 1=1 [m], RI = 1,25R2 Y T = 10000 [Nm], balle las tensiones cortantes maximas 

en ambos materiales, el valor minima de los radios RI YR2, Yel angulo total rotado par el eje. 

4. 	 Eje circular doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, de radio R y longitud 31, tension admisible 1;v y 
modulo G,esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a torsion por efeeto de dos 'fuerzas F y 2F, apli­
cadas mediante sendas barras, de longitudes iguales a I, conectadas al eje cilindrico en puntas que distan I, res­
pectivamente, de cada pared, de sentidos opuestos y cuyas direcciones son paralelas a1 eje Z. Si G =75 [GPa], 

"~I =50 [MPa], 1=1 [m] y F =1000 [N], dibuje el diagrama de torsion y balle el radio minimo que debe 

tener el eje y el angulo maximo rotado por el mismo. 

5. 	 Eje circular doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, de radio R y longitud 3/, tension admisible Tw Y 
modulo G, esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a torsion por efeeto de dos momentos torsores de 
igual sentido, To y 2To, aplicados al eje en puntas que distan I, respectivamente, de cada pared. Si G:::: 50 [GPa], 

"wi =20 [MPa], 1=1 [m] y 1'0 10000 [Nm], dibuje el diagrama de torsion y halle el radio minimo que de­

be tener el eje y el angulo rn.aximo rotado por el mismo. 

6. 	 Eje circuhlT doblemente empotrado y torsion distribuida. Un eje cilindrico circular, de 10ngitud l, radio R y 
modulo G, esta empotrado en sus extremos a sendas paredes rigidas y soporta en su superficie un momento torsor 
distribuido por unidad de longitud, lex), cuya intensidad varia linealmente desde cero en una pared basta to en la 
otra. Halle las reacciones en las paredes, el radio del eje cuando la tension cortante admisible del material es Tw. Y 
el angulo maximo girado por aquel. 

7. 	 Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta formado por dos segmentos 
coaxiales contiguos; el primero tiene longitud II, radio RI y modulo GJ, y el segundo, longitud 12, radio Rz y mo­
dulo G2• Ei eje esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un momento tors or To, aplicado en el pu.."1to 
del eje donde se conectan ambos segmentos. Halle las reacciones en las paredes, la tension cortame maxima ~n 
cada segmento y el angulo que gira, con respecto a una pared, la seccion recta del eje en 1a que se aplica el mo­
mento torsor. 

8. 	 Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta fonnado por dos segmentos 
eoaxiales eontiguos; el primero tiene longitud iI, radio Rb modulo G l y tension admisible ;'"b y el segundo.longi­
tud lz, radio R2, modulo G2 y tension admisible Tw2. El eje esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a 
un momento torsor To. apticado en el punto del eje donde se conectan ambos segmentos. Si Rz = 2R;, 2/1 = 3/2 , 

2 G1 = G" 3"wi = r .-2' halle el valor minimo de los radios de los segrnentos y el lingulo que gira, con respecto a 

una pared, la seccion recta del eje en 1a que se aplico el momento tors or. 

9. 	 Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta fonnado par dos segmemos coa.'\:iaJes 
contiguos; el primero tiene longitud 2/. radio Rl y mOdulo Gb y el segundo, longirud I, radio R"! y mOdulo E1 ~Je esui ert:­
potrado entre dos paredes rigidas y sometido a un momento torsor To. apticado en el punto del eje donde se con~tan ambos 
segmentos.Si 1=0,80 [m], ~ =0,015 [m], To =680 [Nm], q =39 (GPa] y G: =75 [GPa], balleR1paraque 

las reacciones en los extremos empotrados de los ejes sean iguales, las tensiones commtes rnaxirnas en cada eje y el angulo 
que gira, con respecto a una pared, la seccion recta del eje en la que se aplico el momento torsor. 

10. 	 Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esm tormado por dos segrnentos coa.xia­
les contiguos; el primero tiene longitud 11. radio RI y modulo G}, yel segundo, longirud lb radio R~ y modulo G2• El eje 
esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a Un momento torsor To, aplicado en e1 punto del eje donde se co­
nectan ambos segmentos. Si Rl =0,04 [m], R2 = 0,025 [m], q == 42 [GPa] y G: =S-i [GPa}, halle ia relacion 

1\/12 para que ambos materiales trabajen a Ia maxima tension posible. yel To respectivo. 

http:segmentos.Si
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11. Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta formado por dos segmentos 
coaxiales contiguos, del mismo material, con modulo G y tension admisible 'm el primero, de longitud 31 y radio 
Rh y el segundo, de longitud / y radio R2• El eje esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un mo­
mento torsor To, aplicado en el punto donde se conectan ambos segmentos. Si 1=1,50 [m], R2 = 0,03 [m], 

To =750 [Nm], G =85 [OPal y Tw =40 [MPa], balle el menor valor que puede to mar Rt; tome en cuenta, 

ademas, que el angulo maximo que puede retorcerse el primer eje es de 8-="3°. 

12. Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, ACB, esta empotrado entre dos 
paredes rigidas en los extremos A y B, y fonnado por dos segmentos coaxiales consecutivos unidos en C. EI seg­
mento AC tiene radio R\ =0,008 [m] y longitud ~ =0,125 [m), y el segmento CB tiene radio ~ =0,010 [m] 

y longitud 12 = 0,250 [m]. Si la tension eortante permisible en el eje escalonado es de T ... = 60 [MPa], ~cual es 

el torque maximo que se puede aplicar al eje en el punto C, de union de los dos segmentos? 

13. Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, ACDB, esta empotrado entre dos 
paredes rigidas en los extremos A y B, y formado por tres segmentos eoaxiales consecutivos unidos en C yD. E1 
segmento AC tiene radio 2R, longitud 21, modulo G y tension admisible 'f;..~. el segmento CD tiene radio R, longi­
tud " modulo 20 y tension admisible 2 r~ el segmento DB tiene radio 3R, longitud 3/, modulo 3G y tension admi­
sible 0,5 zw. El eje esta sometido a un momenta torsor To, aplicado en el punto donde se coneetan los segmentos 
AC y CD, y a un momento torsor 2To, aplicado en el punto donde se coneetan los segmentos CD y DB, que tienen 
iguales sentidos. Halle las reaeciones en los extremos empotrados de los ejes, el valor minimo que puede tomar R 
y el angulo maximo girado. 

14. Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje eilindrico circular, ACDB, esta empotrado entre dos 
paredes rigidas en los eXtremos A y B, Y fonnado por tres segmentos coaxiales conseeutivos del mismo materiaL 
euyo modulo es 0 y tiene una tension admisible Two unidos en C y D. El segmento AC tiene inercia 10 y longitud I, 
el segmento CD tiene inercia 2/0 y longitud I, y el segmento DB tiene inercia 10 y longitud I. EI eje eompuesto esta 
somctido a un momenta torsor To, aplicado en el punta donde se concetan los segmentos AC y CD, y a un mo­
mento torsor 2To, aplicado en el punto donde se eonectan los segmentos CD y DB, que tienen iguales sentidos. 
Halle las reacciones en los extremos empotrados de los ejes, el valor minimo que puede tomar 10 y el angulo 
maximo girado. 

15. Eje circular e scalonado y d oblemente e mpotrado, c on torsion distribuida. Un eje eilindrico circular esta 
formado por dos se6,'111entos coaxiales contiguos del mismo material; el primero tiene longitud I y momenta polar 
de inereia 10, y el segundo 10ngitud I e inercia 2/0• El eje esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un 
momenta tors or distribuido por unidad de longitud, t(x), euya intensidad varia linealmente desde 2to en una pared 
hasta to en la otra. Halle las reacciones en las paredes, el radio de la barra euando Ia tension cortante admisible dd 
material es 1;\1' y el cingulo maximo girado por la barra. 

16. Eje circular escalonado, doblemente empotrado y elastoplastico ideal. Un eje cilindrico circular esta formado 
par dos segmentos coaxiales contiguos, de diametros d y 2d, e iguales material y longitud t. El eje csta empotrado 
entre dos paredes rigidas, su material es elastoplastico ideal, con tension cortante de cedencia 1)" y esta sometido J 

un momento torsor To, aplicado en el punto del eje donde se eonectan ambos segmentos. Halle las reaceiones en 
las paredes en funeion de To y, si 1= 0,10 [m] Y T} = 140 [MPa], y se usa un factor de seguridad 11 = 2, el valor 

admisible maximo de To para que el eje escalonado se mantenga en la zona elastica; halle, tambien, el valor adw.J­
sible maximo de To cuando el calculo se basa en la carga de colapso. 

6.4 Ejes delgados y cerrados 

1. 	 Ejes circular y rectangular delgado. Un eje circular macizo, de diametro d, se va a sustituir por un tuba rectan­
gular delgado, de dimensiones d y 2d en la linea media de la seccion recta, y espesor t. Halle el espesor minimo 
requerido en el tubo. de manera que la tension cortante en este no exeeda la tension cortante maxima de la bam 
salida. 
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2. 	 Ejes delgados, cuadrado y circular. Compare la,resisteQeia y la rigidez a la torsion de dos tubos.pe~pared 'del-.. :i;;t ... 

gada, del mismo Iruiterial, longitud, espesor y peso, cuando uno es cireular y cll;adrado el otro~ , . ,: 

3. 	 Eje triangular delgado. Un tuba prisrruitieo seelaboraal doblar apropiadameI).te una himimi me~lica delgada, 
de esp'esor t. modulo G y,tension admisible' 1'1\.> y sesomete a un momento torspr To. La seccion recta resultante es 
un triangulo equilatero, de lado b en la linea medi~. Si· b=0,0254 Em], 't,= 0,0019 [m]; 'G:::::8Q ~G~a] y, 

I' u = 55 [MPa], halle el maximo valor que puede tomar To y, en ese caso, el angulo que el eje gira por unidad de 

longitude 

4. 	 Eje delgado y de seccion compuesta. Un tuba prisrruitieo se elabora al doblar apropiadamente una lamina meta­
lica delgada, de longitud l. espesor t y tension adrnisible 1;... y se somete a un momenta tors or To. La seccion recta 
resultante del tuba es de una sola celda, la eual esta formada por dos reetangulos adosados; el primero, de lados a 
y b en la linea media, y el segundo, de lados. c y d en la linea media. Si l = 2,5 [m],' b = 0,15 [m], 

e =0,075 [m], d = 0,05 [m], t =0,001,5 [m], ,I' ~ =.40 [MPa] .y To =,500 [Nm], halle el menor valor que 

puede tomar la diinension a y, con ese valor, ehingulo total girado por el eje. 

5. 	 Eje delgado y de·seccion compuesta. Untub() se elabora al doblar apropiadamente una. lamina metalica delgada, 
de espesor t y tension admisible 1;... y se somete a un momenta torsor To. La see cion recta resultante es una sola . 
celda, formada por un rectangulo y un semicireulo; el primero, de lados d y b en la linea media, y el segundo, de 
diametro den la linea media. Si d = 0,25.[m].' ,h =0,075 [m], f = 40 [MPa] y To = 500 [Nm], halle el me- . u 

nor valor que puede tomar el espesor. 

6. 	 Eje delgado y de seccion compuesta. Un tuba se elabora al doblar apropiadamente una lamina metalica delgada,· 
de espesor t y tension admisible 1;... y se somete a un momenta tors or To. La seeeion recta resultante es una sola 
celda, formada por un rectangulo y dos semicirculos a los lados de este; e1 primero, de lados a y d en la linea me­
dia, y los segundos, de diametros iguales a den la linea media. Si d:= 0,04 [m], t = 0,002 [m], fu = 70 [MPa] 

y To = 500 [Nm],halle el menor valor que puede tomar a. 

7. 	 Ej e rectangular delgado y con torsion distribuida. Un tubo p rismatico, de modulo- G, t iene e mpotrado un' 
extremo y libre el otro. y soporta un momenta torsordistribuido por unidad de longitud, t(x). cuya intensidad va­
ria linealmente desde to en el extremo empotrado hasta cero en el otro. La seccion recta del tubo es un rectungulo. 
de base 50t y altura 30t en la linea media, y deespesores 2t, en los lados vertic ales, y 4ten!0s horizontales. Halle 
el angulo total que el eje gira. 

8. 	 Eje eliptico delgado y con torsion distribuida. Un eje cilindrico eliptico, delgado, de longitud I =50a, seIDl­

ejes a y 2a en la linea media, espesor t = a/20 y'modulo de Young en eortante G, tiene uno de sus extremos em­

potrado en una p,ared rigida y libre el.otro; ademas, esta sometido en su superficie a un momenta torsor distribui­
do por unidad de longitud, t(x), cuya intensidad varja:lineaImente desde cero en el extremo empctrado hasta to en 
el otro. Halle la tension cortante,rruixima en el ej~~ el ungulo total que gira el extremo libre de este y la energia po- "j, 

iii 
i, 	 tencial de torsion que acumula. 
I' 

9. 	 Eje tronconico delgado. Un eje delgado, de espesor t, sometido,al,momento torsor To, tiene la forma de un tron- , 
co de cono, de longirud l y radios R1 YR2 en las bases. Si el modulo del material del eje es G, halle ,el angulo gi­
rado entre las bases del mismo. 

10. 	Eje troncopiramidal delgado. Un eje delgado, de espesor t, sometido al momento torsor To. tiene la fonnade 
un tronco de pirumide de seccion cuadrada, de longitud l y lados a y b en las bases. Si el modulo del xnaterial del 
eje es G, halle el ungulo girado entre las bases del mismo.' 

11. Ej e troncopiramidal delgado. Un eje delgado, de espesor r, sometido al momentoto~sdf. To. tiepe'Ja: fpi:IDa de., 
un tronco de pinimide de seccion cuadrada, de longitud 50a y lados a y 2a en las bases. Si el modulo delJI~aterial. 
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del eje cs G y su tension admisible es 'li-' halle el valor minima que puede tomar a y, en tal caso, el lingulo girado 
entre las bases del eje. 

12. 	Eje rectangular delgado y de dos espesores. Un tubo prislllitico, de modulo G y tension admisible ~.., esti 
sometido a un momenta torsor To. La seedon recta del tuba es un rectangulo, de base a y altura b en la linea me­
dia, y de espesores t, en los lados vertieales, y 2t en los horizonm.les;.Si a=0,150 [m], b=0,200 [m], 

t =0,010 [m], G =80 [GPa] y r II = 90 [MPa], halle el maximo valor que puede to mar To y~ en ese easo, el 

angulo que el eje gira por unidad de longitud. 

13. 	Eje circular delgado y de dos espesores. Un tuba cilindrico, de radio medio R, esta sometido a un momento 
torsor To; los espesores de las mitades superior e inferior del tubo son &1 y t2t Yel modulo de Young en cortante es 
G. Si R =0,25 [m], ~ =0,005 [m], t2 =0,0075 [m], T =13,6 [kNm] y G = 75 [GPa], halle 1a tension cor­

tante truixima y el angulo girado por unidad de longitud. 

14. 	Eje circular delgado, de tres materiales y tres espesores. La superficie de un tuba eilindrico, de radio medio R 
y sometido a un momenta torsor T, esta formada, en areos iguales de 120°, por tees materiales, de espesores tt. t:: 
y 13, Ycuyos modulos de Young en eortante son GJ, G2 YG3• Halle la tension eortante en cada poreion y cl a..l1gulo 
girado por unidad de longitud. 

15. 	Eje delgado con seccion recta de dos celdas. La seecion reem de un eje prismatieo, de longitud I, sometidc a un 
momenta torsor To, es delgada y esta formada por dos eeldas cuadradas, de lade a en la linea media: la primera 
tiene espesores II, t3 Yt4 en los lados no cornpartidos, y t2 en el timpano comlin, y la segunda tiene espesores '3, [t 

Y t; en los lados no eompartidos. Si G es el modulo de Young en corta,'lte y 'w la tension admisible dei material, 
halle el maximo To que puede apliearse y al maximo angulo que puede girar el eje. 

16. 	Eje deIgado con seccion recta de tres celdas. La see cion recta de un eje prismatico sometido a un momento 
torsor To, es delgada, de espesor unifoffile t, y multicelular, ya que esti fonnada por tres celdas conseeutivas: 12. 
primera es un trhingulo isosceles, de base 2b y airura2b, la central es un rectangulo, de base 2b y altura b, y 1a 
tercera es una semicircunferencia de radio 2b; las celdas contiguas comparten un timpano de longitud 2b. Si la 
tension eortante admisible del material es Two halle los flujos de cizalladura en los tinJpanos y bordes exteriores 
de la sec cion, y el espesor minimo de la misma. 

17. 	Eje circular cscalonado, delgado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta fonnado por dos 
segmentos coaxiales eontiguos, de pared delgada, cerrados y de espesor t; el primero, tiene longimd iI, radio en 
la linea media R 1> modulo G1 y tensiones admisibles O"wl Y ~l; el segundo, es de longirud lz, radio R2, modulo G: 
y tensiones admisibles 0;,,2 y r;~'2' El eje csta cmpotrado entre dos paredes rigidas y somerido a un momento torsor 
To. aplicado en el punto del eje donde se conectan ambos segmentos. Si 11 = 2/: R1 :::; 2R:, 4 G! :::; G:, 

O"wl = 20"w2 Y 4 T wi = T w2' halle las reacciones en las paredes, el angulo girado por eI primer eje y el espesor 

minimo que puede tener el eje escalonado. 

18. 	Eje cuadrado, delgado y doblemente empotrado. Un eje prismatico hueco, de pared delgada. cerrado y con 
espesor t. de secci6n cuadrada euyo lade es a en la linea media. tiene tongirud 3/. modulo G y tension admisible 
r;v. El eje esta emporrado entre dos paredes rigidas y sometido a un momenta torsor ~h aplicado en un punto que 
dista ! de una pared. Si t:::; a 120. halle, ignorando las tensiones normales introducidas par las paredes, las reac­
eiones en estas) el angulo maximo girado por el eje y el valor minima que p;Jede tomar a. 

19. 	Eje cuadrado, deIgado y doblemente empotrado. Un eje prismarico hueco, de pared deigada, cerrado y de 
sec cion cuadrada, cuyo lade es a en la linea media, de espesor al40 en los lados verticales y a/20 en los lados 
horizontales, tiene longitud 31, modulo G y tension aGmisible ;; .... EI eje est! empotrado entre dos paredes rigidas 
y somerido a momentos torsores 3 To Y To, opuestos entre si y aplicados en sendos punt os que distan ! de una de 
las paredes. Halle, ignorando las tensiones normales illtroducidas por las paredes, las reacciones en estas. d an­
gulo maximo girado por el eje y el valor minimo que puede tamar a. 
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20. 	Eje triangular, dcIgado y doblemente empotrado. Un eje prismatico hueco, de pared delgada) cenado y con 
espesor t, de seedon en fonna de trhingulo equihitero. cuyo lado es a en Ia linea media, tiene longitud 3/, modulo 
G y tensiones admisibles O'w Y Two EI eje esm empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un momento tor­
sor To, aplicado en un punto que dista 1de una pared. Si O'w = 3Tw = 0'0 Y t = a120, halle, ignorando las ten­

siones normales introducidas por las paredes, las reacciones en estas, el angulo maximo girado por el eje y el va­
lor minimo que puede tomar t. 

6.5 Ejes deIgados y abiertos 

1. 	 Ejes circulares delgados, abierto y cerrado. Compare Ia resistencia y la rigidez a la torsion de dos tubos circu­
lares de pared delgada, del mismo material, longitud. espesor y peso, cuando uno es abierto y cerrado el otro. 

2. 	 Eje de seccion en I asimetrica. La secei6n recta de un eje prismatico, sometido a un momento tors or To, es 
delgada y tiene forma de I; en esta, el alma es un rectangulo, de espesor t y altura 4a, y las aletas son rectangulos 
iguales, de espesor t y base 3a, que se extienden 2a ya a los lados de la linea media de la aleta. Halle la tension 
cortante maxima que se presenta en esa seedon, el Angulo que esta gira por unidad de longitud y el centro de d­
zalladura de la misrna 

3. 	 Eje delgado de seccion en C. La seecion recta de un eje prismatico, de longitud /, sometido a un momenta torsor 
To, es delgada y tiene forma de C; eri esta, el alma es un reemngulo, de lados 22t y t, Ylas aletas son recmngulos 
iguales, de lados 20t y t. Halle la tension cortante maxima y, si el modulo de YOWlg en cortante del material es G, 
el angulo que rota el eje. 

4. 	 Eje delgado de section en U. La seccion recta de un eje pri.sInatico, sometido a un momenta tors or To, es delgada y tiene 
fonna de U; en esta, el alma es un rectangulo, de lados 2St y 2t, y las aletas son rectangulos iguales, de lados 15t y t. Si Ia 
tension admisible del material es ~ halle el valor minimo que puede tomar t. 

5. 	 Eje de seccion en U, deJgado y doblemente empotrado. La seeden recta de un eje prismatico de pared delga­
da, de longitud 31, tiene forma de U y esta empotrado a dos paredes rigidas; en aquella, el alma es un rectangulo, 
de lados 20t y t, Y las aletas son rectangulos iguales, de lados lOt y t. Si el material tiene modulo de cizalladura G 
y sobre el eje obra un momento tors or externo To, aplicado a una distancia 1de una pared, halle, ignorando las 
tensiones nonnales introducidas por las paredes, las reacciones en estas y el angulo maximo rotado por Ia seccion 
recta del eje con respecto a una pared. 

6.6 Torsion y otras solicitaciones 

1. 	 Rueda zunchada sometida a torsion. Una rueda, de radio R" se zuncha con una llanta, de espesor t, ancho /, radio interior 
R, y m6dulo de Young E, que se coloca en caliente y Ia eomprime, al contraerse, durante el enfriamiento. Si se supone que la 
rueda es indeformable. que Rr =0,07505 [m], t =0,01 [m], 1= 0,08 lm], R! = 0,075 [m] y E 200 [GPa], y 
que el coefieiente de rozarniento entre la llanta y Ia rueda es v = 0,3, calcuIe el momento torsor necesario para haeer 6.Jrar, 
resbaIando, 1a lIanta sobre Ia rueda. 

2. 	 Traccion y torsion sobre un eje cilindrico. Un eje cilindrico de seccien circular, de radio R, tr;msmite, simulta­
neamente, 	 una carga de traeci6n P y un momenta torsor T Si R =0,05 [mL T = 100.000 [Nm] y 

P 600.000 [N], halle los valores maxirnos de las tensiones normal y cortante en el eje. 

3. 	 Traccion y torsion sobre un eje cilindrico. Un eje cilindrico de secd6n circular, de radio R y tension de eedencia O'r. 
transmite, simultanean:.ente, una carga de traccion P y un momenta torsor T Si 0' y = 250 [MP a], T = 100.000 [NIll] Y 

P = 200.000 [N], y se usa un factor de seguridad n ;:::: 2, calcule el menor valor que puede tamar R. usando la teoria de 

Tresca y la teoria de la mix.irna energia de distorsion porunidad de volumen. 
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4. 	 Torsion sobre un tanque de agua. Un tanque cilindrico circular, de eje vertical, altura h y radio en 1a linea 
media, R, esta lleno de agua, de peso especifico OJ, sometido a un momento tarsor T y la tensi6n ultima del mate­

rial es O"w Si h = 15 [m], R = 4,5 [m], Q) =10.000 [Nm-l 
], T =5.000 [Nm] y O"u = 400 [MPa], y se usa un 

factor de seguridad n = 5, halle, usando la teoria de Tresca, el espesor minimo que debe tener la pared del tan~ 
que. 

5. 	 Torsion sobre una caldera. Una caldera con la fonna de una membrana- cilindrica circular, de radio R en la 
linea media y longitud /, soporta una presi6n manometrica interior Po Y un momento tors or Ten la direcci6n del 
eje de simetria de la misma; la tensi6n admisible del material es O"w Si R 1 [m], / = 3 [m]. 

Po = 100.000 [pa], T = 5.000 [Nm] y 0".., = 150 [MPa], halle, usando la teoria de Tresca, el espesor minimo 

que debe tener 1a pared cilindrica del tanque. 

6. 	 Torsion sobre una caldera. Una caldera con la forma de una membrana cilindrica circular, de radio R en la 
linea media y 10ngitud /, soporta una presion manometrica interior po y un momento torsor T en la direccion del 
eje de simetria de la misma; 1a tension admisible del material es O"w Si R = 1 [m], 

/ = 3 [m], PrJ = 650.000 [pa], T =120.000 [Nm], J.1 =113 Y 0"w = 150 [MPa], halle, usando la teoria de la 

maxima energia de distorsion por unidad de volumen y un factor de seguridad n = 2, el espesor minimo que de­

be tener 1a pared cilindrica del tanque. 

7. 	 Torsion y carga axial en caldera. Una caldera cilindrica a presion, de longitud / 1 [m], radio medio 

R = 0,5 [m] yespesor t = 0,003 [m], esta sometida a una presion manometrica Po = 3,5 [MPa], a un momen­

to torsor T = 500 [Nm], que obra a 10 largo del eje de aquel, y a una fuerza axial de traccion P. Halle el valor 

maximo que puede tomar la fuerza P si la tension normal admisible en la pared de la caldera es 0" w = 70 [MPa]. 
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CAPiTULO 7 

DIAGRAMAS DE CIZALLADURA Y MOMENTO FLECTOR 

7.1 	Vig~lS ell VOhldizo 

]. 	 Viga CII voladizo, cOil curgO! uniformc. Una viga, ABC, tiene empotrado el extremo A y libre el C; entre ambos 
sc aplica una fiterza ulliformcmcntc repartida, de intcnsidad po, y en B, donde x == I, obra una fuerza ~ = Pol, 
todas dirigidas hacia abajo. Dibuje los diagramas de Vy M. 

2. 	 Vig~l CUll vu):uli1.o, COli carga uuifonnc. Una viga, ABCD, se apoya en una articulaci6n en A, donde x = 0, y 
en lin palin en C, uonde x = 2/; d extrema D, donde x = 31, eshi en voladizo. En el punto B, donde x =I, se 
aplica LIlla fucrza po. y desde A hasta 0 una fllerza uniformemente repartida, de intensidad Po = Fo / I , ambas di­

rigidas hacia abajo, Dibuje los diagramas de Vy M. 

3. 	 Viga ell voladizo, COil carga lluiformc. Una viga, ABCD, tiene el extrema A en voladizo, donde x = 0, y se 
empotra a una pared en 0, donde x = 9/. Desde A hasta B, donde x = 4/, se aplica una fuerza uniformemente 

rcpartidil, dc intensidad po, y ell C, dondc x = 6/, obm una fuerza F;, = 2Pol, todas dirigidas hacia abajo; ade­

lI\ilS, ell C se £lplica un momento fleetor negativo, de valor N10 2p F. Dibuje, con todos los detalles, los dia­

gramuti de V y M. 

4. 	 Viga en voladizu sostenitla por cubIc. Una viga, ABCD, tiene libre el extrema A, donde x = 0, 
articulado a una pared el extrema D, donde x = 3/, y ell el punto B, clonde x = I, hay una varilla ver­
tical soldadu a la viga, de longitud 114, en cuyo extremo se ala un cable horizontal amarrado a la pa­
red. Dt:sdl! 13 hasta C, donde x = 2/, se aplica una fuerza uniformemente repartida, de intensidad po, y 
cn los puntos Aye obran sendas fuerzas, Fa = pol, todns dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los 

detulles, los diagramas de V y tv!. 

S. 	 \,ig~l CIl VOhldizo, con carga triangular. Una viga, ABC, tiene libn: el extremo A, donde x = 0, y empotrado el 
extrema donde x 2/. Destle A hasta il, doude .t = I, se aplica una fuerza uuiformemcnte repartida, de in­
tensidad pu, en B una fllcrza F~ :; pol y des de B hasta C una fuerza uniformemente variada; euya intensidad va­

ria dcsde Po en B hasta 2po en C, todas dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de Vy 
M. 

6. 	 l\1iuimo del momento ell viga ell voladizo. Una viga, ABC, esta empotrada en el extremo A, doude 
x 0, y liene en voladizo Sli extrema C, donde x =I. Desde A hasta C se aplica una fucrza unifor­

mcmenle rcpartida, de intcnsidad Po, en el punto B, donde x =112, hay una fuerza, Fa = lOpo/, ambas 

dirigidas hacia abajo y ell cl pUlllO C hay una fuerza W clirigida hacia arriba. Halle el valor de W para 
que cl momento flector lllaximo de la viga, en valor absoluto, sea el minimo posible y dibuje los dia­
gramus de V y AI. con todos los dctalle. 

7.2 Vig~ls con voladizos 

I. 	 Viga CUll voi1uli:w y cargu UllirOl'lHc. linn vigil, ABCD, se npoyn en lmu articulncion cn cl cxtremo A, donde 
x = 0, yen un patin en C, donue x = 2/,' el extremo D. donde x = 3/, esta en voladizo. En el punta B, donde 
x :...:; I. sc aplica llllU fucrza Fo, Y dcsde B hasta 0 ulln fucf'.la unifbnnemcnle repartida, de intensidad Po = Fo / I , 
ambas dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de Vy M. 
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2. 	 Viga con \'ohuliz(J y c:u'ga uniformc. Una viga, ABCD, se upoya en una articulaci6n en el extremo A, donde 
x == 0, yen lin patin en C, donde x:;:; 2/; el extrema D, donde x = 31, esta en voladizo. En el punto E, donde 
x "'" I. SI.! apJica IIna f'uerza 3Fo, y dcsde C hasta D una fuerzu unifonnemente repartida, de intensidad 
1'0 ;-;:: I'; / I , ilInhas dirigidns Jmciu abujo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de 11 y M. 

3. 	 Vig~l con voladizo y cal'gn unifonnc. Una viga, ABC, tiene cl extre~Q A en voladizo, donde x = 0, se apoya 
en una articulacion en 13, donde x == I. y en un patin en C, donde x 3/. Desde B hasta C se aplica una fuerza 

unifonncmcntc repartida, de intensidad Po = F'o II, y en el punto A obra, ademas, la fuerza Fo, ambas dirigidas 

hnda abajo. Dibuje, con lodos los (h~lal1cs, los diagramas de Vy M. 

4, 	 Viga COil VOhHlizo y (~~u'gas divcl'sas. Una viga, ABCDEF, delle el extrema A en voladizo, donde x =0 y se 
aplka Ia Iherza F:;:; pj dirigida hacia arriba, se apoya en una articulaci6n en B, donde x = [, yen un patin en F, 

donde x;=; 51. En cl punto C, donde x;;;;;; 1,5/, se aplica Ia fuerza F::::; pol, y desde el punto D, donde x 2/, has­

ta cl E, donde .x =: 4/, sc aplica lIna fllcrza uniformcmcnte repartida, de intensidad Po, ambas dirigidas hacia aha­

jo; ell E, adcmas, obra lIll mmucnto nector negativo, lvlo = p 12
, Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de 

VyM. 

5. 	 Viga ,:on voladizo y cnrga triangular, Una viga, ABC, liene el extremo A en volaclizo, donde 
x = 0, se apoya en una articulacion Cll B, donde x;;:;:; [, y en un patin ell C, d onde x = 3/, D esde A 
hasta B 5C apJica ulla fllerza ulliformemente vUl'iada, cuya intensidad camhia des de 2po ell A hasta 0 
en 13, y <.leslie U hasla C hay ulla fuerza lI11iformcmente repnrtida, de intensidad po. Dibuje, con todos 
los detalle"s. los diagramas de V y Ai. 

6. 	 Viga COli VOhldizo y carga triangular', Una viga, ABC, ticne el extremo A en voladizo, donde 
x"" 0, se apoya en una articulaci6n en B, donde x = I, y en Ull p attn en C, d oude x = 3/, D esde A 
hasta C se aplica una fucrza lInifol'mementc variada, clIya intensidad p varia desde 0, en A, hasta 
Po "" I;;) / I , ~Il C, Y en el pUlltn A obru, ademns, la fuerza Po, ambas dirigidas hacia abajo. Dibuje, con 

lodos los detallcs, los diagramas de V y M. 

7. 	 Vign con voladizo y carga trianguhu'. Una viga, ABCD, tiene el extremo A en voladizo, clonde x == 0, se apo" 
ya ell una articulaci6n en B, donde x::.: I, yen un patin en D, donde x = 3/, Desde A hasta B se aplica una fuer­
za 1I1lifonncmcnle repa)'tida, de intensidad po, desde C, donde x =2/, hasta D se aplica una fuerza uniformemcn" 

tc vuriada, ellyn intlmsidad varia desde 0, en C, hasta Po, en D, yen Cobra una fi.lerza l;~ ::: 2 pol, todas dirigidas 

hacia .\baju; adenllis, ell B sc aplica un momento Hector positivo, de valor Mo :::: p p, Dibuje, con todos los dctn~ 

lies, los diagramas de V y M. 

8. 	 Vig.l CUll voladizo Y coll'ga trianguhlr. Una viga, ABCDE, ticne c) extremo A en v oladizo, d ollde 
x :-.:: 0, 5e apoya en UIH} articulacion en B, donde x;:;;; I, y e 11 U 11 patin e 11 E, d onde x == 4/, D esde A 
hasla C, donde x 2/, 5e aplica lIna fllerza uniformemellte repartida, de intensldad Po, desde D, don­
de x::: 3/, hasla E ::It: aplica una fuerza uniformemente variada, euya intensidad varia desde 0, en D, 

hast a pu, en E, y en Dobra una fucrza F;, = 2p.J. todas dirigidas hacia abajo; ademas, en D se aplica 

lIJl HlOl11ellto rIc.::: lor positivo, de valor Mu = P P. Dibuje, con todos los det,tlles, los diagramas de V y 

AI. 

9. 	 Viga con yoladizo y r.arg~1 triangular. Una viga, ABCDE, se apoya en lIna articulaci6n en el cxtrcM 
010 A, Jonde x::.: 0, y en Ull apoyo de bolita en D, donde x = 3/; cl cxtrcmo E, dOllCic x == 4/, esta en 
vuladiio. Gesde A hasta B, donde X""" I, y dcsde D hasta E se aplican sf~llda5 fuerzas uniformementc 
reparl icias, de inlellsidades iguales a po, dt~s(k C, doude x = 2/, hasta D se aplica una fuerza unifor­
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I\le/llenlc variudu, ellyu illlcn~idud vudu desde 0, en e, hastu po. en D; y en e obl'll una fucrzn 

f~ = Pol, lodns dirigidas hacia abajo; ademas, en B se aplica un momento flector positivo, Mo = P 12. 

l1ib\lje, can todos los detnlles, los diagramas de V y M. 

10. Viga con voladizo y carga triangular. Una viga, ABeD, se apoya en una articulaci6n en el extremo 
A, dOlldt: x = 0, y en Ull patin en C, cloude x = 2/; el extremo C, donde x = 3/, esta en voladizo. Des-
de A hasta C se apJica una fuerza uniformemente variada, cuya intensidad varia desde Po, en A, hasta 
0, en C, desde C hasta D se aplica una fuerza uniformemente~'repartida, de intensidad Po, Y en B, 
donde x I, obra una fuerza ~ =pol, todas dirigidas hacia abajo; ademas, en B se aplica un momen­

to nector positivo, de valor Mo = P 12. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V y M. 

11. Vig~, COil vollldizo y cargns triangulares. Una viga, ABCDE, se apoya en una articulaci6n en el 
extrema A, donde x = 0, y en un palin en D, donde x = 3/; el extremo E, donde x = 4/, esta en vola­
dizo. Desde A hasta B, donde x = I, se aplica una fuerza uniformemente variada, cuya intensidad va­
ria desde 2pu en A hasla °en E, desde D hasta E se aplica otra fuerza uniformemente variada, cuya 
intensidad cambia des de 0 en D, hasta 2po en E, y en C, donde x = 21, obra una fuerza ~ = pol, todas 

<.lirigidas hnda abajo; en C, adcmas, sc aplica un momento flector positivo, de valor 1.10 = p P. Dibu­

jc, con todos los detallcs, los diagrumas de V y NI. 

12. VigH con yoladizo y cargas triangulares. Una viga, ABCD, se apoya en una articulaci6n en e1 ex­
trclllo A, dondc x = 0, y ell lIll patin en C, donde x = 2/; el extremo D, donde x = 3/, esta en voladi­
ZO. Desdc A hasla C se aplica IIlla fucrza lIlliformemente variada, cuya intcnsidad varia desde POI en 
A, IHlsta 0 en C, y desdc C hasta D se apJiea otra fuerza uniformemente variada, cuya intensidad va­
ria desde 0, en C, hasta Po en D, y en B, donde x = I, obra una fuerza Fa = pol, todas dirigidas hacia 

nhajo; en B. ademas, sc aplica till momento flector positivo, de valor Mo = P P. Dibuje, con todos los 

detulks, los diagramas de V y Iv!. 

13. 	Vig~1 con vohulizo y cnrga tnlpczoid~,1. Una viga horizontal, ABCD, tiene el extremo A en voladi­
ZO, <.Ionde x;;;: 0, se apoya ell una articulacion en B, donde x = 3/, Y en un patin en D, donde x = 91. 
Dcsdc A hasta D se aplica ulla fucl'za uuiformemcntc variadu, euya intensidad varia clesde 2po en A 
hasta 4po ell D, y en C ohra, ademas, una fuerza ~ = lOpi, todas dirigidas hacia abajo. Dibuje, con 

todos los delalles, los diagramas de V y N!. 

14. VigIl con vulndi:lO Y C~I ..gUS frupczoldnlcs. Una viga, ABCDE, tiene cl extremo A en voludizo, donde 
se ubica el origell de coordenadas, se apoya en una articulaci6n en B, doude x::: 2/, y en un patin en 
E, d ollde x::::: 101. Desde A hasta C, donde x =--= 4/, .se aplica una fuerza uniformemente variada, cuya 

intcllsidad varia desde 2po en A hasta Spo en C, desde C hasta D, donde x = 7/, se aplica una fuerza 
uniformemente variada, euyn intellsidad varia desde Spo en C hasta po en E, des de D hasta E se aplica 
otra fuerza uniformemente variada, euya intensidad varia desde Po en D hasta 2po en E, y en Dobra, 
adcmas ulla futrza ~J::: pol, tocias dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas 

de 	V y M. 

] 5. Vigu con voladizos y cargn unirorme. Una viga, ABeD tiene en voladizos los extremos A, donde 
x::: 0, y cl D, donde x;:::: 9/, se apoya en lIna articulaci6n en 13, doude x = I, yen un patin en C, donde 
x 7/. Desdc B hasta D se aplica una fuerza uniformemente repartida, de intensidad po. y en el punto 
A obra, ademas, la fuerza F~ == 2pi, ambas dirigidas hacia abujo. Dibuje, con todos los detalles, los 

diugnlllHis dl! V Y M. 
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16. 	 Viga con vohuJizos Ycal'gas triaJlgulares. Una viga, ABCD, tiene voladizos en el extremo A, donde x = 0, y 
cJ extremo D, donde x 3/, se apoya en una articlilacion en B, donde x = I, yen un patin en C, donde x = 2/. 
Desdc A hasta B se apliea una fuerza uniformemente variada, euya intensidad cambia desde 2po, en A, hasta Po en 
13, desde 13 husla Cobra una fl.lt:f:la 11l1iformemente repartida, de intensidad po. desde C hasta 0 se aplica otra 
fucrza lIuiformemente variada, cuya intensidad cambia desde Po, en C, hasta 2po en D, y en D tambien obra una 
fucrza r:;:;:;; pi, tolias dirigidas haeia abajo; en B, ademas, se aplica un momento flector positivo, de valor 

1140 P /2. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V y M. 

17. 	 Viga COil voladizos y cargas triangulares. Una viga, ABCDE, tiene voladizos en el extremo A, donde x =0, y 
ell cl cxtn.:mo E, donde x:::: 4/, y se apoya en una artieulacion en B, donde x I, y en un patin en D, donde 
x = 3/. Desde A hasta C, donde x 2/, se aplica una fuerza uniformemente variada, cuya intensidad cambia 
desde 2po en A hasta 0 en C, dcsde C hasta 0 se aplica una fuerza uniformemente distribuida, de intensidad POJ 
dcsde [) hasta E obm lIna filcl':la uniformemente variada euya intensidad varia desde po en D hasta 2po en E, yen 
(. ~c aplieu ulla rllljrza 1';1;;;: pi, tod~IS <lirigidus hacia "bajoi en C, ademas, hay un momenta ilector positiv(), de 

valor /1,4 0 :;:;; P 12. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V y M. 

IH. Viga COil voladizos y cUI'gus tl'inllglliares. Una viga, ABCD, tiene voladizos en el extremo A, donde x = 0, Y 
Cll cl cxtrclllO 0, dOlldc x:;:;; 15/, se apoya en llna articlIlacion en B, clonde x == 6/, yen un patin en C, donde 
x 12/. Desde A hasta B sc aplica una fuerza distribuida, de valor total ~v, uniformemente variada y cuya inten­
sidad, p. vale 0, t:1l A, Ydesde C hasta 0 se aplica olra fuerza distribuida, de valor total W; unifonnemente variada 
y ellya illl\!lIsidnd, 1'. vale 0, ell C, umbas dirigidas hacia abujo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V 
yM. 

19. 	 t\laxilll()s igtlillcs. Una viga, Anco, ticne en voladizos los extremos A, doude x = 0, y el D, donde 
x:;:;;.1 -I- 2a, se upoyl.l en lIna articulaci6n en 13, donde x = a, yen un patin en C, clonde x == 1+ a. Si desde A hasta 
I) sc aplil:u IIIIU f'ucrza .lIllif'onllclllcnh.: repartidu, de intellsidud Po, hulle lu ruz6n a/I para llue scun iguules en lllllg­
llitud c1ll1aximo Illomcnto negativo y cl maximo momcnto que se presenta entre B y C. 

7.3 Vigas simplclllcntc apoyadas 

1. 	 Viga simpiementc apoyada, con carga uniformc. Una viga, ABCD, tiene una articlilacion en el extremo A, 
donae x 0, y un apoyo de patin en D, donde x =8/. Desde C, donde x =2/, hasta D se aplica una fuerza uni­
f<mm:mclItc repurtida, de il1tensidad po, y en eJ punto D, donde x == I, obra, ademas, una fuerza igual a 

I~ 151'01, umbas dirigidas hacia abajo. Dibuje los diagramas de Vy Jo.-f. con todos los detalles. 

2. 	 Vigil simplcmcntc al}oyuda, con c;lrgu uniforme. Una viga, ABCD, tiene una al1iculacion en el extrema A, 
domk x = 0, y un apoya dc patin en D, donde x =3/. Desde A hasta D se aplica una fuerza uniformemente re-

dc illtensidad flu = r: //, y en los puntos D, donde x = I, y C, donde x == 21J obran, ademas, sendas 

fucrzas igllules a FOJ todas dirigidas hacia abajo. Dibuje los diagramas de Vy M. con todos los detalles. 

3. 	 Viga simplcmclltc apoYilda, con carga uniformc. Una viga, ABCD, tiene una artieulacion en el extremo A, 
dOlldc x=: 0, y lIll apoyo dc patin en D, donde x = I. Desde B, donde x = a, hasta C, doude x = 1- (I, se apli­
ca Ullil litcrza 1I1lifonnCIlIellie rcpilrtidu, de intcnsidad Po. Dibuje los diagrnmas de Vy M, con todos los detalles. 

4. 	 Viga silHplcmclltc npoymbl, COli carga triangular. Una viga, ABCD, se apoya en una articulacion en el extre­
mo A, <londe x = 0, y en IIll patin en el extrema D, donde x = 3/. Desde A hasta B, donde x = I, se aplica una 
fucrta uniformcmente variadu, ellyn intensidad varia desde Po, en A, hasta 0, en B, yen C, donde x = 2/, se apli­

ca Ullil 1;(: ::.: 2pul, todas dirigidas hacia abajo, Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de Vy M. 
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5. 	 Viga simplcllIcntc apoyatJa, COil cargu triangular. Una viga, ABC, se apoya en una articulacion en el extremo 
A, doudc x = 0, y ell un patin en el extremo C, donde x 3/. Desde A hasta B, donde x = I, se aplica una fuer­
zu uniformemente variada, cuya intensidad cambia desde 2po, en A, hasta 0, en B, desde B hasta C se aptica una 
fuerza uniformcmente repartida de intensidad Po, yen B obra, ademas, Ia fuerza Fa = pat, todus dirigidas hacia 
ahujo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V y M. 

6. 	 Viga simplcmcnte apoyatJu, con carga triallgulul', Una viga, ABCD, s.~ apoya en una artieulaeion en eI extre­
mo A, donde x;:::: 0, yen un patin en el extremo D, donde x = 3/, Desde A hasta B, donde x = I, se apJica una 
fllcrza tJlliformcmcntc rcpartida de inlensidad Plh desde C, donde x =2/, hasta D se aplica una fuerza unifonne­
mcnte variada, cuya intcnsi<iud varia desde 0, en C, hasta Po, en D, yen Cobra, ademas, la fuerza Fa = Pol, todas 

dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagrarnas de Vy M. 

7. 	 Viga simplclllcntc npoY.Hlu, con cargns triangulares. Una viga, ABCD, se apoya en una articulaci6n en el 
cxtrclllU A, dOllde x;;;;;. 0, yen lIll palin ell cl extremo D, donde x = 3/. Desde A hasta B, donde x = I, se npliea 
una Iherza uniformemente variada, euya intellsidad varia desde 0, en A, hasta Po, en B. y desde B hasta C, donde 
x = 2/, sc aplica otra fuerza lllliforIllemcnte variada, euyn intensidad varia desde po, en B, hasta 0, en C, yen C 
obm, ademas, una fuerza }~ = 2 Pu/, todas dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de 

VyM. 

8. 	 Viga simplcIllcnte apoY~Hta, COil carga scnoidal. Una viga horizontal ABC, de longitud I, esta apoyada sim­
plcmcnte en Ins cxtremos A, dondc x = 0, y C, donde x = I. Desde A hasta C se apliea una fuerza distribuida, 

ellya intcnsidud varia seglm P = Po sen( nx/I), y en el punto B, donde x =1/3, obra, ademas, )a fuerza }~ =Pol, 

ambas dirigidas hacia abajo. Calcule las reacciones, halle las ecuaciones de V y M en toda Ia viga, y dibuje, con 
todos los detalles, los diagramas respectivos. 

9. 	 Maximo del momento en vigu simplcmcnte apoyuda. Una viga horizontal, ABC, tiene una articulacion en el 
extremo A, donde x = 0, y un apoyo de patin en C, donde x = I. Desde A hasta B, donde x = II < I, se aplica 
una fuerza uniformemente repartida, de intensidad po, desde D hasta C se aplica una fuerza uniformemente repar­
tida, de il1lensidad 2po, Yen el punto n obra. ademis, Ia fuerza Fa Pol, todas dirigidas hacia abajo. Halle el va­

lor de 1/ para que cl momento flector en B sea maximo y dihuje los diagramas de Vy Al, con todos los detaUes. 

IO. 	 Vig~1 CUll cOlrgas Illo\'ilcs. Una vigu simplemcnte apoyada, AB, de longitud 10/, soporta una vagoncta de dos ejes 
separados entre sf la distancia I, cada uno de los cuales transmite ala viga una filerza Fo; el eje de Ia izquierda es­
ta colocadu a una distancia arbitraria, It, del soporte izquierdo de la viga, A, Halle el valor de 1I para que el mo:­
menta flcctor en 141 vigu bajo el eje de la izquierda sea maximo, y el valor de ese maximo. 

11. 	Viga con cargas m6vilcs. Una viga simplemcnte apoyada, AB, Iongihld 1=8 [m], soporta dos fuerzas m6viles, 

dirigidas hacia abajo, ;;: 7.5 00 Y2Fo, separadas entre sl Ia distancia d;;;;; 1,6 la primera de ellas esta 

colocada a ulla distullcia arbilraria, tt, deI soporte izquierdo de In viga, A. Halle los valores de /I para que la fuer­
Zi.l emlall!e 0 cll1lol11ento nector en Ia viga st!un maximos, y el valor de esos maximos. 

12. 	Diagnuna conocido de cizalladUl'a. EI diagrama de cizalladura de una viga simplemente apoyada, ABCD, de 
longitud 4/, es asi: desde A, donde x = a y la cizalladura vale Fo, hasta B, donde x =21 Yla cizalladura es nuIa, 
la cizulladuru varia liIH!almcnte; dcsdc n hasta C, donde x = 3/, la cizalladura es cero; desde C hasta D, donde 

x ~ 4/, la cizalladura es uniforme y vale -Fo. Dibujc el diagrama de momenta nector de In viga y halle el siste­
ma de cargus que actua sobre ella. 

7.4 Otras vigas 

1. 	 VigOl cmpotnuJll y COil articulacion intcnUl. Una viga, ABC, tiene empotrado el extremo A, donde x =0, una 
articnlacil)ll interior en 13, dondc x = 3/, Yse apoya en un patin en C, donde x = 6/. Desde B hasta C se aplicn 



49 

una fuerza uniformernente repartida, de intensidad Po = 2F;JI, yen el punto D, donde x = I. ohra, adern.i.s, la 

fuerza F(), ambus dirigidas hacia abajo. Dihuje los diagramas de Vy kl. can todos los detal1e. 

2. 	 n~II'c~,z~, carg;ula. Una harcaza ABCDE, de fondo plano, flota en el agua y su longitud, desde A, donde x =0, 

hasta E cs de 3/; la barcaza soporta UllU fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, que se extiende desde 
cl punto 13, donde x::: 0,51, hasta cl punto C, donde x = 4,51,y una fuerza concentrada, Fa = pi, aplicada en el 

PUllto D, donde x::: 2/. Dibuje los diagramas de Vy M, con todos los .detalles. 

3. 	 Reprcsa pC(IUeiia. EI mum de cierre de una represa pequena es una viga vertical, de ancho //2 y altura 3/, que se 
sosticllc mediante una articulaci6n en la base y un rodillo ubicado a una altura 21 de esta. Si el peso especifico el 
Hquido cs w y este llega hasta el borde del mUrD, dibuje los diagramas de Vy Men la vigu. con todos los detalles. 
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CAPITULO 8 

FLEXION 

8.1 	Flexion uniaxial en seccioncs sinuHricas e isotropicas 

I. 	 Vigil I'CChlllgulllr milS cflclclltc. Dc un ciliudro d~ 1l1ud~ru, d~ rudio R, S~ cortun.\ una viga rectangu­
lar, de base b y altura h. Halle Ia relacion hlb para que Ia viga resultante sea la mas resistente posi­
bIe, 0 la nub rigida. 

2. 	 Scccion recta para hI viga nUls ecollomica. Se Henen tres vigas simplemente apoyadas, de longitud 
I, y el mislIlo material, de peso especirico w y tension admisible disefiadas para soportar Sl1 pro­0"11'1 

pio peso; ulla es circular, de radio R, otra es cuadrada, de Iado (1, y Ia tercera es rectangular, de base 
b y altura 2b. Halle la mas economica. 

3. 	 Scccion rechl panl la viga mas cconomica. Para soportar un momenta Mo, Y del mismo material, se 
tienen cuatro vigas; una es de seccion circular, de radio R, otra es cuadrada, de Iado a, otra es rec­
tangular, de base b y altura 2b, y la lIltima es una I, compuesta de tres rectangulos de Iados I vIOl. 
Halle la mas cconomica. 

4. Maximo del momento en viga de sccci6n cuadrada, con carga uniforme. Una viga, ABC, se apoya 
lm tllla articulacio.11 en A, cloude x = 0, y en un patin en B, donde x = I; la seccion recta de la viga es 
cuadrada, de lado h, y la tension admisible del material es O"w •. Desde A hasta el punto C, donde 
x = u, sc apJica LIlla fucrza uniformcl11ente repal'tidu, de illtensidad Po. entre los puntos C y B se apli­
ca otra fucrza lI11iformcmcnte repartida, de intensidad 2po, y en e 1 p unto Cobra, a demas, 1 a fuerza 
J'~ ::: pi, todas ellas dirigidas hacia abajo. Halle el valor de u para que el momento flector en C sea 

maximo; dibujl.:, luego, los diagramas de V y AI Y ca1cule el valor minimo que puede tomar h. 

5. 	 Vigil de secciou rccblllgu)ar, con C.... gil unifol'lUc. Una viga, ABeD, se apoya en una articulacion 
ell A, dondc x;;.;.;: 0, y ell Ull patin en D, donde x = I; la seccion recta de In viga es rectangular, de la­
dos b y 3b, y Ia tension admisible del material es O"\V' Desde A hasta el punto B, donde x a, y desde 
cl PUllto C, dOllde x = I a, hasta D, se aplican sendas fuerzas uniformemente repartidas, de intensi­
dades iguales a po, elIas dirigidas hacia abajo. Si Po 5.000 [N1m], 1= 5 [m], a = 1,5 [mJ y 

CT. = 100 lMPaJ, dibujc los diagramas de V y M. y balle cl valor minimo de b. 

6. 	 Viga de seccion l'cctungular, COil cnrga uniforme y peso propio. Una viga, ABC, de longitud 3/, 
estii upoyuda ell ulla articulacioll ell A, dOl1de x = 0, y en un Ilpoyo de bolita en il, donde x;:;; 2/, y el 
cxtrclllO C sc enClIcntra Cll voladizo. La viga soporta una carga uniformemente distribuida en toda su 
longitud, de intensidad po y dirigida hacia abajo, Ia secci6n recta de aquella es rectangular, de ancho 
b y altura 211, la tensi6n admisible del acero es O"w Y el peso especifico de este es w. Si 1= 0,150 (m], 

Pu 3500 [N I Ill], a .. == 60 [MPa] y tv =77.000 [N 1m)], hulle el valor minimo de b despreciando el 

peso propio de la viga y sin despreciario. 

7. 	 Viga dc scccion cundrllda, con c~lrga triangular. Una viga, ABeD, se apoya en una articulacion en 
13, dundt: x = I, y en un patin en D, donde x 31, mientras que A, donde x 0, esta en voladizo; la 
secci6n recta de la viga cs cliadrada, de lado b, y la tension admisible del material es aw.. Desde A 
hasta D sc nplica una fucrza uniformemente val'iada, que cambia desde 2po en A, hasta 0 en D, y en 

http:articulacio.11


51 

C, daude x;;;; 2/, obra lu fucrza I~) = pJ, umblls dirigidas hacia abajo. Dibuje los diagrumDs de V y M. 

Y calculc el valor minima que pucde tamar el area de la seccion recta. 

8. 	 Viga dc scccioll rcctnngular, COil c~lrga triangular. Una viga, ABC, de longitud 2/,esta apoyada en 
una articulacion en A, donde x:::: 0, y en un apoyo de bolita en C, donde x::: 2/, La viga soporta una 
curga uuiformemente variada desde A, donde Ia intensidad es 2po, hasta a, donde x = I, y la intensi­
dad es 0; aciemas, desde B hasta C soporta otra carga l1niformem~nte repartida, de intensidad Po, am­
bas dirigidas hacia abujo. La scccion recta de la viga es rectangular, de ancho b y altura 2b, y Ia ten­
sion admisible del material es o"\\'. Dibuje los diagramas de V y de Iv!, y calcule el valor minimo de b. 

9. 	 Viga de seccion rectangular hucca. Una viga horizontal, ABCD, se apoya en una articulacion en A, 
donde x 0, y en lIll patin en 0, donde x = 3/; la seccion recta de la viga es rectangular y hueca, de 
base b y altura II en Ia linea media y espesor uniforme I, y Ia tension admisible del material es O"w. En 
eI punto B, tlonde x == I, se aplica la fucrza 2Fo• yen el pun to C, donde x = 2/, se aplica Ia fuerza 

ambas dirigidas hacia abajo. Si J<~ = 25 [kN], / = 1 [m], t =0,008 [m], h =0,15 [m] y 

0"", 150 [MPa], hulle el valor minima de b. 

10. IVlillimo 	de los IlUlxill)os. lJ nu vign, ABeD, de longitud I 18 + (l [m], se apoya en una articulaci6n 

I!il A, donde..! x = 0, y en Ull apoyo de bolita en C, don de x 18 [m], mientras que el extremo D, don­

de x 18 + a [m], e sta en v oladizo; e Jl B, d onde x = 9 [m], 0 bra una fuerza F, = 50.000 [N], y en D 

actllU la fherza f; = 30.000 ambas dirigidas hacia abajo. Halle el valor de a para que el maximo 
1l1011ICllto nector ell valor ahsolulO de 1a viga sea minimo. 

11. Minimo de los nuhimos. Una viga, ABC, de longitud I + a, seccion rectangular, de base b y altura 
2b, forjada en acero, cuyo peso especifico es lV, se apoya en una articulaci6n en A, donde x =0, y en 
lIl1 apoyo de bolita en 13, doude x::;;: I, rnicntras que el extremo C, donde x = I +a, esta en voladizo. 
Halle el valor de (l para que cl maximo momento flector en valor absoluto de In viga sea minimo y la 
tl!l1sion normal maxima correspondiente. 

8.2 Flcxiiul uniaxial ell sccciol1cS shnctricas y al1isotr6picns 

J. 	 Vig~l de sc ccii>n r cctaIlglllar y c arg'l ulliforIne. Una viga, ABC) tiene el extremo A en voladizo, 
dondc x:::; 0, sea poya e 11 II na a rticulucion e 11 B, d onde x = I, yen un patin en C, donde x = 4/; la 
seccion recta de la viga es rectangular, de lados b y 2b, y las t ensiones a dmisibles del material en 
tracci{)11 Y cOlllplesion son 0"11'1 y J 1\,c. Desde 13 hasta C se aplica una fuerza unifofmernente rep art ida, 
de intensidad Po, Y en el punto D, donde x:::: 3/. obru, ademas, la fuerza Fo, ambas dirigidas hacia 
abujo. Si I:.::. 2 [Ill], f;;:..-: 20,000 [N], Po 50.000 [N1m], 0"111:;:; 30 [MPa] y O""~:.::. 100 [MPa], dibuje 
los diagramas de V y M, y halle el valor minimo de b. 

2. 	 Viga de scccion recblllgular bucca. La secci6n recta de una viga es rectangular, de base a y altura 
2a, y tiene un agujcro prismatico y cuadrado, de Iado b, con 1 ados p aralelos a los e xternos y c uyo 
borde superior se encuentra a Ia distancia a del borde superior de la viga. Si a:::: 0,04 [m] y 

b::::. 0,03 [11l1~ Y las lcnsiones admisibles del material en traccion y compresion son O"~t:::: 120 [MPa] 

y 0",,,;:'; 150 1M Pal, hulle el va)or maximo, en valor absoluto, del momenta nector que puede aplicar­

se a la secdoll. 

3. 	 Viga de scccion rectangllinl' hucca. Una viga, ABC, se apoyu en una articulacion en A, donde 
.\' ::..:. 0, yell lIll patin eu C, dOllllc x = 3/,' la seccion recta de la viga es rectangular, de base n yaltura 
2a. y lit!ne Ull agujero prismatico y cuadrado, de lado b, de lados paraldos a los extcrnos y euyo bor­
de superior se cncuentra a la distancia a del borde superior de la viga. En el pun to B, donde x:::: I, se 

4)9'022-­
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aplica I u fucrza Fo, dirigida hucia abajo, y las tensiones admisibles del material en tracci6n y com­
presiou son aWl Y awe. Si I = I [Ill], a =0,04 [m], b= 0,03 [m), a"1 = 120 [MPa] y a"." =150 [MPa], 
hallc el valor maximo de Fo. 

4. 	 Vig" de scccion circular y catgn uuiformc. Una viga, ABC, tiene el extrema A en voladizo, donde 
x;::: 0, se apoya en una articulacion en 13, doude x = I, y en un patin en C, donde x = 4/; la secci6n 
recta de Ia viga es circular, de radio R, y las tensiones admisibles.del material en traccion y compre­
sian SOil aWl yaWl" Desdc A hasta el pUllto D, donde X = 2/. se aplica una fuerza uniformemente re­
JHHlida, de intcnsidad po, y en cl punto E, donde x = 4/, obra, ademas, la fuerza Fo, ambas dirigidas 
hacia abajo. Si /::.::1 [mJ, J'~;;;20.00(J[N], Pu:: 15.000[N 1m], a 1\1 =100 [MPa] Y a 

M
r.=50[MPa], di­

bujc los diagramas de V y 1v/, y halle cl valor minimo de R. 

5. 	 Vigu de scccion circular y carga llniforme. Una viga, ABC, se apoya en una articulacion en A, 
doutiL.: x 0, Y CIl Ull patil! Cll H, dOlld~ x;::: 4/; la sccci6n recta de la viga es circular, de radio R, y 

las tensioncs admisibles del material en traccion y compresion son aWl Y awe. Desde A hasta el punto 
D, <loud\! X == 3/, se aplica lIna fuerza lIniformcmente repartida, de intensidad Po, Y en el punto C, 

dondc x = 2/. obra, udcmas, In fucrza FIl , amblls dirigidas hacia abajo. Si 1= 1 [m], F'o;::: 20,000 [N], 

Po = 15.000 fN 1111], a"l == 100 [MPa] y CT W, 50 [MPa], dibllje los diagramas de V y Nf, Yhalle el va­

lor millimo de U. 

6. 	 Viga de scccion ell T. Una viga, ABeD, tiene el extremo A en voladizo, donde x 0, se apoya en 
una articulacian en B, donde x = 0,5/, y en un patin en D, donde x 2,51: la sec cion recta de Ia viga 
es una T, cuyas aleta y alma son rectangulos iguaIes, de lados b y t. En los puntos A y C, donde 
x = 1,51, sc aplican scndas fuerzas iguales a FOl ambas dirigidas hacia abajo. Si 1= 2 [m], 

b= 20 xlO'2 fl11] Y t == 5 x10-2 [m], y las tensiones admisibles del material en comprcsion y traccion 

son 	O'al ;:;:; 2a
wl 

== 200 [MPa], halle el maximo valor que puede tomar Ia fuerza Fo. 

7. 	 Viga dc SCCciOIl en T. Una viga, ABC, de Iongitud I, esta simplemente apoyada en los extremos A y 
C, yen d punta 13, que dista 113 del apoyo A, se aplica una fuerza vertical FOI dirigidahacia abajo. La 
seccioll recta de la viga es una 1', euyas aleta y alma son rectangulos, de lados a I y t en la aleta, y a2 Y 
t en cl alma, y las tcnsioncs admisibles a traccion y compresion en cl material son aWl yO-we. Si 
1:.= I [Ill], t;:;:; 0,(H25 [m], {II = 0,10 [111], l1l =0,05 [m], aWl =40 [MPa] y aK~' = 120 [MPa], halle c] va­

lor maximo que puede tomar Fo. 

8. 	 Vigu dc scccion ell T. Una viga, AIlC, de longitud I. csta si11lplemente apoyada en los extrcmos A y 
C, y en c1 punto B, que dista 2113 del apoyo A, se apliea una fuerza vertical Fo. La seccion recta de la 
viga es una '1', cuyas aleta y alma son rectanglllos, de lados (JI y t en la aleta, y (Jz y t en cl alma, y las 
IcnsiollCS admisihles a trHccion y comprcsion en el material son 0'11'/ y awe" Si 1= 3 [111], t =0,025 

(IIllj 	 0,10 11ll], O,20lm], 0'111 ::::; 20 IMPa] y (F.r 40 [MPa], halle, tomando en cuenta un factor de 

seguridad de 1/ 2 eimaximo valor, sea hacia arriba 0 hacia abajo, que puede tomar Fo. 

9. 	 Vigil dc scccion Cll '1', COil cnrg;1 ulliformc. Una viga, ABCD, tiene el extremo A en voladizo, dande 
x...;.. 0, Sl! apoya ell una articuladbn ell U, dondc x =I, y en un }Julin cn D, donde x = 51: Ia secci6n 

recta de In viga es una T, cuyo cje neutro se encuentra a las distancins YI y Y2, respectivamente, de los 
bordes superior c i nfcrior y s 1I III amento de i nercia con r especto a esc c j e e s I. D esde A h asta B se 
aplica lIna fncrzlI uniformemcntc reparlida de illtensidad po, y en el punta C, donde x = 3/, obra, ade­

mas, la fllcrza I;,; = pJ, umbas dirigidas hada abaja. Si I::;;; 2 [Ill], y. = 0,08 rm], y, = 0,120 [111] e 

J =30 >~ to" [11l4 j, Y las tellsiones admisiblcs del material en compresion y trace ion son 

a", 1,5a", = 100 (MPa], halle el maximo valor que puedc tomar Po. 
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10. 	 Vig:. de sccci6n ell '1', con cargu uilifonnc. Una viga, ABeD, Hene el extremo A en volndizo, donde 

x == 0, sc apoya en una articulacion en 13, donde x = I., y en un patin en D, donde x II +3/,. la secciOn 


recta de la viga es una T, cuyas aleta y alma son rectangulos delgados, de lados lOti Y II en la aleta, y 9 

II Y 12 en d alma. Desde A hasta B se aplica una fuerza uniformemente repartida de intensidad Po, yen el 

PUllto C, dOlldc x = " -I- 21. ohm, udclmls, la fuerzu Fa = Pol, ambas dirigidas hacia abajo. Si 1=1 [m], 


Po = 5000 [N I Ill] Y 'I ::::: 6 X 10-) [mJ, y las tensiolles admisibles del material en compresion y tracci6n 

SOIl u., = 1,50"1 = 150 [IvIPa], halle In longitud del tramo AB, I .. paTa que los momentos flectores en los 

puntas Bye tengan igual valor absoluto y encuentre el valor comun de ese momento; dibuje los dia­
gralll<.lS dc cizalladllra y momcnto 1lector dc la viga y hnlle el valor minima de t2' 

11. 	 Viga de sec cion ell T invcrtida. La seccion recta de una viga horizontal es una T invertida, cuyas aleta 
y alma son rct:t<ingulos. de lados (II y t en la aleta, y llz Y t en el alma; las tensiones admisibles en In aleta 

y en el alma son awl Y a ll '2' Si t = 2,5 xl 0-2 [m], {l2 = 12,5 xl 0-2 [m], 0""1;;:;; 400 [MPa] y 

0'''1 ;:;; 100 lMPaJ, hall~ cl allcho de la aleta, a" para que en esta y en el alma se desarrollen simultanea­

mente las tensiones admisibles en los bordes mas alejados, y el momenta flector maximo que puede so- ­
ponar la seecion. 

12. 	 Viga de seccion en T invertida. Una viga, All, se apoyaen una articulacion en el extremo A, donde 
x = 0, y en un patin en B, donde x == I; la seccioll recta de la viga es una T invertida, cuyas aleta yalma 

SOil rectangulos, de lados (l y t en la aleta, y 41 y t en el alma. En los extremos de la viga se aplican sen­

dos mOIll~ntos positivos, iguales a Mo. Si 1=4 [m], t =2,5 X 10-2 [m] y las tensiones admisibles del ma­

tcrial en compresion y traccion son a w(' = 100 [MPa] yawl = 35 [MPa], y se quiere lograr un diseiio 

equilibrado de manera que se alcancen simultaneamente las maximas tensiones posibles en Ia secci6n re­
cta de 1a viga, halle los valores de a y de A10' 

13. 	 Viga de seccioll en T invertida, con carga uniforme. Una viga, ABeD, se apoya en una articulacion 
cn B, doude x 2 [111], y en un apoyo de bolita en e, donde x = 10 [ml, mientras que los extremos A, 

dondc x 0, y D, donde x = 12 [m], eshin en voladizo; In seccion recta de la viga es una T invertida, de 

momento 	 de incrcia '=::::;: 60 x 10 b [m 4], Y cuyo centroide dista )~ == 0,20 [01] del borde superior y 

::.:: 0,08 [m] del borde inferior. En los extremos de la viga obran sendas fuerzas concentradas, iguales aYl 

W. mientras que desde B hasta C se aplica una fuerza uniformemente repartida cuyo valor total es 6W, 
todus dirigidas hacia abajo. Si las tensiones admisibles del material en compresion y tracci6n son 
a,,, 60 lMPa] y 0""1 = 20 [MPa], halle el valor maximo que puede tomar W. 

14. 	 Viga (~Il voladizo de seccion en n. Una viga, AB, se apoya en un empotramiento en el extremo A, 
dondc x 0, y cl extrema il, donde x = I, esta en voladizo. La seccion recta de la viga es una n sime­

trica, de ahllnl 41, ancho 61 y espesor I. En el extremo B se aplica tin momento, Alo, positivo. Si 
I 0,03 rlll] y las tcnsiones admisibles del material en traccion y compresi6n son aWl = 120 [MPa] y 

a"" 150 [M Pnl, halle el maximo valor que puede tomar Mo­

15. 	 Viga con <los voladizos dc seccion CII n y carga uniforme. Una viga, ABCD, tiene el extremo A en 
vo!adizo, donde x = 0, se apoya en una articulacion en B, donde x = a, y en un patin en C, donde 

x a-I I, y el extremo D, donde x = 2a + I. esta en voladizo. La secci6n recta de la viga es una n sime­

triea, de momento de incrcia Iz con respecto al eje centroidal paralelo a la base, de altura h y cuyo cen­
troidt sc ellCl1Cntl'a a la distancia O,3h del borde superior. En los puntos A y D de la viga se aplican sen­
das fucrzas iguales a Fo, Y entre los puntos Bye una fuerza uniformemente repartida, de intensidacl Po, 
todus dlas dirigidas hacia abajo. Si 1==6 [m]. h =0,28 [m], f~ =4000 [N], Po =3000 [N1m] y las ten­

siones adillisibies del material en tracci6n y compresion SOil aliI = 20 [MPa] y Uk., = 80 [MPa], respecti ­

vamellte, halle los valores limitcs entre los que puede variar la longitud a de los voladizos. 
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16. 	Vig~ tl'hmgulur. Una viga de seccion triangular, de base horizontal b y altura h, soporta un momenta 
flector negativo, Mo. y las tensiOllCS admisibles del material en traccion y compresion son aWl Y Oivc, Si 
b= 0,08 [Ill], II 0,160 [m], an, = 40 [MPal y a • ., =70 [MPaJ, halle el valor maximo de !vlo. 

8.3 FlexiiJll biaxiul y seccioncs asilllctricas 

l. 	Viga de seccion en Z, con carga uniforme. Una viga, simplemeritc apoyada y de longitud I. soporta 
una fuerza lIuifol'memente rcpartida. de intellsidad Po; la seccion recta de la viga es una Z, de aletas 
horizontales e igualcs y alm3 vertical, cuyas base y altura son iguales a (I + b) y el espesor es I. Si 

b = lOt halle la tension nornml maxima que se desarrolla en la viga. 

2. 	 Viga rcctangulur girada. Una viga de scccion rectangular, de base b y altura 5b, cuyo eje de simetria 
vertical esta rotaclo un angulo e, soporta lin momenta flector horizontal, Mo. Si 0'0 es la tension normal 
rmixima en la viga cllando e=0°. halle el ttngulo para el cual la tension maxima es 20'0. 

3. 	 Viga l'cctangulul', COil momento hiaxial. Una viga de madera de sec cion rectangular, de lados a y 2a, 
soporta en SlI seccion recta un momento flector interno, .Mo, dirigido a 10 largo de una de las diagonales 
cll: aquclla. Si Afo 5.000 [111] y (J'k'::: 2 [MPa] es Ia tension admisible de Ia madera, halle el menor va­

lor que puede to mar a. 

4. 	 Viga en \'oladizo, con fucl'za oblicua. Una viga, AB, de longitud I, secciol1 rectangular, de base b y 
altura 11, csla empolracla en el eXlremo A, <londe x 0, y cn su extrema B, donde x:;;; I, soporta una 

fuerza inclinada F=F;';(i.vsena+izcosa). Si b=0,075 [m], h=0,150[m], I 1,500 [m], Fa=750LNJ y 

a = 30°, halle el vector momento que se desarrolla en cl empotramiento. la orientaci6n dcleje neutro en 
Ii.! scct.:ibll recta del cmpotramicnlo y la tension normal nUlxima en esa misma seedon. 

5. 	Viga de seccion parabolica. La seccion recta de una viga es una parabola simetrica can respecto a la 
vertical, de base horizontal a, altura 2(1 y vertice haeia abajo. Si la seccion esta sometida a un momento 
nector, 111o• cuya direccion haee Ull cingulo de 30· can 141 horizontal, halle la tension normal maxima que 
produce ese 1110mtmto. 

6. 	 Viga de secciou en T oblicn:!, con carga uniformc. Una viga horizontal, ABC, tiene el extremo A en 
voladizo, donde x = 0, se ,fpoya ell llna artieulaeion en B, clonde x::: i, y en un patin en C, dande 

x = 31; la seccion recta de la viga es una T, cuyas aleta y alma son rectangulos igualcs de lados 20' y 2t, 
Yen Ia que el alma haee un {mgulo () con la vertical. Desdc A hasta. el punto D, donde x::: 1.51, se aplica 

lIlla 	fuerza unifonnemente repartida de intensidad Po. Y en Dobra, ademas, la fuerza Fa = 10Poi, ambas 

hacia abaio. Si I=:2 1m], Po = 10000 [N 1m] y () 30°, Y la tension admisible del material es 

de 0" .. ;.;: 200 , halle el minimo valor que puede tomar I. 

8.4 Flexion y en rga axial 

1. 	Nllclco de una scccioll rectnngular. Halle el nucleo de Ia seccion reeta de una viga columna, cuando 
aquella I,;S un rcctungulo cuyos lados midcn {l y b. 

2. 	 Nllclco de ulla scccioll rombica. Halle cl ntlcleo de 141 sec cion recta de una viga columna, cllando aque­
lIa cs lIll rombo cuyas diagonalcs midcn a y b. 

3. 	 N (Icleo de lIlIa secclon triolllgular. Halle d ntleleo de la seccion recta de una viga columna, cnando 
aquetJa es un triangu)\) cquihitero de lado b. 
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4. 	 Nt.c1cn dc mIn SCCciOIl ch'culul". llullc cI mkleo de la seccioll recta de una viga columna, cuando nqu6­
lIa cs Ull circulo de radio R. 

S. 	 N tlcleo dc uml scccion cHptica. Halle el nllcleo de Ia seccion eUptica de una viga columna, cuando 
aquella es una elipse de semiejes (l y h. 

6. 	 Viga columna rectangular, can fucrza cxccntrica. La seccion recta de una viga columna prismatica es 
un rcctangulo, de lados {l y b, y en su extremo libre se coloca una pl..aca horizontal, rigida y circular, de 
radio R, cuyo cenlro esta en el eje de la columna; en un punto arbitrario del borde de esa plaea, definido 
por el angllio () que S1I radio haee con e] lado b de la s eccion del a columna, sea plica una fuerza de 
compresion Fo. Si R == 0,125 [111], {l::; 0,20 [111], b= 0,15 [m] y ~ = 5.000 [N], halle, para Ia seccion re­

cIa dl! la bas\.! de la viga columna, el valor de 0 con el cual la mayor de las tensiones normales que resul­
lun en Ius esquinas de esa scccion liellc lin valor maximo, y las tcnsiones correspondientes en las cllatro 
csquinas. 

7. 	 Viga tolulIlua triangular, l~on fucrza CXcclltrica. La secci6n recta de una viga columna prismatica es 
Ull triangulo equihltero, de lado (1, y esta sometida a una fuerza de traccion P, que obra a 10 largo de una 
dc las aristus del prisma. Si las tensiones admisibles en traccion y compresion del material de la viga co­

lumnu cumplen 30"", = 0"" = 0"0' halle el valor minima de a. 

8. 	 Viga column .. prctensada, can peso propio y carga uniformc. Una viga columna simplemente apoya~ 
da, de longitud I, y seccion rectangular, de base b y altura h, se somete a una fuerza inicial de compre­
Si()l1, Fo, que se aplica can una excentricidad e por debajo del eentroide, sobre el eje de simetria de In 
seceion paralclo al lado h; cl peso especffieo de la viga columna es w y soportara una carga uniforme­

mente repartida, de intensidad Po. Si 1= 10 [m], b =0,30 [m], h =0,45 [m], F'a =1 [MN], 

}II = 23,5 [kN 1m j] y Po =12 [kN1m], h aile, antes y despues de aplicar Ia carga Po, las tensiones en los 

hordes c inferior de las secciollcs de los apoyos y cl punto medio de In viga columna, 

9, Muro en pres;) de hormigoll. El perfil del muro de contenci6n de una presa de hormigou, de peso espe­
cifico )\',,, es un trapecio, de altura h, base menor a y base mayor 3a, sobre el suelo; el agua embalsada, 

de peso espedl'ico WII , alcanza una altura b sobre cl piso. Si II = 3 [m], h = 25 [m], lVll = 24.000 

w" 10.000 INllI.l1 y b=-15 llll], halle Ia tensi6n de comprcsi6n Ilulxima en Ia secci6n del muro que se 

apoya en d sllclo. 

8.5 Vigus de v~lrios materiales 

1. 	 VigH en \'oladizo. Una viga, AD, de iongitlld 1= 3 [m], esta empotrada en el extremo A y Hene en vo­

ladizo eJ extrema H, <Ionde se aplica una fuerza vertical Fa dirigida hacia abajo. La viga se forma con 
Jos mutcriales, de secciollcS recl<1ngularcs iguales y lados b= 0,05 (m] y II;;;: 0,025 [m]. que se adhieren 

entre bl al pt:gar los lados mayorcs de las secciollcs rectas, de modo que ese lado qllcde horizontal, para 
formal' una vigu compllcsta. Si los m6dulos de elasticidad del material que queda arriba y del otro son, 
respectivClmcllte, E, 50 [GPa] y E2 ;;;;: 100 [GPa], halle el maximo valor que pucde tomar Fo si Ia ten­

sion normal IIHlxima deb ida a la flexion 110 pllcde supcl'ur 200 [MPa]. 

2. 	 Viga simpicll1cntc apoyada, con carg~l llniformc. Uua v iga s implemente a poyada, del ongitud I, s 0­

porIa una fucrzu uniformemente rcpartida, de intensidad Po; Ia viga se forma can dos platinas longitudi­
nales igllaJes, de base b y altura 2b, adheridas entre si a 10 largo de la base. Si los materiales de las pla­
linas licnen modulos de Young E y 4Eo, halle las tensiolles maximas de In viga en tmccion y compre­
sion. 
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56 

3. 	 Viga de accro y aluminio. Una platina de accro y otra de aluminio, de secciones rectangulares iguales y 
lacIos {l y h. se adhiercn entre si al pegar los lados mayores de Jas secciones rectas, de modo que ese lado 
quede horizontal, para formar una viga compuesta. Si los modulos de elasticidad del acera y el aluminio 
son E.I(' '210 [OPaJ y I:!.:" == 70 [OPal, y a:;:; 24 x 10"3 [m] y b:;:; 8 X 10-3 [m, balle las tensiones maximas 

que se prcsentan en ambos materiales cuando la viga se flexiona par media de un momeIlto horizontal, 
de valor AI:::: 60000 fNm]. 

4. 	 Vign de bronce y aluminio. Dos platinas de bronee, de base b y'espesor t, se adhieren par encima y par 
debajo a lIna barra de a lumillio, de seccion cuadrada y Indo b. para formar una seccion compuesta rec­
tangular, Si h::.: 0,03 [ml, t = 0,006 [I11J, los modulos de elasticidad del bronce y el aiuminio son 

E,> 	 = 140 rGPa] y £,,/ == 70 [GPa], y las tensiones admisibles de los materiales son 0' ../,r :;:; 160 [MPa] y 

(J ""I ::.:.: 100 [MPa], halle el maximo momento nectar que puede soportar la seccion compuesta cuando se 

flexiona con respccto a un eje horizontal 0 a un eje vertical. 

5. 	 Viga de madera rcfol'zada COil dos platinas. Una viga de madera de seccion rectangular, de Iados a y 
b, c.: on (; II ado 111 ayor vertical, e sla c llc.:hap41da C 11 sus b ordes superior e inferior COil sendas platinas de 
acero, de lados a y t. Si {l::;; 0,07 1m], b == 0,15 [Ill], t;::: 0,0 I [Ill] Y los modulos de elasticidad y las ten­

siollcs 4HIIIlisibics de hl llwcicr41 y el accro son, Em:::;: 10 [GPaJ, Ell:;:: 200 [GPa], 0'''/11 = 5 [MPa] y 

0'." 120 [MPa], halle el momento flector maximo que puede soportar Ia vign. 

'6. Vig.. de nmdcra rcforzada COil dos platinas. Una viga simplemcnte apoyada, AD, ellya longitud es de 
/ 5 [1111, y que soporla lIlIa carga uniformcmcnte repartida, de illtcnsidad Po:;:; 40.000 [N I ml, esta 

construidu con II n n l'icteo de 01 adem rectangular, de lado~ b;::: 0,15 [m] y II;::: 0,25 [01], Y reforzada en 

sus bordes superior e inferior can sendas platinas de accra, de b 0,15 [m] y t == 0,05 [m]; si los modu­

los de elasticidad de los materiales son EII/:;:; 11 (GPa] y Ea = 209 [GPa], halle las tensiones maximas 

que se pr(;;scntan en cl acero yen Ia madera. 

7. 	 Vig~, de madera reforzada con <los plntillllS que sopol'tn cnrga uuiformc. Una viga simplemente apo­
yada ticl1c una longitud I=.:4 [mJ y soporta una fuerza uniformemente repartida y dirigida hacia abajo, 

de intcnsidad /)0 9000 [N 1111]. La sccci6n rectn de la viga es rectangular y cst acompuesta par madera, 

de base b 16(, altura Jz 481 Y tension admisible = 20 [MPa], reforzada en SlIS bordes superior e O'lnll' 

inferior par sendas platina de acero, de cspesor t, base b=16t y tension admisible O'"w =210 [MPa]. Si 

la rclacion entre los modulos de Young del aeero y de la madera es de 20, calcule el valor minima de t. 

8. 	 Vig~, dc madera rcforzada COli dos plutillas Clue sOJlorta carga ullifol'luc. Una viga, ABeD, dene en 
voladizo los cxtremos A, donde x = 0, y D, donde x:. 81, se apoya en una articulaci6n en B, donde 

x:;;:: I, yen un patin en C, donde x = 71: la secci6n recta de Ia viga es rectangular, de Indos b y 2b. can el 

Iado mayor vcrlica 1, de madera, yesta enchapada en sus hordes superior e inferior can sendas platinas 
de acero, de lados b y f. Destle B hasta D sc apliea una fuerza uniformemente repartida de intensidad po, 
y en cl punln A ohm, adelmis, la fllcrza f~ 2PJ, ambas dirigidas hacia abajo. Si I;::; 1 [m], 

Po = 20000 [N / m], t = 0,004 [m] y los modulos de elasticidad y las tensiones admisibles de Ia rnadera 

y 1.:1 acl,!l'u SOil, Em:": 12 [OPal, E,. 200 [OPal, 0'...,. =10 lMPaJ y O'"a ::::::140 [MPa], dibuje, con detalIes, 

los diagramas tit: II y AI, y hall!.! el valor minima que pucde tomar b. 

9. 	 Vigu de III ."Jera r cfon:udn COil P laUnas d iferentes. Una viga de madera, de base b y altura /z, esta 
rcforzada ell 1u parte inferior pOl' lIIIl1 p\;.ltillll dc m.:cro, de base' h y cspcsor (, y ell In IJurtc superior pOl' 
una philina de accro dc espesor t y hasc bl; las tensioncs admisibles en la madera y cl accra son (TWill y 
0'",/, Y SlIS lIlc)(\ulos de Young cSlan ell Ia razon de I a 20. Si h = 0,20 [111], t == 0,01 [m], b =0,15 [m], 
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bl == 0,05 [m], a. III == 15 [MPa] y a wu 120 (MPa], halle el momento flector maximo que puede soportar 

la viga. 

10. 	 Viga rcforzada COil una platiml. Una viga, ABC, Helle una articulaci6n en el extremo A, donde .t' == 0, 
un apoyo de patin en 13, donde x = 4/, y el extremo C, donde x == 51, esta en voladizo; sobre toda Ia viga 
actlHl tllla fllcrza lluiformClllcntc r(;!partida, dc intensidad po. La secci6n recta de la viga es rectangular, 
de base b y altura 2b. y el material ticne modulo de Young EI Y tc:~sion admisible awl' Si 1=1 [m], 

Pi) == 20000 [N / m], E, 10 [GPa] y a,,'1 == 25 [MPa], dibuje, con todos los detalles, diagramas de mo­

mento l1ector y fuerzu cortante y halle el valor minima de b. Calcule nuevamente ese minimo, si a Ia vi­
ga sc Ie coloca una platina en SIl borde sllperior, de aneho b y espesor 0,05b. de un material con 
E2 200 [GPa] Y a,,'2 === 200 [MPaj. 

11. 	 Viga cnmpncsta de tres tablas y llos platinas. Una viga compuesta se forma can tres tabIas, de base b 
y CSpCSOI HI. scparadas entre si por medio de dos platinas de acero, intercaladas, de base b y espesor t. 
Si b::::. 0,30 [Ill], 1= 0,006 [Ill], los modulos de elasticidad del acero y la madera son E"" = 200 [GPa] y 

12 LGPa], y las tcnsiones admisibles de los materiales son all".'::: 140 (MPa] y all'mn = 12 [MPa], 

halle cl maximo momcnto fleet or qllc puede soportar la seccion compuesta cuando se flexiona con res~ 
pccto a 1II1 eje horizontal () a UII eje vCI'IiL.:ul. 

12. 	 Vig~l con nllcleo y camisa. La scccion recta de una viga se forma con un m'tcleo cuadrado del material 
I, de I<ldo (J = 0,05 rm], Y lIll tubo cuadrado del material 2, de lado interior a y exterior b = 0,08 [m], y 

soporla 	un momcl1to flector Ai,::: 10.000 [Nm]. Si los modulos de Young de los materiales son El y 

Ei. ::::. 2EI , hullc la tension nornml maxima de la viga. 

13. 	 Vig~l de hormigoll I'cforzado. La seccion recta de una viga de hormigon es rectangular, de lados b y h. 
y e 51a r eforzada COil t res v arillas i guales de a cero, de radio R, colocadas horizolltnlmente en una capa 
que dista tI del borde superior de aquella. Si b=0,2 [m], h =0,4 [m], d=0.35 [111], R =0,0125 [m] y 

los 	 modulos de (;!Iasticidad y las tensiones admisibles del hormig6n y el aeera son, E" = 20 [GPa], 

::;;: 200 [GPa], O"wh 1°fMPa] y 0""" == )40 [MPa], hulle ellmiximo momento flectar positivo que so­

porta la viga. 

8.6 VigilS de seccion varhlble 

I. 	 Vig~l tic igual rcsistcnchl, con cnrga uniformc. Una viga, de longitud /, esta empatrada en un extrema, 
ticllt.! libl'c cl olro y soporta una carga uniformemente repal'tida, de intcnsidad Po, dirigida hacia abajo. 
Si la :;cecioll recta de la viga es un rcctangu)o, de uneho uniforme b y altura variable h(x), halle la forma 
como debe variaI' esa altura para que Ia viga sea de igual resisteneia. Una viga es de igual resistencia 
cHando en lndas las secciones n;!ctas 141 maxima tension normal es la misma. 

2. 	 Viga de igllal rcsistenda, COil carga triangular. Una viga, de longitud I, simplemente apoyada, sopor­
ta ulla carga uniformemcnte variada y dirigidu hacia abujo, cuyn intensidad cambia desde °en un apoyo 
hasta Po en c1 olro. S i Ia seccion recta de la viga es un cuadrado de lado variable, a(x), halle la forma 
(.;(')1110 ddll: variaI' t:sc ludo para '1m: la viga sea de igllul rcsistencia a la tlcxi6n; se illfonna que ao es el 
lado dd mayor de los cuadl'ados. 

8.7 Vigas de cje cu I'VO 

I. 	 Viga de seccion rect~lI1g11lar. EI radio de curvatura del ejc centroidul de una viga de eje circular cs rc y 
la s ecciOll r teta del a m isma e sun r cctanguio deb ase b y altura II. Deducir In expresion que permite 
calcular cl radio de clirvatura del ejc ncutro de ]a seccion. 

(, 
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2. 	 Viga de scccion I"Cctlwgulnr. El radio de curvntura del eje centroidal de una viga de eje circular es re. la secci6n 
recta dt: in misma es un rectangulo de buse b y altura h, y In viga esta sometida a un momento Mz •Si b == 0,15 [m] 

y ,,== 0,10 [m], caleulc el error relalivo inll'Oducido en el caleulo de la tension norma) rruixima al sllponer que la 

viga es recta, para los casos en los que rc vale 0,05 [m], 0,10 [m] y 0,30 [m]. 

3. 	 Viga de SCCciOIl Ch·clIhlr. El radio de curvalura del eje centroidal de una viga de eje circular es rc y la seccion 
recta de la mismu cs un circliJo de radio a. Oeducir In expresi6n que permite calcular el radio de curvatura del eje 
neulro de In seccion. . ­

4. 	 Vigu de sccciOll cliptica. EI radio de Cllfvatllra del eje centro ida1 de una viga de eje circular es rc y la secci6n 
recta dc la misma es lIna elipse de semicjes a y b, con a paralelo are. Oeducir la expresion que permite caicular el 
radio de curvalura del eje nculro de la scccion. 

5. 	 Vig~l curva clllpotrada. EI eje centroidal de una viga de secci6n cuadrada, de lado I y tension admisible Oiv, es 
una semicin.:ullt'i;rencia, de radio a; la viga esta empotrada en un extremo y sometida a una fuerza de compresi6n, 
P, aplieada en el centro ide del extremo libre. Si 1=0,1 [Ill], a 0,5 [m] yaM" == 200 [MPa], halle el valor 

maximo que puede tomar P. 

(). 	 Viga de sccl'i{m trapczoidul. J,u seccion recta de una viga de eje curvo, de centro de curvatma en C, es un trape· 
cia, de altura Il, que tiene un eje vertical de simetria y est5 sometida al momento flector M; la base del trapecio 
mas cercana a C dista 1'1 de ese punto y tiene ancho bt. y la otra base tiene ancho b2 y disla 1'2 de C. Deducir la dis­
tancia a C del eje neutro de la secci6n, R,' ademas, si hi =0,04 [m] Y Ii =0,04 [m], halle Ia relaci6n 4/4. tal 

que las tensiol1cs en las fibras extremus de In sccci6n, en traecion y compresion, sean iguales en valor absoluto. 

7. 	 Viga de seccion ell I asimctrica. La sccci6n recta de una viga de eje curvo, de centro de curvatura en C, es una I 
dc aktus difcrentes, pero con till eje vertical de simetria, y esta sometida al momenta flectar AI; In aleta superior 
ticlIc andlO hi y SIIS hordes superior c illferior distan 1'1 Y1'2 de C; el alma ticne ancho b2 y sus bordes superior e 
infl!riur distan r2 Y1'3 de C; y la akla inferior Helle aneho b3 y sus bordes superior e inferior dis tan 1'3 Y1'4 de C. 
Dcmostrar que, si A cs el area de la secci6n y R la distancia entre C y el eje neutro, entonces: 

A 
8 R= [• III (t; )" (r3 /rzt (/~ /I; t ] 

9. 	 Y ealcular las tensiollcs maxima y minima en la seccion cllando q =hs = 0,05 [m], 4 =0,015 [m], 

1; 	 0,04 [m], Ii Ii == ,~ - '3 = 0,012 [111], I; - Ii = 0,036 [m] y M = 2 [kN m]. 

10. 	 Viga em'va y rectil. Ulla varilla recta y de secci6n cLludrada, de ludo I, y tension admisible a Ia compresi6n aK'C, 
se dobla en su punto medio en forma semicircular, de manera que el radio de curvatura del borde interior sea b Y 
cl del exterior sea b+' y quc los extremos rectos de aquclla sean paralelos; en estos, a una distancia a del punto 
en uondt: se inicia la pore ibn scmicircnnferencial, se aplican sendas fuerzas colineales, convergentes e iguales a 
Fo, perpcndicillares a los segmentos rectos. Si I;;;; 0,03 [m], b = 0,02 [m], f~ == 5 [kN] Y a Mr = 175 [MPa], 

halle elllluximo valor para la distanciu a. 

8.8 Vigus sOInetidas a varias solicitaciones 

1. 	 Flexion y torsion sobre un eje. Un eje circular, con radio R, y cuyas lensiones admisibles son Oil' y 7;v, trans mite, 
simultaneamente, l11omentos fiector y torsor, My T. Si M 2.000 [Nm], T;;;; 3.000 [Nm], a .. = 80 [MPa] y 

r 
ll 

60 1M Pa1, haBe cl radio del ejc. ;:;;; 

2. 	 Flexion y torsion sobre un eje. Un eje cilindrico de secci6n circular, con radio R, euyas tensioncs admisibles 
son Oil' Y Ii" gira it llna frcclIcnciafy esta somctido a un momento flector M. Si R;:; 0,05 [m], f == 30 rHz]. 
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AI 2.500ff ], a~, =100 [MPa] Y 'f w 60 [MPa], halle el momento torsor maximo que puede actuar al 

mis1l10 tiempo sobre el eje y, en ese caso, Ia potencia maxima que este puede transmitir. 

3. 	 Flexion, torsion y carga axial sobre un cjc. Un cje de seccion circular, de radio R == 0,10 [m], soporta, simul­
taneamente, una carga axial de ttaccion P == 50.000Jl"[N], un momento flector M =2.000Jl"[Nm] y un momen­
to torsor T == 3.000Jl" [N 111]. Halle las tensiones maximas en tracci6n, compresi6n y cizalladura. 

4. 	 Flexion, torsion y carga axial sobre un cje. Un ejc circular, de radio R':;;; 0,04 [m], y cuyas tensiones admisi­
hies SOil a .., == 100 !MPa] yr", == 80 [MPa], soporta, simultfmeamente, un momento flector de 
AI = 80,()()OJl" [N m] y una carga uxial de tmcdon de P == 40.000Jl" [N]. Halle el maximo momento torsor que 
puede aplicarse al eje. 

5. 	 Flexion, lm'sion y cnrga nxial sohre un ejc. Un eje de seccion circular, de radio R. soporta, simultaneamente, 
una carga axial dt: tracci6n P == 50.000Jl" [N]. un momento flector M == 2.000Jl" [N m] y un momento torsor 
T == 3.000Jl" [N 111]. Con el nso de la teoria de Tresca halle el R minimo si la tension admisible del material 

esa" = 250 

8.9 Vig~lS de material clastoplastico 

1. 	 Viga rectangular. Una viga simplemellte apoyada, de 101lgitud 21. tiene seccion recta rectangular, de base b y 

altura h. rue c;ollslruida t:on una material elastoplaslico ideal, cuya tension de cedencia es O"y. y en el punto medio 
soporla una fuerza cone entrada F. Si 1=3 [m], b= 0,08 [m], ,,= 0,16 [m] y O"y = 250 [MPa], halle el valor 

dt: F para que se desarrolle en la viga d momento pi<lstico. 

2. 	 TClIsiulIcs rcsidlHllcs Cll viga rcchmgular. La seccion recta de una viga es rectangular, de base b y altura h, el 
material de la misma es eJastoplastico ideal, de 111l)duJo de Young E y tension de cedcncia 0;" y esta sometida a 
un 1l10lUcnto llc:ctor MI.' Si f!: = 200 [GPnj, O"y == 240 [MPa], b== 0,06 [01], II 0,09 [111] Y 

M, = 24.000 IkNm], halle el valor del momento de cedencia, el momento plastico, el grueso del nucleo ehistico 

y d radio de curvatura corn:spondiente, y, sa Sc retira cl momento fleetor aplicado, la distribucion de las tensi08 
IlCS residllalcs y cI radio de curvatura residual. 

3. 	 TCIISiuIlcs residlUllcs ell viga rcctangular hucca. Lu seccion recta de una viga es rectangular y hueca, de base 
b, ulturu Il, t:spesor , en los lados verticales y 21 en los horizontales, el material de la misma es elastophistico 
ideal, de modulo de Young E y tension de cedencia 0;" y estuvo sometida a un momento flector que produjo zo­
nas plasticas de altura c por encima y por debajo del eje neutro. Si E == 200 [OPal, O"}, = 240 [MPa], 

b== 0,06 [111], h = 0,11 [m] y c= 0,04 [m], halle la tension residual en los bordes inferior y superior de ta sec­

cion, la dislancia al eje neutro de los puntos donde Ia tension residual es cero y el radio de curvatura remanente. 

4. 	 Viga tri4mglllar. Una viga simplcmente apoyada, de longitud 21, ticne la seccion recta en forma de triangulo 
cquihHcro, de Iado b, fue construida con una material elastoplastico ideal, ellya tension de eedencia es oy, yen el 
punto medio soporta UlUl fuel'za concentrada F. Si I = 3 [m]. b 0,10 [m] y 0" y == 250 [MP a], halle el valor de 

F para que se desarrolle en la viga el momento pHistico, 

5. 	 Vig~l trhHlgular y carga uniforlUc. Una viga prismtitica, euya seccion recta es la de un triangulo equihitero, de 
base horizontal y lado desconocido b, liene lin apoyo de rotula en x = 0 [m]. otro de artieulacion en x = 4 [m] 

y un extremo en voladizo en x = 6 [m]; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad 

Pu 20 [kN/m] I ell los intervalos 0 < x < 2 [m] y 4 < x < 6 [m], y una fuerza eoncentrada, F;; =80 [kN], en 

eI punto x =2 [111J, todas dirigidas hacia abajo. Si la viga esta forjada con un material elastoplastico ideal, euya 

tension de ccdcncia es de a r 400 [MPa], hallc los diagramas de fuerza cortunte y momento flector, incluyen­
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do III;)xilllllS y ":cJ'Os, d 1Il0lllCIlto de ccdcllda My, cl momcnto plastico /vlp y cl valor miuima de b, can un factor 
de scglllidad II =2 , cn un disdio chislico y en un diseiio a1 limite. 

6. 	 Viga circuhlr. Una viga simp]cmente apoyada, de ]ongitud I, tiene secci6n recta circular, de mdio R, fue cons­
truid41 COil una material dastophislico ideal, ellyn tcnsion de cedencia es 0;" y en un punto ubicado a Ia distoncia 
113 de \Ill apoyo soporla una fucrza eoncelltrada F. Si ,== 3 [m], R = 0,10 [m] y O"y = 250 [MPa], holle el valor 

de F para que sc desarrolle en 10 viga eJ momento plO.stico. 

7. 	 Viga eliptic~l. Una viga simplcmente apoyada, de longitud I. ticne secciori recta eJiptica, de radio mayor y hori­
zonlal a y mellor b, (lie COllsllllida COil ulla muterial elastoplostico ideal, ellya tension de eedencia es O"y, yen el 
punto medio soporta una fuerza concelllratia F. Si / == 3 [mJ, a 0,10 [m], b= 0,05 [01] Y O'y = 250 [MPa], 

halle el valor de F para que sc desarrolle en la viga cI momenta plilstico. 
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CAPiTULO 9 

FUERZA COI~TAN1"E 

9.1 	Vigas ensamhladas eon hlblas de madera 

1. 	 Vigil lie dos tnblas. Dos tablas de madera de seecion rectangular, de lados b y 3b, se unen entre si 
COil clavos para formal' ulla viga, ABC, de longitud 1= 4,0 [111], euya sec cion recta es una T invertida 

y simetrica con respeclo al eje verticil 1. Las cargus a las que esta sometida la viga producen un mo­
menLo flector inlerno que varia lineal mente desde A, donde x = 0, hasta B, dondc x = 1,5 [m], y tam­

bien lincalmcntc dcsdc B hasta C, donde x;.:: 4,0 [m]; en A el momenta flector cs nulo, en 13 vale 

MI =2.000 [N Ill] Y en C es M2 = 7.000 [Nm]. Si b= 0,025 [01] Y la fuerza corlante admisible en ca­

da cia vo cs v., = 1.000 IN], halle el espaciamicnto maximo que se puede usar entre los clavos. 

2. 	 Vig .. de 'res tahlas. Trcs tahlas de madera de seccion rectangular, de lados b y 2b, se unen entre sl 
COil cluv()s para formar una viga cuadraua sometida a una fuerza eortante vertical, Vy ; la fuerza eor­
tante a dmisihle e 11 c ada c lavo e s V lI •C" Sib 0,05 [m], 17,. = 1.500 [NJ Y VK, 375 [N], h alle e 1 e spa­

ciullIicnto maximo qlle sc plledc usar enlre los clavos. 

3. 	 Vigil de trcs tablas. Tres tublas de: madera de seccion rectangular, de lados II y h. se unen entre si 
COil clavos para formar una viga simplemente apoyada de seccion rectangular, de base ll, altura 3b y 
longitud I; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida en toda su longitud, de intellsidad po, 
y la rllCI":I.a cortantc adl11isihle ell cada clavo cs VII" Si Pu:::: 10.000 [N 1m], 1l=0,15 [m], b=0,06 [mJ, 

11m I y VH" 7.500 [N J, halle el espaciamiento maximo que sc puedc usar entre los clavos. 

4. 	 Vigil d(~ 'res tahlas. Tres tublas de madera de sec cion rectangular, de lados a y b. se encolan entre sf 
para formal' una viga sirnplemcnte apoyada de seccion rectangular, de base ll. altura 3b y longitud I; 
las lensioncs admisiblcs normal y cortantc de la madera son all' Y Tw" Y cortante de Ia cola es Tel\'< Si 
il :: 0,10 [111], b == 0,05 [111], I:: 2 [111], a w :::: 20 [MPa), T w :::: 4 [MPa] y T (W = 0,4 [MPaJ, halle la maxi­

ma fuer:lu concentrada que puede soportar la viga en su punto medio. 

S. 	 Vig~l de tres hlblas. Tres tablas dt:: madera de seccion rectangular, de lados a y b, se encolan entre sl 
para fOrIlIar una viga simplemente apoyada de seccion rectangular, de base a, altura 3b y longitud I,' 
las tensiones admisibles normal y cortante de la madera son all' Y Tw" Y cortante de Ia cola es lcw' Si 
lI-,,=O,ISlmJ, h 0,06[mJ, /0=2[111], CTw =8lMPa], ,,,,=0,9[MPa] y T,,...=0,6[MPa]. halle In 

maxima carga lIniformemente repartida que puede so1'ortal' la viga. 

9.2 	TCllsi 011 codall Ie Cil vigas de seccilan rohusta 

1. 	 Peso propio ell viga de seccion rcct~IIl!!lllar. Una viga de madera, ABCD, de Iongitud 31 y seccion 
recta rectangular, de base b y altura h, esta apoyada ell una articulacion en el punto A, donde x 0, y 

en 1111 apoyo de bolita en C, donde x:;:: 2/; en el punto 0, donde x:;:: I, se aplica una fuerza concentra­

da 3FI) y en el extrema en voladizo D, c10nde x;:;; 3/, se aplica una fuerza Fo, ambas dirigidas hacia 

abajo. El peso cspccifico de la madera es (I) y su tension cortante admisible es Tw. Si 1= 1,8 [m], 

h =,0,28 fill], J~:::: 5.000 [N], {tl:::: 5.500 [N 1m 3 
] y T,.. 0,7 [MPa 3 

], halle el valor minimo de b. 
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2. 	 Viga de seccion triangnlar' cquilatcra. Una v iga s implemente a poyada, del ongitud 1, S oporta una 
fllcrza uniformt:rnt:ntc repartidu, de intensidad Po, dirigida hacia abajo; la secci6n recta de la viga es 
lin triangulo equilatera, de lado (l y base horizontal. Halle en Ia secci6n recta Ia distribucioll de ten­
siones cortuntcs vcrticales, cl maximo de esta y su posicion con rcspecto al eje neutro; adenuis, si 
1=3 [Ill], Po 40.000 [N 1m] y T ... =100 [MPa], calcule el valor minimo dt: a, 

3. 	 Vigil de seccion triangular isosceles. Una viga simplemente apoyada, de longitud I, soporta una 
fucl'zU ulliforuwll1cnte rcpartida, de intcllsidad po, dirigida hacia abajo; Ia secci6n recta de ]n viga es 
un triangulo is6sceles, de base horizontal b y altura 2b. Halle en la seccion recta la distribucion de 
tensiollcs cortantes verticalcs. el maximo de esta y su posicion con respecto al eje neutro; ademas, si 
1=3 [rn], Pu 40.000 [N/mJ y T~, = 100 [MPa], calcule el valor minimo de b. 

4. 	 Scccioncs CllHdl'ada y triangular. Las secciones rectas de dos vigas tienen la misma area y eshln 
SOllH.:(idas a la mism<l fmaza t:ortantc vcrtieal: lIna es cuadrada y triangular equilateru la otra. Halle 
ell ellal dt.: las dos la tension cortanle vertical maxima es mayor y calcule cse maximo" 

5. 	 Viga de seccilm rombica. La secci6n recta de una viga, sometida a una fuerza cortante vertical, es 
rbmbic<I, sus diagonaies miden b y II, y csta (Iltima es vertical. Halle en la secci6n recta Ia distribu­
eion de lensiolll.!s cortantes vcrlicales. 

6. 	 Section cuadradu, vel"tical y ..otada. La seccion recta de una viga es clladrada, de lado G, y puede 
trabajar con su base colocada horizantalmente 0 cotada un angulo de 45°. Determine las raZOl1es en­
tre los mamentos ilectores horizantales y cntre las fuerzas cartantes verticales, correspondientes en 
ambas posiciones, respcclivamente, al l1lismo all' Yal mismo Tw' 

7. 	 Viga de seccion circuhlr. La seccion recta de una viga es un circulo, de radio R, y soporta una fuer­
za corlante vertical. Halle en la secci6n recta la distribucion de tensiones cortantes, Tt)ll y el maximo 
de esta, y, mediante hip6tesis razonables, la distribuci6n de las tensiones cartantes TXZ " 

9.3 Flcxion y fucrza cortalltc cn vigns rcctangulares nlacizas 

1. 	 Viga ell voladizo. Una v iga en voladizo, ABeD, empotrada en A, donde x;;:; 0, de longitud 21 + Il, 

scccion recta rectangular, de base b y altura h, soporta tres fuerzas concentradas iguales y dirigidas 
hacia abajo, Fo, aplicadas ell D, dande x =U, en C, donde x = II + I, y en el extrema fibre D, donde 

x == 2/ + Ii. Si It =0,120 [111], 1= 1,5 [m] y ~ =2.000 [N], halle los valores de II y b para que las ten­

siones normal y cortantt! sean respectivamellte iguales, en el plano de la secci6n recta en B, a 

::: 12 IMPal y T" ::: 0,8 [MP,.]. 

2. 	 Viga CII voludizo. La secci6n recta de una viga en voladiza, de longitud I::: 3,00 [m], es rectangular, 

de base b:= 0,05 [m] y altura Ii::: 0,10 [111]; la viga soporta una fuerza uniformemente repar1ida, de 

intensidad PI) = 10.000 1m]. Halle las tensiones y direcciones principales en un punto que esta en 

la secc10ll recta de 141 mitad de la viga y a la distancia, c= 0,025 [m], del borde superior. 

3. 	 Viga cn voliidizo. Una viga en voladizo, de longitud I, secci6n recta rectangular, de base b y altura 
2b, soporta una fucrza cancentrada y dirigida hacia abajo, Fo, aplicada en su extrema fibre. Si 
1= 2 [111J, I~::: 10.000 [N] y o'w = 200 [MPa], halle el valor minimo que puede tomar b de acuerdo 

COil Ia tcoria de Trcsca 0 segllll la tcOrill de la maxima energia de distorsi6n por unidad de volumen. 

4. 	 Vigil ell voladizo. Una viga en voladizo, ABeD, de longitud 0,325 [mJ, liene empotrado su extremo 
A, doudc x 0; la vigu soporta una rncrza uuifol'memcntc rcpartida, de intensidad 2.000 [N/m], que 

se cxticlldc <leslie A hasta C, donde x = 0,2 [111], y send as fuerzas concentradas, P y Q, aplicadas res­
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pc~tivall1cntc c:n C y en D, dondc x =3,25 [ml, todas dirigidas hacia abajo.-Si las tensiones normalcs 
en el bordt! iuferior de la vigil, debidas a la l1cxi6n, son de -56,9 [MPa] en A y de -29,9 [MPa] en C, 
donde x = 0,1 [fIl], halle los valores de P y Q, y la tension cortantc maxima en A. 

5. 	 Vig;l CII volatiizo, COil cu.'gn biaxial. La sccci6n recta de una viga en voladizo, de longitud 
4,50 ImJ, es rCL:tungular, de base b =0,10 [111] Y a Uura Iz:; 0,15 [m]; en e I e xtremo libre I a v iga 

so porta lIna fucrza concentrada, F:::: 5,000 [N], que h ace una ngulo, B = 30 0 , c on Ia vertical. Ene 1 

borde exterior, del cjc horizontal de simelria de la seccion recta,ode) empolramiento, calcule las ten­
sioncs y las direcciones principales, y la tension cortante maxima. 

6. 	 Vig:! simplcrncntc apoynda. Una viga, ABC se apoya en una articulaciol1 en donde x = 0, y en un 
patin ell C, c1ulldu x 3/; la scccion recfa de la viga es rcctangular, de lados h y 2b, Y Ius tensiones 
admisibles dd material, normal y cortnntc, son O"w Y TIV • En B, donde x = 2/, se aplica Ia fuerza 

f~ =p.) , y desdc A hasta Cobra una fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, ambas dirigi­

das haciaabujo.Si 1=2[mJ, 1;~=IO.OOOrN], O"w=100[MPa] Y Tw =40[MPa], dibujelosdiagra­
mas de V y M, y hulle cl valor minimo de b. 

7. 	 Viga simplcmcntc ~lpoyada, con carga triangular. Una viga simplemente apoyada, de longitud I, 
soporta tllla carga distribuida que varia linealmente d esde u 11 e xtremo, d onde 1a i ntensidad e s n uIa, 
hasta el otfO, donde vnle Po) dirigida hacia abajo; Ja seccion recta de la viga es cuadrada, de Iado h, y 
las lensiones admisiblcs del material, normal y cortante, son 0"", y Til" Si 1=2 em], 
1'1) :.:; 20.000 [N 1m], 0",,:= 15 [MPa] y 'f" = 1 [MPa], dibuje los diagramas de V y M, Y hulle el valor 
In!nimo de h. 

8. 	 Viga silllpicmentc apoyada, con curga triangular. Una viga, ABeD, de longitud 31 y seCClon 
recl,lIlguiar, de bnst: b y altura 2b, se apoya simplemcnte en sus extremos A y 0, y las tcnsioncs 
admisiblcs del material, normal y c..:ortante, son CTw Y Tw' Desde A, donde x;;;; 0, hasta B, clondc x == I, 
obr" IIlIa fllcrza ullifol'lllCmelltc \'uriada euya intensidad cambia desde Po, en A, hasta 0 en D; ademas, 

en 15 se aplica el momento nectol' positivo Mo = p/, y en e, cloude x:= 21, la fuerza concentl'ada 

Ii,: 	 pi Si CT,. :;.: 3r" (To hallc cl valor admisible para b. 

9. 	 Viga con dos apoyos y un voladizo. Una viga de madera, ADCD, esta apoyada en una articulaci6n 
ell A, d ouoe x 0, y en un apoyo de bolita en e, donde x 4 [m]; el extremo D, donde x:::: 5 

eS!il Cll voladizo. Lrl scccion recta es rectangular, de base b y altura II =0,30 [m], y 1a viga soporta 

una J'uclza 3Fo aplicada en el punto B, donde x =2 [m), y lIna fllerza ~ =5.000 [N] apIicada en D. Si 

Ins 	 tcnsiollcs admisiblcs de In madera en tension normal y cortante son CT .. :::: 8,2 [MPaJ y 

T". ;;;;; n,7 [MPa], hallc el valor minimo de b. 

1O. 	 Vig~l con dos apoyos y nn voladizo. Una viga horizontal, ABC, sc apoya en una articulaci6n en A, 
donde x = 0, y en un patin en B, dondc x::: 2/, y tiene en v oladizo e 1 e xtremo C, d onde x:::: 3J; I a 
scccion recta de 11.1 viga cs rectangular, de lados b y 2b, Y las tcnsiones admisiblcs del material, nor­
mal y t..: ortan(t;, s on all' Y rw' Ene sea plica 1a fuerza F'o =:; 3Pol, Y d esde A h asta B obra una fuerza 

1I1lifornwmcntc repartida, de intcnsidad Po, ambas dirigidas hacia abajo. Si 1 [m], 

Pu z; 1000 [N 1m], a,,::: 60 [MPa1 y T 
It 

:= 15 [MPa], dibuje los diagramas de V y M, y hulle eI valor 

lllinlmO de b. 

http:haciaabujo.Si
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t t .Viga COli dos npoyos Y Ull voilldi:w. Una viga, ABCDE, de longitlld 12/, tiene en voladizo Sll extre­
mo 	A, donde x = 0, y se apoya en una articulacion en B, donde x = 4/, Y en una bolita en E, donde 
x == 12/; In viga soparla lIna fuerza uniformemente repartida, de intensidad po, que se extiende des de 

A hasta C, donde x = 6/, Y una fuerza concentrada, ~ = 2Po/, aplicada en D, donde x = 9/, ambas di­

rigidas hacia abajo. La sl.!cci()ll n.~cta de la vign es un rectangulo, de base b y altura 2b, y las tcnsiones 
llormal y cortalltc admisil>Jes dd lllatl!riaJ son a w =au y Tw =0"0/3. Dibuje los diagramas completos 

de 	fuerza cortanlc y momento nectar, que incluyan Imiximos, minj!l10s y ceros de V y M en los mis­
mos, halle c I valor minimo que pucde tomar b.' 

12. Viga 	{,Oil dos illHlyOS Y dus voladizos. Una viga, A13CD, dc longitud 1== 4,2 [m] y seccion rectangu­

lar, de base b y altura 2b, tienc en volaelizo sus extremos A, donde x = 0, Y D, donde x =4,2 [m], y se 

apoya en II na a rtiL.ulacion en B, d ollele x = 0,6 [m], y en lIna bolita en C, donde x = 3,6 [m]; la vign 

soporta lIna fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po Y dirigida hacia abajo, que se extiende 
des de B hasta C, y sentlas fucrzas concentradas dirigidas hacia arriba, ~ = 2.000 [N], aplicadas en A 

y en D. Si las tensiones normal y cortante admisibles del material son (J"w = 12 [MPa] y 

flo ~ 0,85 [MPa], halle el valor minimo que puede tomar b. 

9.4 	Flexion y fuerza cortante en vigas circularcs macizas 

1. 	 Vig~l COil solo lIlI apoyo. Una viga circular, ABC, de radio R y longitud 21, sc apoya en una articula­
cion en Sll punto medio, B, y los cxtremos Aye, simetricos, estan en voladizo; las tensiones admisi­
bles del material, en tension normal y cortante, son o"w Y Tw. Desde A hasta C se aplica una fuerza re­
partida, que varia linealmente des de -Po, en A, hasta Po, en C; en B obra, ademas, un momento exter­
no, Mo, que manticllc In viga en equilibrio. Si /::: 0,5 [m], Po = 750 [N 1m], CT", = 100 [MPa] y 

T" 	~ 50 IMPaJ, hall~ el valor minimo de R. 

2. 	 Viga sill1plcmcntc apoY.Hla. Una viga circular y simplemente apoyada, de radio R y Jongitud 
I:;;: 7 lmJ, esta sometida a una fuerza uniformcmcnte repartida en toda su longitud, de intensidad Po. 

Halle cl valor admisible de R para no supcrar las tensiones admisibles O"w = 160 [MPa] y 

T" = 100 rMPa]. 

3. 	 Vig~l si mplclllcntc apoyada so mctida a Sll propio peso. Una viga circular y simplemente apoyada, 
de radio N. longitud I:;: 3 [Ill] Y densidad p =77.000 [N 1m 3 

], est,i soinetida a Sll propio peso. Halle 

cl valor admisible de R para no sllperar las tellsiones admisibles (J' w = 100 [MPa] y T., = 70 [MPa]. 

4. 	 Vigu simpIclIlclltc ~lpoY;Hla. Una viga circular, ABC, de radio R, se apoya en una articulaci6n en A, 
clonde .r;;:: 0, y en un patin en C, donde x = 3/; las tCllsiones admisibles del material, normal y cor­

tante, SOli cT1f' Y (",. nestle A hasta C se aplica linn fuerza uni formemcnte repartida, de intensidad po, y 
en el pun to 13, donelc x =2/, obra, ademas, la fuerza Fo, ambas dirigidas hacia abajo. Si 1= 1 [m], 

f~J = 20.000 IN], cT", = 100 [MPa1 y Til' = 50 [MPa], dibuje los diagramas de V y M, y halle el valor 

minilllo de U. 

5. 	 Viga con dos apoyos y un voladizo. Unn viga circular, ABCD, de longitud 31 y radio R, tiene en 
voladizo su cxtremo A, dondc x =0, sc apoya en una articulacion en il, donde x = I, y en una bolita 

en D, dOllllc x = 3/; la viga sopoda una fuerza uniformemente rcpartida, de intensidad po, que se ex­

tiende desdt: A hasta B, y una fl.lerza cone entrada, Fa = 2pj, aplicada en C, donde x ~ 2/, ambas di­

rigidas hacia abujo. Si 1=1 [111], Po ~ 30.000 [N 1m] y las tensiones admisibles del material son 

CTU' == 280 [MPa] T", = 60 [MPa], balle el valor admisible de R. 
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9.5 	Area reducida 

1. 	 Arcu rcducida de seccion rectangular. Halle la distribucion de tensiones verticales y el area redu­
cida dc una !icccion n:claugular, de base b y altura h. sometida a una fuerza cortante vertical. 

2. 	 Are~l rcducida de seccion cil'cular. Halle la distribucion de tensiones t:lY Y t:m Y el area reducida de 
una sc;ccion circular, de radio a, somctida a una fuerza cortante'vertical; para el calculo de area re­
due ida debe tornar en Cllenta ambus tensiones. 

3. 	 Arc:1 rcducithl de scccion eliptica. Halle la distribucion de tcnsiones T.ty Y T.u, Yel area reducida de 
lIna scccj{)Jl cI iplica, dc semiejcs a y b, Y em ]a que b cs vertical, sometida a una fuerza cortantc ver­
tical; para d calculo del area reducida debe tomar en cucnta ambas tensiones. 

9.6 Flexion y fllerzu cortante en vigus de secci6n delgada y cerrada 

1. 	 Viga simpiclllcnte apoyada de secclOn cuadrada. Un tubo horizontal, ABCDE, se apoya en una 
articulucion en A, dondc x:::; 0, y en un patin en E, donde xIII; la seccion recta de la viga es cua­

drada, de lado (I, y delgada, de espesor i. En los puntos C, donde x 4/, y D, donde x = 7/, se apli ­

l:un sendas fut.!l'zas iglluks uFo, dirigidas hacia abajo. Si I;;;;: a;;; 101;;;; 0,1 [m] y Po ;;;; 40000 [N], halJe 

en la seccioll del punto 13, donde x == 2/, los valores nuiximos de las tensiones normal y cortante, y Ia 

tension cortante en uno de los vertices del cuadrado. 

2. 	 Viga si mplcmcnte a pOYHd.l de se ccion c uadrada. Un tubo horizontal, de longitud I. esta simple­
mcnle apoyudo en sus extremos y soporla, en loda su longitud, una fuerza uniformemente dislribuida, 
de intcnsidad Po, dirigida hacia abujo, y las tensiones admisibles del material, normal y cortante, son 
aU' Y ill;; la seccion recta de In viga es cuadrada, de ludo (l y espesor t. Si J = 8 [m], a = 10/, 

Pu 	 80000 [N], 0'", 160 [MPa] y r ... = 100 [MPa], halle el mellor valor de t. 

3. 	 Vign simpJcmcutc aIloy.ula de secdon rectnllgular. Un tubo horizontal, ABCDE, se apoya en una 
arliculaci6n en A, <Ionde x.;;:;; 0, y en un patin en E, donde x = 4/; Ja seccion recta de Ia viga es rec­

tungular, de lillios' a y h, y delgada, de espesor (, y las tCllsiones admisibles del material, normal y 
cortallte, son Oil' Y TIV • En los puntas B, donde x I, C, donde x = 2/, Y D, donde x = 3/, se aplican 

scndas 	 fucrzas iguales a Fo, todas dirigidas hacia abajo. Si I:::; 0,4 [m], t = 0,008 [m], 

I';, :.: 25.000 rNl, a".:': 150 rMPa] y r w = 80 [MPa], halle el valor minimo de b. 

4. 	 Vigu d c sc ecion I' cctungular a ligcrada. La seccion recta de una viga es rectangular, de base (J y 
altura h, y ticne dos agujeros prismaticos y cuadrados, de lados iguales a b, cuyas caras son paralelas 
a las externas y estun simctricamente colocados con respecto a los ejes centroidales. vertical y hori­
zontal, de la seccion; clHla agujero determina, can respecto a los bordes de la sccci6n. un espesor t. 
Si (/:::; 0,05 [m], h::: 0,12 [111], b=: 0,03 [m] y t =0,01 [m], y la tension cortante admisible es 

Til .:: 60 [MPaj, hulle cl valor maximo de Ia fuerza cortallte vertical que puede soportar la secci6n. 

5. 	 Vig~l de sc ccion I' ectanguhu' a Jigeradn. La seccioll recta de Ulla viga es rectangular, de base a y 
altura h, y ticne dos agujcros prismaticos y cuadrados, de lados iguales a b, cuyas caras son paralelas 
a las externas y est~1l simetricamente colocados con respecto a los ejes centroidales, vertical y hori­
zOlltul, de la sccci6n; c,Hla agujero dctermina, con respecto a los bordes de ]a secci6n, un espesor t. 
Si (I:.: 0,05 [I11J, II;=: 0,09 [111], b= 0,03 [111] Y 1= 0,01 [111], y Ia tension cortante admisible es 

T" = 60 [MPa1, halle la razon entre los valores maxinlos de las fucrzas cortantes vertical y horizon­

tal, aplicadas independientementc, que pnede soportar Ia secci6n. 
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6. 	 Tubo de seccion circular. Un tuba circular delgado, de radio R en Ia linea media y espesor t, soporM 
hi !Ilia fucrzn cortantc, Vy, y 1a tcnsi6n admisible del material en cortunte es Tw' Si 
R ::: 0,05 [I11J, V)' =10.000 [N] Y T .. =80 [MPa], halle la distrihucion de tensiones cortantes en Ia sec­

cion recta y el valor minimo de t. 

7. 	 Viga si mplClllclltc .lpoyada dc SCCciOl1 circulal', Un t ubo c irculur delgado, ABC, de radio R en In 
linea media, longitud 31 y espesor 1, esta simplemente apoyado en Aye, soporta una fuerza concen­
traoa, Fo, ell el punto n, donde x:= /, dirigida hacia abajo y las t~llsiones admisibles del material en 

normal y corlante son erw y TIV • Si / =3 [m], R =lOt, Po =70000 [N], 0"".:= 160 [MPa] y 

f" 	:::.. 100 lMPaJ, hallc cl vulor lllil1imo de t. 

9.7 Flexion y fucrza cortallte en vigas de seccion delgada y abicrta 

I. 	 Vig.. siJllI)lclIlcntc apo),.ulu dc seccion en 1. Una viga horizontal, ABCD, se apoya en una articula­
cil)1\ ell A, dOllde x:;;;; 0, y en un patin ell D, dondc x::: 3/; Ia secci6n recta de la viga es una I sime­
trica, de altura 6t. ancho 41 y cspesor t. En B, donde x = I, y en C, donde x = 21, se aplican send as 
fIlCf:lUS, igu<llcs a Fu. dirigidas lJaciu abajo. Si 1= 250, y Ia tensiones admisibles en tension normal 
y cortante del material son erw y Til" halle el minimo valor que puede tomar t. 

2. 	 Vig.l de seccion en I. La seccion recta de una viga es una I simetrica, de altura 8t, ancho 6t y espe­
sor I; la tension cortante admisible es Tw. IIalle Ia razon entre los valores maximos de las fucrzas COl' ­

tunles vertical y horizontal, aplicadas indcpendientemente, que puede soportar Ia seccion. 

3. 	 Viga simplementc ;Ipoyad.l de seccion en T. V na v iga horizontal, ABC, se apoya en una articula­
cion en el extremo A, donde x 0, y en un patin en C, donde x=- 3/,' la seccion recta de Ia viga es 
lIna '1', cuyas aleta y alma son rectangulos delgados, de Iados 101 Y 1 en Ia aleta, y 9 t y t en el alma. 
En el punto B, donde x=. /, se aplicu una fuerza Po dirigida bacia abajo. Si f = 200/, Po = 10.000 [N] 

Y t 5 X 10 J [m], dibuje los diagramas de cizalladura y momento nector de In viga, y caleule, para la 

seccioll del a \' iga d onde x =r, 1as t ensiones p rincipales y I a t ensiol1 c ortante maxima en el horde 

inferior de Ia T, en el eje neutro de la misma y en Ia union de la aleta y el alma. 

4. 	 Viga simplcmcntc apoyada de seccioll en T invertida. Vna viga horizontal, ABCD, se apoya en una 
articulacion en el extremo A, donde x 0, y en un patin en D, donde x=: 4/; In seccion recta de Ia 
viga es Lilla T invertida, cllyas aleta y alm::1 son rcctangulos iguales, de lados (( y h. En los puntos B, 
dOllde x;:,;; I. y C, donde x ~ 3/, se aplican sendas fuerza iguales a Po dirigidas hacia abajo. Si 

1 	 I [111 J, =21 x 10- 2 [m], b =7 x 10-2 [m] y F'o =50.000 [N], hulle Ia tension cortante en cualquier (l 

seccion recla de III viga ubicada entre los puntos A y B, a distancias de 5 x 10- 2 [m] y 10 x 10-2 [m] 
dId borde superior de la T illvertida. 

5. 	 Viga silllpicmclltc upoyudu de scccioll en T inVtH'tidn, con carga lineal. Una viga horizontal sim­
plementc npoyuda, dc longitud I, soporla una fucrzn distribtdda, de intensidad p(x), que varia lineal­
llwntl! des de cero, ell un apoyo, hasta po, en el otro; 1a secci6n recta de In viga es una T invertida, cu­
yas ull.!ta y 411111<1 SOil rechlllgulos igllalcs, de lados 61 y I. Si / == 3 [mL I:;;; 0,025 [m.l y rwo;;;; 50 [MPn], 

hallc la distribuci()l1 de tcnsiollcs corlantes de Iu secci61l, vcrticales en el alma y horizontalcs en I a 
aleta, la tension cortante maxima y el valor maximo que puede tomar po­
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6. Vign tic scccioll en T y de alma horizontal. La seecion recta de una viga es un perfil en T, simetrieo con 
l'espeL:to ill alma, de uleLa vertical y dimensiones 30t y 2/, Y alma horizontal de dimensiones 20t y t. Si Ia 
scccion de la viga esla sOfm:tida lIua fuerza cortunte vertical, V 30.000 [N], que pasa por el centroide 

ck Ia seccion, y la tensi6n admisible del material es Tw 100 [MPa], halle el valor minimoque debe tener 
lu dimcnsicHl t. 

7. Vig~i ell voladizo de sccciim en TI. Una viga horizontal, AB, se apox,! en un empotramiento en el extremo 
A, donde x:..::: 0, y cl extremo fl, donde x:::: I, esta en voladizo. La seccioll recta de Ia viga cs una TI sime­

de ~lltma 4t. nncho 61 y cspesor t. Desde A hasta D se aplica sobre In viga una fuerza unifonnemente 
de illtcnsidud po, dirigida hada abujo. Si t:;:::; 0,00 I [rn] y la tension c.;ortante admisible del ma­

terial es r". :::: 60 [rvlPa\, halle eilllaximo valor que pllcde tomar po. 

8. Viga simplcmente Hpoy,ula ,Ie seccion Cll U. Una viga, ABC, de longilud 5/, se apoya simplemente en 
los extremos Aye, y soporta un momento flector positivo, Mo. en B, donde x ;:;; 3/; la seceion recta de lil 
viga es ulla U simetrica, de altura h, ancho by espesor t. Si b =0,30 [mJ, h = 0,15 [mJ, ,= 0,025 [m] y 

Mu = 15.000 [N m], halle los valorcs maximos en trace ion y compresion de la tension normal, y el maxi­

lllO valor de 111 tensit)1l cmlnnle. 

9. Vigil simplcmcnte apoyadn de sccci6n en U, con un voladizo. Una viga, ABC, se apoya en una articula­
cion en A, donde x 0, yen lIll patin en B, donde x =4/; el extremo C, donde x =51, esta en voladizo. 

l,a seedon J'..:ct<l dt: la viga cs una U simelrica, de altura 5t, nncho 81 y espesor I. En D, donde x;;;: 2/, se 

lIna fucrza 2Fo Y en C la lhcrza Fo, umbas dirigidas hacia ahajo. Si 1=1 [111]. ~ = 15000 [N], y 

las tcnsiones admjsibles del material en tmecion, compresion y coriante son O'M = 50 [MPa], 

0'",. = 200 [MPa] y Till 60 [MPa], halle el minimo valor que puede tomar t. 

10. Viga de sccciou en V. La scccion recta de ulla viga cs una V [ormada por rectullgulos iguales, de lados 
301 y I, que sc encucn(ran en un lingulo de 45°. Si la secei6n esta sometida a una fuerza cortante, V, que co­
incide con eI ejc de simetria de la V, halle In distribuci6n de tensiones eortantes en In misma. 

9.8 Centro de cizalladura en vigas de secci611 delgada y abierta 

I. Viga de sccd6n en ] asimetrica. La seccion recia de una viga cs una I de alma vertical y asimetrica, en la 
cual las aletm; y d alma son rectangulos de longitud 20t y espesor t; el alma se ubica a 1a distancia 6, de 
IIll borde de las aletas y a la distancia 131 del otro borde. Halle Ia distribucion de las tensiones cortantes en 
lit secci6n recta de la viga, pmducidas por una fuerza cortante vertical, V, que pasa por el centroidc de la 
st:cdon. y la Ilbicacion del centro de cizalladura. 

2. Viga dc scccitlll en 1 asimetricl;l. La seccion recta de una viga es una I de alma vertical y asimetrica, en la 
cual las aletas son reclangulos igualcs de lados 301 y I, Y el alma es un rectangulo de Jados 401 y t, cuyo 
horde dista 101 de lIno de los extrcmos de las aletas. Si la seccion recta de la viga Roporta nna fucrza cor­
tunte vertical, V, oricntada a 10 largo de la Jinea media del alma, hallc la posicion del centro de clzalladura 
de Iu scccion recta, el torque que Ia fuerza cortante produce en esa seecion y In tension cortante maxima a 
CjIW queda sometida esta. 

3. Viga ell yoludizo de scccion en L. Uml viga horizontal, AB, de longitud /, csta empotrada en A y tiene 
lilm: cI cxtn.:1ll0 B, doulie se apJica una fuerza Fo, dirigida hacia abajo y que pasn por el centro ide de In 
sC<':<':lon recta de la viga; csa secci6n cs lIna L, cuyas aleta y alma, rcspcctivamentc horizontal y vertical, 
SOli l'ectfll1gulos igllU1eS, de ladns a y t. Si / = 50(1 Y I::;;; 0,05a, halle las tensiones cortante y normal en 
1111 P1mto de Ia seccion recta del empotramicnto, ubicado en cl borde exterior del alma de la L y a Ia dis-

de su horde superior. 
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4. 	 Viga dc section cn C~ La seccion recta de una viga horizontal es una C formada por tres rechlngulos; las 
aletas, horizontales, tienen base 20/. en la linea media, y espesor 2t, y el alma, vertical, es de altura 30/, en 
la linea media, y espcsor t. Halle la posicion del centro de cizalladura de Ia sec cion recta y, ademas, si esta 
Sopofta una fuerza cortante vertical, V:: 20.000 [N], que pasa por elcelltroide de Ia rnisma, y Ia tension 

corlanle admisible .del material es T,.. = 50 [MPa], calcule el torque que esa fuerza cortante produce en la 

scccion y el espesor minimo t, 

s. 	 Viga de SCCciOIl ell C. La seccion recta de una viga horizontal, de pared delgada y espesor t, es un arco de 
circunfcrcncia que subtieude en el centro un angulo 2a y CllyO radio en Ia linea media es a. Si Ia seccion 
recta de la viga soporta una fuerza cortantc vertical; V. que pasa por el centro ide de aqueUa y es perpendi­
cular al eje de simelria de Ia misma, halle la posicion del centro de cizalladura de lu seccion, el torque qlie 
la fuerza cortante produce en esa seccion y la tension cortante maxima a que queda sometida. 

6. 	 Vign de seccion en C. La seccion recta de una viga horizontal, de pared dc1gada y espesor t es semicircu­
lar, ticne fonrm de C, y 811 radio en la lflli!a media es {I. Si la secci6n recta de Ia viga soporta una fherza 
cortante vertical, V. (lue pasa por el centroide de aqu61lu y es perpendkular al eje de simetria de Ia misma, 
halle la posicion del centro de ciz;.tlladllra de Ia seccion recta, el torque que la fuerza cortante produce en 
esa SC:CCillll y In jcnsi6n cortanle maxima a que queda sometida. 

7. 	 Viga dc seccion cm'va }' recta. Una hlmina llletalica plana y dclgadu, de longitud I y espesor ullifonne t, 
se dobla en su punto medio para fbrmar una viga ctelongitud I y cuya seedon recta esta compucsta pOl' 
una semicircunferencia, de radio tl en 11,1 linea media. y dos segmentos rectos, paralelos e iguales, de longi­
tud descol1ocida b. Si el c<!l1troide de la seccion recta coincide con el centro de Ia semkircunfcrencia, 
halle el valor de b; si, a<iemas, en esa seccion In viga soporta una fuerza cortante vertical, V, que pasa por 
su cClltroidc y es perpendicular al eje de simetria de Ia seccion, hane 1a posici6n del centro de cizalladura 
de la misma, el torque que la (uerza cortante produce en esa Recci6n y Ia tension cortante maxima a que 
queda sOlllctilhl. 

8. 	 Vign dc scccion cuadl'athl abierta. La seccion recta de una viga horizontal, de pared delgada y espesor I. 
es Ull cuadrado, de lado {l en In linea media y abierto en el punto medio de un lado vertical. Si la secci6n 
recta dt: la viga soporta una fucrza cortante verlical, V. que pas a por e1 centroide de aquella y es perpendi­
cular al eje de simetria de la misma, halle Ia posici6n del centro de cizalladura de Ia sec cion recta, el tor­
que que la fherza cortante produce en esa seccion y Ia tension cortallte maxima a que queda somelida. 

9. 	 Vign de scccion triangular aiJicl'ta. La seccion recta de lIna viga horizontal, de pared delgada yespesor 
I, es un trhlngulo equilatero, de lado I en Ia linea media yabierto en un vertice. Si la· secci6n recta de In vi­
ga soporta Ulla fuerza cortante vertical, T~ que pasa por el centro ide de aquella y es perpendicular aJ eje de 
simt:!da de la misma, halle la posici6n del centro de cizalladura de 10 seccion recta, el torque que Ia fucrza 
cortante produce en esa seccion y la tension cortante maxima a que queda sometida. 

10. 	Vign de seccion circulnr ubicrtn. La secci6n recta de una viga horizontal, £Ie pared delgada y espesor I, 
es circular, de radio (l enia linea media y abierta en el extremo de un diametro horizontal; Ia tension ad w 

misible del material cs 7i~.. Si la seccion Iectu de Ia viga· soporta una fuerza cOliante vertical, V. que pasa 
por el ccntroidc de uquella yes perpendicular al eje de simetria de Ia misma, halle In posicion del centro 
de cizalladura de Ia seccion recta, el torque que la fuerzu cortante produce en esa seccion y el valor mini­
mo del espesor de la lamina. . 

9.9 SoHcitacioncs mixtas 

I. 	 C'lq~m:i ~txi:tl y cortalltc en viga circular. En una viga de secci6n circular, de mdio Rl de modulo de 
Young E y,de Poisson ,it = 0,33, Ia cizaIhH!ura y la carga axial son unifonnes y ambas va]en Po. Halle, si 

. 
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la tension admisible en el ensayo de carga axial es Oil' el mfnimovalor que debe tener R al npliear los crite­
rios de Tresca y de Von Mises. 

2. 	 Cargas axial y cortantc· en viga rectangular. En una viga, de longitud I, de seccion rectangular, con 
base a y altura 2a, de modulo de Young E y de Poisson J.l = 0,33, Ia cizalladura es unifonne, vale 

V = ~) y la fuerza axial interna, suponiendo que el origen decoordenadas se ubica en un extremo, varia 

COil Ia distancia segl1l1 P = P.IX(l- x)/P . Halle, si Ia tension admisi~J~ en el ensayo de carga axial el ma­

terial cs Oi,) el minima valor que debe tener a al aplicar los criterios de J'resca y de Von Mises. 

3. 	 CUl'gHS axial y cortallte cn viga rectangular. Una barra prismatica, de longitud I, sec cion rectangular, 
de lados a y b, y modulos de Young y de Poisson, E y /1, esta empotrada en x = 0 y tiene fibre ei extremo 

x = [, en el cual obran, aplicadas en el centro de Ia seccion recta, las fuerzas axial de traccion P=ZPa y 

cortante ji .v71'0; ademas, en un punta A{lll., 0, -b/2), de la superficie de'ia barra, se coloea una rosetade 

45° que mide las deformaeiolles ell eJ ye3' Halle los valores de Po Y Vo si se desprecia el peso propia de Ia 
barra y se sabe que /=0,60 [m], a=0,15 [m], b=0,06"[m], E=210 [GPa]. J~=0/3, 
el =e),=-30xl0-6 

, e2 ;;;;;205xlO-6 ye
J 
.=e

x 
=-30xlO-6 • 
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CAPITULO 10 


ELAsTICA 


..3 

10.1 Vigas"en voladizo 

1. 	 Voladizo corea de un apoyo de bolita. Una viga, ABC, de longitud 2/, secc,i6n recta rectangular de 
base b y altura.2b, y modulo de Young E, esta empotrada en A, donde x=O, y tiene libre su extrema C, 
donde x. = 2/, el cual se encuentra por encima de un apoyo de bolita, del que dista la distancia vertical 
Ltc; la viga soporta en B, donde x;:: I, una fuerza concentrada Fo, dirigida bacia abajo. Halle Ia reacci6n 

en C despues de aplicar la fuerza, si 1= 0,6 [m], b= 0,05 [m], Ll c= 0,005 [m), Po::: 50.000 [N] Y 
E = 200 [GPa], y Ia deflexi6n de la elastica en B. 

2. 	 Con carga triangular. Una viga, AB, de longitud I e inercia El. esta empotrada en A, donde x =0, y 
tiene libre su extremo B, donde x;:: I; la viga soporta una fuerza distribuida, de intensidad p(x) y dirigi­
da bacia abajo, que varia linealmente desde A, donde la intensidad es Po, basta 0 en B. Halle las ecua­
ciones de la elastica y de su pelldiente. 

3. 	 Incrcia variable. Un viga, de longitud 21, empotrada en un extremo y libre en el otro, en elque s'oport~ . 
una fuerza concentrada dirigida bacia abajo, Fo, desde el empotramiento basta el punta media tiene una 
inercia 2E1 y valeEI desde el punto medio hasta el extremo libre. Halle Ia pendiente de la elastica y la 
deflexion de esa curva en el extrema libre. 

4. 	 Incrcia variable. Un viga ABC, de longitud 2f, esta empotrada en eI extrema A ytiene libre eI C, en 
donde obra una fuerza cone entrada, de magnitud Po = pol; ademas, desde el empotramiento hasta el pun-

to medio de la viga actua una fuerza uniformemente repartida,' de intensidad 2po, ambas dirigidas bacia 
abajo. La secci6n recta de Ia viga es rectangular; de base b, y cuya altura varia linealmente desde 5b, en 
el empotramiento, l1asta b, en el extrema C. Halle la pendiente de la elastica y Ia deflexion de esa CUI'va 
en el extremo libre. 

10.2 Vigas simplemente apoyadas 

1. 	Con fucrzn COl1centrndn. Una viga, ABC, de longitud I e inercia EI, esta apoyada simplemente en A y 
C; In viga soporta una fuerza concentrada dirigida bacia abajo, Fo, en el punto B, ubicado a la distancia 
a de A. Halle Ia ecuaci6n de la elastica y de su pend(ente a 10 largo de 1a viga. 

2. 	 Con momenta COllcentrado~ Una viga, ABC, de longitud I e inercia El, se apoya simplemente en A y C; 
la viga soporta un momento concentrado negativo, Mo, en el punta B, ubicado a la distancia a de A. 
Halle a para que Ia pendiente de Ia elastica en A sea 0 y la deflexion respectiva de la elastica en B. 

3. 	 Con dos fuerzas conccntradas. Una viga, ABeD, de iongitud Ie inercia El, se apoya simplemente en A 
y D; Ia viga soporta dos fllerzas concentradas, Fl Y F2, aplicadas, respectivamente, en B, donde 
x = 0,251, Y en C, donde x = 0,8/, ambas dirigidas bacia abajo. Halle las deflexiones de Ia elastica en B 
y C, Ia elastica maxima y Ia razon entre FI YF2 para que ese maximo corresponda al punta medio de la 
viga. 

4. 	 COil d os fuerzas c oncentradas 0 pucstas. Una viga, ABCD, de longitud I e inercia EI, esta apoya'da 
simplemente en A y D; Ia viga soporta dos fuerzas concentradas de igual rnagnitud, Fo~ aplicadas, res-' 
pectivamente, en B, donde x;:: 0,251, yen C, donde x = 0,75/, pero Ia primera esta dirigida hacia abajo y 

http:altura.2b
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la segunda hacia arriba. Halle las deflexiones de In elastica en B y en el punto medio de In viga, y el an­
gulo de csta curva en A. 

5. 	 Con fucrza rcpartida uniformementc. Una viga, AB, de longitud 21 e inercia El, esta apoyada simple­
mente en A y B; la vi~ soporta una fuerza uniformemente repartida y dirigida hacin abujo, de intensidad 
PI), aplicuda desdc A h nsta e I p unto m cdio de 1a v iga. P or d os m etodos d istintos h aUe 1 a elastica y s u 
pendiente en ese punto medio. 

6. 	Con fuerza rcpartida uniformcmcnte. Una viga, ABC, de longitud 3/ e inercia El, esta apoyada sim­
plemente en A y C; la viga soportn una fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, aplicnda en to­
da su 10llgitud, y en el punto B, donde x = I, obra una fuerza concentrada, Fo =pi, ambas dirigidas 

hacia abajo. Halle la ehistica en B y Ia pendiente de esa curva en A y C. 

7. 	Con fucrzll rcpartida ulliformcmcntc. Una viga, ABCD, de longitud ~I e inercia El, se apoyn simple­
mente en A y D; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, desde C, donde 
x == 2/, hasta D, y una fuerza concentrada, Fo = Pol, en el punto B, donde x = l~ ambas dirigidas bacia 

abujo. Por dos metodos distintos hullc In ehisticll en C yIn pendiente de esn curva en A. 

8. 	Con fuerza repartida uniformemcntc. Una viga, ABCD, de longitud 41 e inercia El, est~ apoyada sim­
plemente en A y D; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, aplicada en to­
da su longitud, en el punto B, donde x = 1, obra una fuerza concentrada, Fo =Pol, Y en el punto C, don-

de 	x =2/, se aplica otra fuerza F; =2pi, todas dirigidas bacia abajo. Halle la elastica en B, Ia pendien­

te de esa curva en D y los valores maximos del momenta £lector y de la fuerza cortante. 

9. 	Con fucrza repartida uniformemente. Una viga, ABCD, de longitud 31 e inercia EI, esta apoyada sim­
plemente en A y D;la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, que se extien­
de desde A hasta el punto B, donde x;:;: 2/, y una fuerza concentrada, Fo =3Pof, en el punto C, donde 

x =3/, ambas dirigidas bacia abajo. Halle la elastica en B y la pendiente de esa curva en D. 

lO.Con carga triangular. Una viga, AB, de longitud I e inercia EI, esta apoyada simplementeen sus, ex­
tremos A y C; la viga soporta una fuerza distribuida, de intensidad p(x), que varia linealmente desde A, 
donde la intensidad es -Po, hasta Po en el punto B, y una fuerza c oncentrada, Fa = pol, d irigida b aeia 

abajo y a plicada en e I p unto m edio de la viga. Halle las ecuaciones del momenta £lector, de la fuerza 
cortante, de Ia elastica y de la pendiente de esta, y los valores maximos de cada una de ellas. 

11.Con cal'gas uniforme y triangular. Una viga, ABC, de longitud 2/ e inercia El, esU. apoyada simple­
mente en sus extremos Aye; 1 a v iga s oporta una fuerza d istribuida, de i ntensidad P (x), que varia 1i­
nealmente desde A, donde la intensidad es po, basta 0 en el punto B, que es el punta medio de la viga, y 
otra fuerza repartida uniformemente, de intensidad Po, que se extiende desde B basta C, ambas dirigidas 
hacia ahujo. Halle los vulores ll11lximos del momenta nector y de la ehistica; ademas, si In secci6n recta 
de la viga es un rectangulo, de base b y altura 2b, calcule el valor minima que debe tener b para que la 
tension normal maxima no supere Ia admisible, o;V' 

12.Puclltc de nllll tubla. Una tabla, de E= 12,4 [OPal, seccionrectangular, debase h= 0,3 [m] yaltura 

II;:;: 0,025 [m], ticlleuna Iongitud /;:;: 2,250 [m] y se usa como puente para cruzar una quebrada, cuya 

superficie see ncuentra a la d i'stancia c = 0,050 [m] d ebajo de Ia tabla. S i un c ampesino con s u carga, 

que en total p esan W = 900 [N], p asa p or I a tabla, halle Ia posicion del campesi~o en Ia tabla para la 

cual es maxima ladeflexi6n vertical de la misma y dig a si aquel se moja los pies., 

l3.Incrcia varhlble. Un viga, A B s implemente a poyada, de longitud I, en A s oporta un momentoflector 
negativo, de magnitud Ivlo; des de A hasta. el punto medio de la viga la .inercia de esta es 2EI y'vale EI 

, 
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desde el punlo medio h.st. B. H.lle I. pendiente de I. elastic. en los apoyo·s y en el centro de In vig., y 
la deflexi6n de esa curva en e] centro, 

14.Inercia variable. Un viga, ABC, de Iongitud 2/, simplemente apoyada en sus extremos A y C, en el 
pUllto medio, B, soporta una fuerza concentrada dirigida hacia abajo, Fa, y en Cobra un momento flec- " 
tor positivo, Mo::;: f~l; desde A 11asta B la viga tiene una inercia 2EI y es EI entre B y C. Halle la pen­
diente de la ehistica en A y c, y la de flexion de esa curva en B. 

15.Illercia variable. Un viga, ABC, de longitud 2/, simplemente apoyada en sus extremos A y C, en toda su 
longitud s oporta tI na fuerza u niformemente r epartida, de intensidad Po y dirigida hacia abajo; desde A 
hasta B, punto medio de Ia viga, la viga tiene una inercia 2EI yes EI entre B y C. Halle Ia pendiente de 
la elastica en A y C, Y Ia deflexion de esa curva en B. 

] 6.Inercia variilble. Un viga, ABC, de longitud 2/, simplemente apoyada en sus extremos Aye, desde B 
hasta C soporta una fuerza llniformemcnte rcpartida, de intensidad Po y'dirigida hacia abajo; entre A y B, 
punto medio de In viga, Ia viga ticue una inercia 2EI y es EI entre B y C. Halle In pendiente de Ia eJasti­
ca en A y C, Y Ia deflexiori de esa curva en B, 

17.lncrcia variable. Un viga, AHCDE, simplemente apoyada en AyE, de longitud 31. soporta en el punto 
C, dondc x =1,51, una fuerza cOllcentrada, Fo, dirigida hacia abajo; desde A hasta B, donde x =I, y 

desde D, doude x = 2/, hasta E la inercia de Ia viga es EI y vale 2EI entre B y C. Halle 1a pendiente de 
In elastica en los apoyos y en el centro de la viga, y Ia deflexion de esa curva en el centro. 

10.3 Vigas en dos apoyos y COil un voJadizo 

I. 	Con fuerzas concentradas. Una viga, ABCD, de longitud 31 e i nereia E I, t iene sue xtremo A, d onde 
x = 0, en voladizo y esta apoyada en una articulaci6n en H, doude x =I, y en un patin en D, donde 
x = 3/,' In viga soportn en A Ia fuerza concentradn Fo, y otra en C, doude x 2/, de valor F /2, ambas 
dirigidas hacia abajo. Halle ]a elastica y su pendiente en A y C. 	 o 

2. 	 Con curga rCIHJrtida. Una viga, ADC, de longitud 41 e illercia EI, tielle su extremo C, doude x = 4/, en 


voladizo y esta apoyada en una al'ticulacion en A, donde x =0, y en un patin en B, donde x =3/; la viga 


Sopofta Ulla fuerza uniformemente repartida en toda su Jongitud, de intensidad Po, dirigida hacia abajo, 

Por dos metodos distintos halle la elastica y su pendiente en C. 

3. 	Con cargas COllcentrnda y rcpa..tida. Una viga, ABC, de Jongitud 41 e inercia EI, tiene su extremo A, 

donde x;;;;: 0, en voladizo y esta apoyada en una artieulaci6n en H, donde x =I, yen un paUn en C, don-


de x = 4/,' la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, que se extiende desde B 


hasta C, y una fuerza concentrada, F'o::;: 2Pol, aplicada en eI punto A, ambas dirigidas hacia abajo. Halle 
la elastica y su pendiente en A. 

4. 	 COil curgus concenh'ada y repartida. Una viga, ABC, de lougitud 31 e inereia EI, tiene 8U extremo A, 

donde x = 0, en voladizo y esta apoyada en una artieulaeion en B, doude x = I, yen un patin en C, dOll­

de 	x == 3/; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, que se extiende desde B 

hasta C, y una fuerza conccntrada Fo, apJieada en el punto A, ambns dirigidas hacia abnjQ. Par dos me 
todos dislil1tos halle el valor de Fo para el cual la deflexion de Ia elastica en A es nula y, con ese valor 

M 

de Ja fuer?:a, 1a deflexi6n de Ia ehlstica ell el punto medio del tramo BC. 	 . 

5. 	 Con cal'g:IS concclltrlldns y rcpnrtidn. Una viga, ABCD, de longitud 51 e incrcia EI, tiene 8U extremo 
D, doude x::;: 51, ell voladizo y esta apoyada en una articulacion en A, donde x = 0, y en unpatfn en C, 

doude x:; 41; In viga Soporta Ulla fuel'zu unifol'memente repartidn, de intensidnd Po, que· seextiende 
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desde A hasta C, y sendas fllerzas concentradas, Fa = Pol, aplicadas en el punto B, donde x =2/, Y D, 
todas dirigidas hacia abajo. Halle 1a dcflexion de la elastica y su pendiente en D. 

6. 	 Incrcia variable. Un viga, apoyada en una artieulacion en x = I Y en un patin en x::= 2/, tiene libre su 
extremo x =°y soporta una carga uniformemente distribuida en toda su longitud, de intensidad Po y di­
rigida hacia abajo; en el tramo en voladizo la inercia de Ia viga es 2EI y vale EI en el segundo tramo, en­
tre los apoyos. Halle la pendiente y ]a de flexion maximas de la ela~lica de la viga. 

10.4 Vigas en dos apoyos y con dos voladizos 

1. 	 COil carga rcpartida. Una viga circular, ABCD, de radio R y longitud 4/, tiene libres los extremos A y 
D, esta apoyada en una articulacion en 13, doude x =I, yen un patin en C, donde x =31; desde A hasta 
D )a viga soporta una fuerza repartida ulliformcmente, dirigida h~cia abajo, de intensidad Po. Si 
1= 0,60 em), R =0,015 em], Po = 10.000 [N / m] y E = 200 [OPal, balle la deflexion vertical del punto 
medio de Ia viga y Ia tension normal maxima. 

2. Con cnrgas concentrada y repartida. Una viga, ABCD, de longitud 4/, tiene libres los extremos A y D, 
esta apoyada en una articulaeion en B, donde x =/, y en un patin en C, donde x =31,' desde B hasta D 
la viga Soporta una fuerza repartida uniformemente y dirigida hacia abajo, de intensidad Po, y en A obra 
una fuerza cone entrada, 3po/, dirigida bacia arriba. Halle la deflexion de Ia elastica y su pendiente en D. 

3. 	Con cargas repartitJas. Una viga, ABCD, de longitud 41 e inercia EI. tiene libres los extremos A y D, 
esta apoyada en una articulacion en B, doude x == I, yen un patin en C, donde x = 3/; en los tramos AB 
y CD Ia vigasoporta sendas fuerzas repartidas uniformemente, de intensidades iguales a Po. Halle Ia de­
flexion vertical del punto medio de Ia viga y Ia tension normal maxima. 

4. 	 Detlexiones iguaIcs. Una viga, ABCDE, de longitud 21 e inercia EI, tiene libres los extremos AyE, esta 
apoyada en una articulacion en B, donde x;;;;; 0,5/, yen un patin en D, donde x;;;;; 1,5/,' en los extremos A 
y E Ia viga soporta sendas fuerzas concentradas e iguales, FI, y en el punta C, donde x =I, otra fuerza 
concentrada, F2, todas dirigidas hacia abujo. Halle Ia razon F;Ir; para que las deflexiones de Ia elastica 
en A, eyE sean iguales. 

5. Tangentes horizontales. Una viga, ABeD, de Iongitud 1 e inereia EI, tiene Iibres los extremos A y D, 
esta apoyada en una articulacion en B, donde x = a, y en un patin en C, donde x = / _ a; en toda su 10n­
gitud la viga soporta una fuerza uniformemente repartidu, de intensidad Po y dirigida hacia abujo. Halle 
la razon (II I para que las tangentes de In elastica ell A y C sean horizontalcs. 

IO.S Otras vigas isostiiticas 

1. 	 narm apoyuda y coJgada. La barra circular horizontal, ABC, de longitud 31 y radio lOR, esta apoyada 

en una articulacion en A y colgada del punto D del tecbo mediante el cable vertical BD, de Iongitud 31 y 

radio R, el eual se anuda al punto B de la primera, que se encuentra a la distancia I de A; el extremo C 

de Ia barra ABC esta Iibre ys oporta una fuerza F 0, d irigida hacia a bajo. Si ambos elementos tiene e 1 

mismo modulo de Young E, calcule ,10 que baja el punto C. ' 

2. 	 Viga cmpotradn y con articulacion interior. Una viga, ABCDE, de longitud 61 e inercia EJ, esta em­
potrada en A, dande x == 0, sc apoya en un patin ell E, donde x;;;;; 61, y tiene una ah~culaci6n interior en 
C, dondc x == 2/; In viga soporta send as fuerzas concentradas e iguales, Fo. en el punta B, donde x = I, y 
en el punto'D, donde x = 4/, ambas dirigidas hacia abajo. Halle Ia elastica en C y Ia pendiente de esa 
curva en D. 
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10.6 Dcflexioncs por fuerza cortallte 0 por telnperatura 

1. 	 Dcflcxi611 por cort~lI1tc en viga rectangular. Una viga simplemente apoyada, de longitud I. con seccion 
recta reclangular, de base b y altura 2b • soporta una fuerza uniformemente repartida en toda su longitud, 
de illtensidad po. Halle la deflexion de la viga en su punto medio debida la fuerza cortante y al momento 
flector, y comparelas. 

2. 	Dctlcxioll p or cortantc cn viga circular. Una viga simplemente·llpoyada, de longitud I, con seccion 
recta circular, de radio a, soporta una fuerza uniformemente repartida en toda su Iongitud, de intensidad 
Po. Halle la distribucion de tensiones Z:~y en la seecion y, tomando en cuenta solo esa tension, el area re­
due ida de la misma; halle, tambien, la de flexion de la viga en supunto medio deb ida la fuerza cortante y 
al momento flector, y comparelas. 

3. 	 Viga flcctada tcrmicamcntc. Una viga de longitud I y seccion rectangular, de base b y altura h, tiene 
modulo de Young E y de dilatacion termico a. Si Ia cara superior de ia viga se catienta en 1).1' grados y 
la inferior se cnfria en I).T grad os, repartiendose la temperatura linealmente entre esos limites sobre la 
altura Iz de la seccion, halle la curvatura de Ia viga cuando esta se encuentra simplemente apoyada. 
Halle, ademas, el momenta flector y la tension normal maximos en la viga cuando los extremos de esta 
estan empotrados. 

10.7 Vigas hiperestaticas con una redundancia 

1. 	 Viga cmpotrada y colgada. Una viga circular, ABC, de longitud 21 y radio 4R, esta ernpotrada en A, 
donde x;;: 0, y sostenida verticalmente del techo en B, donde x = 1, mediante una varilla circular, de ra­

dio R y ]ongitud I; en C, donde x = 21, Ia viga soporta una fuerza concentrada, Fo, dirigida hacia abajo. 

El modulo de Young y Ia tension admisible de la viga y la varilla son E yo;\" Si 1= 1,5 [rn], 

~ ;: 45.000 [N], E =200 [GPa] y 0'w =200 [MPa], balle las reacciones en el empotramiento, Ia fuerza 

que obra sobre la variIla y el valor minimo de R. 

2. 	 Viga cmpotrada y apoyada, con carga conccntrada. Una viga, ABC, esta apoyada en un patin en el 
punto A, doude x = I, empotrada en el punto C, donde x =I, y soporta una fuerza concentrada, Fa, en 

B, donde x = '/3, dirigida hacia abajo. Halle las reacciones y dibuje, con todos los detalles, los diagra­

mas de Vy M. 

3. 	Viga cmpotrada y apoyada, con cargas conccntradas. Una viga rectangular, ABCD, de base h, altura 
2b, longitud 31 y modulo de Young E, esta empotrada en A, donde x;;: 0, y apoyada en un patin en D, 

donde x == 3/; In viga soporla sendas fuerzas concentradas, FOI aplicadas en el punto B, donde x;;: 1, y en 

el punto C, donde x = 21, ambas dirigidas hacia abajo. Si 1= 4 [m], Po;;: 100 [kN], O'w = 160 [MPa], 

r. ;;: 100 [MPa] y E;;: 200 [MPa], halle el menor valor de h. 

4. 	 Vigu cmpotrada y apoyada, con carga repartida. Una viga, AB, de longitud l e inercia EI, esta empo­
trada en A y apoyada en un patin en B; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde A has­
ta B, de intensidad Po, dirigida hacia abajo. Por dos metodos distintos halle Ia deflexion maxima de la 
elastica de la viga. 

5. 	 Viga empotrada y apoyada, con cargas concentl'ada y repartida. Una viga, ABC esta empotrada en 
A, doude x = 0, y apoyada en un patin en C, dOllde x = 2/; Ia viga soporta una,. fuerza uniformemente 

repartida desde A hasta B, doude x = I, de intensidad Po, Y una fuerzu concentrada, Po= 2p), aplicada 

en B, ambas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones y dibuje, con todos los detalles, los diagramas de 
Vy II-/, 
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6. 	 Vign cllJpotnulll y npoyntln, con cargas cOllccntradn y rcpartida. Una viga--circular, ABC, de radio R. 
longitud 31 y modulo de Young E, esta apoyada en un patin en A, donde x =0, y empotrada en C, donde 
x == 3/; Ia viga soporta una fuerza uniformemente repartida en toda su longitud, de intensidad Po, Yuna 

fllerza cOllcentrada, fi'u == 3 p), aplicada en B, donde x == I, ambas dirigidas hacia abajo. Si / == 4 em], 

Po == 10 [kN 1m]. U w == 160 [MPa], ' ... == 100 [MPa] y E == 200 [M:Pa], halle el menor valor de R. 

7. 	 Viga empotrada y apoyada, con cargas concentrada y repartid.u. Una viga, ABCD, de longitlld 41 e 
inercia EI, esta empotrada en A, donde x == 0, y apoyada en un patin .<:n D, donde x =4/; Ia viga soporta 

una fuerza uniformemente repnrtidn, de intensidad Po Y dirigida hacia abajo, que se extiende desde A 
hastu 13, donde x == 2/, Y una fucrza concentrada, Fa == 3po/, en C, donde x =3/, ambas dirigidas hacia 

abajo. Halle las reacciones y el valor maximo, en valor absoluto, de la elastica. 

8. 	 Vigu empotrada y ~lpoyuda, con carga triangular. Una viga, AB, de longitud I. esta empotrada en A y 
en B se apoya en un patin; la seccion recta de la viga es rectangular, de base b y altura 2b, y el material 
de Ia misma tiene las tcnsiones admisibles (Jw == 200 [MPa] y r w = 70 [MPa]. Si sobre Ia viga acttia una 

fuerza distribuida, que varia linealmente desde Po = 20.000 [N I m] en A, hasta 0 en B, halle las reaccio­

nes en los apoyos de la viga, los diagramas de V y M, con todos sus detalles y el valor minima que puede 
tener b. 

9. 	VJga Clll(lotnHla y npoyuda, con cnrgll parnb611cn. Una viga, AB, de longitud 1e inercia EI, esta em­
potrada en A, donde x = 0, y apoyada en un patin en B, donde 'x = I,' la viga soporta una fuerza distri ­

buida dirigida hacia abajo, cuya intensidad es p = Po(/- x)x/P. Halle Ia elastica de la viga por superpo­

sicion; es decir, caicule Ia elastica originada por una carga concentrada ubicada en un punto arbitrario 
de Ia viga y use el resultado como elemento de integracion. . 

10. Viga cmpotrntia y upOyUd:l, con carga parnb6Hca. Una viga, AB, de Iongitud 1e inercia EI, esta em­
potrada en A, donde x = 0, y apoyada en un patin en B, donde x = I; Ia viga soporta una fuerza distri ­

buida dirigida hacia abajo, cuya intensidad es p = 4Po{l-x)x/l1 
• Halle las reacciones y los momentos 

positivo y negativo maximos de Ia viga, y en el punto medio de la misma Ia deflexi6n de la ehistica. 

It. Viga cmpotrada y apoyada, de inercia variable y soporta fucrza repartida. Una viga, ABC, de 10n­
gitud 2/, esta empotrada en A, doude x = 0, y apoyada en un patin en C, donde x 2/; Ia viga soporta 

una fucrza uniformemente repartida, de intensidad po y dirigida hacia abajo, que se extiende desde A 
hasta C; entre A y B, donde x = I, la inercia de la viga es EI y vale 2EI desdeB hasta C. Halle las reac­

ciones, dibuje los diagramas de cizalladura y momenta flector y calcule la pendiente de Ia elastica en B. 

12. Viga cmpotrada, apoyada yeon un voladizo, soporta fuerza repartida. Una viga, ABC, de longitud 
3/ y seccion rectangular, de base b y altura 2b, esta empotrada en A, donde x == 0, apoyada en un patin 
en n, doude x:::: 2/. y tielle libre su extremo libre C, donde x =31,. In viga soporta una fuerza uniforme­

mente rcpartida, de intensidad Po Y dirigida hacia abajo, que se extiende en toda su 10ngitud. Si 
1=4 [m], Po =50.000 [N], E = 200 [GPa] y las tensiones admisibles del material en tension normal y 

cortante son U w = 250 [MPa] y 'w =150 [MPa], halle el valor minima de b. 

13. Viga C1l11)otradn, npoynda y con un voladizo, soporta fucrza repartida. Una viga, ABCD, de longitud 
31 e inercia EI. esta empotrada en A, donde x;::: O. apoyada en un patin en C, donde x =2/, Ytiene libre 

su extremo libre D, donde x = 3/; Ia viga saportn una fuerza uniformemente repa~.tida, de intensidad po y 

dirigida hacia abajo, que se extiende desde B, donde x == I. hasta D. Halle los diagr~mas completos de V 
y M, con sus puntos de valores criticos, In elastica en el punto B y Ia pendiente de la ehistica en el punto 
D. 
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14.Viga cmpotrada y apoyuda, con c~lrgn triangular. Una viga, AB, de longitud 1 e inercia El, esta em­
potrada a una pared dgida en el punto A, donde x:::: 0, y apoyada en un patin en el punto B, donde 

x:::: I; la viga soporta una fuerza distribuida, de intensidad p{x) y dirigida hacia abajo, que'varIa lineal­

mente desde A, donde la intensidad es po, hasta 0 en el punto B. Halle las reacciones, los momentos po­
sitivo y negativo maximos, y, en el punto medio de la viga, la deflexi6n y pendiente de la elastica. 

15. Vign COil tres apoyos, soportn fucl'za rcpartida. Una viga, ABC, de longitud 3/, esta apoyada en una 
articulaci6n en A, donde x = 0, y en sendos apoyos de bolita en B, conde x = I, yen C, donde x = 3/; Ia 

viga soporta una fuerzu uniformemente repartida en toda su longitud, de intensidad Po, dirigida hacia 
abaja. Halle las reacciones en los tres apoyos, dibuje, con t odos los d etalles, los d iagramas de fuerza 
cortante y momenta fleetor, y caleule la pel1diente de Ia elastica en el apoyo B. 

16. Viga COil tres apoyos, soporta fucrza rcpartida. Una viga, ABC, de longitud 2/, tensiones admisibles, 
normal y cortantc, O"w Y Til'l Y secci6n recta rectangular, de base b y altura 2b, esta apoyada en una articu­
lacion en A, donde x;; 0, y en apoyos de patin en B, donde x = 1, y en C, donde x =2/; sobre Ia viga 

obra una earga uniformemente repartida, de illtensidad Po y dirigida bacia abajo, que se extiende desde 
A hastn B. Si 1=2 [m], Po = 20.000 [N/m] y 0"", ::::3T", ;;30 [MPa], halle las reacciones en los apoyos, 

los v alores m aximos, en valor a bsoluto, de Ia fuerza cortante y el momenta flector, y el valor minimo 
que pucdc tomar b. 

17.Viga con trcs apoyos, soporta fucrza rcpartidn. Una viga, ABC, de Iongitud 31 y euyn seecion recta es 
un rectangulo, de base b y altura 2b, esta apoyada en una articulaeion en A, donde x = 0, y en sendos 

apoyos de bolita, en x::: I y en x::: 3/. Si Ia viga soporta una carga uniformemente repartida en toda su 
longitud, de intensidad Po Y dirigida hacia abajo, halle las reacciones, dibuje los diagramas de fuerza 
cortante y momenta flector, con todos sus detalles, y calcule el minimo valor de b cuando las tcnsiones 
admisibks nOl'mal y cortantc del material SOil 0"w = 31'w ;;;: 0"0' 

18. Yiga COli tres apoyos, sOJlorta fuel'zas repartidas. Una viga, ABC, de Iongitud 3/, tensiones admisi­
bles, normal y cortante, all' Y TWJ Y seccion recta rectangular, de base b y altura 2b, esta apoyada en una 
articulacion en A, donde x =0, y en apoyos de patin en B, donde x:::: I, y en C, donde x;;;: 2/; sobre Ia 

viga obrall dos cargas uniformemente repartidas, de intensidades po y 2po, dirigidas bacia abajo, que se 
extienden, respectivamente, desde A hasta B y desde B hasta C. Si I:::; 2 [m], Po;; 10.000 [N1m], 

0'.. ::: 200 fMPn] y 1'", = 70 [MPu], hane los vnlorcs maximos, en valor absoluto, de la fuerza cortante y 

el momenta flector, y el valor minimo que puede tomar b. 

19. Viga con tres apoyos, soporta fucrzas concentrada y repartida. Una viga, ABCD, de longitud 3/, esta 
apoyada en una articulacion en A, donde x ;; 0, y en sendos apoyos de bolita en B, donde x = I, y en D, 

doude x = 3/; la viga soporta una fuerza uuiformemente repartida en toda su 10ngitud, de intensidad po, y 
uua fuerza eoncentrada, Po::: 2Po/, aplicada en el punto C, d onde x = 2/, a mbas d irigidas h acia a bajo. 

Halle las reacciones en los tres apoyos y Ia elastica en el punto C, y dibuje, con todos los detalles, los 
diagramas de fuerza cortante y momenta flector. 

20. Viga COil trcs .1POYOS, soporta fl1erzas conccntrada y repartidas. Una v iga, A BCD, del ongitud 6/, 
esta apoyada en una articulaci6n en A, donde x ;; 0, y en sendos apoyos de bolita en B, donde x;; 4/, y 

en D, donde x = 6/; 1'1 viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde A hasta B, de intensidad 

2po! 0 tra fuerza u niformemente repartida des de B hasta C, de intensidad Po, Y una fuerza concentrada, 
F~ = 3Po/, aplicada en C, donde x =51, todns dirigidas hacia abaja. Halle las reacciones en los tres apo­

yos y dibuje, con todos los dctalles, los diagramas de fuerza cortante y momento nectar. 

21. Viga COil trcs apoyos, soporta carga triangular. Una viga, ABC, de longitud 31, esta apoyada en 'una 
artiCulacion en A, donde x = 0, yen sendos apoyos de bolita en B, dande x = I, y en C, clonde 'X = 3/; Ia 
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viga soporta lIna f1.lerza uniformemente variada en toda su longitud, de intensidad Po en A y -po en C. 
Halle las reacciones en los trcs apoyos y Ia pendiente de la elastica en C; dibuje, con todos los detalles, 
los diagramas de fuerza cortante y momento flector y, si Ia seccion es circular y de radio R, calcule el 
radio minimo cuando la tension normal admisible es Ci'w. 

22. Viga COil trcs apoyos, de inercia variablc, soporta fuerzas rcpartidas. Un viga, ABC, esta apoyada 
en una articulacion en A, donde x = 0, y en patines en B, donde x = I, y C, donde x = 2,51; la viga so­

porta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad Po, que se,extiende desde A hasta B, tramo en el 
eual Ia inercia de la viga es El, y otra fuerza uniformemente repa~tida, de intensidad 2po, que se extiende 
desde B hasta C, tramo en el cual Ia inereia de la viga es 2EI. Haile las reacciones en los apoyos y el 
momento flector interno en el apoyo ,intermedio. 

23. Viga 	con tres apoyos y dos voladizos, soporta fuerza repartida. Una viga, ABCDE, de longitud 
L == 21 + 2a e inercia El, esta apoyada en una articulacion en B, donde x =a, y en sendos apoyos de bo­
lita en C, donde x = I +a, yen D, donde x =21 +a," los extremos A y D est;;\n en voladizo. Si Ia viga so­

porta una cal'ga uniformemente repartida en toda su longitud, de intensidad po y dirigida hacia abajo, 
halle Ia razon entre all para que sean iguales las reacciones en los tres apoyos y la deflexion de la ehlsti­
ca en los extremos AyE. 

24. Vigus uJloyadns 	cntrc si, soportan fucrza cOllccntrada. Una viga, ABC, de longitud 21 e inercia EI, 
esta simplemente apoyadas Cll sus extremos A y C, y soporta en su punto medio B, recostada perpendi­
cularmente sobre aquella, a la viga DBE, de longitud 2b e inercia EI, que se apoya, ademas, en una arti­
culacioll ell D y Cll un apoyo de bolita en su extrema Ei en B y sobre In viga DBE obra una fuerza Fo, di­
rigida hacia abiljo. Si 1=3 [111]. b =4 [m] y Fa = 2.000 [N], halle las reacciones en los cuatro apoyos. 

25. Vigas 	apoyadas entre si, soportan fuena concentrndn. Dos vigas del mismo material se cruzan en 
allgulo rccto y estan en contacto en su punto medio. La viga superior, Ia 1, simplemente apoyada en sus 
exlrclllos. tienC! scccion recta rectangular, de base h. = 0,050 [m] y altura hi = 0,200 [m], y una luz de 

II = 3 [Ill]; la viga inferior, ]a 2, tambien apoyada simplemente en sus extremos, tiene seccion recta rec­

tangular, de base =0,080 [m] y altura 112 =0,200 [m], y una luz de 12 =4 [m]. Si en el punto de con­b1 

tacto de las vigas obra una fuerza F =10.000 [N], halle la tension normal maxima en cada viga. 

26. Vigas 	apoyadas entre si, soportan fuerza concentrada. Una viga, EBF, de longitud 2b e inercia EI, 
csta simplemente apoyada en sus extremos E y F, Y soporta en su punto medio B, recostada perpendicu­
larmente sobre aquella, a 1a viga ABCD, de Iongitud 31 e inercia El, que se apoya, ademas, en una arti­
culacion en D y tiene libre su extrema A; la longitud AB es I, la de BD es 21 y en A obra una fuerza, Fo, 
dirigida hacia abajo. Halle el valor de b para el cualla de flexion del punto C, equidistante de B y D, sea 
o y 10 que baja el punto A. 

27.Vigas empotradas y apoyadas entre si, soportan fuerza coneentrada. Una viga, AB, de longitud Ie 
inercia EI. esta empotrada en A a una pared rigida y apoyada en B, mediante una bolita, en la viga BC, 
de longitud I e inercia EI, que esta empotrada en C a otra pared rigida, paralela a ]a primera; una fuerza 
cOllccntrada, Fo, dirigida hacia abajo, se aptica sobre la viga AB en e] punto B, donde se encuentran las 
vigas. Halle las reacciones en los apoyos y 10 que baja el punto B. 

28. Vigus 	cmpotradas y apoyudas entre sl, soportan fuerza concentrada. Una viga, AB, de longitud 31 e 
inercia EI, esta empotrada en A a una pared rigid a y sirve de apoyo en B, mediante una bolita, a Ia viga 
BCD, de longitud 21 e inercia EI, que esta empotrada en D a otra pared rigida, parale1a a 1a primera; una 
fuerza cOllcentrada, Fo, dil'igidn hacia abujo, se Ilplica sobre Ja vign BCD en el.punto C, ubicado en el 
IHllltO J11ctiio de la mis1l1a. Halle las reaeciones en los apoyos y 10 que baja el puntoB. 
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29. 	 Vigas empotradas y apoyadas entre si, soportan fuerza repartlda. Una viga horizontal, AB, de longitud 
II = 0,40 [m], se empotra en A a una pared rigid a y su extremo B se encuentra por encima del punto C, a la dis-· 

tancia vertical Lio= 0,0012 [m], de la viga horizontal CD, de longitud 12 = 0,25 [m], que esta empotrada en D a 

otm pared rigida, pal'ulela a la primera. Si las vigas son del mismo material, de m6dulo E = 105 [OPal, y las sec­

ciones rectus son cuadradas e iguales, de lade b = 0,050 [m], y una fuerza uniformemente repartida, de intensi­

dad Po Ydil'igida hacia abajo, se aplica desde A hasta B, halle el valor de po para el cualla deflexi6n vertical del 
punto C cs Vc =0,0015 [111]. 

30. 	 Vigas empotradas y articuladas entre si, soportan fuerza concentrada. Una viga, AB, de longitud Ie inercia 
El, esta empotrada en A a una pared rigida yen B se articula a Ia viga BCD, de longitud 21 e inercia EJ, que esta 
empoteada en D a otea pared rigida, paralela a la primera; una fuerza concentrada, Fo, dirigida hacia abajo, se 
aplica sobre Ia viga BCD en el punto C, ubicado en el punto medio de.la misma. Halle las reacciones en los apo­
yos y 10 que baja el punto B. 

10.8 Vigas hiperestaticas con dos redundancias 

1. 	 Viga empotrada y con dos apoyos, soporta fllCI'Za repartida. Una viga, ABC, de longitud 21 e inercia EJ, esta 
cmpotrada en A, donde x =0, y apoyada en patines en B, donde x = f, yen e, clonde x =2/; la viga soporta una 

fllerza uniformemente repartida en toda Stl longitud, de intensidad Po, dirigida hacia abajo. Halle las reacciones y 
dibuje, con todos los detalIes, los diagramas de Vy M. 

2. 	 Viga cmpotrada y con dos apoyos, soportn fucrzns rcpartidas. Una viga, ABC, de longitud 2/, se empotra en 
A, donde x == 0, y se apoya en patines en B, donde x =/, yen C, donde x =2/,' sobre la viga obra una fuerza 

uniformemente repartida, de intensidad 2po, que se extiende desde A hasta B, y otra fuerza semejante, de intensi­
dad po, que va desde B hasta C, ambas dirigidas hacia abajo. Halle los diagramas completos de V y M, con sus 
puntos de valores criticos, y la eUistica en cl punto B. 

3. 	 Viga cmpotruda y can dos apoyos, soporta fuerzas concentrada y repartida. Una viga, ABCDE, de longitud 
51 e inercia Ef, se apoya en patines en A, donde x = 0, y en C, donde x =3/, y se empotra a una pared en E, don-

de x;;;; 51; la viga soporta una fuerza unifonnemente repartida, de intensidad Po, que se extiende desde A hasta D, 

y lIna JlIerza concentrada, 21'0/. uplicuda en B, donde x =I, ambas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones y 

dibllje, Call todos los detalles, los diagramas de Vy]vl. 

4. 	 Vigu cmpotnHln y con dos allOYos, sOJlorta fuerzas concclltradas y repartidas. Una viga, ABCDE, de longi­
tud 51 e illercia EI, esta empotrada en A, donde x =0, y apoyada en patines en C, donde x =3/, Yen E, donde 

x = 4/; la viga soporta dos fuerzas uniformemellte repartidas, de intensidades po y 2po, que se extienden, respecti­

vumcntc, dcsdc A hasta C y desde C hasta E, y dos fuerzas concentradas, F; = 3po y F; =2pi, aplicadas, respec­

tivamente, en B, donde x = I, Y en D, donde x =4/, todas clirigidas hacia abajo. Halle las reacciones y dibuje, 

con todos los detalles, los diagramas de V y Al. 

5. 	 Viga empotrada, con lIos apoyos y un voladizo, soporta fllerzas rcpartidas. Una viga, ABeD, de longitucl 6/, 
esta empotrada en A, donde x = O. apoyada en patines en el punto B, donde x = 3f, Yen C, doude x = 51, Y el 

extremo 0, donde x;;;; 6/, esta en voladizo; Ia viga soporta una fuerza lluiformemente repartida, de intensidad Po, 
que se extiende desde A hasta B, y otra fuerza semejante, de intensidad 2po, que se extiende desde B hasta D, am­
bas dirigidas bacia abajo. Halle los diagramas comp1etos de Vy M, con sus puntos de valores criticos. 

6. 	 Vign en cunh'o ilPOYOS, soporta fucrzas cOllcentrada y rcpal'tida. Una viga, ABCDE, de longitud 3/, esta 
apoyada ~n una articulaci6n en A, daude x = 0, y en sendos apoyos· de bolita en B, donde x = I, en e, donde 

x = 2/, yen E, donde x = 3/,' la viga soporta una fucl'za uniformemente repartida desde A hasta B, de intensidad 

po, y una fuerza cOl1centradas F'o = pi, aplicada en D, donde x =2,75f, todas dirigidas hacia abajo. Halle las re­
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acciones en los cuatro apoyos y dibuje, Call todos los detalles, los diagnimas de cizalladura y momenta flector. 

7. 	 Viga con euatro apoyos, soporta fuerzas conccntradas y repal'Uda. Una viga, ABCDEF, de longitud 10/, se 
apoya en una articulacioll en A, donde x = 0, yen apoyos de bolita en C, donde x = 21, en D, donde x =61, y 
en F, donde x = 10/,' Ia viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde C hasta D, de intensidad Po. Y 
selldas fuerzas concentradas, F'o =2Pol, aplicadas en B, donde x = 1, yen E, donde x = 8/, todas dirigidas hacia 

abajo. Halle las reacciones y el momenta flector maximo. 

8. 	 Viga en etIatro apoyos, soporta fucrzas eoncentradas y repartitJa. Una viga, ABCDEFG, de longitud 3/, esbl 
apoyada en una articulacion en A, donde x = 0, yen sendos apoyos de bolita en C, donde x = /, en F, donde 
x = 2/, yen G, donde x = 3/; la viga soporta una filerza uniformemente repartida desde F hasta G, de intensidad 

Po, Ysend as fuerzas concentradas. F'o = Pol, aplicadas en B, donde x =0,51, en D, donde x = 4//3, yen E, don­

de x =51/3, todas dirigidas hacia abajo. Halle las rcacciones en los cuatro apoyos y el momenta flector maximo. 

9. 	 Vig~l cn cuatro apoyos, soporta fucl'zas SOllccntradas y repartidas. Una viga, ABCDEF, de longitud 3/, csta 
apoyada en una articulacion en A, donde se x ;:;; 0, y en sendos apoyos de bolita en C, donde x ;:;; I, en D, donde 

x;:;; 2/, yen F, donde x;:;; 3/; Ia viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde C hasta D, de intensidad 

Po. olru, de illt~nsidad 2po, des de D hasta E, y sendas fuerzas concentradas, F;,;:;; 2pJ, aplicadas en B, donde 

x =0,25/, Yen E, donde x = 8//3, todas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones en los cuatro apoyos y el 

momento flector maximo. 

10. Viga doblcl11cntc 	cillpotradn, soportn fucl'za couccntrada. U nn v iga, ABC, del ongitud 1 e i nereia E l, e sta 
empotradu a paredes rigidas en los extremos A y C; en el punto B, donde x = 1/3, obra una filerza concentrada, 

Fo• dirigida hacia abajo. Halle reacciones y dibllje los diagramas de Vy M. 

11. Vign doblclllClltc 	cmpotrndn, soportn fucrza cOllccntt·ada. Uun viga, de longitud 31 y modulo de Young E, 
tensiones admisibles, normal y cortante, O;v Y 1j~, Yseccion recta circular, de radio R, esta empotrada entre dos pa­
redes rigidas y sometida a una fllcrzu, Fo, dirigida hacia abajo y aplicada en un plmto que distn I de una de las pa­
redes. Si / =1 [m], F'o = 20.000 [N 1m] yO' w =3r II' = 100 [MPa], halle las reacciones, dibuje los diagramas de 

cizalladura y momento flector, ca1cule la elastica y su pendiente en el punto donde se aplica la fuerza cone entrada 
y, usando Iu tcoria de Tresca, el valor minima que puede tomar R. 

12. Viga doblcmcntc cmpotrada, soporta fuerzas cOllcentradas. Una viga, ABCD, de Iongitud 31 e inercia El, se 
empotra a paredes rigid as en los extremos A y D; en B, donde x = I, obrn una fuerza cOllcentrada Fo, y en el pun­
to C, clonde x = 2/, actua otra fuerza concentrada 2Fo, ambas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones en los 

apoyos y dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V y At1. 

13. Viga 	doblementc cmpotrada, soporta fucrzas conccntradas. Una viga, ABCD, de longitud I e mercia El, se 
empotra a paredes rigidas en los extremos A y D; en el punto B, doude x = a, obra una filcrza concentrada, Fh y 

en el punta C, donde x = 1- (I, olra fuerza concentrada, F2, ambas dirigidas hacia abajo. Halle la razon FJF;. 5i 

se sabe que en el punto B el momenta flector interno de la viga es cero. 

14. Viga doblemclltc cmpotmdu soporta momenta conccntrado. Una viga, AB, de longitud I e inercia EI, esta 
empotrada a paredes rigid as en los extremos A y B; en e1 punto medio de In viga obra un momento flector positi­
vo Mo. Halle las reucciones en los empotramientos. 

15. Viga doblemcntc empotrada, soporta fucrza repartida. Una viga AB, de longitud 1eillercia El, se empotra a 
paredes dgidas en A YB; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde A hasta B, de intensidad Po, 
dirigida hacia abajo. Dibuje, COIl todos 105 detalles, los diagramas de Vy At. 

16. Viga doblcmcntc cmpotratla~ soporta fucr:la J'cpartida. Una viga, de longitud 1y m6dulodc "XuiingE, 'tcnsio­
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nes admisiblcs, normal y cortantc, O;v Y 'iiI> Y seccion recta rectangular, de base b y altura 2b. esta empotrada entre 
dos paredes rigidas y somctida a una carga uniformemente repartida, de intensidad Po. Si 1==3 [m], 

Po == 30000 [N 1m] y a ... == 4T ... == 200 (MPa], halle el valor para b. 

17. Vign dobJemclltc cmpotrndn, soportn fuerzas cOllcentrada y repal·tida. Una viga, ABC, de longitud21 e iner­
cia £1, esta empotrada a paredes l'igidas en los extremos A y C; la viga soporta una fuerza unitbrmemente rep art i­
da en toda su longitud, de intensidad Po. Y en el punto B, donde x = I, ~~ra una fuerza cone entrada, Fa = 2pgI, 
ambas dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas ~e Vy 114. 

18. Viga doblcmcntc cmpotrudu, soportu fuerzns conccntrada y rcpartida. Una viga, ABC, de 10ngitud 51 e iner­
cia E1, esta empotrada a paredes rigidas en los extremos A y C; la viga soporta una fuerza unifonnemente reparti­
da, de intensidad po. desde A hasta B, donde x = 2/, y en el punto B, obra, adelruis, una fuerza concentrada, 

Fa = 3Po/, ambas dirigidas hacia abujo. Dibuje, COIl todos los detalles, los diagramas de V y M, y calcule 1a de­

flexion de Ia ehistica y Stl pendiente en el punto C. 

",., 
19. Vlg" doblcIllcntc Cm()otI'11da, soportn cnrga triangular Una viga, AB, de longitud 1e inercia EI, esta empotra­

da a paredes rigidas en los extremos A y B; la viga soporta una fuerza distribuida, unifonnemente variada y diri­
gida hacia abajo, que varia linealmcnte des de A, donde la intensidad es 0, basta B, donde la intensidad es Po. 
Halle las reaeciones, los momentos positivo y negativo lruiximos, y, ell el punto medio de la viga, la deflexion y 
pendiente de Ia ehistica. 

20. Vign doblcmclltc empotradn, soporta carga senoidal Una viga, AB, de longitud Ie inercia El, esta empotrada a 

paredes rigid as en los extremos A y B; ia vigu soporta 1'1 fucrza distribuida p = Po sen(1fx/I), dirigida hacia aba­

jo. Halle las reaeeiones, el momento maximo y los maximos valores de la elastica y de su pendiente. 

10.9 Vigas hipercshlticas con nuts de dos rcdundancias 

1. 	 Viga doblcll1cntc empotrada y con un apoyo, soporhl fucrza repartida. Una viga, ABC, de longitud 31 e iner­
cia El, esta empotrada a paredes rigidas en los extremos A y C, y apoyada en un patin en el punto B, el eual dista I 
de una pared; Ia viga soporta una filcrza unifonnemente repartida en toda su longitud, de intensidad Po, dirigida 
hacia abajo. Dibuje, con todos los detaUes, los diagramas de Vy /yf. 

2. 	 Viga doblementc cmpotrada y con dos apoyos, soporta fucrzas concentrada y rcpartidn. Una viga, ABCD, 
de iongitud 31 e inercia El, esta empotrnda en A, donde x =OJ Y D, donde x =3/, yapoyada en patines en H, 
donde x I, y C, donde x = 2/,. la viga soporla una fuerzn uniformemente rcpnrtidn, de intensidad POI desde A 

hasta 0, y una fuerza concentrada en su punto medio, F = Pol, ambas dirigidas hada abajo. Halle los diagramas 

completos de V y M, can sus puntos de valores crlticos. 

10.1 0 ))isefio allimite de vigas. 

l. 	Viga ehlstopiastica empotrada, apoyada y con un voladizo, soportn fuerzas concentradas. Una viga elasto­
phistka ideal, ABCD, de 10ngilud 31 y momento plastico de 1a seccion lYlp , esta empotrada en A, donde x =0, y 
apoyada en un patin en C, donde x = 2/, mientl'as que su extremo D, donde x = 3/, esta en voladizo; en B, don­

de x = I, obm I .. fherza Fo Y en D In fucrza FoI3, ambas dirigidas hacia abajo. Halle el valor de Ftl que produce la 

falla. 

2. 	 Viga clastophlsticn CUlJloh·ada, apoynda y con un voladizo, soporta fuerzas conccn'tr.adas. Una viga elasto­
plastica ideal, ABCD, de longitud 3/ y momento plastico de la seccion Mp, esta empotradu'en A, donde x =0, y 
apoyada en un patin en C, donde x=: 2/, mientras que su extremo D, donde x = 3/, esta en voladizo;en B, don~ 

de x = I, obra Ia fuerza Fo y en el D la fuerza c:rFo, ambas dirigidas hacia abajo. Halle el a para cI cunl el valor de 
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la carga limite, Fo, es un maximo y calcule ese maximo. 

3. 	 Viga rectangular elastophistica COil en tres apoyos, soporta fuerza repartida. Una viga elastophistica ideal, 
ABC, de longitud 2/, seccion recta rectangular, de base b y altura 2b, modulo de Young E. y tension de cedencia 
OJ., esta apoyada en una articulacioll en A, donde x = 0, yen apoyos de patin en D, donde x = I, yen C, donde 
x = 21; sobre Ia viga obra una carga uniformemente repartida, de intensidad po y dirigida hacia abajo, que se ex­
tiende desde A hasta C. Halle el valor de Po que produce la falla. 

4. 	 Viga elastoplastica doblemente cmpotrada, soporta fllerza repartida. Una viga elastoplastica ideal, AB, de 
longitud 1y momento plastico de In seccion Mp, esta empotrada en sus extremos y soporta una fuerza unifonne­
mente repnrtida en toda su longitud, de intensidad Po. Halle el valor de Po que produce Ia falla. 

5. 	 Viga ehlstoplastica en I doblemente empotrada, soporta fuerza repartida. Una viga elastophistica ideal, AB, 
de longitud 1y tension de cedencia O"y, esta empotrada en sus extremos y soporta una fuerza unifonnemente re­
partida en toda Sll longitud, de intensidad Po; la seccion recta de la viga es una I, cuyas alma y aletas son rectan­
gulos iguales, de base b y grueso t. Si I~, 1,50 [m], b=0,075 [m], t =0,010 [m] y 0"r = 270 [MPa], halle el 
momento phistico que puede desarrollar Ia seccion y el valor de Po que produce Ia faHa. 
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· !i:PTU. DE BrDLrOjl~Ci\S 

BIBUOTECA MINi'S 

CAPITULO 11 

TEORiA ELEMENTAL DE LA ESTABILIDAD 

11.1 Colunulas en voladizo 

1. 	 Deduccion de la carga critica. Deducir, mediante la solucion de la ecuacion diferencial, la 
carga c ritica de p andeo de una columna, de longitud I e inercia El, empotrada en un extremo y 
que tiene libre el otro, cuando soporta una fuerza de compresi6n P. 

2. 	 Longitud de una columna en v oladizo. Halle la longitud maxima permisible de una columna 
tubular de acero, empotrada en la base y libre en el extrema superior, donde soporta Ia fu erza 
de compresion P = 400 [kN]. EI radio medio de la columna es R =0,08 [m], el espesor de la pa­

red t= 0,008 em], el m6dulo de Young E =210 [GPa] y la tensi6n de cedencia G'y =290 [MPa]. 

3. 	 Altura maxima de un tanque elevado. Un t anque e levado e sta s oportado p or una columna tu­
bular de acero, de longitud I, radio interior R, = 0,0641 em] y radio exterior R" =0,0706 em], que 

se encuentra empotrada en un piso rigido. Si el tanque pesa W = 250.000 [N] Yen el acero de la 

columna, E = 200 [GPa] y 0' r = 250 [MPa], halle la altura maxima que puede tener Ia columna. 

4. 	 Radio del a columna que S oporta U II t anque e levado. Un tanque elevado esta soportado por 
una columna tubular de acero, de longitud 1= 9 [mJ, radio en la linea media R = 0,15 em] y esp~-
sor t = 0,0085 em], que se encuentra empotrada en un piso rigido. Halle el maximo peso que el 

tanque puede tener si, en el acero de la columna, E =200 [GPa] y 0' y =350 [MPa]. 

11.2 Colurnnas biarticuladas isostaticas 

1. 	 Deduccion de la carga cl'itica. Deducir, al resolver la ecuaci6n diferencial, la carga critica de 
pandeo de una columna biarticulada, de longitud I e inercia El, que soporta una fuerza de com­
presion P. 

2. 	 Columna rectangular de acero. Una columna biartieulada de acero, de secci6n rectangular y 
lados (l y b=0,025 [m], soporta una fuerza de eompresi6n P. Si 1= 1,1 [m] y en el acero 

G'y =250 [MPa] y E == 200 [GPa], halle el menor valor para a, cuando P == 50.000 [N] y cuando 

P =25.000 [N]. 

3. 	 Columna tubular rectangular de acero. Una columna tubular rectangular de acero, de lados 
b;;; O,OGO [Ill] y ,,;; 0,080 [IU], cspesor I;; 0,008 [m] y longitud efectiva 1. = 3,0 [m], soporta una 

fuerza de compresion P. Si E =200 [GPa] y O'y =350 [MPa], halle el maximo valor admisible de 

P. 

4. 	 Tubo circular. EI tubo AB es de longitud I. tiene un radio interior R. exterior 1,5R y su modulo 
de Young es E; el tubo es vertical, esta articulado en su base B, y su extremo A, que soporta 
una fuerza horizontal Fo, se sostiene en equilibrio, mediante el cable AC, del punto C en el pi­
so, el eual esta separado de B por Ia distancia horizontal //3. Si se supone que el tubocsta biar­
ticulado, hallc el valor minimo de R para que no faHe por pandeo, en fUl1cion de Fo, lyE. 
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5, 	 Tuho cil'culnr dc DeCI'O. Encucntrc eI diametro exterior rcquerido, el, para una columna tubular 

de acero, de espesor t = 0,009 [m], articulada en ambos extremos, para soportar una fuerza axial 


de compresion P = 800.000 [N]; el material tiene E =200 [GPa] y u y =300 [M:PaJ. 


6. Tuho circular de ncc.'o. Una columna tubular de acero, de Iongitud 1= 3,5 [m], dinmetro medio ,. 

ti, espesor t =d /20 Y articulada en sus extremos, soporta una fuerza de compresion, 
P =130.000 [N]. Si en el material a y = 275 [MPa] y E = 200••[OPa], halle el valor minimo que 

puede tener d, 

7. 	 Tubo circular de ncero. Una columna tubular de acero, de longitud I, diametro en Ia linea me· 

dia, D = 0,09 [ml, espesor t = 0,005 [m] y articulada en ambos extremos, soporta una fuerza axial 


de 	compresi6n, P. Si en el material 0', =275 [MPa] y E = 200 [OPal, halle el valor maximo que 

puede tomar P cuando 1= 2,6 [m] y cuando 1= 4,7 [m]. 

8. 	 Columna c uadrada de a luminio. Una columna biarticulada de aluminio 6061-T6, de longitud 
1= 0,5 [m] y secc ion cuadrada de Iado a, soporta una fuerza axial de compresion 

P = 200.000 [N]. Halle el valor minimo que puede tomar a. 

9. 	 Columna tubular rectnngular de alumlnio. Una columna tubular rectangular de aluminio, de 
lados b = 0,075 [m] y ,,= 0,150 [m]. e spes or t = 0,006 [m] y 10ngitud efectiva Ie =1,5 [m], soporta 

la fuerza de compresion P. Halle el mayor valor de P si la aleaci6n es la 6061-T6 y cuando es 
la 2014-T6. 

10. Columna rectangular de madera. Una columna biarticulada de madera, de secci6n rectangular 
y ladas a::: 0,15 [m] y b= 0,20 [m], soporta una fuerza de compresion P. Si en el material 

E = 10 [GPa] y en direccion de la fibra O'w = 10 [MPa] halle el valor maximo que puede tomar P 
cuando 1=2 [m] y cllando 1=4 [m]. 

11. Multiples tablas. Una columna rectangular de madera, de longitud efectiva Ie = 4 [m], se fabri ­

ea cIa vando entre si, a 10 largo de la Iongitud, varias tablas de secci6n rectangular, de base 
b = 0,15 [m] y espesor t = 0,025 [m]; en el material, E;;; 12 [GPa] y la tensi6n admisible paraleia a 

la fi bra e s at == 10 [MPa]. Halle el numero minimo de tablas que deben emplearse para soportar 

una carga de compresion de 80.000 [N] 0 de 160.000 [N]. 

12. Tl'es columnas. Se tienen tres columnas del mismo material y articuladas en sus extremos, de 
iguales longitud I y area transversal A; la primera es circular, cuadrada Ia segunda y en forma 
de triangulo equihitero la tercera. Si las columnas pueden pandearse en cualquier direccion, de­
termine las razones PI: P2 : PJ de las cargas criticas para estas columnas. 

13. Columna en I de madera. Una columna de madera y de seccion en I, la que se forma al clavar, 
a 10 largo de In longitud, trcs tab las rectangulares, de base b;;; 0,140 [m] y espesor t::: 0,038 [m], 

tiene una longitud efectiva ( 3,0 [m] y debe soportar una carga de compresi6n P. Si, en el ma­

terial, E = 12 [GPa] y en direcci6n de la fibra O'w = 10 [MPa], hulle el valor maximo que puede 

tomar P. 

14. CerelIa de dos barras. Las barras, AB y BC, de iguales material y secci6'n,recta, articuladas al 
piso en los n odos A y C, que d eterminan una recta horizontal c on I a que 1a 'barra AB define el 
angulo P, estan articuladas en el node B, en el cual se aplica una fuerza F, que produce compre­
sion ell ambas barras, cuya linea de acci6n hace un nngulo eCOIl Ia prolongaci6n de la linea AB; 
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e1 Angulo e puede variar entre 0° y 90°. Si se supone que ambas barras se comportan como co­
lumnas largas biarticuladas, halle, en funcion de e, el valor maximo que F puede alcanzar; cal­
cule, ademas el respectivo valor de e si P= 60°. 

15. Cereha de dos barras reetangulares de acero. Las barras de acero, AB y BC, de iguales mate- ... 
rial y seccion recta, la cual es rectangular de lados a y b, estan artieuladas al piso en los nodos 
A(O, 0) [Ill] y C(3, 0) [mJ, que determinan una recta horizontal, y entre si en el nodo B(1,25, 
1,50) [m], ell el que se aplica una fucrza vertical y dirigida ha'Cia abajo, F, que produce compre­
sion en ambas barras. Si a = 0,05 [m] y b= 0,10 [m], y, en el .material, E = 210 [GPa] y 

a r 255 [MPa], halle el valor maximo que puede tomar F. 

16. Estructuru de barra circular de acero y cable. La barra, AB, es un tubo circular y horizontal 

de acero, de longitud 1= 1,6 [m], radio R en la linea media, espesor t =0,005 [m], modulo de 


Young E = 200 [GPa] y tension de cedencia (J' y = 250 [MPa]; esta articulada a Ia pared en el pun­

to A y sostenida en el punto B mediante un cable BC que se anuda a la misma pared y hace un 
Angulo a =60° can ella; en B obra una fuerza vertical dirigida hacia abajo, W =20.000 [m]. 

Halle el valor minimo de R. 

17. Cercha de dos barras circulares de acero. Las barras de acero, AB y BC, de iguales material 
y seccion recta, Ia c ual esc ircular de radio R, estan a rticuladas alp iso en los n odos A (0, 0) Y 
C(3/, 0), que d eterminan una recta horizontal, y entre s i en e 1 n odo B (I, I), en e I que s e aplieu 
una fuerza vertical y dirigida hacia abajo, F, que produce compresion en ambas barras. Si 
1= 2 [m], F = 50.000 [N] y, en el material, E = 210 [GPa] y (J'y =300 [MPa], halle el valor minimo 

que puede tomar R. 

18. CerclIa .de <los barras cuadradas de aluminio. Las barras, AB y BC, de aluminio 6061 ..T6. de 
igulllcs muterial y seccion recta, Ia CllDI es cuadradn y de lado a, est{m articuladas al piso en los 
nodos A(O, 0) Y C(3/, 0), que determinan una recta horizontal, y entre si en el nodo B(2/, 1,5/), 
en el que se aplica una fuerza vertical y dirigida hacia abajo, F, que produce compresion en 
ambas barras. Si (l = 0,05 [m] y 1= 1 [m], halle el valor maximo que puede tomar F. 

19. Cerelia <Ie dos barras cia'culares de aluminio. La barra, AC, es horizontal, de longitud 
1= 1,5 [m], y Ia BC, oblicua, haee un Angulo ex = 60° con la pared vertical que pasa por los pun­

tas A y B; en Cobra una fuerza vertical dirigida hacia abajo, W =100.000 [m]. Si las barras son 

circulares y de aluminio, ah:aci6n 2014-T6, Y la tensi6n adrnisible en tracci6n es 
aU' = 193 [MPa], halle el radio de cada barra. 

11.3 Columnas biarticuladas biperestaticas 

1. 	 Cereha plana de tres barras circulares. Una armadura plana y vertical, articulada al piso en 
los p tlntos A (-0,51, 0), B (0,0) y C (0,5l, 0), e sta fo rmada por tres barras circulares artieuladas 
en el punto D(O, 0,867/), las cuules tienen iguales radio y material; ademas, en el punto D se 

aplica la fuerza, -i,.W. Suponiendo que las barras se comportan como COIUlll11aS largas biarticu.. 

ladns, halle el valor maximo que puede tomar W. 

2. 	 Cercha plalla de tres barras circulares. Una armadura plana y vertical. articulada al piso en 
los puntos A( -a, 0), B(O, O)y C(a, 0), esta formada por tres barras circulares articuladas en el. 	 . 

punta D(O, h), las cuaies tienen iguales radio y material; ademas, en el punto D se apliea Ia 

ill crza, :"'~W, Suponiendo que las bnrras lle comportan como columnas Iargas biarticuladas, 

halle el radio minima que deben tener las barras. 
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3. 	 Cercha plana de tres barras circulares. Una armadura plana y vertical, articulada al techo en el punto D(O, I) Y 

al piso en los puntos A(-0,707/, -0,7071) Y B(0,7071, -0,7071), esta fonnada por tres barras circulares de acero 

articuladas en el punto C(O, 0), las cuales tienen iguales radio, longitud 1= 1 [m], E = 200 [GPa] . y 


0" r = 250 [MPa]; ademas, en D se aplica Ia fuerza, fv = -~20.000 [N]. Halle, tomando en cuenta el pandeo y 

la traccion y usando en este ultimo caso un factor de seguridad n =2, el radio minimo que deben tener las ba- ,. 
rras. 

4. 	 Cercha plana de tres barras circulal'es. Una anna dura plana y vertical;'con forma de trhingulo y apoyada en el 

piso en las articulaciones A( -I, 0) y C(2/, 0), esta fonnada por tres barras' circulares del mismo material, de mo­

dulo E::: 200 [GPa] yO" y' = 250 [MPa], articuladas en sus extremos en los puntos A, C y B(O, 1); las barras AB 


y AC tienen radios iguales a R, ::: 0,015 [m], mientras que el de la BC es Rl 0,012 [m]. Si en B se aplica Ia 

fm:rza -'-If', se supone que las barras comprimidas son largas y a elias seaplica Ia relacion de Euler y que en las 

tres cl factor de seguridad es 11 ::: 2, halle el v,llor maximo que puede tomar W. 

5. 	 Ccrcha plana de cuatro barras circu)ares de acero. Una armadura plana y vertical articu­
lada a una pared vertical en los puntos (0, 0) y (0, 0,751), esta formada por cuatro barras 
circulares de acero, de diametro d == 0,04 [m], articuladas en sus extremos. La primera barra 

se e xticnde entre los puntas (0, 0) y (21, 0); la segunda, entre (0, 0) y (/, 0,375/); la terce­

ra, entre (0, I) y (I, 0,375/); la cuarta, entre (I, 0,3751) y (2/, 0); y, ademas, la fuerza, -~F, 

:iC uplica a lu armadura en el punto (2/,0). S i 1= 1,2 [m], E = 200 [GPal, O'r = 200 [MPu] y s e 
toma en cuenta el pandeo y Ia traccion, usando en este ultimo cnso un factor de seguridad 
II = 2, halle el valor maximo que puede tomar F. 

6. 	 Cereha cspacial de tres tubos circuJarcs de acero. Tres tubos circulares e identicos de acero, de longittld 
1=3,5 [111], radio enia linea media R =0,07 [m] y espesor I, se artie ulan en el vertice D, que se encuentra a la 

altura Iz = 2,5 [m] sobre el suelo, para sostener alli un peso W = 60.000 [N], ya los nodos A, B Y C del piso, 

en el que forman un triangulo equilatero. Si en el material de los tub os O"y = 275 [MPa] y E =200 [OPal, 

halle el espesor requerido de los tubos. 

7. 	 Cercha espaciaJ de cuatro tubos circulares de acero. Cuatro tubos circulares e identicos 
de a cera, del ongitud 1= 3,5 [m], radio en I a 1inea media R = 0,07 [m] y e spesor I, se articu-

Ian en el vertice G, que se encuentra a la altura h = 2,5 [m] sobre el suelo, para sostener alIi 

un peso W = 60.000 [N], y a los nodos A, B, C y D del piso, en el que forman un cuadrado. 

Si en el material de los t ubos O'y = 275 [MPa] y E = 200 [OPal, h aile e 1 e spesor r equerido de 

los tubos. 

11.4 COIUn1l1aS articulado enlpotradas 

1. 	 Deduccion de la carga critica. Deducir, mediante Ia solucion de la ecuaci6n diferencial, la carga cdtica de pan­
deo de una columna, de longittld Je inercia EI, empotrada en un extremo y que' tiene articulado el otro, cuando 
SOpOI'I11 una fllcrza de compl'csion, P. 

11.5 Columnas doblemente empotradas 

1. 	 Deduccion de In cnrga criticll. Deducir, mediante la solucion de Ja ecuacioll difereneial, )a carga critica de pan­
deo de una columna empotrada en ambos cxtremos, de longitud I e inercia EI, cuando soporta una fuerza de 
compresion, P. 
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11.6 Vigas colulnnas 

1. 	 Biarticulada que soporta una fuerza transversal. Una viga columna doblemente articulada, de longitud I c 
inercia EI, soparta una fuerza de campresi6n P y una fuerza transversal perpendicular at eje de Ia estructura, Fo, 
aplicadu en su punta media. Halle Ia ecuacion de Ia elastica, la carga crltica y Ia tensi6n nonnal maxima en el ... 
punta medio. 

2. 	 Biarticulada que soporta una fuerza tnmsvcrsal. Una viga columna"doblemente artieulada, de longitud I e 
inercia EI. soparta una fuerza de eompresion P y una fuerza transversal perpendicular al eje de la estructura, Fo, 
aplicada a Ia distancia 113 de un apoyo. Halle la ecuacion de Ia elastica, Ia carga critica y la tension normal maxi­
ma en el punto medio. 

3. 	 BiarticuIada que soporta momcntos cxtcrnos. Una viga columna doblemente articulada, de longitud Ie inercia 
EI, sopnrta una filCrza de comprcsion P y, en sus extremos. sendos momcntos flectorcs positivos, Mo. Halle la 
ecuacion de la elastica, la carga eritica y la tension normal maxima en el punto medio. 

4. 	 Biarticulada con fuerza exccntrica. Una columna circular, de radio R y longitud 1= 1,2 [m], esta empotrada 

en cl piso y ticne libre su extremo superior, en el cual obra una fuerza de compresion P = 50.000 [N] que tiene 

una exccntricidad de e = 0,01 [m] con respecto al centro de In seccion recta. Si, en el material, E = 200 [GPa] 

y a\j' = 250 [MPa], halle el menor valor que puede tomar R. 

5. 	 Biarticulada que soporta una fuerza repartida. Una viga columna doblemente articulada, de Iongitud Ie iner­
cia El, soporta una fuerza de compresion P y una fuerza transversal uniformemente repartidu, perpendicular al 
eje de la estructura y de intensidad Po. Halle la ecuaci6n de la elastica, Ia carga critica y la tension nonnal maxi­
ma en el punto medio. 

6. 	 lliarticuhHla que soporta una fuerza ulliformemcnte variada. Una viga columna doblemente articulada, de 
IOllgitud I e inercia E/, soporta una fuerza de compresion, P, y uua fuerza transversal unifornlemente variada, 
perpendicular at ejc de la estructura y cuya intensidad cambia linealmente desde 0 en un apoyo hasta Po en el 
otro. Halle la eCllaci6n de la elastica y la cal'ga critiea. 

7. 	 Biarticulada que soporta una fuerza senoidal. Una viga columna doblemente articulada, de longitud Ie inercia 
EI, soporta una fuerza de compresi6n, P, y una fuerza transversal senoidalmente variada, perpendicular al eje de 

la estmctura y euya intensidad es P == Po sen(1rx/ I). Halle Ia ecuacion de la ehistica y la carga critica. 

8. 	 Doblemente empotrada que soporta una fuerza uniformemente repartida. Una viga columna doblemente 
empotrada, de longitud I e inercia El, soporta una fuerza de eompresion P y una fuerza transversal uniformemen­
te repartida, perpendicular al eje de la estructura y de intensidad Po. Halle la ecuaci6n de la elastica y la carga cri­
tica. 
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Formulas para el curso de Resistencia de Matcrialcs 
Universidad Nacional de Colombia Facultad de Minas Profcsor Alvaro Gnviria Ortiz 

I-N I~KDc hl En todo punto de un I Leyes de Sin fucrza, se manticnc el Fuenn de ncci6n cs igunl nL.Fi =0 y LM, =0Mccanica objetll en equilibria: I-I I-I Newton: cstndo de movimicnto fuerzn de reaccl6n 
I.N I.K I~NRcduccioll de un sistema de N lucrzas Mayor reducci6n en un Me ;; 0, si Fo. Mo = 0Fo =LFi Y Mo =LMj + L~iXFI

Y K pares a lilcrza y par en eI punto 0; puntq, C. del eje central:I~.1-, 1-, Fe xMe = 0I si Fa· Mo ;t 0 J 
Si dos tilcrzas obran sobre un cuerpo en equilibrio. son Si tres fuerzas obran sobre un cuerpo en equilibrio. son puralelas 0 

colincuics concurrcntcs 
_ 1_]"De los Si A (a., U2, a3) Y B;;;: (b l , b2. bJ) ['.3 ]"2 iAB = AD/lAB!AB= L~(bi -all lAB];; tt(b j - 8 1)2veetores son veclores en Rl , entonces: 1-' J 

A. B= /Allolcoso;; a,b, +U2b2 +a)b) Axi3 = TNIAllBlsenO = TI(ulb,-n,b2)+ ll(a,b. -a,b3)+ i J (a.b2 -alb.) I 
A.U=U.A AxU -BxA A.(fi+c)=A.B+A.C y A x (i3 + c) =Ax i3 + AxCI '~ I 

A.(B xC)= B.(C x A)= C.(A x B) [ABc} A x(0 xC);; i3(A. c) -qA. i3) (A xB) xc:; i3(A. c) - A(i3 •.c)I 
Xc ::; QyJA Yt = Qx/ADcl11rca plana A = fyL dxdy Q~ ::. tLydxdy Qy::: ttxdxdy 

2r,2 = I/A ry :::: ly/AIx = I),ldXdy Iy :::: IyI. x2dxdy 10 =IyIx r2dxdy:::: Ix + Iy I,l' = LIx xydxdy 

1.=I,,{II+Ay/ I Iy = I)1:CII +AX,2 I I.y = I,,)~tll +Axcyc 

I 10 :::: Io.:m + Arc 2 1.+1)' I.-I)'
lx, == --+--cos20-Ix)' sen 20 

2 2 

I +1 I-I I - I


I y' :::: -'--y -- -'--Y cos20 +I.), sen 20 I.,)" ;; -'--Y sCIl20 + I.ycos20 Ix +Iy £C. -Iy)2 2 2 1m... =--± -- +1 

I [ , r 
~ 2 2 ~ 

Imu +Imill = I. +1)' Momento rrtetbtglllO = bh JII 2tanl0 pll•1e> -~ I~ -I)' 2. I, -I)'
I, -I)' l.ylII:o' = ± (--) + Ixy ,SI tan20:::: --- ccntroidal de[ , r 

I 
IIIU\ 2 2I.y Imu1min ;; 1.ly - IXy1 Iclrculu :::: nR4/4 

inercia 

Dc hiS tCIIsiollCS lill un P"l1tO de till .. ~ ~ dF 'U ;; 'JI 0, +0, ", -0,t=O'+,=- 0' x' :::: ---+ ---cos20 + 'x)' sen 20
nOl'mal Y cOl'tantc cucrpo: dA i.j = 1,2,3 e i ;t j 2 2I 


0'. -0')' O'x +O'y O'x -O'y 2,xy
t " :::: - ----sen 20 + t Xl' cos20 O'y' =-'------cos20-,xysen29 tan20ppala = -- ­

• y 2 2 2 O'x-O'y 

0'. +O'Y 0', -O'y 2 . 0', -O'Y 2 [a, '" ,,,] [a. 00]O':::I,~ =--2-± (--2-) +tx), t xy"~X ;:;: ± (---) + t.y a::: tyx O'y t y• al'l!::: 0 0'2 0
111111 2[ 'r [ 'r o 0 O,.t"" tl}' O'z 

cr - Icr 2 + IIcr --III ;; 0 0'. t xy tllZ
3 

100y 'YZllcrx t~IIO'x t~1
1= 0', +O'y +0'. II:::: tl}' O'z + t;Q( O'z + tyz O'y!, II yIII, invnriantcs ccuaci6n de III = ')'x cr)' t)'1­

autovalores: tzx tl)' O'z 


De las dcformacioncs L\I It &ij =flji
E=- Y=--(t. E • =Ex + Ey + Ell - 8 y cas20 + ~sen20 

lineal y angular Ii 2 i,j=l,2,3 ei;tj " 2 2 2 

Y~')' ",·-(t;A -&},)scn20+Y xy CllS20 c.;; c, +C~ _ C. -fly cos20-~sen20 tnn2°1'{liICi -....lL.­
r 2 2 2 I:l x - Ey 

[ 1 ]"2
Y'Y:::~ =± (E 1 - &y) + Y • ./. -" .., [(C,-E'r +-(y"rr _[" 1,,/2 1Q/2J 

:::: rOO]&2Em;lJ(----± --- 0 0 
~ 2 2 2 e - Yyx /2 &y Yv./2 epp 

o 0 &]Yu/2 Yry/2 &z 

&3 _ It; 2+ lit: - 11\ ::; 0 
II ~I" 1,,12/+1 t, 1~/2H t, Y~/21' c. Y~y /2 y"J2

1== 8.+ E)"I- C,I,ll y III. invaliantes lie la 1If= Yr./2YtJ2 Ez Yv./2 Ez Yyx /2 ey Cy r y,./2 

ccuaci6n de autovalorcs 8
Y1.J2 11)./2 l 
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Lcycs de 
c ~ l [a - p( a + a )] cy =i[ay-1I(a~ + a,)) e~=i[al-lI(a.+ay)] I-Y.Y=~ flu-; IYYl=~'x E' y •Hooke 

Modulos de cizalladu ..a y de G= __E_ am _ a, +ay+a. B- E&v==n aal­compresibilidud ehisticos 2(1+ ..,.) 3 3(1- 2..,.) 

Ro-I En dircccioncs co- c1 = Ex Ex + &)' Ex - E y 1 xy &.+6" &x- 8 " lxyI£:1 =: ---+---cos201 +-sen201 &3 =---+---cos201 +-sen202setas planarcs 0°, 01 Y02: 2 2 2 222 

Tcori~lS Se sUllonc Maxima a -awSal Saw Maximal:: -aw Sa) -..,.(Q."~ +(1)saw Maxima T -a w SO'l - 0' 2 S 0' w 
que:de Lame -a wSal Saw Saint Venant -aw Sal-aJ SawTrescaa\.. :::: a cw Rankinc -awSal -..,.(a I :t a 3) S. a w

falla -a w S a 3 Saw -aw Sa 3 - a I Saw 
-a \II S a J - ..,.(a I + a 2) S a \II 

Maxima energia de deformacion por unidad de volumen (dUldV) Maxima energia de dislorsi6n por unidad de volumen (dUldV)o 
Beltrami-Baig Hencky-Von Mises 

l 222( ) 1- J.l a la 2 +a1a l Saw Y+{a1-(1)1 + (a) _al)2 S2a 1a l +a1 +a3 +a2a J (a l -a2 w 

pCarga Centroide es cenlro de resistcncia do I Termico e=- a==- I B" r-~ I u, 2.f' P'dx
dx A AE(Jaxial P aplicada en centro de resistcncia .; I '"~ o AE 2 3 = a(AT)1 

Tor- Seccioncs phmas se alabean, dO t Tr nR" y=r- y=- T=- IP.>I.... =-.- 0= rTdx U =2-rT1dxrsian salvo ell cjes circularcs dx G ID dnulo 2 o loG 2 0 loG 

Polencia En ejcs dclgados Tse Flujo corlante T (A) es, en ejes cerra- TdX 4(A)2 T1dX 
P = TOl q Tt T=2t(A) 0:;;;: r Ur =2-rhalla cnlinea mcdiu. dos, el area limitada por o leG Ie = ~ ds 2 0 leG 

=uniformeP :: 2xT En cerrados es: la linea media c t 

3T 2 3'~Ejc tldgado yabicI10 J3TdX U =.1.J3T dx Secci6n recta T - I o - 31;1 k=I,en I,C, L 
t nl•• 0= -- r mid --1- ,--- ­2 

lIula(k, cmlo 1\:C1a1l- ~ o ul 30 2 0 alla formada con III I ka,t,lG 1<==1,1 en U,z, T 

gular; JatkJs II y I a, cllargo rectfmgulos 0, =...=ON k=1,25, en I, +T=L1i 
clipse Triangulo Cuadrado Rectangulo Coeficientes para ejes rectangulares 

Ejcsu, largo, y h I.ado b Lado b Lado 11, largo, y b 
nab luT A = O,433b2 A:: b2 A = ab. alb 1,0 1,5 2,0 3,0 6,0 10,0 ex) 

A=-YT III... ==--2

4 nab 20'1' 4,8'1' T c I 0,208 0,231 0,246 0,267 0,299 0,312 0,333 


f mOll t lllOlJt =T t OIU =""7
16(a 2 +b2)TI IT cia C2 0,141 0,196 0,229 0,263 0,299 0,312 0,333 

0;;;;; 
nu1b1O 0= 46TI 0;;; 7,ITI O__T_I_ rma~ es tangcnte al borde, oClIrre en punto medio de II 

bolOh·O C211bJO 

Diagrumas dVy dM z =-v d2M, Vy· -V/ =Fo dM y Con funciones singulares 101 viga se 
-=-p --=V·<Ix Y J;l=P dx Zde Vy IV[ dx trata como de un solo tramoM~--M/=Mo 

Flexion _r Ey Eje ncutro es centroidal M.y2-=~ a =-_.- U ",.!. M,dx1.:, ax =-- 0= rM1dx r 2 
p x 1. M1\1 P tydA =0 P EI~ o I~E 2 (j I.E 

M,ly + Myl}/. Myl, + M,l y, P M My __y___z_=1 
a =---'y+-z . P ( e, e,)ax = 2 Y + 2 Z ax =- 1+2Y+-2z r,2ley r.//e:I y I" - Iyl I y I t. IyL X A II I" A r)lrz 

r== R-y 
cr. -11--·- n =--L Mp =-- y, +Yz £ =--­M'YI E Acr Y ( j yAO Eje neutro no es A_I Jd 

x rO R = f dA ' r = A I AIII EI 2 r' = R' - Y centroidal en 

viga curva A r 

Valores para R Rectangulo Triangulo 
EAe My _ M(r - R) fit de C al borde cercano R=_h_ R= 

hj2 
.10 = MO 

0'.= 
Ac(R - y) Aer f2, de C al borde lejano In .2. 5.ln5.-1 

c.-(r-R) r . de C al centroide fl h r, 

Trapecio (bases b l y bz) Cfrculo (radio c) Elipse (a paralelo a r) 

R .- hl(h, + h1)/2 

R =t[f+ (f2 - c R=t[r+(rl _a
 

2rZ] Ir1]
(tV2 --IVI)III ~~ - h(h, - bJ , 

-
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Fucrza cortante V 

Vyl y - V.l y, Q V.I. - Vyl yZ Q VyQ z VzQy v8z 4Vy 3V)' 2V)' 
t = + t =--+-- T =-- T. =- T =-'- =-T IUb 

III ( ') Z ( ') Y Dl bl z elf 3A ree 2Ab Iyl. -Iy; b Iyl. -Iy; m biz bI)' A 

d1v dv I v- = v·El z-= rOMMzdx+C.I ~j;l d1v M, dx 0AlO cO O -OA = ~xEllis- x. E1 z 
tica p" H~:)'r ';j7" EI, 
v tOlA = xl..:.:..:..!..<fXEIzv = J J Mzdxdx+C.x+ Cl (:~r =(~:r f' M 

x. El z 

\(cclangulu Trillllgulo Parabola Parabola cubicn Pnraboln encsima 
A = bll A = bh/2 A =bhl3 A = bhl4 A = bh/{n+ I) 

c = hl2 , al borde c = 2h13 , al vertice c =3b/4 , al vertice c =4hl5 , al vertice c = (n + 1)/{n + 2) , nl vertice 

~stabilidad cn columnasJ en vi~as columna 
Vigu~ dV dMo=_V _ p~ dlM ~..zM - ..l_ p tJ·v 2tJ 2V P I En vigu columnn Per dn cMsticn intini­

_~o.. p O). -+A-=­
<Ix dx <Ix ·dx 2 + - P , - ill dx· dx1 EIcolul11llu ta; en columna, equilibria indiferente 

Co- Tt2E Ie = 21 , cmpotrada-Iibrfr Ie = 0,71 , articulada-empotrada 
0"=--2 p. [1 ey=, [1'~] a,Ie = I , articulada-articulada Ie = 0,51, empotrada-empotrada - +--sec - - =­IlIlll- (I/r) A r2 2r EA n 

nus 

I 12,,2 EIe 0 y 1 I/r 5 3 lcIr 1 I/rC," J2n 
l 
E OS-SCc s200 ,ow =- 1-- - ,n=-+- - -- - Cc ~...!.. ~ 200, cr W :I 2[ [)'] [) [ )'Acero 0y r n 2 Cc 3 8 Cc 8 Cc r '23(lc/r) 

:~ 

AllIlllinio 351 x 103 
os1.$;9,5, Ow = 131 [MI'a] 9,5 < I; S 66 , a w= 139 - 0,868(1;) [MPa] 66Sl/r, Ow - 1 [MPa]

60(II-T6 r (I/r) 

Aluminio I 372 x \03 [MPa]0$;..£...~12, Ow = 193 [MPa] 12 < I; s 55, 0 w = 212 -l,58SC;) [MPa] 55Sle/r, OW 
r2014-T6 (lc /r ) 

Ma- o', purale- I , 1t
2E

0~..£...~38,ow=0 K' s.1. s 173 a ­
r 

38 I, K' '[I 1e,/r),] ,K'= 2324g s-s ° =0 --- w 
dera la a fibra ' a' r 'w 3 K' r 2,74(IJr)2 
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