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SOLUCIONES PERIODICAS DE UN MODELO
DE UN REACTOR DINAMICO

por

Luis A. ORTEGA S.

Introduccion. Recientemente muchos investigadores han es-

tudiado el sistema correspondiente a un modelo de un reactor

nuclear dindmico, de la forma:

e = V_
Ut DlAU U(aVv-b)

(0.01) _
V,-D,AV = dU, en (x[0,)

donde D1’D2’d’ son constantes positivas, b > 0, y las fun-
ciones U(x,t) y V(x,t) representan el flujo de neutrones y
la temperatura respectivamente. Resultados sobre este sis-
tema los encontramos por ejemplo en [4] ,[5] y [7]

En este articulo demostraremos la existencia de solu-

ciones periddicas del sistema (0.01), con un factor externo.

En la seccidn 1 se demuestra un resultado sobre la
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existencia de soluciones periddicas para un sistema de la
forma
Ll[u](x,t) = fl(x,t,u(x,t),v(x,t))

f2(x,t,u(x,t),v(x,t)) en XR

(0.02) L, [v](x,t)
Yaom = Vepm = O

donde L1 y L2 son operadores lineales diferenciales de se-
gundo orden de tipo parabdlico.

En la seccidn 2, se demuestra la existencia de solu-
ciones periddicas del sistema (0.01), con un factor externo

q(x,t) > 0.

Adoptaremos las siguientes notaciones:
_— N
Denotaremos por  a un dominio acotado enR , r y a seran
numeros reales y D = Qx[a,r]. Para toda funcidn u definida

en Dy 0 < a <1, se define:

[l = sup [ue,0)], B2w = sup [¥Et1IuCe)|
(x,t)eD (xi’ti)gp[lxl_x2|2+|t1_t2|]a/2
i=1,2

(Xl,tl)# (x2,t )

2

2 = Tulg + HCw.

Se dice que u es Holder-uniformemente continua en D
de exponente a, si Hg(u) < o, El conjunto de estas funciones

se denota por c*(p).
El conjunto de todas las funciones u €:C1(D) tales que

o y
u,uy, pertenecen a C (D), para i = 1,....,N, se denota
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por c1*%(p)

. En la misma forma, el conjunto de todas las
: 2
funciones u e C°(D) tales que U,U suxixs 1€ 1, €N, per-

tenecen a C*(D), se denota por C2t0(D), Se define:

|u|2+a = nuug + 'ElﬂuXila, para todo u %)
=
y
N
"ul2+a= "u|1+a1-. Z 1"uxixjﬂa +"uu§, para todo uect%(D).
j:

b

Por A se denotard el espacio de Banach de todas las
funciones u definidas en {XR, tales que u(x,t+T) = u(x,t)

gX[O,T] (T es un nimero

y Lle:ca(QX[O,T]), con la norma
positivo fijo). Por B al espacio de Banach de todas las fun-
ciones u definidas en ¥R, tales que u(x,t) = u(x,t+T),

- 2+0
Ulagqg = 0 v ueC (<[0,T]), con la norma

bl = Q0051

2+0

En este articulo se utilizard el siguiente resultado,
el cual fué demostrado en [3], usando fundamentalmente el

Teorema de Kolesov, publicado en [1].

(0.03) TEOREMA. Dado f e A, existe una nica funcibn
ueB tal que L{u} = £ en R, Ademds existen dos constan-
tes k, >0, k, >0, independientes de £, tales que
"uIB k IL[ ]“A’ para todo u = B
||uﬂ1+0t < k2“u[u]"°° para todo u « B,
donde
N 2 N

N
b 9°u ou
L[ ] gk y a,. m—=—+ Z b, =—+c.u),
e 0% L2 i Bxi

es undifonmemente parabdfico, ajj,bj, c €A para todo
£

L
1 i,jENyc<xgO
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El Teorema (0.03) juega un papel importante en los re-
sultados obtenidos por A.C. Lazer en [3] y A. Castro y A.C.

Lazer en [2].

Seccion 1. En esta seccidn estudiaremos la existencia de
soluciones del sistema (0.02). En lo que sigue, L1 y L2 de-
notan los siguientes operadores:

_%u % ¢ 5%u . du
Ll[u] =ar- ( Z z aij(x,t)s-x—ia—xj- (x,t) + Z bi(x,t)ﬁ-i—(x,t)

i=1

+C(x,t)ul(x,t)),

du S 32u
LQ[U](X,t) Eaé—t—" ( }‘ 2 al](X,t)m—- (X,t)
i=1 j=1 i3
+ ?5 ( du e
i X’t)é'x_ (x,t) + C(x,t)u(x,t)),
i=1 i

0, C< 0 en Rg C, C, b., bss aj5s 5ij e A, para
N. S

donde C <
< uponemos también que L1 y L, son uniformemen-

1< 1,3

te parabdlicosen OXR.

Denotamos por
£ ORRR + R

(x,t,u,w) & £ (x,t,u,w), 1= 1,2

a un par de funciones continuas, con derivadas continuas en

las variables u y w, tales que:

(1.01)  f.(x,t+T,u,w) f.(x,t,u,w) en OXIRARXIR

para i = 1,2.



(1.02) Si u,w & A entonces fi(...,u(°),W(')) e A,

para i = 1,2.

(1.03) TEOREMA. SC T, > T y exdsten cuatro funciones

en CQ’l(QX[O,Tl])ﬂ CG(QX[O,Tl]) tales que:

UyalpsUy sty
L [u,]Got) > £ (1,0 (x,1),0,(x, 1)) en Ox[o,T.],

1 = 1.2,
L [u;](x,0) € £,(x,t,u, (x,0),u,(x,1)) en QX[O,Tl],
i+ 4,2,
Ei > u, en QX[O,TiL para i = 1,2,
ﬁi(x,O) = Gi(x,T) Y l_li(X,O) = L_1i(x,T) para todo x e §2,
i=1,2,
U (x,t) > 0 y u.(x,t) €0, para todo (x,t) € aax[o,1,],
i=1,2,
y ademds existen dos constantes m, >0, m >0, tales que
fl(""ul 4y Y f2(...,u1 Su, A0n gunciones no
dec&ec&entea en u, ¥ u, para (u ,u,) € [al,bl]x[aQ,bQ]
donde

sU, )+m, u ,u2)+m

1
[ERN
"
N

a.
B

b.
1

inf{gi(x.t)|(x,t) « [O’Tl]}’ i=

sup{ai(x,t)l(x,t) e [O,Tl]}, i=1,2,

entonces el problema (0,02) tiene por Lo menos una 4ofucibn

u,ve B, wqueu1\<u$1—11, 1_12\<v<1—12 en OXR.

Demostracibn. Denotemos también con u. ;2Uq5u 2,u2 a las

extensiones periddicas, con periodo T, de las funciones

Y1289 2Y9009
das en QXRXRXR :

. Consideremos las funciones siguientes defini-

fi(x,t,ul,uz) = f (x,t 21,22)+mizi, 1=1,2,
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donde

= i < < u -
z, u, si Bk(x,t) u uk(x,t), k 14524
z, = gk(x,t), si u < Ek(x,t), k. =8HP21
z, = ﬁk(x,t), si u > ﬁk(x,t), k=1,2,

para todo, (x,t,ul,u2) e OXRXRXR. Acontinuacidn demostra-

remos que cualquier solucidn del problema:

g
/

L [V, ]G t)4m v, (1) = F (G, 1,V (%,1),V,(x, 1)),
para todo (x,t) e OQXR.

(1.04) ~
< LQ[VQ](x,t)+m2V2(x,t) = £,(%,1,V, (x,1),V,(x,1)),

L para todo (x,t) € OQXR, Vl,V2 e B

es solucidn del problema (0.02).
Para probar esta afirmacidn, supongamos que (Vl,V2)

es una solucidn del problema (1.04); @ésto es,
L[V ]Gt m v () = £ (61,0, (6, 1),V (%, 1)),
para todo (x,t) € QXR,
LQ[VQ](x,t)+m2V2(x,t) = f2((x,t),Vl(x,t),VQ(x,t)),

para todo (x,t) & QXR.

Puesto que

L1[51]+m1ﬁ1 3 %1(...,ﬁ1,ﬁ2) en QX[O,Tl]

L, [u,]+m,u, » £,C...,0,,0) en Ox[0,1],

restando las desigualdades anteriores de estas ultimas,

respectivamente, obtenemos
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Ll[ﬁl—v1}+-m1(ﬁl-v1) >0 en Qx[0,T]

(1.05) y
L2[u2-v2]+-m2(32-v2) >0 en fx[o,1,]

u; = (ui—Vi) >0 en BQX[O,TIJ.

Si el minimo de (u.-V.) en QX[O,T ]> 0 entonces u. > V.
11 1 _ 1 1

en QX[O,Tl] para i = 1,2. Si el minimo de (ui—Vi) en

QX[O,Tl] es menor o igual a cero, entonces por el Principio

de Maximo para ecuaciones diferenciales de tipo parabdlico

(ver [6]), y (1.05), tenemos que

minimo (u.-V.) = minimo (u.-V.) = minimo u; >0

= i1 ited
ax[o,1,] aax[o,T,] oax[0,T,]
Por todo lo anterior tenemos que:
Vi(x,t)$‘ﬁi(x,t) para todo (x,t) QX[O,Tl], i=1,2.

Con el mismo argumento podemos probar que ug < Vi en
QX[O,Tl], para i = 1,2. Esto es, us < Vi < u; en QX[O,TI]
y

Li[Vi]+mivi = £, V5V = £,V V) )mv,

en QX[O,TI], para i = 1,2. Ya que V fi y los coefi-

1’V2,
cientes de Li son funciones periddicas en la variable t con

periodo T, tenemos que
Li[Vi](x,t) = fi(x,t,Vl(x,t),VQ(x,t)),

para todo (x,t) € @R, i = 1,2, y Vl’VQ e B. Esta Gltima
identidad implica que (Vl’VQ) es una solucidn del problema,

(0,02). Definamos:
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1

{u e ca(QXR)Iu(x,t+T) = ulx,t), vy ulBQXR = 0},

(ns b s ||
|
|

EXE, y
ol = maxtlul s 19} -

con esta norma es un espacio de Banach. Si hacemos Ml[u]

Ll[u]+m1u, M2[u] = L, u +myu, por el Teorema (0.03)

existen los operadores inversos M;l:B + A, M; :B > A, y son

i

continuos. Se define la siguiente aplicacién R de £ en E:
Rlu,,u) = (M (E o yuy0))), £M)H(E G yuy su) D),

donde i:B -+ E, es la inyeccidn u* i(u) = u. Por definicidn

de fi’ i=1,2, existe ry > 0 tal que

"%i(...,ul(..),uz(..)“w oy, L EE

A
para todo (u ,u2) e E. Por el mismo teorema (0.03), existe

1
una constante k1 > 0 tal que

”M (..., Uy yls N & klﬂfi(...,ul,uz)“ms k,ry =T,

1+a

para todo (ul,u2) == ﬁ, e i = 1,2. Por esta Ultima desigual-

dad obtenemos:
A A< A
(1.06) "R(ul’UQ)"E < r, para todo (ul,u2) &L

Denotaremos por E(O,rQ) a la bola cerrada en ﬁ de centro

cero y radio roe Por (1.06) tenemos que:

(1.07) ﬁ(ﬁ(o,rz) < B(o,r,).

Es facil ver que R es un operador compacto de £ en E. Por

el Teorema del punto fijo de Schauder, existe (Vl,V2) et

tal que R(Vl’VQ) = (Vl,VQ), ésto es

M [v,] = L, [v,J#mv, = £,C00,V,,V),

, [v,]

5 f2(...,V1,V2), Vl’VZ e B.

"
1

L,[v,]+m,v
Lo anterior implica que
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L, Vi) (1) = £10x,1,V,(x,1),V,(x,1)),
LQ[VQ](x,t) = £,(x,1,V, (x,1),V,(x,t)) en DR,

¥.»V, €58,u

12V £V, <1

< u .
10 g2sv2 u2 en KR

1

Seccion 2. En esta seccidn aplicaremos el resultado de

la seccidn anterior al siguiente sistema

L [u]

(2.01) L[V]

ufa(-)v-b]+q(x,t) en OXR

d-u en OXR

u>0,V>0enOR, u,VveB
donde a(x,t) € A, a(x,t) > 0, para todo (x,t)e Q% R, b > 0,
d>0, q(-)eA, q(x,t)>0 en PR y

d2u(x,t)
X, 0X.
173

du(x,t)
+ z bi(x,t)T

i=1 i

L[u](x,t) = g%- [ z 1aij(x,t)
1,]=

+ C(x,t)u(x,t)] .

para todo (x,t) € XR, C £ 03 aij('), bi,CeA,yLes uniforme-

mente parabdlico.

Se puede ver facilmente que las funciones
fl(x,t,u,V) = u(a(x,f)V-b), f2(x,t,u,V) = d-u, satisfacen

las condiciones del Teorema (1.03).

Denotemos con ¢(x,t) la funcidn propia del problema

de valor propio con valor en la frontera, (ver [3]).
{L()(x,t) =X, ¢(x,1), A, >0, d(x,t) >0 en MR, ¢ €B},

donde, A, es el primer valor propio de L, || (b“oo = 1.

1
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(2.02) TEOREMA. Si q(x,t) > 0 miﬂﬂR,g%<<0 en IR,
q €B, a Yy b son suficientemente grandes tales que aAl > d
Y (Al—(aQ—b))¢ > q(x,t) en XR entonces el si8tema (2.01)

Xiene solucdion.

Demostrhacibn. Tomemos k., = inf a(x,t). Por hipdte-
Ox[0,T]
sis k2A1 > d, ademds O < k2 < a. Por estas dos Gltimas desi-
koA
gualdades existe una constante kl’ 1< k1 < _%Tl y k2¢ < a

en XR. Ademds por hipdtesis:

(2.03) ()xl—(az—b))k1 > q(x,t) en QXR.

Denotemos u = k1¢, \

"

k2¢. Por (2.03) obtenemos lo siguien-

te:
(2.04) L[u] = kA 0> (a2—b)k1¢>+ q(x,t) = ﬁ[az—b] +q(x,t)
> ﬁ[ak2¢—b] +q(x,t) = ﬁ[a\_l—-b] + q(x,t), en OXR,

ademas,
(2.05) L[V] = kL[¢] = A k0 > dky¢ = du en &R

Tomemos a > 0, B > 0 dos constantes suficientemente peque-
fias tales que, o < kl’ B < k2, Bkl < da, a(l1+b)¢ < q(x,t)
en XR y denotemos u = a¢, V = B¢. Por lo anterior obtene-
mos :

(2.06) L[B] = ak1¢ € -abd+q(x,t) = -butq(x,t)

< 9[aY—b]1—q(x,t) en {OXR,
(2.07)  L[V] = A,B$ < dogp = du en OXR

Por (2.04), (2.05), (2.06), (2.07) y el Teorema (1.03) exis-
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ten dos funciones u,V e B las cuales satisfacen el proble-

ma (2.01) y uSu<u, VSV<V en (R
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