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Bogotá D. C., de 2014





RESUMEN

MODELAMIENTO MATEMÁTICO DE LAS MUTACIONES DEL PARÁSITO
PLASMODIUM FALCIPARUM RELACIONADAS CON LA RESISTENCIA A LOS

MEDICAMENTOS CONSIDERANDO CONDICIONES DE TRANSMISIÓN

por

MARIO JULIÁN CAÑÓN AYALA
Maestŕıa en Ingenieŕıa en Automatización Industrial

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

Director: Fredy Andrés Olarte Dussan, Ph. D.

En la presente tesis se presenta un modelo que representa la generación de cepas resistentes del
parásito Plasmodium falciparum a medicamentos. La descripción del trabajo se dividió en tres caṕıtu-
los: en el primero se realiza la exposición de la construcción en ecuaciones diferenciales ordinarias y
la definición de los parámetro utilizados, en el segundo caṕıtulo se muestran los resultados de simula-
ción y análisis de sensibilidad para genotipos relacionados con la resistencia a la primetamina y por
último en el tercer caṕıtulo se describe el proceso de diseño de poĺıticas óptimas para el uso de la
pirimetamina. El modelo se convierte en una herramienta que puede ser utilizada para la evaluación
de la introducción de un medicamento, estimando el efecto de su uso a largo plazo.
El modelo matemático desarrollado representa las poblaciones de distintos genotipos del parásito P.

falciparum divididas en las que se encuentran en humanos y en mosquitos. Los parásitos medidos en
los humanos son los que se encuentran en la fase sangúınea y la diferencia entre el comportamiento
de cada genotipo es su aptitud y susceptibilidad que tiene al medicamento. Por otro lado, en el caso
de los parásitos en mosquitos se tuvo en cuenta la cantidad de esporozóıtos incluyendo la generación
de nuevos genotipos del parásito por medio de la mutación y la recombinación genética. Ya que se
han desarrollado genotipos del parásito particulares en algunas zonas endémicas, el modelo tiene un
conjunto de parámetros epidemiológicos que pueden ser modificados para simular el comportamiento
en distintas condiciones de transmisión.
La simulación y análisis de sensibilidad fueron realizadas en el modelo para 16 genotipos del parási-
to p. falcicarum relacionados con cuatro mutaciones del gen DHFR en condiciones de alta y baja
transmisión de la enfermedad. Para mostrar la generación de mutaciones, las simulaciones parten de
una población del genotipo silvestre del parásito para luego variar la cobertura del medicamento en
un intervalo de 20 años en donde se hizo seguimiento de la prevalencia de la enfermedad. Debido a
la aparición de genotipos resistentes al medicamento, es recomendable utilizar otras estrategias de
control de la enfermedad y por esta razón se realizó un análisis de sensibilidad de otros parámetros.
Por otro lado, se estimaron rangos de valores de los parámetros en los que se tiene incertidumbre por
medio de este análisis.
Para realizar una mejor utilización del tratamiento con medicamento se diseñó una poĺıtica óptima
que tiene como objetivo minimizar la prevalencia de la enfermedad. Para cumplir con este objetivo,
la poĺıtica debe definir la cobertura del medicamento teniendo en cuenta la minimización de una fun-
ción objetivo que considera la prevalencia acumulada de la enfermedad por 20 años. No obstante, se
realizó una poĺıtica que tiene por objetivo determinar el número de d́ıas al año que se debe utilizar
el medicamento teniendo en cuenta la prevalencia de la enfermedad junto con la minimización de la
utilización del medicamento.
Palabras clave: malaria, resistencia a medicamentos, Plasmodium falciparum, genotipo, pirime-

tamina, modelamiento, epidemioloǵıa, control óptimo.





ABSTRACT

by
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This thesis presents a model that represents the spread of drug resistance of the Plasmodium
falciparum parasite. This model can be used as a decision tool to evaluate policies of disease control
with medication, by estimating the long-term effect of the introduction of a drug in a specific pop-
ulation. The model is described on three chapters: the first one describes the construction of it by
means of ordinary differential equations and the parameter definition, the second chapter shows the
simulation results when the applied drug is pyrimethamine and a sensibility analysis of the model?s
parameters finally, in the third chapter the design process of optimal policies to the pyrimethamine
use is presented.
This mathematical model represents the populations of parasite genotypes divided on parasites in hu-
mans and parasite in mosquitoes. The measured parasites in humans are those that circulate in blood
and the differences between genotypes are the fitness and the drug susceptibility. On the other hand,
the measured parasites in mosquitoes are the sporozoites and it includes parasite mutation and genetic
recombination. Particular genotypes have been generated by specific endemic conditions, therefore
the model considers variations in the epidemiological factors to simulate transmission conditions.
The simulation and sensibility analysis were performed in the model implemented for 16 genotypes
that are associated with four mutations of the DHFR gene in low and high transmission conditions.
Simulations show the prevalence of resistant genotypes by the drug pressure in 20 years with an initial
condition in which only the wild type exists. Additionally, for analyzing the spread of drug resistance,
it is necessary to involve the effect of epidemiological parameters. Hence, we proposed a sensibility
analysis of the parameters to measure the prevalence with values changes.
In order to improve the pyrimethamine use, we proposed a set of two optimal policies that minimize
the disease prevalence. To achieve this objective, the first policy defines the drug coverage considering
the cumulative prevalence in 20 years. Furthermore, a second policy calculates the number of days at
the year of pyrimetamine use taking into account the effort minimization.
Keywords: Malaria, drug resistance, Plasmodium falciparum, genotype, pyrimethamine, mod-

elling, epidemiology, optimal control.
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problema de investigación.
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4.15 Variación del parámetro Th en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro. . . . . . . . . . . . . . . 38
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el modelo modificado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
5.7 Valores de la función objetivo J considerando la importancia de minimizar la entrada de

control en condiciones de alta transmisión α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.8 Puntos mı́nimos de la función objetivo en función del valor de α en condiciones de alta

transmisión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.9 Comparación entre simulaciones de cobertura de medicamento en condiciones de alta trans-

misión: a)50 d́ıas, b)149 d́ıas y c) 365 d́ıas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.10 Puntos mı́nimos de la función objetivo en función del valor de α en condiciones de baja

transmisión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.11 Comparación entre simulaciones de cobertura de medicamento en condiciones de baja trans-

misión: a)22 d́ıas, b)122 d́ıas y c) 365 d́ıas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

xi





Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Planteamiento del problema

La malaria es una de las enfermedades que presenta mayores tasas de mortalidad y morbilidad en el
mundo. Alrededor de 3400 millones de personas están en riesgo y 627000 mueren cada año [50]. La
enfermedad es endémica en 104 páıses del mundo donde el Sub-Sáhara Africano es la zona en la que
se presentan el 80% de los casos. No obstante, gracias a las poĺıticas de control de la enfermedad las
tasas de mortalidad y morbilidad han disminuido [50].

Las poĺıticas de control de la enfermedad se dividen en las que tienen como objetivo controlar la
población de mosquitos y las que controlan la enfermedad en los humanos [16]. Las medidas de control
utilizadas en la población de mosquitos son las redes, insecticidas y los mosquitos genéticamente mo-
dificados. Por otro lado, las poĺıticas de control de la enfermedad en humanos son los medicamentos
antimaláricos y las vacunas. Sin embargo, la efectividad de algunas poĺıticas de control ha disminuido
por la generación de inmunidad a los controles [19, 43].

El surgimiento de resistencia a los medicamentos antimaláricos es uno de los más grandes desaf́ıos
para el control de la enfermedad. La generación de resistencia ha permitido la reintroducción de la
enfermedad en zonas donde se hab́ıa eliminado y el aumento del número de casos acompañado de
afectaciones económicas [4]. Existen reportes de resistencia a los antimaláricos en el Sudeste Asiático,
India subcontinental, África, América central, América del sur y la peńınsula de Corea [49].

La generación de cepas resistentes del parásito Plasmodium (causante de la enfermedad) disminuye
la eficacia de los medicamentos antimaláricos. Las nuevas cepas del parásito son generadas por medio
de mecanismos evolutivos como la recombinación genética y la mutación [3]. Estos procesos permiten
que se generen cepas resistentes y la presión generada por un medicamento permite que prosperen.
En consecuencia, las autoridades de salud deben generar poĺıticas que reduzcan la probabilidad de
aparición de cepas resistentes. Sin embargo, es dif́ıcil precisar en qué momento las cepas resistentes
aparecerán y que factores posibilitan que prosperen en determinada población.

Alrededor del mundo los genotipos del parásito Plasmodium falciparum prosperan alcanzano dife-
rentes frecuencias [37]. En zonas como el sudeste asiático prosperan genotipos diferentes a los que se
encuentran en zonas como África y América del sur y por esta razón, las autoridades de salud deben
ajustar las poĺıticas de administración de medicamentos teniendo en cuenta las condiciones de trans-
misión en determinada zona [28]. Es necesario, analizar y cuantificar el efecto de estos factores para
generar una poĺıtica que utilice el medicamento de una manera eficiente, disminuyendo la prevalencia
de la enfermedad en una zona afectada por la resistencia a los medicamentos. Una posible solución al
problema de la definición de poĺıticas es representar el comportamiento de la enfermedad por medio
de un modelo matemático para evaluar la utilización de medicamentos.
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Los modelos matemáticos en epidemioloǵıa han ayudado a resolver preguntas acerca del compor-
tamiento de enfermedades como la malaria. Modelos matemáticos como el de Ross y el de McDonald
describieron el comportamiento de la malaria en una población de humanos y mosquitos, permitiendo
analizar el impacto de los parámetros epidemiológicos [31, 40]. Más adelante, los modelos de Hastings
y Koella evaluaron la diseminación de cepas resistentes desde puntos de vista genéticos y epidemiológi-
cos de manera aislada [24, 26]. Sin embargo, aislar los puntos de vista genéticos y epidemiológicos no
permite involucrar las condiciones de transmisión en la generación de genotipos resistentes del parásito.

El objetivo de esta tesis es construir un modelo matemático que represente la dinámica de la
generación de cepas resistentes considerando las condiciones de transmisión. Para cumplir con este
objetivo, el modelo mide poblaciones de parásitos que se ven afectadas por el uso de un tratamiento con
medicamento. Adicionalmente, la transmisión entre humanos y mosquitos es involucrada de manera
indirecta, lo que permite modificar los parámetros epidemiológicos. Con estos elementos, en el modelo
es posible diseñar una poĺıtica de uso del medicamento que se ajuste a las condiciones de transmisión.

1.2 Solución propuesta

En esta tesis se desarrolló un modelo matemático en ecuaciones diferenciales ordinarias de las poblacio-
nes de distintos genotipos del parásito Plasmodium falciparum. Los parámetros utilizados involucran
factores tanto epidemiológicos como genéticos en condiciones de baja y alta transmisión de la enferme-
dad. La implementación fue realizada para genotipos relacionados con la resistencia a la pirimetamina.
Para lograr este resultado se llevaron a cabo los siguientes procesos:

• Realización de una revisión bibliográfica acerca del comportamiento de los genotipos del parásito
Plasmodium falciparum y su relación con la resistencia a los medicamentos.

• Formulación de un modelo matemático que describa la dinámica de los genotipos del parásito
que permita introducir tratamiento con medicamento.

• Realización de una revisión bibliográfica de las condiciones de transmisión de la enfermedad y
que permita simular el modelo considerando estas condiciones.

• Definir una poĺıtica de control que reduzca la probabilidad de fijación de genotipos resistentes
en una población teniendo en cuenta las prevalencias de la enfermedad.

Finalmente, esta tesis genera una herramienta de decisión para la determinación de poĺıticas de
control de la enfermedad con medicamentos. Este modelo podŕıa emplearse para estimar el efecto de la
introducción de futuros medicamentos en una población considerando los parámetros epidemiológicos.

1.3 Contenido del documento

El primer caṕıtulo corresponde al marco teórico y antecedentes. Es esta sección se encuentra la descrip-
ción del entorno general de la malaria involucrando la resistencia a los medicamentos antimaláricos,
en especial a la pirimetamina. Por otro lado, el caṕıtulo enuncia algunos modelos relacionados con
la transmisión de la malaria y la resistencia a los antimaláricos. Adicionalmente, en la parte final
del caṕıtulo se extiende la explicación de los modelos matemáticos en ecuaciones diferenciales: SIS,
SEIRS-SEI, modelo Ross-Macdonald y el modelo de Koella y Antia.

El segundo caṕıtulo corresponde a la descripción del modelo matemático creado en la presente
tesis. Inicialmente, se describe la estructura general del modelo para luego describir la construcción
de las ecuaciones para poblaciones de parásitos en humanos y mosquitos. Después de la definición
de las ecuaciones, se encuentra una sección dedicada a la explicación de los parámetros del modelo
incluyendo los valores seleccionados en condiciones de baja y alta transmisión.
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El tercer caṕıtulo corresponde al análisis del modelo donde se muestran los resultados de simula-
ción y análisis de sensibilidad de los parámetros. En esta sección se realizan simulaciones para medir
las poblaciones de 16 genotipos relacionados con la resistencia a la pirimetamina teniendo en cuenta
modificaciones en la cobertura del medicamento. Por último, en la sección de análisis de sensibilidad
se realizan variaciones de los valores de los parámetros con el objetivo de medir el impacto que tienen
en la prevalencia de la enfermedad.

El cuarto caṕıtulo corresponde al diseño de poĺıticas óptimas de control, donde se describen dos
poĺıticas que definen los d́ıas al año en que se debe utilizar la pirimetamina en baja y alta transmisión.
La primera poĺıtica considera únicamente la minimización de la prevalencia acumulada en un plazo
de 20 años de utilización del medicamento. Por otro lado, la segunda poĺıtica tiene como objetivo
minimizar la prevalencia acumulada junto con el esfuerzo de la acción de control en el mismo intervalo
de tiempo.

En la última sección se presentan las conclusiones y trabajo futuro a realizar. En esta sección se
muestra el resumen de los aportes dados por la implementación del modelo y la poĺıtica de utilización
del medicamento. En la sección de trabajo futuro se sugieren nuevos escenarios para la utilización
del modelo y se sugieren ajustes para involucrar otras dinámicas asociadas con la resistencia a los
medicamentos.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico y Antecedentes

En este caṕıtulo se describen los antecedentes y marco teórico relacionado con la malaria y la resisten-
cia a los medicamentos antimaláricos. Inicialmente, se muestra una breve descripción del panorama
mundial de la malaria para luego dar detalles acerca de la resistencia a los medicamentos antimalári-
cos, en especial de la pirimetamina. En la parte final del caṕıtulo se enuncia una reseña acerca de los
modelos matemáticos desarrollados para representar la dinámica de la enfermedad incluyendo la des-
cripción en ecuaciones diferenciales de algunos modelos matemáticos fundamentales para el presente
trabajo.

2.1 Malaria

Impacto de la enfermedad

La malaria es una de las enfermedades con mayores tasas de mortalidad y morbilidad en el mundo.
Alrededor de 250 millones de personas están infectadas y 627.000 mueren en promedio cada año [50].
La zona más afectada es la del sub-Sáhara africano con un 80% de los casos y un 90% de las muertes
debidas a esta enfermedad. Adicionalmente, la enfermedad es endémica en 104 páıses alrededor del
mundo y cerca de 3400 millones de personas están en riesgo [50]. El 6.7% de los casos se presentan
en Brasil, Colombia, India, Islas salomón, Sri Lanka y Vietnam y el 3.3% en los demás páıses donde
la malaria es endémica [32].

Colombia es el segundo páıs en América del Sur con más casos de malaria. En el territorio na-
cional existen zonas que se encuentran a menos de 1000m sobre el nivel del mar, lo que genera las
condiciones para la transmisión de la enfermedad y en promedio se registran entre 100.000 y 120.000
casos anualmente. Las zonas con mayor número de casos de la enfermedad en el páıs son Urabá, bajo
Cauca y el sur de Córdoba con un 95% de los casos [32].

Las zonas donde la enfermedad es endémica se clasifican con respecto a las condiciones de trans-
misión. En zonas de alta transmisión (Sub-Sáhara africano) se presentan entre 1.000 y 25.000 casos
de la enfermedad por cada 100.000 habitantes mientras que en zonas de baja transmisión (América
del Sur y el Sudeste asiático) se presentan entre 10 y 1.000 casos por cada 100.000 habitantes [50].
Los factores que determinan las condiciones de transmisión son las tasas de natalidad de humanos
y mosquitos, número de veces que hay encuentros de humanos y mosquitos por unidad de tiempo,
número de picaduras por unidad de tiempo, probabilidad de transmisión de la infección, inmigración,
entre otros [34, 17].

Transmisión de la enfermedad

La enfermedad es causada por cuatro especies del parásito Plasmodium: P. falciparum, P. vivax, P.

ovale, y P. malariae [36]. El parásito tiene un ciclo de vida dentro de un hospesero humano y es
transmitido por un vector que para el caso de la malaria es la hembra del mosquito Anopheles. A su
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Figura 2.1: Ciclo de vida del parásito Plasmodium falciparum [15]

vez, un humano infectado puede transmitir el parásito al mosquito durante una picadura para iniciar
de nuevo el ciclo[36].

Existe una fase asexual del desarrollo del parásito que ocurre dentro del humano y se inicia con
la picadura del mosquito infectado (ver figura 2-1). Dentro de las glándulas salivales del mosquito se
encuentra la forma del parásito llamada esporozóıto que es transmitida al humano durante la picadura.
Los esporozóıtos transmitidos viajan por el torrente sangúıneo para finalmente alojarse en el h́ıgado
. Dentro de éste, el parásito genera una nueva etapa llamada esquizonte que se rompe después de un
tiempo de incubación generando los merozóıtos que son liberados al torrente sangúıneo. Los merozóıtos
infectan los glóbulos rojos para generar más merozóıtos o generar la última etapa del desarrollo asexual
que son los gametocitos. Luego del desarrollo de los gametocitos en el humano, éste tiene la capacidad
de infectar mosquitos [12, 36].

La fase sexual del desarrollo del parásito ocurre dentro del mosquito y se inicia cuando el mosquito
absorbe los gametocitos en la picadura (ver figura 2.1). Al ser absorbido por el mosquito, los ga-
metocitos masculinos generan flagelos que actúan como espermatozoides fecundando los gametocitos
femeninos. La siguiente etapa es la formación del cigoto y posteriormente los ooquistes. La última
etapa de la fase sexual es la ruptura de los ooquistes, produciendo los esporozóıtos que migran hacia
las glándulas salivales. Aśı el mosquito puede transmitir el parásito iniciando de nuevo el ciclo [12, 36].

Medidas para controlar la enfermedad

Para controlar la enfermedad, existe una serie de estrategias que se dividen en las que controlan la po-
blación de mosquitos y las que tratan la enfermedad en humanos [16]. Entre las estrategias enfocadas
a la población de mosquitos se encuentran los insecticidas, toldillos con insecticidas y la introducción
de mosquitos genéticamente modificados [11, 39, 43]. Generalmente, las estrategias que se encargan
de controlar el mosquito son más efectivas que las utilizadas en los humanos, sin embargo, en algunos
casos se genera inmunidad a los controles [19, 43]. Por otro lado, las estrategias de que tratan la
enfermedad en humanos son los medicamentos y las vacunas. Los medicamentos tienen por objetivo
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inhibir el desarrollo del parásito en determinada fase de su ciclo de vida y las vacunas generar una
respuesta inmune por parte del hospedero humano [15, 19].

En Colombia en 1960 se introdujo la campaña mundial de erradicación con DDT (plaguicida,
Dicloro Difenil Tricloroetano), siguiendo con tratamientos médicos y regulaciones selectivas del mos-
quito. Sin embargo, la erradicación fue temporal ya que en el continente africano no se realizó la
campaña y por efecto de la emigración e inmigración de personas a estos territorios, la enfermedad
se estableció de nuevo en Suramérica y otras zonas del mundo. Las estrategias utilizadas después del
año 2000 se enfocan hacia el control a diferencia de la erradicación en el siglo XX [45].

2.2 Resistencia a los medicamentos

La resistencia a los medicamentos ha sido considerada como una de las principales causas en el au-
mento de casos de la enfermedad y la reemergencia en zonas donde la malaria hab́ıa sido eliminada.
Medicamentos como la cloroquina y la sulfadoxina − pirimetamina se han dejado de utilizar por
ser inefectivas en algunas zonas endémicas [49]. No obstante, en los últimos años han sido aprobadas
poĺıticas para la utilización de tratamientos combinados con artemisina que aún son efectivos pero
que requieren de elevados costos para su utilización [49]. A pesar de los desarrollos realizados, existe
una gran diferencia entre la creación de nuevos medicamentos y la diseminación de resistencia a los
medicamentos existentes [4].

Los medicamentos que se han utilizado para la prevención y tratamiento de la malaria han sido
la quinina y sus compuestos, combinaciones de antifolatos, antibióticos, compuestos de artemisinina
y terapias de combinación de medicamentos antimaláricos [4]. Sin embargo, el parásito Plasmodium

falciparum ha generado resistencia a medicamentos como la amodiaquina, cloroquina, artemisina,
sulfadoxina y pirimetamina [18, 28, 41]. El objetivo de estos medicamentos antimaláricos es inhibir
enzimas como la DHFR (dihydrofolato reductasa) del parásito, responsable del crecimiento celular
[3]. Los medicamentos como la pirimetamina y la sulfadoxina son los llamados antifolatos ya que su
objetivo es bloquear las enzimas involucradas en la śıntesis de folatos1 como la DHFR [4].

A pesar de esto, por medio de la mutación en las cadenas que codifican para las enzimas involu-
cradas en la śıntesis de folatos, el parásito genera resistencia a los medicamentos [28]. Las mutaciones
son errores en la replicación de secuencias de ADN y ARN durante la reproducción. Para el caso de
la pirimetamina las mutaciones se realizan en los codones N511,C59R, S108N, y I164L del DHFR
[14, 28]. Ya que tenemos cuatro mutaciones involucradas, los genotipos se identifican con cuatro d́ıgi-
tos que pueden ser ceros y unos representando si tiene o no la mutación. De esta manera, tenemos 16
genotipos posibles desde el silvestre (0000) hasta el de cuatro mutaciones (1111) que se encuentran
en la figura 2.2. La v́ıa mutacional representa el conjunto de genotipos en una estructura de origen y
destino posible por mutación de cada uno.

Otro mecanismo para la generación de nuevos genotipos del parásito ocurre durante la repro-
ducción sexual y se denomina recombinación genética. La recombinación genética produce un nuevo
genotipo a partir de la combinación de dos genomas durante la reproducción sexual. A diferencia de
la mutación, es necesario involucrar dos genotipos distintos para que se genere un nuevo genotipo.
Para el caso de los genotipos relacionados con la resistencia a la pirimatemina existe un conjunto
de posibilidades que da lugar a nuevos genotipos como lo es el ejemplo que se encuentra en la figura 2.3.

La utilización de un tratamiento con pirimetamina tiene una efectividad diferente dependiendo el
genotipo del parásito del cual esté infectado el humano. La efectividad del medicamento se mide por
medio del indicador IC50 que representa la cantidad de medicamento necesario para inhibir el 50%
del crecimiento celular. Para el caso de los genotipos relacionados con la resistencia a la pirimetamina,
los valores del IC50 se encuentran en la figura 2.4. Con el indicador IC50 es claro que es necesaria

1folato: vitamina B encargada de la creación y mantenimiento de las células
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Figura 2.2: Vı́a mutacional de genotipos relacionados con el gen DHFR

0001

1000

1001

Figura 2.3: Recombinación entre los genotipos 1000 y 0001 para generar el genotipo 1001

una gran cantidad de medicamento para que el tratamiento sea efectivo en un humano infectado por
el genotipo 1111.

Los genotipos con mutaciones en el DHFR se encuentran en diferentes frecuencias alrededor del
mundo. Generalmente, en zonas de baja transmisión se encuentran mutantes del Plasmodium falcipa-

rum con tres y cuatro mutaciones en DHFR mientras que en alta transmisión se encuentran genotipos
con solo dos o tres mutaciones en DHFR [28]. En zonas de baja transmisión como el sureste de Asia se
reportan casos de alta resistencia a la pirimetamina y la sulfadoxina, debido a la generación de entre
tres y cuatro mutaciones en las cadenas que codifican para DHFR del parásito Plasmodium falcipa-

rum. Sin embargo, en zonas de alta transmisión como África generalmente no se generan más de tres
mutaciones, aunque existe la presencia de tres y cuatro mutaciones originarias del sureste de Asia [37].

A pesar de que los genotipos con alta resistencia al medicamento tengan cierta ventaja en la
población de parásitos, incurren en un costo por presentar esta propiedad. Este costo, es la reducción
en la aptitud2 lo que implica una reducción en la tasa de crecimiento celular. Sin embargo, algunas
mutaciones son compensatorias y producen una mayor resistencia al medicamento y al mismo tiempo
aumentan la aptitud[7, 28]. De esta manera, en un escenario en el que no se utilice medicamento, el

2La aptitud representa la tasa de crecimiento celular
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Figura 2.4: Valores del IC50 para los 16 genotipos relacionados con la resistencia a la pirimetamina
[28].

genotipo que prospera con mayor facilidad es el que tiene una mayor aptitud.

2.3 Modelamiento matemático en epidemioloǵıa

Modelos matemáticos de la malaria

El modelamiento matemático de transmisión de enfermedades como la malaria ha resuelto preguntas
acerca del comportamiento de éstas. Antes de que existieran modelos de epidemias se preguntaba
acerca del porque las epidemias crećıan y en un intervalo de tiempo desaparećıan sin infectar a toda
la población. Estas preguntas fueron resueltas por modelos como el básico de Kermack-McKendrick
y en el caso espećıfico de la malaria por medio del modelo de Ross [6, 40].

Durante el siglo XX se desarrollaron dos importantes contribuciones para los modelos de malaria,
el primero la descripción matemática realizada por Ross de la transmisión de la enfermedad y la es-
timación del número básico de reproducción realizada por Macdonald que es el número de infectados
secundarios por el individuo cero [31]. En estos modelos se implementa un conjunto de ecuaciones
diferenciales que representan humanos y mosquitos infectados y susceptibles a la enfermedad [27].

El análisis de modelos matemáticos de la malaria ha incluido la descripción de los parámetros y
cómo afectan el comportamiento de la enfermedad en una población. Uno de los trabajos realizados
fue el de Chitnis, Hyman y Cusing que realizaron un análisis de sensibilidad de los parámetros de
la diseminación de la malaria en condiciones de alta y baja transmisión [10]. En dicho análisis, el
objetivo fue establecer como la modificación de los parámetros epidemiológicos posibilitan disminuir
la prevalencia de la enfermedad. Sin embargo, este modelo no incluye el efecto de la administración
de medicamentos en la población.

Hastings desarrolló un modelo de la infección del parásito Plasmodium que involucró la resisten-
cia a los medicamentos [24]. En este modelo se examinaron dos escenarios, poblaciones únicamente
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con parásitos resistentes al medicamento y poblaciones con presencia de parásitos resistentes o no
al medicamento. Entre los factores evaluados por Hastings se encuentran la frecuencia de parásitos
resistentes en una población, la tasa de administración de medicamentos, la magnitud de la aplicación
umbral en la que la resistencia no evoluciona, niveles de resistencia por genotipos del parásito, tiempo
medio de efectividad del medicamento, tratamientos con combinaciones de medicamentos antifolatos,
entre otros [24, 23, 46]. En el primer modelo de Hastings se llevo un enfoque genético pero en sus
trabajos más recientes ha includo factores epidemiológicos de la transmisión de la enfermedad con
tratamientos con varios medicamentos simultáneamente [2]. Sin embargo, los modelos de Hastings
han sido realizados sobre la base de una aproximación desde poblaciones genéticas y se han excluido
dinámicas involucradas en los modelos epidemiológicos

Koella y Antia construyeron dos modelos matemáticos de la dinámica a la resistencia a medica-
mentos teniendo en cuenta tratamientos en una población y la posibilidad de superinfección [26]. Los
modelos fueron realizados con base en el modelo de Macdonald de 1957, implementando tres ecuaciones
diferenciales que miden la cantidad de humanos susceptibles, infectados y recuperados. Adicionalmen-
te, Koella y Antia separaron el estado de humanos infectados en sensibles o no al medicamento y
tratados o no por el medicamento. Finalmente, el segundo modelo se introdujo la superinfección que
generó una nueva ecuación diferencial en la que es posible que un humano infectado sensible al medica-
mento sea infectado por un genotipo resistente del parásito. La importancia de los modelos de Koella
y Antia radica, en la posibilidad de cuantificar el efecto que tiene la utilización de un medicamento
donde existen parásitos resistentes, aśı como las condiciones de transmisión permiten que persistan
varios genotipos. Sin embargo, únicamente se tuvo en cuenta una mutación que confiere resistencia al
medicamento y algunos parámetros del modelo no fueron incluidos por falta de información.

A partir de los aportes de Hastings se generaron modelos computacionales enfocados en medir
dinámicas involucradas en la resistencia a los medicamentos. Éste es el caso de los modelos desarro-
llados por Gatton y Cheng donde se describe la dinámica de la resistencia a la pirimetamina y la
sulfadoxina, generadas por mutaciones en DHFR y DHPS (enzima dihidrofolato sintetasa). En estos
modelos se concluye acerca del potencial de transmisión que tiene cada mutante del parásito que es
el tiempo latente en el cual el huésped humano puede infectar mosquitos [18, 17, 23]. Dicho tiempo
de infección ha sido una de las variables utilizadas en los modelos matemáticos de la malaria desde
inicios del siglo XX pero gracias al modelo de Gatton y Cheng se tiene una aproximación al tiempo
de infección de diferentes genotipos del parásito [?].

Descripción de algunos modelos matemáticos de la malaria

Modelo SIS

El modelo SIS representa dos estados posibles en una población: susceptibles S e infectados I. La red
S-I-S muestra el paso de susceptible a infectado y luego de nuevo a susceptible como se describe en la
figura 2.5. Las enfermedades modeladas bajo esta red son las que no confieren inmunidad después de
la infección teniendo en cuenta que la tasa de infección depende del contacto entre individuos suscep-
tibles e infectados como es el caso de una gripe común. Las ecuaciones del modelo se encuentran en
la expresión 2-1 y la simulación se ilustra en la figura 2.6. Los parámetros γ y β representan la tasa
de recuperación y la probabilidad de infección dado un contacto entre un individuo susceptible y un
infectado respectivamente.

Ṡ = γI − βSI

İ = βSI − γI
(2.1)

El modelo SIS puede representar la dinámica de transmisión de la malaria. Ya que la malaria se
transmite entre humanos y mosquitos es necesario tener estados en ambas poblaciones. En el caso de
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Figura 2.6: Simulación del modelo SIS, donde S(0) = 1000, I(0) = 1, β = 0,00039 y γ = 0,1429

los humanos, existe una división entre humanos susceptibles y humanos infectados en una red SIS,
sin considerar la inmunidad conferida por la enfermedad. Por otro lado, en el caso de los mosquitos
únicamente tenemos una red SI ya que el corto tiempo de vida del mosquito no permite una recupe-
ración de la enfermedad. De esta manera la red completa de transmisión de la malaria para este caso
se denomina SIS-SI.

Modelo de Ross-Macdonald

El modelo matemático de Ross involucra dos estados posibles: proporción de humanos infectados x
y proporción de mosquitos infectados y. En este modelo, los humanos pasan a ser infectados por el
contacto con mosquitos infectados como se describe en la figura 2.7. El complemento 1− x representa
la cantidad de humanos susceptibles que pasan a ser infectados y viceversa como en el modelo SIS.
Por otro lado en el caso de los mosquitos susceptibles 1 − y pasan a ser infectados y luego mueren a
una tasa v. Las ecuaciones se encuentran en la expresión 2-2.

La transmisión depende del valor de los parámetros q, a, p y c. El parámetro q representa la
densidad de mosquitos por humano y el parámetro a representa la tasa de picadura por unidad de
tiempo. Por otro lado, los parámetros p y c representan las probabilidades de que una picadura ori-
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Figura 2.8: Estructura del modelo SEIRS-SEI

gine una infección en un humano y en un mosquito, respectivamente. Finalmente, el parámetro g
representa la tasa de recuperación de humanos por unidad de tiempo. Con los parámetros del modelo
Ross-Macdonald se establecierón indicadores que aún siguen siendo utilizados para medir el impacto
de la enfermedad en zonas afectadas por la enfermedad.

ẋ = qap y(1− x) − gx
ẏ = ac x(1 − y)− vy

(2.2)

El modelo Ross-Macdonal representa una red SIS en humanos y una red SI en mosquitos. Esta apro-
ximación considera que no se genera inmunidad a la enfermedad en humanos y luego de la picadura,
tanto humanos como mosquitos son capaces de transmitir la enfermedad. La red utilizada en este
modelo es la base para los modelos realizados desde mediados del siglo XX hasta nuestros d́ıas.

Modelo SEIRS-SEI

Este modelo representa una red de SEIRS estados en humanos y SEI estados en humanos. El estado
E representa los individuos expuestos que están infectados pero aún no pueden transmitir el parásito.
Por otro lado el estado R representa los humanos recuperados considerando un periodo de inmunidad.
En la figura 2.8 se describe la estructura del modelo donde los sub́ındices h y v representan los estados
en humanos h y en mosquitos v. Las ecuaciones 2-3 fueron propuestas por Chitnis, Cushing y Hyman
[9].
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Tabla 2.1: Parámetros modelo SEIRS-SEI

Λ: Tasa de inmigración. Humanos x tiempo−1

ψh Tasa de nacimientos de humanos. Tiempo−1

ψv Tasa de nacimientos en mosquitos. Tiempo−1

σv Número de veces que un mosquito pica por unidad de tiempo (función del ciclo go-
notrófico del mosquito). Tiempo−1

σh Número de picaduras que puede tener un humano por unidad de tiempo (función del
área expuesta). Tiempo−1

βhv Probabilidad de transmisión de infección de un mosquito infectado a un humano
susceptible

βvh Probabilidad de transmisión de un humano infectado a un mosquito susceptible

β̃vh Probabilidad de transmisión de un humano recuperado a un mosquito susceptible
νh 1/νh es el tiempo promedio de latencia en humanos. Tiempo−1

νv 1/νv es el tiempo promedio de latencia en mosquitos. Tiempo−1

γh Tasa de recuperación de humanos infectados. Tiempo−1

δh Tasa de muerte inducida por la enfermedad en humanos
ρh Tasa de pérdida de inmunidad en humanos. Tiempo−1

µ1h Tasa de muerte independiente de la densidad de población en humanos. Tiempo−1

µ2h Tasa de muerte dependiente de la densidad de población en humanos. Tiempo−1

µ1v Tasa de muerte independiente de la densidad de población en mosquitos. Tiempo−1

µ2v Tasa de muerte dependiente de la densidad de población en mosquitos. Tiempo−1

Ṡh = Λh + ψhNh + ρhRh − λh(t)Sh − fh(Nh)Sh

Ėh = λh(t)Sh − νhEh − fh(Nh)Eh

İh = νhEh − γhIh − fh(Nh)Ih − δhIh
Ṙh = γhIh − ρhRh − fh(Nh)Rh

Ṡv = ψvNv − λv(t)Sv − fv(Nv)Sv

Ėv = λv(t)Sv − νvEv − fv(Nv)Ev

İv = νvEv − fv(Nv)Iv

(2.3)

Donde Nh = Sh + Eh + Ih +Rh, Nv = Sv + Ev + Iv y

fh(Nh) = µ1h + µ2hNh

fv(Nv) = µ1v + µ2vNv

λh = σvNvσh

σvNv+σhNh

βhv
Iv
Nv

λv = σvσhNh

σvNv+σhNh

(

βvh
Ih
Nh

+ β̃vh
Rh

Nh

)
(2.4)

En este modelo se consideran tasas de natalidad y muerte tanto en humanos como en mosquitos
haciendo que los tamaños de las poblaciones de humanos Nh y mosquitos Nv vaŕıen en tiempo. Los
parámetros de este modelo se encuentran descritos en el tabla 2.1. Adicionalmente, en este modelo se
investigarón parámetros que vaŕıan en condiciones de baja, media y alta transmisión de la enfermedad.

En este modelo el tiempo de los humanos en el estado recuperado R es mayor que en estado
infectado. Por esta razón, en estado estacionario la mayoŕıa de los humanos pertenecerán al estado
recuparedo, aśı como se describe en la figura 2.9. Por otro lado, en el caso de los humanos, la cantidad
de individuos en estado expuesto es insignificante al lado de los demás estados. Por otro lado en el
caso de los mosquitos, la cantidad de individuos expuestos e infectados tiende a ser iguales.
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Figura 2.9: Simulación del modelo SEIRS-SEI donde la figura a) es la población de humanos y b) la
población de mosquitos. Las condiciones iniciales son Sh = 500, Eh = 10, Ih = 30, Rh = 0, Sv = 4000,
Ev = 1000 e Iv = 50

Modelo de Koella y Antia

El modelo de Koella y Antia extendió un modelo SIR-SEI dividiendo el compartimiento de humanos
infectados para involucrar estados que representaran la resistencia a un medicamento [26]. Este estado
ha sido dividido en infectados sensibles S al tratamiento (ySU y yST ) teniendo en cuenta si son trata-
dos T o no U e infectados con parásitos resistentes R al tratamiento como se describe en la figura 2.10.
Adicionalmente, el modelo considera la utilización de un medicamento en una proporción de tratados
f y una proporción de no tratados (1− f). Con esta aproximación es posible evaluar la variación en-
tre sensibles o resistentes al medicamento bajo el efecto de cambios en la cobertura del medicamento f

ẋ = δ − δx− (hS + hR)x − ρz
˙yST = fhsx− (rST + δ)yST

˙ySU = (1− f)hSx− (rSU + δ)ySU

˙yR = hRx− (rR + δ)yR
ż = rST yST + rSUySU + rRyR − (ρ+ δ)z

(2.5)

Las ecuaciones del modelo Koella y Antia se describen en la expresión 2-5. El parámetro δ repre-
senta la tasa de natalidad y mortalidad de humanos, ρ representa la tasa de perdida de inmunidad.
Por otro lado, la transmisión de la enfermedad depende de las tasas de inoculación h para sensibles hS
y resistentes hR. Finalmente, el parámetros r representa la tasa de progresión del estado infectado por
sensible y tratado yST , sensible y no tratado ySU y resistente yR. Las tasas de progresión r representan
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Figura 2.10: Estructura del modelo de Koella y Antia

la principal diferencia entre los humanos infectados y donde los valores de r son:

rSU < rR < rST (2.6)

Es natural pensar que la tasa de progresión de sensibles y tratados rST es mayor que las demás,
ya que el tratamiento hace que los humanos se recuperen rápidamente. Sin embargo, la desigualdad
rSU < rR muestra que en ausencia del medicamento, los infectados por parásitos resistentes yR
se recuperan en menor tiempo que un infectado por un parásito sensible lo que demuestra que se
consideró un costo por la resistencia. De esta manera, con la utilización del medicamento yR > yST

y por otro lado, sin la utilización del medicamento yR < ySU . Aśı, el modelo sugiere la variación del
valor del parámetro f para detener la diseminación de la resistencia y mantener la efectividad del
medicamento.

2.4 Resumen

En este caṕıtulo se realizó una descripción general de la malaria, incluyendo el panorama mundial,
forma de transmisión y medidas de control utilizadas. Por otro lado, se realizó una reseña del im-
pacto generado por la resistencia a los medicamentos, en especial de la pirimetamina. Se describieron
los mecanismos de mutación y la recombinación genética por medio de los cuales el parásito Plas-

modium falciparum se vuelve resistente. Finalmente, se enunciaron algunos modelos epidemiológicos
relacionados con la enfermedad mostrando en forma más detallada las ecuaciones de los modelos: SIS,
Ross-Macdonald, SEIRS-SEI y el de Koella y Antia.
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Caṕıtulo 3

Descripción del modelo matemático de

generación de cepas resistentes a

medicamentos del parásito Plasmodium

falciparum

En este caṕıtulo se presenta la descripción del modelo matemático de la aparición de cepas resisten-
tes a medicamentos del parásito Plasmodium falciparum, desarrollado en esta tesis. En el presente
caṕıtulo, se describe la construcción del modelo matemático en ecuaciones diferenciales ordinarias,
desde una estructura dividida en poblaciones de parásitos que se encuentran en humanos y en mos-
quitos. Luego de enunciar las ecuaciones del modelo, se realizará una descripción de los parámetros
utilizados, enunciando los valores seleccionados en condiciones de baja y alta transmisión.

3.1 Estructura del modelo

El modelo propuesto tiene como objetivo mostrar la dinámica de la acción de un medicamento en una
población de parásitos. En zonas donde la malaria es endémica, existe diversidad genética del parásito
Plasmodium dada por el proceso evolutivo. Uno de los factores que determina la diversidad genética de
la población es la utilización de medicamentos antimaláricos que actúan disminuyendo las poblaciones
de los parásitos susceptibles a éstos. No obstante, existen genotipos del parásito resistentes, los cuales
prosperan por medio de la selección generada por el uso de medicamentos. Por esta razón, es de vital
interés modelar este fenómeno para mejorar la utilización de los medicamentos antimaláricos. Ya que
tenemos poblaciones de parásito en competencia, el modelo representa la proporción de cada genotipo
del parásito.

Para cuantificar los tamaños de las poblaciones de parásitos es necesario tener en cuenta las eta-
pas del ciclo de vida. En cada una de estas etapas tenemos densidades de población diferentes que
tienen un crecimiento asociado a su naturaleza asexual o sexual. En la etapa asexual en el humano, la
mayor cantidad de parásitos corresponden a la fase sangúınea y por esta razón, consideramos medir
únicamente esta cantidad. Por otro lado en la etapa sexual, los parásitos a medir en el modelo son los
esporooźıtos ya que se encuentran en una mayor cantidad que otras formas del parásito y la transmi-
sión depende de su desarrollo.

La estructura del modelo representa la interacción de n poblaciones de parásitos en humanos y en
mosquitos como se describe en la figura 3.1. Al igual que los modelos epidemiológicos tradicionales,
existe una interacción entre humanos y mosquitos pero no se expresan expĺıcitamente en la estructura,
aunque su medición es necesaria ya que el número de casos de la enfermedad están relacionados con
el crecimiento de las poblaciones de parásitos. Por otro lado, las flechas indicadas entre los parásitos
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Figura 3.1: Estructura del modelo

en mosquitos yi muestran la posibilidad de generación de un genotipo por mutación o recombinación
genética ya que son procesos que ocurren durante la fase sexual del ciclo de vida. Adicionalmente,
en las poblaciones de parásitos en humanos se integra la utilización del tratamiento con medicamen-
to f(t) que representa una proporción de humanos tratados con el medicamento por unidad de tiempo.

Además de medir la población de parásitos en el modelo, es necesario medir la cantidad de hu-
manos y mosquitos susceptibles e infectados para representar la dinámica de la transmisión de la
enfermedad. Para medir la cantidad de individuos se tomaron cantidades promedio de parásitos por
humano y mosquito infectado lo que permite cuantificar la cantidad de contactos y aśı determinar el
crecimiento de las poblaciones de parásito por transmisión y el decrecimiento asociado a la recupera-
ción en los humanos y la tasa de muerte de los mosquitos. Adicionalmente, esta aproximación asocia
las poblaciones de humanos y mosquitos como un espacio disponible para el desarrollo del parásito.

Las ecuaciones del modelo para los parásitos en humanos por genotipo xi se encuentran en la
expresión 3-1 y para los parásitos en mosquitos se encuentran en la expresión 3-2. En el caso de la
expresión 3-1, las ecuaciones para parásitos en humanos xi tienen la misma estructura para los n
genotipos. Por otro lado en el caso de las ecuaciones del parásito en mosquitos, la expresión puede
variar la cantidad de términos dependiendo de las posibilidades de ser generados por recombinación
y mutación. La descripción de cada uno de los términos se presenta en la sección 3.4 de este caṕıtulo.

dx1

dt = Thγ
(

Nh −
∑

n

i=1
xi

ch

)
y1

cv
ch − x1

t1
[1− f(t)]− x1

t1(1−b1)
f(t)

...
dxn

dt = Thγ
(

Nh −
∑

n

i=1
xi

ch

)
yn

cv
ch − xn

tn
[1− f(t)]− xn

tn(1−bn)
f(t)

(3.1)

dy1

dt = Th

(

Nv −
∑

n

i=1
yi

cv

)
x1

ch
cv + κ

∑n
j=1

∑n
k=1 ζjkiyjyk + ρ

∑n
j 6=i λjiyj − κy1

∑n
j 6=i yj

−ρy1 − µy1
...
dyn

dt = Th

(

Nv −
∑

n

i=1
yi

cv

)
xn

ch
cv + κ

∑n
j=1

∑n
k=1 ζjkiyjyk + ρ

∑n
j 6=i λjiyj − κyn

∑n
j 6=i yj

−ρyn − µyn

(3.2)
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Parásitos en humanos por genotipo xi

Generalmente, en los humanos es posible medir la parasitemia desarrollada en la sangre [29, 21].
El nivel de parasitemia en la fase sangúınea representa la concentración de merozóıtos medidos en
parásitos por µl de sangre, en un humano infectado por malaria. Las mediciones de concentración de
parásitos son utilizadas generalmente en modelos que describen el comportamiento del parásito dentro
de un huésped humano ya que representan una medida del desarrollo de la enfermedad que puede ser
muestreada. Sin embargo, la concentración de parásitos por µl de sangre no es una medida utilizada
en modelos que consideran una población de humanos.

Para medir la cantidad de parásitos en una población de humanos utilizamos una cantidad prome-
dio de parásitos por huésped multiplicada por el número de humanos infectados. Aunque un humano
infectado con la enfermedad tiene distintas cantidades de parásitos en el tiempo, se ha generalizado
una cantidad esperada de parásitos por humano. Esta cantidad de parásitos se obtiene multiplicando
la concentración promedio de parásitos por µl de sangre y una cantidad en litros de sangre en promedio
por humano.

Parásitos en mosquitos por genotipo yi

Dentro del mosquito se realiza la fase sexual del desarrollo del parásito desde los gametocitos hasta
los esporizóıtos. Desde que el mosquito es infectado transcurren alrededor de 13 d́ıas para que los
esporozóıtos se desarrollen y lleguen a las glándulas salivales del mosquito. Después de generarse los
esporozóıtos, el mosquito en promedio tiene siete d́ıas para transmitirlo [25].

Los parásitos medidos en el modelo en mosquitos son la cantidad de esporozóıtos que se encuentran
en las glándulas salivales. Se consideró cuantificar únicamente la cantidad de esporozóıtos ya que
representan la mayor densidad de parásitos en mosquitos y son la forma del parásito transmitida. Por
otro lado, existen estudios que describen la cantidad de esporozóıtos que se pueden desarrollar en un
mosquito Anopheles. Para establecer esta cantidad de esporozóıtos el modelo supone que todos los
mosquitos tienen la misma cantidad de parásitos cuando están infectados. Aśı, la variable de estado
de parásitos en mosquitos es la cantidad de esporozóıtos del genotipo i en la población.

3.2 Modelamiento matemático del parásito en humanos

Para modelar el comportamiento de la población de parásitos en humanos, es necesario establecer las
caracteŕısticas que posibilitan el aumento y la disminución del tamaño de la población de parásitos
como se describe en la expresión 3-3. En esta expresión, el primer término representa el aumento de
la población de parásitos por la transmisión entre mosquitos infectados y humanos susceptibles. Por
otro lado, la disminución de la población de parásitos depende de la recuperación de los humanos
infectados por la enfermedad.

dxi

dt = Thγ

(

Nh −

∑n
i=1 xi
ch

)
yi
cv
ch

︸ ︷︷ ︸

Transmisión

−

(
xi
ti
[1− f(t)] +

xi
ti(1− bi)

f(t)

)

︸ ︷︷ ︸

Recuperación

donde i = 1, 2, ..., n genotipos del parásito

(3.3)

El término de transmisión fue construido teniendo en cuenta un modelo SIS−SI donde el número
de casos en humanos aumenta a una tasa de α h. susceptibles×m. infectados y para convertirlo en
parásitos se multiplica por la cantidad promedio de parásitos por humano ch. Inicialmente las cons-
tantes Th y γ se homologan al parámetro α y representan la probabilidad de transmisión dependiente
del número de picaduras y la probabilidad dependiente de la inmunidad en la población de humanos y
su producto es una probabilidad en la que intervienen los dos fenómenos. Por otro lado, los humanos
susceptibles son la cantidad total de humanos Nh menos los que se encuentran infectados. Los huma-
nos infectados por genotipo i se calculan tomando xi dividido en la cantidad promedio de parásitos
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por humano ch. Aśı, los humanos susceptibles expresados en el término de transmisión de la expresión
3-3 se encuentran aislados en la expresión 3-4,

Humanos susceptibles = Nh −

∑n
i=1 xi
ch

(3.4)

donde
∑n

i=1 xi/ch representa a los infectados por todos los genotipos. Finalmente, para calcular la
cantidad de mosquitos infectados por genotipo del parásito, se divide la cantidad de parásitos por
genotipo en mosquitos yi en la cantidad promedio de parásitos por mosquito cm para completar el
término de transmisión que se encuentra en la expresión 3-5.

Transmisión = Thγ

(

Nh −

∑n
i=1 xi
ch

)
yi
cm

ch (3.5)

Después de la transmisión del parásito, éste prospera en el huésped humano hasta que éste se
recupera de la enfermedad. La tasa de recuperación de humanos representa también el decrecimiento
de la población de parásitos y por esta razón se resta este término en la expresión 3-3. Aśı, el tiempo
de duración de los parásitos en humanos xi depende de tiempo de recuperación del humano infectado
por genotipo ti [17]. Por ejemplo, si un genotipo del parásito tiene un mayor aptitud, el tiempo de
recuperación de un humano ti con este parásito es mayor que el de un humano infectado con un
genotipo del parásito con un aptitud menor. Sin embargo, el tiempo de recuperación de un humano
depende adicionalmente de la administración de un tratamiento con medicamento [23].

Recuperación =
xi
ti

[1− f(t)] +
xi

ti(1− bi)
f(t) (3.6)

Como se describe en la expresión 3-5 la recuparación está compuesta por dos téminos. El primer
término xi

ti
[1− f(t)] representa la tasa de desaparición de los parásitos que no han sido tratados por

el medicamento. Por otro lado, el término xi

ti(1−bi)f(t) es la tasa de desaparición cuando se utiliza el

medicamento en la población. El parámetro bi representa la susceptibilidad del genotipo del parásito
al medicamento y su valor se encuentra entre cero y uno. Cabe agregar que f(t) es la cobertura en
el tiempo del medicamento en proporción de humanos en la población que está en tratamiento. En
ausencia de medicamento en la población (f(t) = 0) la tasa de recuperación depende únicamente del
primer término de la ecuación 3-5, mientras si existe una cobertura total del medicamento (f(t) = 1)
la tasa de recuperación depende únicamente del segundo término. Aśı, la tasa de recuperación es una
ponderación de tasas con y sin medicamento que determina la velocidad con la cual la población de
parásito desaparece.

3.3 Modelamiento matemático de parásitos en mosquitos

En el caso de los parásitos en mosquitos yi el crecimiento y desaparición incluye otras dinámicas no
abarcadas en la ecuación para parásitos en humanos por genotipo xi por ser parte del ciclo de repro-
ducción sexual del parásito. Al igual que en los parásitos en humanos el crecimiento en la población
de parásitos en mosquitos depende de la transmisión. Adicionalmente, el crecimiento en la población
de parásitos en mosquitos se realiza también por medio de la recombinación y la mutación de otros
genotipos del parásito. Por otro lado, la desaparición depende del tiempo de vida del parásito en el
mosquito y de la tasa de mutación y recombinación a otro genotipo. La ecuación diferencial 3-7 descri-
be el crecimiento y decrecimiento del tamaño de la población del parásito en mosquitos por genotipo
en el tiempo.
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dyi

dt = Th

(

Nv −

∑n
i=1 yi
cv

)
xi
ch
cv

︸ ︷︷ ︸

Transmisión

+ κ

n∑

j=1

n∑

k=1

ζjkiyjyk

︸ ︷︷ ︸

Recombinación

+ ρ

n∑

j 6=i

λjiyj

︸ ︷︷ ︸

Mutación

− κyi

n∑

j 6=i

yj

︸ ︷︷ ︸

Recombianción a otro

− ρyi
︸︷︷︸

Mutación a otro

− µyi
︸︷︷︸

Tasa demuerte

donde i = 1, 2, ..., n genotipos del parásito

(3.7)

Al igual que el parásito en humanos por genotipo xi el crecimiento de parásitos en mosquitos es pro-
porcional a la transmisión dada por una red SIS−SI donde se representa por bm. susceptibles h. infectados
multiplicada por el número de parásitos promedio por mosquito cm. La transmisión en este caso es
de humanos infectados por determinado genotipo a mosquitos susceptibles y por lo tanto es necesario
calcular el número de estos individuos. Inicialmente el número de mosquitos infectados por determi-
nado genotipo es igual a la cantidad de parásitos del genotipo yi dividido en la cantidad promedio de
parásitos por mosquitos cm. Finalmente, la cantidad de mosquitos susceptibles es igual a la cantidad
total de mosquitos Nv menos los mosquitos que están infectados por todos los genotipos, como se
describe en la ecuación 3-8.

Mosquitos susceptibles= Nv −

∑n
i=1 yi
cm

(3.8)

El parámetro Tv resume la probabilidad de que un mosquito sea infectado teniendo en cuenta la
cantidad de picaduras por unidad de tiempo, los tamaños de la población de humanos y mosquitos
y la probabilidad de contacto. Finalmente, el término de transmisión es multiplicado por la cantidad
promedio de parásitos por mosquito cm asumiendo que dada una infección de un mosquito, éste
desarrolla una cantidad promedio de parásito.

Transmisión = Tv

(

Nv −

∑n
i=1 yi
cm

)
xi
ch
cm (3.9)

La recombinación genética puede aumentar la población del parásito si proviene de genotipos
anteriores y disminuirla si este genotipo se recombina para producir un nuevo genotipo. La generación
de un genotipo por recombinación se produce de dos genotipos anteriores a éste, lo que depende
de la probabilidad de recombinación κ. Si la recombinación se realiza de un genotipo i hacia otro
j, decrece la población del parásito de genotipo i. Sin embargo, un genotipo del parásito se puede
recombinar con todos los demás, inclusive aumentando su propia población con un genotipo j que
presente alguna de las mutaciones del genotipo i y por esto la expresión de recombianción es una
sumatoria de combinaciones de yj y yk. Por otro lado, la recombinación hacia otro genotipo es el
contacto del genotipo yi con los demás genotipos yj diferentes de yi. El parámetro ζjki representa una
variable binaria que determina si por recombinación de los parásitos de genotipo j y k se genera o no
el genotipo i.

Recombinación−Recombinación hacia otro = κ

n∑

j=1

n∑

k=1

ζjkiyjyk − κyi

n∑

j 6=i

yj (3.10)

En la figura 3.2 se encuentra un ejemplo de cómo la recombinación de dos genotipos produce un
nuevo genotipo. La población de y101 aumenta en una tasa κy001y100y001, donde ζ001−100−101 = 1 dado
que existe la posibilidad de recombinación. Por otro lado, las poblaciones de y001 y y100 se reducen en
una tasa κy001y100 cada una.

En algunas condiciones de transmisión la probabilidad de recombinación es casi nula y por lo
tanto el peso de la generación de nuevos genotipos recae sobre la mutación que se encuentra en la
expresión 3-11. Para el modelo la probabilidad de mutación ρ es la misma en todas las condiciones de
transmisión ya que representa un evento aleatorio con cierta probabilidad de éxito. El crecimiento de
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Figura 3.2: Recombinación de y001 y y100 hacia y101.

Tabla 3.1: Tamaños de la población

Baja transmisión Alta transmisión
Nh 623 540
Nv 2435 4150

la población de un genotipo del parásito i depende de si éste puede ser generado por la mutación de
un genotipo del parásito j. Por esta razón el parámetro λji representa la probabilidad de mutación
del genotipo j al genotipo i dado que la mutación ocurre.

Mutación−Mutación a otro = ρ
n∑

j 6=i

λjiyj − ρyi (3.11)

Finalmente, la tasa de muerte del parásito en mosquitos por genotipo yi depende del tiempo de
vida del mosquito en la expresión µyi. Los esporozóıtos que llegan a las glándulas salivales del mosquito
y no son transmitidos a un huésped humano, mueren cuando el mosquito muere [33].

3.4 Parámetros

En la sección de parámetros vamos a definir el signifiado de cada uno de estos separándolos en
variables y constantes. Los parámetros variables son los que tienen valores diferentes dependiendo
de las condiciones de transmisión. Por otro lado, los parámetros constantes mantienen su valor en
cualquier condición de transmisión.

Parámetros variables en baja y alta transmisión

Estos parámetros corresponden a las probabilidades de transmisión de la enfermedad Th y Tv junto
con los tamaños de la población de humanos y mosquitos Nh y Nv, respectivamente [10]. Adicional-
mente, se describen los parámetros de inmunidad en la población de humanos γ y de probabilidad de
recombinación κ.

• Tamaños de la población Nh y Nv: para realizar las simulaciones se tomaron como condicio-
nes iniciales las evaluadas por Chitnis en sus modelos. El tamaño de la población de humanos
Nh y el tamaño de la población de mosquitos Nv vaŕıan con respecto a las condiciones de trans-
misión como se describe en la tabla 3.1, donde existe una proporción mayor de mosquitos por
cada humano en condiciones de alta transmisión.

• Probabilidades de transmisión Th y Tv: los valores de Th y Tv corresponden a la tasa
entomológica de transmisión dependients del número de picaduras, probabilidad de éxito y el
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Tabla 3.2: Parámetros relacionados con las probabilidades de transmisión

Parámetro Descripción Baja transmisión Alta transmisión
σh Número promedio de picaduras que

un humano puede tener por unidad
de tiempo (tiempo−1)

4.3 19

σv Número promedio de veces que un
mosquito pica un humano por unidad
de tiempo (tiempo−1)

0.33 0.5

bhv Probabilidad de transmisión de un
mosquito infectado a un humano sus-
ceptible

0.022 0.022

bvh Probabilidad de transmisión de un
humano infectado a un mosquito sus-
ceptible

0.24 0.48

tamaño de la población. Los parámetros de los cuales dependen Th y Tv se encuentran descritos
en las ecuaciones 3-12 y 3-13.

Th =
σvσhbhv

σvNv + σhNh
(3.12)

Tv =
σvσhbvh

σvNv + σhNh
(3.13)

Los valores de y descripciones de los parámetros involucrados se encuentran en la tabla 3.2 [10].

• Probabilidad dependiente de la inmunidad en la población γ: el tiempo de exposición
a la malaria de una población hace que se genere inmunidad en la población, disminuyendo
el número de casos [20]. En condiciones de alta transmisión la población posee una respuesta
inmune superior a poblaciones en baja transmisión por la exposición. Según los modelos en
agentes realizados por Gu, las prevalencias1 disminuyen a valores entre el 55% y 30%. Por esta
razón por medio de simulaciones, aproximamos las prevalencias a estos valores utilizando unos
valores de γ = 0,34 en baja transmisión y γ = 0,075 en alta transmisión.

• Tasa de recombinación κ: la probabilidad de recombinación representa la posibilidad de en-
cuentro de dos parásitos de diferente genotipo para que generen otro por recombinación genética.
El valor del parámetro κ = 0 en baja transmisión ya que es poco probable encontrar individuos
con infecciones multiples. Por otro lado, en alta transmisión se varió entre 10−10 y 10−6 ajus-
tandolo por medio de simulaciones donde se ven cambios en la prevalencia asociados a este valor
únicamente cuando existe una cobertura del medicamento.

Parámetros constantes en baja y alta transmisión

• Tasa de muerte de mosquitos µ: el valor ha sido tomado del estudio de la interacción entre
el mosquito Anofeles y el parásito P. falciparum donde se miden las densidades de población de
cada etapa sexual del parásito durante el tiempo de vida del mosquito [25]. El tiempo de vida
promedio eneuciado es de 20 d́ıas y por lo tanto la tasa de muerte es µ = 1/20.

• Cantidad promedio de parásitos por humano infectado ch: la parasitemia en malaria
es medida por la cantidad de parásitos por µl de sangre. Las personas infectadas pueden tener
niveles de parasitemia entre cientos y millones de parásitos, donde niveles superiores a 10.000/µl
son considerados severos [47]. Los niveles normales de parasitemia son cercanos a 10.000/µl

1Prevalencia: Cantidad de casos por unidad de tiempo
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Tabla 3.3: Tiempos de infección y susceptibilidad al medicamento [28]

Genotipo Tasa de crecimiento (aptitud) MIC ti (d́ıas) bi
0000 1.002 75 282 0.94
1000 1.102 25 310.2 0.99
0100 1.193 50 338.4 0.96
0010 1.102 150 310.2 0.87
0001 0.969 75 270.72 0.94
1100 1.822 425 366.6 0.61
1010 0.794 800 225.6 0.26
1001 1.262 800 366.6 0.26
0110 1.149 850 321.48 0.22
0101 1.554 550 423 0.5
0011 0.170 25 32.994 0.99
1110 1.429 950 402.978 0.12
1101 1.285 350 362.37 0.69
1011 0.651 325 183.582 0.71
0111 1.274 850 359.268 0.22
1111 0.860 975 242.52 0.1

y para efectos del modelo tomamos un valor de 8000/µl [5]. Finalmente, considerando que un
humano en promedio tiene 5l de sangre, lo que finalmente genera un valor ch = 4×1010 parásitos
en una persona infectada.

• Cantidad promedio de parásitos por mosquito infectado cm: un mosquito en promedio
vive 20 d́ıas y si es infectado por malaria, tiene la capacidad de infectar hasta 13 d́ıas después
de la transmisión del parásito. Esta capacidad de transmitir el parásito, se lleva a cabo cuando
los esporozóıtos son liberados en glándulas salivales. Un mosquito tiene entre 8000 y 4000 espo-
rozóıtos en las glándulas salivales durante 7 d́ıas aproximadamente [25]. Haciendo un promedio
ponderado de los esporozóıtos durante los 20 d́ıas de infección tomando como promedio 6000 en
los últimos siete d́ıas el valor de cm se describe en la expresión 3-14.

cm =
13 d× 0 parásitos+ 7 d× 6000 parásitos

20d
= 2100 parásitos (3.14)

• Tiempo de recuperación de un humano por genotipo ti: representa el tiempo en el cual
un humano infectado se recupera de la infección en ausencia del medicamento. Se consideró que
éste tiempo es proporcional a la aptitud por cada genotipo y para efectos de simulación, se
tomaron los valores generados para 16 genotipos relacionados con 4 mutaciones involucradas en
la resistencia a la pirimetamina [28]. El valor inicial es de 282 d́ıas que corresponde al genotipo
silvestre como se describe en la tabla 3.3.

• Susceptibilidad al medicamento por genotipo bi: La susceptibilidad al medicamento re-
presenta el porcentaje de decrecimiento en la población de parásitos por genotipo al utilizar el
medicamento. Los valores a utilizar son inversamente proporcionales a los ı́ndices MIC (2) de 16
genotipos relacionados con la resistencia a la pirimetamina [28]. Los valores de bi se describen
en la tabla 3.3.

• Posibilidad de recombinación de los genotipos j y k para producir el genotipo k ζjki:
representa una variable binaria que determina si por recombinación de los parásitos de genotipo
j y k se genera o no el genotipo i. Por ejemplo si hay una recombinación entre los genotipos
0011 y 1100 producen el genotipo 1111 donde el valor de ζ(0011−1100)1111 = 1. Es posible que
todos los genotipos se recombinen, sin embargo, solo algunas combinaciones posibles generan un
nuevo genotipo como se describe en la figura 3.3.

2mı́nima cantidad de medicamento para inhibir el 100% de crecimiento de la población
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Figura 3.3: Alguna posibles recombinaciones

• Tasa de mutación ρ: es la probabilidad de que un esporozóıto sea generado por la mutación
de un genotipo del parásito durante la fase sexual del parásito. Para el modelo se asume un
valor de 10−6 lo que representa que un esporozóıto muto entre un millón. Este valor fue tomado
después de realizar simulaciones, en las cuales se generaron nuevos genotipos en un plazo inferior
a 20 años que es un intervalo de tiempo en el cual se han reportado casos de resistencia a la
pirimetamina después de su introducción [48].

• Probabilidad de mutación del genotipo j al i λji: representa la probabilidad de mutación
del genotipo j al genotipo i dado que la mutación ocurre. Estos valores dependen del número
de posibles genotipos que se pueden generar teniendo en cuenta la cantidad de mutaciones. Por
ejemplo los genotipos con una mutación (1000, 0100, 0010 y 0001) tienen un 25% de probabili-
dad de ser una mutación del genotipo silvestre (0000). Algunas probabilidades de mutación se
encuentran en la figura 3.4.

Figura 3.4: Algunas probabilidades de mutación λji

3.5 Resumen

En este caṕıtulo se realizó la descripción del modelo matemático creado en la presente tesis. El modelo
representa la proporción de unas poblaciones de genotipos del parásito, que están en una competencia
dada por la utilización de un medicamento. Adicionalmente, en las ecuaciones del modelo se invo-
lucró la aparión de nuevos genotipos del parásito por medio de la mutación y recombianción genética
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Tabla 3.4: Resumen parámetros

Parámetro Baja transmisión Alta transmisión

Th 8.9644×10−6 1.6944×10−5

Tv 9.7793×10−5 3.6968×10−4

Nh 623 540
Nv 2435 4150
γ 0.34 0.075
κ 0 10−6 − 10−10

µ 1/20 1/20
ch 4×1010 4×1010

cm 2100 2100
ρ 10−6 10−6

ti tabla 3.3 tabla 3.3
bi tabla 3.3 tabla 3.3

en la fase sexual del ciclo de vida del parásito (en el mosquito). Finalmente, se presentó una descrip-
ción de cada uno de los parámetros del modelo, incluyendo los valores para realizar las simulaciones
que se encuentran resumidos en la tabla 3-4.
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Caṕıtulo 4

Análisis del modelo

En esta sección se muestra el resultado de simulación y análisis de sensibilidad de los parámetros
del modelo representando 16 genotipos del parásito plasmodium Falciparum relacionados con la re-
sistencia a la pirimetamina. Las simulaciones se realizarón considerando variaciones en la cobertura
del medicamento f(t) en condiciones de baja y alta transmisión. Después de realizar el análisis de las
simulaciones se realizó un análisis de sensibilidad de los parámetros del modelo para determinar el
impacto que tienen sobre la prevalencia de la enfermedad.

4.1 Simulación

La simulación se realizó para 16 genotipos relacionados con 4 mutaciones del gen DHFR. En el modelo
propuesto en el caṕıtulo anterior se implementaron 16 ecuaciones diferenciales de parásitos en humanos
xi y 16 ecuaciones en parásitos en mosquitos yi. Dado que se ha reportado la generación de resistencia
a la pirimetamina en menos de 10 años consideramos extender el intervalo a 20 años para efectos
de simulación [38]. Para determinar el efecto que tiene el uso del medicamento en las poblaciones de
parásitos se hicieron variaciones de las coberturas del medicamento (f(t)) en condiciones de alta y
baja transmisión. La condición inicial en todos los casos es una población de parásitos del genotipo
silvestre (0000).

Simulaciones en alta transmisión

En condiciones de alta transmisión, la condición inicial es tomada del modelo de Gu donde la prevalen-
cia de la enfermedad es del 50% en condiciones de alta transmisión [20]. Para calcular las condiciones
iniciales en términos de parásitos debemos calcular el número de humanos infectados Ih:

Ih = Nh × prevalencia = 540× 0,45 = 270 humanos; (4.1)

Luego, se obtiene la cantidad de parásitos del genotipo silvestre en humanos x0000, multiplicando
la cantidad de humanos infectados por la cantidad promedio de parásitos por humano ch,

x0000 = Ih × ch = 270× 4× 1010 = 1,08× 1013 parásitos (4.2)

En equilibrio la prevalencia en mosquitos es del 65% lo que genera una cantidad de parásitos en
mosquitos de y0000 = 5395× 103 [20]. Aśı las condiciones iniciales para el modelo son:

xi0 =

{

1,08× 1013

0

x0000

xi 6= x0000
(4.3)

yi0 =

{

5395× 103

0

y0000

yi 6= y0000
(4.4)
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Figura 4.1: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 0% del medicamento
en condiciones de alta transmisión

Los resultados de simulaciones se miden en términos de prevalencia en la población de humanos y
mosquitos ya que representa una medida generalizada en los modelos epidemiológicos de la malaria.
La prevalencia se define como la proporción de infectados por unidad de tiempo y se muestra en las
ecuaciones 4-5 y 4-6.

Prevalencia en humanos =

xi

ch

Nh
(4.5)

Prevalencia enmosquitos =

yi

cm

Nv
(4.6)

Teniendo la ecuaciones del modelo y las condiciones iniciales se simularon en matlab R© utilizando
la función ode. Inicialmente se realizó la simulación en ausencia del medicamento (f(t) = 0) para luego
aumentar las coberturas del 25%, 50%, 75% y 100%. En la figura 4.1 se describe el comportamiento
de la prevalencia de la enfermedad en ausencia del medicamento.

En ausencia del medicamento la prevalencia tanto en humanos como en mosquitos se mantiene
estable en el punto de equilibrio donde sólo persisten parásitos del genotipo silvestre (0000) durante
los 20 años. Este comportamiento permite ver un panorama en el cual no se utiliza ningúna medida de
control y por lo tanto la prevalencia se mantiene. Luego de la ausencia de medicamento, se realizó una
introducción de 25% de cobertura (f(t) = 0,25) que se describe en la figura 4.2.

Con un 25% de cobertura del medicamento prosperan genotipos de hasta el cuádruple mutante.
Como se describe en la figura 4.2 donde la prevalencia de la enfermedad disminuye hasta casi una
eliminación de la enfermedad pero cerca de los 2000 d́ıas (5.5 años) empieza a aumentar la prevalencia
con la aparición del genotipo (0010) para luego dar paso a los genotipos 0110 y 0111, que son reem-
plazados por el cuadrúple mutante 1111. Cabe agregar que la prevalencia total después de los 20 años
de cobertura del medicamento no supera el 50% inicial. Después de ésta simulación es de esperar que
se generen otros genotipos con más mutaciones en menor tiempo, aśı como se describe en la figura 4.3
con un 50% de cobertura.

Con una cobertura de 50% prosperan genotipos de alta resistencia como el cuádruple mutante
(1111). Al igual que en la simulación con un 25% de cobertura cerca de los 2000 d́ıas emergen las
prevalencia de nuevos genotipos, aunque el paso es directamente a genotipos con dos mutaciones. A
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Figura 4.2: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 25% del medicamento
en condiciones de alta transmisión
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Figura 4.3: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 50% del medicamento
en condiciones de alta transmisión

29



0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
0

0.5

1

días

Prevalencia en humanos

 

 
0000
1000
0100
0010
0001
1100
1010
1001
0110
0101
0011
1110
1101
1011
0111
1111
Total

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
0

0.5

1
Prevalencia en mosquitos

días

Figura 4.4: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 75% del medicamento
en condiciones de alta transmisión

esar de que la prevalencia es dominada por el cuadrúple mutante después de los 2000 d́ıas existe un
periodo en el cual prosperan los genotipo de dos mutaciones 1001, 0110 y 0101 que seguramente fueron
los que dieron origen al 1111. Cabe notar que con esta cobertura es posible que prospere el cuádruple
mutante ya que existe una probabilidad de recombinación entre los dobles mutantes. Por otro lado, a
pesar del surgimiento de cepas resistentes la prevalencia en humanos es menor al 50%.

El comportamiento de las prevalencias con una cobertura del 75% es similar al obtenido con 50%
de cobertura (ver figura 4.4). En estas condiciones, son notables en la población los genotipos 1001 y
0110 que dan lugar al genotipo 1111. Sin embargo, el cuádruple mutante empieza a prosperar mucho
antes que con la cobertura del 50%. Es de esperar que el cuádruple mutante prospere más en menor
tiempo en una cobertura del 100% como se describe en la figura 4.5, ya que a mayores coberturas
se convierte en el genotipo con mayor aptitud. Por otro lado, la prevalencia total del parásito es casi
idéntica con coberturas del 50%, 75% y 100% lo que muestra que ese aumento en la acción del me-
dicamento no produce cambios significativos en el control de la enfermedad.

Con un 100% de cobertura del medicamento el cuádruple mutante tiene una mayor prevalencia en
menor tiempo. Al igual que en las anteriores coberturas, la efectividad del medicamento se mantiene
hasta los 2000 d́ıas aproximadamente, sin embargo, el cuádruple mutante se fija en menos de 5000
d́ıas (8.2 años).

Simulaciones en baja transmisión

En condiciones de baja transmisión la condición inicial es tomada del modelo del modelo de Gu donde
la prevalencia de la enfermedad es del 35% en condiciones de baja transmisión [20]. Para calcular las
condiciones iniciales en términos de parásitos debemos calcular el número de humanos infectados Ih:

Ih = Nh × prevalencia = 623× 0,35 = 218 humanos; (4.7)

Luego, se obtiene el valor de la cantidad de parásitos del genotipo silvestre en humanos x0000,
multiplicando el número de humanos infectados por la cantidad promedio de parásitos por humano
ch,

x0000 = Ih × ch = 218× 4× 1010 = 8,72× 1012 parásitos (4.8)
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Figura 4.5: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 100% del medicamento
en condiciones de alta transmisión

En equilibrio en mosquitos la prevalencia es de 25% lo que genera una cantidad de parásitos en
mosquitos de y0000 = 1′278,375. Aśı las condiciones iniciales para el modelo son:

xi0 =

{

8,72× 1012

0

x0000

xi 6= x0000
(4.9)

yi0 =

{

1′278,375

0

y0000

yi 6= y0000
(4.10)

Los resultados de simulaciones se miden en términos de prevalencia en la población de humanos y
mosquitos ya que representa una medida generalizada en los modelos epidemiológicos de la malaria.
La prevalencia se define en las ecuaciones 4-5 y 4-6. Al igual que el caso en condiciones de alta trans-
misión, iniciamos las simulaciones con en ausencia del medicamento (ver figura 4.6).

En ausencia del medicamento únicamente se mantiene la prevalencia del genotipo silvestre (0000).
Al igual que en alta transmisión, sin utilizar ningúna medida de control la prevalencia de la enfermedad
se mantiene constante. Por medio de las simulaciones en condiciones de alta transmisión se descri-
bieron comportamientos similares desde coberturas del 50% y por esta razón en baja transmisión se
incluyeron coberturas adicionales del 5% y 10%. Por esta razón, la siguiente cobertura a simular es
la del 5% (f(t) = 0,05) que se describe en la figura 4.7.

Con un 5% de cobertura del medicamento disminuyen las prevalencias de la enfermedad. Sin em-
bargo, después de los 5000 d́ıas (13.69 años) prospera el genotipo con una mutación (0010) para dar
paso al doble mutante (0101) que se fija en la población aumentando las prevalencias iniciales. A
continuación simulamos con una cobertura del 10% del medicamento (ver figura 4.8).

Con un 10% de cobertura del medicamento disminuyen las prevalencias hasta ser cercanas a la
eliminación de la enfermedad, sin embargo, la generación de nuevos genotipos permite que las preva-
lencias vuelvan a aumentar. A diferencia de la simulación con una cobertura del medicamento del 5%,
el doble mutante (0101) aparece en la población en un menor tiempo, acompañado del genotipo 1001
en menor frecuencia. Por otro lado, la prevalencia total de la enfermedad llega a un 50% lo que es más
alto que la prevalencia inicial de la enfermedad. Al parecer el aumento en las coberturas permite que
aparezcan genotipos resistentes al medicamento en menor tiempo al igual que en alta transmisión. No
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Figura 4.6: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 0% del medicamento
en condiciones de baja transmisión
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Figura 4.7: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 5% del medicamento
en condiciones de baja transmisión
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Figura 4.8: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 10% del medicamento
en condiciones de baja transmisión
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Figura 4.9: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 25% del medicamento
en condiciones de baja transmisión

obstante, esto no ocurre como se describe en la figura 4.9.

Con coberturas superiores al 25% se generan genotipos resistentes al medicamento en menor tiem-
po como se muestra en la figuras (ver figuras 4.9, 4.10, 4.11 y 4.12). Con estas coberturas superiores
al 25% el genotipo que tiene mayores prevalencias es el (0101) con una aparición a los 4500 d́ıas (12
años) aunque esta acompañado por el genotipo 1001 en una prevalencia cercana. Con un 50% y 75%
de cobertura del medicamento el genotipo de mayor tamaño de población es el (1001) co una aparición
a los 5000 d́ıas (13.69 años) acompañado de los genotipos 0110 y 0101, con una prevalencia menor uti-
lizando una cobertura del 75%. Finalmente, con una cobertura del 100% no se percibe una diferencia
notoria comparada con los resultados de una cobertura del 75%. A pesar de la aparición de cepas re-
sistentes, la prevalencia total es menor que la inicial para estas coberturas. No obstante, si extendemos
la simulación a 30 años, el genotipo 1110 es el que se fija en la población como lo describe la figura 4.13.
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Figura 4.10: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 50% del medicamento
en condiciones de baja transmisión
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Figura 4.11: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 75% del medicamento
en condiciones de baja transmisión
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Figura 4.12: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 100% del medicamento
en condiciones de baja transmisión
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Figura 4.13: Prevalencia por genotipo del parásito utilizando una cobertura del 100% del medicamento
en condiciones de baja transmisión en un intervalo de 30 años
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Interpretación de los resultados de simulación

En general los resultados muestran que la introducción del medicamento posibilita que se generen y
prosperen genotipos resistentes al medicamento en condiciones de baja y alta transmisión. En condi-
ciones de alta transmisión se generaron genotipos como el 0110 que es común en páıses como Kenia,
Camerún y Sudan [1, 8, 44]. En las simulaciones, este genotipo tiene una mayor prevalencia cuando
las coberturas del medicamento son inferiores al 25% lo que sugiere que las coberturas efectivas del
medicamento en estas zonas son bajas. Por otro lado, en condiciones de baja transmisión se generaron
los genotipos 0010, 1001, 0110, 0101 y 1110 que son comunes en el sudeste asiático y sur América
[28, 42]. Sin embargo, genotipos como el 1010 no prosperaron en las simulaciones en ningúna de las
condiciones de transmisión a pesar de ser comunes en algunas zonas de África y la India. Una posible
explicación de este resultado sugiere que los resultados experimentales de los que se tomaron la aptitud
y el ı́ndice IC50 pueden ser cuestionados [28]. De hecho, en algunos genotipos de una mutación en el
modelo experimental, la aptitud es superior al genotipo silvestre en ausencia del medicamento, lo que
no se presenta en la naturaleza.

Del estudio del cual proceden los datos de aptitud utilizados en el modelo propuesto en esta te-
sis, se realizó un modelo evolutivo que calculó las probabilidades de generación de resistencia a la
pirimetamina de cada uno de los eslabones de la v́ıa mutacional [28]. Los resultados arrojados en
ese estudio, muestran que las v́ıas más probables (prob> 76,9%) para pasar del genotipo silvestre
0000 al cuádruple mutante 1111 son: 0000-0010-0110-1110-1111 y 0000-0010-0110-0111-1111. Estos
caminos concuerdan con los resultados de simulación en condiciones de alta transmisión con una co-
bertura del 25% (ver figura 4.2) donde claramente se observa que el primer genotipo en reemplazar
al silvestre es el 0010 para dar paso a los genotipos 0110, 0111 y al 1111. No obstante, en las co-
berturas superiores al 25% en alta transmisión se toman estas mismas v́ıas para llegar al genotipo
1111 pero no se percibe claramente el paso por el uso de una mayor cobertura del medicamento que
hace que el proceso se lleve a cabo en prevalencias muy bajas de los genotipos 0000, 0110, 0111 y 1110.

En condiciones de alta transmisión la inmunidad generada en la población y factores económicos
impiden altas coberturas en la población [22]. En alta transmisión, las personas conviven con la en-
fermedad y muchos de los casos no son reportados y por lo tanto no tratados con medicamentos. Los
resultados del modelo con altas coberturas se podŕıan presentar aunque en condiciones reales son in-
viables. Por otro lado, en las simulaciones en alta transmisión fue notoria la prevalencia del cuádruple
1111 que es poco común en estas zonas aunque su éxito depende de la probabilidad de recombinación.
Sin embargo, este resultado sugiere que existe una tasa de recombinación alta en el sudeste Asiático,
que es el lugar donde se presenta este genotipo, ya que es la única manera por la cual el genotipo
(1111) prospera. Al ajustar la probabilidad de recombinación diferente de cero en condiciones de baja
transmisión encontramos un comportamiento t́ıpico en en el sudeste asiático como lo describe la figura
4.14 en el que prospera el cuádruple mutante que es frecuente en páıses como Birmania, Tailandia y
Camboya [35].

Por otro lado, el modelo muestra que es imposible eliminar la enfermedad en una población utili-
zando pirimetamina. A pesar de que el modelo fue simulado para un tratamiento con pirimetamina,
otros medicamentos en los que se genere resistencia pueden tener un resultado similar. Por esta razón
en algunos sitios del mundo se ha descontinuado el uso de pirimetamina y se han utilizado varios me-
dicamentos simultáneamente como tratamiento antimalárico. Sin embargo, la reintroducción exitosa
del medicamento espera una mejor determinación de las coberturas del medicamento [30, 38].

4.2 Análisis de sensibilidad de los parámetros

Las incertidumbres propias de los parámetros utilizados en el modelo hace necesario establecer el com-
portamiento generado por variaciones de éstos. Inicialmente seleccionamos los parámetros de mayor
impacto e incertidumbre en el modelo para luego establecer un rango de valores, en algunos casos
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Figura 4.14: Prevalencia por genotipo del parásito con una probabilidad de recombinación diferente
de cero en condiciones de baja transmisión.

Tabla 4.1: Rangos de probabilidades de transmisión

Parámetro Alta transmisión Baja transmisión
Th 2,1322× 10−7 − 4,33× 10−4 3,27× 10−7 − 4,02× 10−4

Tv 2,1535× 10−6 − 1,03× 10−3 2,35× 10−6 − 9,53× 10−4

reportados por la literatura y en otros estimados por el comportamiento en las simulaciones. Final-
mente, en cada uno de los escenarios de variación por parámetros se midieron el tiempo de aparición
de cada genotipo y la prevalencia promedio de la enfermedad en humanos durante 20 años.

• Probabilidades de transmisión Th y Tv: el rango de valores ha sido tomado del modelo de
Chitnis [10] donde se calculan los valores de Th y Tv partiendo de otros parámetros como se
describe en las ecuaciones:

Th =
σvσhbhv

σvNv + σhNv
(4.11)

Tv =
σvσhbvh

σvNv + σhNv
(4.12)

Con los rangos de los valores de σv, σh, bhv y bvh obtenemos los valores descritos en la tabla 4.1
para condiciones de alta y baja transmisión. Para cada uno de los rangos se simularon algunos
valores entre los ĺımites superior en inferior, variando un parámetro a la vez. La poĺıtica de
control utilizada es la de la cobertura total del medicamento f(t) = 1 utilizando las condiciones
iniciales tomadas de la sección de simulación.

Inicialmente se realizaron simulaciones con los valores de Th en condiciones de alta transmisión
de la enfermedad y los resultados se encuentran en la figura 4.15. Como se describe en la figura
a se generan nuevos genotipos entre el año 1 y el año 4. Cabe agregar que al variar el parámetro
Th únicamente con Th = 2,1322 × 10−7 no se generan nuevos genotipos, lo que significa que
si el valor de Th se mantiene cerca del ĺımite inferior es posible eliminar la enfermedad de la

37



0000 1000 0100 0010 0001 1100 1010 1001 0110 0101 0011 1110 1101 1011 0111 1111
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
a)

añ
os

genotipo

 

 
2.132e−7
1.694e−5
1.084e−4
2.166e−4
3.248e−4
4.33e−4

1 2 3 4 5 6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
b)

P
re

va
le

nc
ia

 p
ro

m
ed

io

Variación

 

 
2.132e−7
1.694e−5
1.084e−4
2.166e−4
3.248e−4
4.33e−4

Figura 4.15: Variación del parámetro Th en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.

población. Por otro lado, existe una relación directa entre el parámetro Th y las prevalencias
promedio de la enfermedad cambiando la prevalencia promedio del 15% al 65%.

En baja trasmisión se generan una menor cantidad de genotipos que los que se encuentran en
condiciones de alta transmisión, contrario a lo que se observa naturalmente como se describe
en la figura 4.16. La gráfica a muestra el camino mutacional tomado para llegar al genotipo
1110 que empezó con la tercera mutación 0010 como lo enuncia el trabajo de Lozovsky [28]. La
aparición de genotipos con dos mutaciones es similar en las variaciones realizadas, sin embargo,
el parámetro tiene un impacto significativo en la prevalencia de la enfermedad en la población
de humanos. Al igual que en alta transmisión, si este parámetro disminuye es posible eliminar
la enfermedad manteniendo el valor cercano al ĺımite inferior Th = 3,27× 10−7.

Al variar el parámetro Tv en alta y baja transmisión la prevalencia en promedio en humanos
no es afectada de manera significativa por este parámetro como se describe en las figuras 4.17
y 4.18. Al igual que lo visto con la variación del parámetro Th en alta transmisión se generan
varios genotipos desde los doble mutantes hasta los de tres y cuatro mutaciones que aparecen
en menor tiempo a medida que aumenta el valor de Tv. Al variar el parámetro Tv no es posible
eliminar la enfermedad de la población en el rango propuesto ya que la prevalencia promedio se
mantiene estable.

• Probabilidad dependiente de la inmunidad en la población γ: este valor representa la
probabilidad de inmunidad generada en la población de humanos. De esta manera, el valor γ = 1
representa la ausencia de inmunidad y un valor cercano a cero representa una alta inmunidad
desarrollada en la población de humanos. Aśı, el rango utilizado para variar este parámetro es
de 0 < γ < 1.

La variación del parámetro γ muestra que los tiempos de aparición de nuevos genotipos dismi-
nuyen (menos de 2 años) como se describe en la figura 4.19. La variación de las prevalencias
promedio es significativa al variar el parámetro γ pasando de un valor cercano al 10% hasta un
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Figura 4.16: Variación del parámetro Th en baja transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.
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Figura 4.17: Variación del parámetro Tv en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.
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Figura 4.18: Variación del parámetro Tv en baja transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.
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Figura 4.19: Variación del parámetro γ en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.
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Figura 4.20: Variación del parámetro κ en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.

máximo del 55%, utilizando el medicamento. Sin embargo, en condiciones reales de transmisión
este parámetro no puede ser controlado ya que depende de la exposición de la población de
humanos al parásito.

• Probabilidad de recombinación κ: la probabilidad de recombinación es un parámetro que no
ha sido reportado en modelos epidemiológicos de esta naturaleza y su variación permite conocer
el impacto que genera en las poblaciones de parásitos y en las prevalencias de la enfermedad en
humanos. Por esta razón se asignó un rango que mostró resultados cercanos a los reportes de
genotipos alrededor del mundo [7, 28]. El rango de valores es κ = 10−10 − 10−6 incluyendo el
valor de κ = 0. Es claro que variar el valor de κ el cuádruple mutante únicamente aparece si la
probabilidad de recombinación κ 6= 0, como se describe en la figura 4.20. Los nuevos genotipos
se generan entre tres y 11 años, sin embargo, el cuádruple (1111) mutante se genera en todos
los casos donde κ > 0 lo que explica porque es generado en el Sudeste asiático y no en América
del Sur. Por otro lado, las prevalencias no se ven afectadas por el cambio en este parámetro,
lo que indica que el parámetro modifica los genotipos que persisten en la población pero no su
cantidad total.

• Tasa de muerte de mosquitos µ: la tasa de muerte de mosquitos es dependiente de su tiempo
de vida en promedio. Para el modelo el tiempo de vida en promedio es de 20 d́ıas y para realizar
la variación asumimos un rango entre 10 y 25 d́ıas. De esta manera el rango de la tasa de muerte
de mosquitos es µ = 0,04− 0,1.

El parámetro µ es inversamente proporcional a la prevalencia promedio en humanos, como se
describe en la figura 4.21. La aparición de nuevos genotipos se encuentra en un rango entre los
dos y 9 años y con un valor de µ = 0,04 aparecen nuevos genotipos en menor tiempo. A pesar
de que el parámetro µ influya de manera considerable en la aparición de nuevos genotipos, la
prevalencia promedio no tiene un descenso considerable (prevalencia 0.18-0.13) al aumentar el
valor de µ. Estos resultados muestran que disminuir el tiempo de vida de los mosquitos no tiene
efectos considerables sobre la prevalencia de la enfermedad en humanos, aunque hay que tener
en cuenta que en el modelo la población de mosquitos es constante.

• Cantidad promedio de parásitos por humano infectado ch: el valor de este parámetro
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Figura 4.21: Variación del parámetro µ en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.
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Figura 4.22: Variación del parámetro ch en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.

utilizado para las simulaciones iniciales del modelo considera una cantidad promedio de parásitos
en una población asumiendo la cantidad de sangre promedio de humanos adultos. Sin embargo,
muchos de los casos reportados de la enfermedad corresponden a la población infantil que tiene
niveles de parasitemia y cantidades de sangre diferentes a los adultos [4]. Por esta razón es de
interes variar este parámetro y se ha seleccionado un rango de ch = 1× 1010 − 1× 1011.

Al variar el parámetro ch no se genera un efecto significativo en la aparición de nuevos genotipos
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Figura 4.23: Variación del parámetro cv en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.

y en las prevalencias promedio en humanos como se describe en la figura 4.22. Por lo tanto, al
variar este parámetro las prevalencias y el tiempo de aparición de nuevos genotipos no cambian de
manera significativa y por esta razón se tiene un margen para utilizar el parámetro. No obstante,
el muestreo realizado en una picadura por parte de un mosquito aumentaria las posibilidades de
transmistir el parásito al vector lo que disminuye otros parametros de mayor impacto como el
Tv.

• Cantidad promedio de parásitos por mosquito infectado cm: El valor de este paráme-
tro representa un valor ponderado de esporozóıtos que se encuentran en un mosquito cuando
está infectado. Factores como el tiempo de desarrollo del parásito en el mosquito y la cantidad
de esporozoitos que pueden pasar a las glándulas salivales del mosquito generan incertidumbre
en el valor de este parámetro. Por esta razón, es necesario analizar distintos valores y el rango
tomado para este proposito es de cm = 1500− 3000.

La variación en el parámetro cv no tiene un efecto significativo en el tiempo de aparición y en
las prevalencias promedio como se describe en la figura 4.23. A pesar de que al aumentar el
valor de cv disminuye el tiempo de aparición de nuevos genotipos, el rango de esta entre tres y
cuatro años, lo que no es significativo. Por otro lado, la variación de este parámetro no afecta
de manera significativa la prevalencia promedio en humanos.

• Probabilidad de mutación ρ: La probabilidad de mutación es un parámetro que no ha sido
involucrado en modelos epidemiológicos aśı que no se tiene certeza sobre su valor. Por medio de
simulaciones se puede establecer su valor teniendo en cuenta el tiempo de aparición de resistencia
a los medicamentos. El rango tomado para el análisis es de ρ = 10−9 − 10−3.

La variación del parámetro ρ tiene un impacto significativo en los tiempos de aparición de
nuevos genotipos y en la prevalencia promedio generada como se describe en la figura 4.24. A
medida que el valor de ρ aumenta, los nuevos genotipos aparecen en menor tiempo y a su vez
las prevalencias promedio aumentan. Sin embargo, los valores de ρ = 10−4 − 10−3 producen
apariciones de nuevos genotipos en tiempos inferiores a un año lo que hace que estos valores se
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Figura 4.24: Variación del parámetro ρ en alta transmisión donde a) es el tiempo de aparición por
genotipo y b) es la prevalencia promedio por valor del parámetro.

alejen de la realidad. Por otro lado, este parámetro no podŕıa ser modificado por una estrategias
de control ya que hace parte de la naturaleza del parásito.

Resumen

En este caṕıtulo se realizó la simulación y análisis del modelo para 16 genotipos del parásito p. Falci-

parum relacionados con la resistenca a la pirimetamina. Los resultados de simulación mostraron que
la utilización de la pirimatemina produce una competencia entre genotipos que se diferenćıan teniendo
en cuenta las condiciones de transmisión. Por otro lado, sin importar la cobertura del medicamen-
to no fue posible eliminar la enfermedad de la población y por esta razón se sugiere acompañar el
uso de medicamentos con otras poĺıticas de control de la enfermedad. En la última sección, se desa-
rrolló un análisis de sensibilidad que determinó que el parámetro Th podŕıa eliminar la enfermedad de
la población de manera más efectiva en comparación con otros parámetros. No obstante, parámetros
como cm, ch, ρ y κ se consideran de alta incertidumbre para el modelo y la variación de sus valores
permitió seleccionar un rango donde existe cierta certeza.
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Caṕıtulo 5

Diseño de poĺıticas óptimas de control

En este caṕıtulo se diseñaron poĺıticas de control que minimizan la prevalencia de la enfermedad en la
población de humanos mediante la utilización de tratamiento con medicamentos. Mediante la variación
de las coberturas del medicamento en el tiempo se espera minimizar la prevalencia de la enfermedad
en un marco de surgimiento de parásitos resistentes al medicamento. Para calcular el valor de f(t)
se definieron programas de tratamientos periódicos y constantes teniendo en cuenta la prevalencia
acumulada a 20 años de uso del medicamento. Adicionalmente, para una de las poĺıticas se considero
la utilización de una poĺıtica que minimizará la prevalencia y el esfuerzo de la acción de control.

5.1 Poĺıtica de control óptimo de mı́nima prevalencia

Objetivo de control de mı́nima prevalencia

El objetivo de la utilización de tratamientos con medicamentos, al igual que otras estrategias de control
de la malaria, es disminuir la prevalencia de la enfermedad. A pesar de la utilización de otros objetivos
como el de aumentar el tiempo de emergencia de genotipos resistentes, reducir la prevalencia en la
población es el objetivo principal de las estrategias de control de la enfermedad [26]. Para el modelo, la
función costo (J) a minimizar que es la prevalencia acumulada en humanos a un periodo T = 20años
(7300 d́ıas):

J =

∫ T

0

16∑

i=1

xi(t)

ch/Nh
dt (5.1)

Donde xi(t)
ch/Nh representa la prevalencia del genotipo i en determinado tiempo. Con la función

objetivo J la variable a manipular es la cobertura del medicamento f(t). La cobertura del medicamento
f(t) debe ser una función que se encuentre entre el 0 y el 100% lo que representa la proporción de
personas infectadas que utilizan el tratamiento con medicamentos por unidad de tiempo.

Poĺıtica de tratamiento constante

Inicialmente utilizamos una señal de control constante que representa un valor de cobertura del medi-
camento f(t). Los valores de la función objetivo, a medida que vaŕıa el valor de f(t) se muestran en la
figura 5.1 para condiciones de alta transmisión. En condiciones de alta transmisión la función objetivo
J es mı́nima cuando el valor de f(t) = 1. De esta manera, la poĺıtica de control óptima constante en
alta transmisión es utilizar la máxima cobertura del medicamento. Por otro lado, en condiciones de
baja transmisión los valores de la función objetivo son menores, sin embargo, el valor mı́nimo de J
se obtiene cuando f(t) = 1. A pesar de que el punto mı́nimo se encuentre en una cobertura total del
medicamento, después de f(t) = 0,1 la pendiente de la curva es menor lo que representa que a medida
que se aumente la cobertura el cambio en la función objetivo es menor y el esfuerzo es menos efectivo.
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Figura 5.1: Valores de la función objetivo J a coberturas constantes

Poĺıtica de cobertura periódica al año

En esta poĺıtica se establecen los d́ıas al año que se utiliza el tratamiento con pirimetamina. En este
caso, se obtienen los valores de la función objetivo variando la cantidad de d́ıas en que se realiza el
tratamiento con medicamentos al año como se describe en la figura 5.2. El comportamiento es similar
al generado por la poĺıtica anterior donde a mayor utilización del medicamento se minimiza el valor de
la función objetivo en condiciones de alta y baja transmisión, lo que significa un uso del medicamento
durante 365 d́ıas al año.

Después de calcular los valores óptimos de f(t) es claro que la menor prevalencia en 20 años se
obtiene utilizando la cobertura del medicamento al 100%. Este resultado muestra que al evitar la
generación de genotipos resistentes, hay que sacrificar la efectividad del medicamento manteniendo
bajas coberturas. Según este escenario, es mejor que se generen genotipos resistentes al medicamento
a mantener el genotipo silvestre en la población.

Con la poĺıtica óptima de control se generan genotipos resistentes como se describe en la figura
5.3. Con esta poĺıtica, prosperan genotipos resistentes al medicamento a los 1600 d́ıas (4.38 años), sin
embargo, dejar de utilizar el medicamento produce una prevalencia mayor. Dado que se trata de una
poĺıtica óptima, no es posible obtener un mejor resultado utilizando tratamiento con pirimetamina.
No obstante, sugerimos que después de la generación de resistencia al medicamento es mejor utilizar
otras poĺıticas de control de la enfermedad.

Por otro lado en condiciones de baja transmisión la poĺıtica óptima permite que se utilice el
medicamento por un periodo más amplio que en alta transmisión como se describe en la figura 5.4. En
este escenario se generan genotipos resistentes al medicamento alrededor de los 4800 d́ıas (13.15 años)
lo que extiende la efectividad del medicamento a diferencia de los resultados en alta transmisión. No
obstante, la poĺıtica óptima no es capaz de detener la generación de genotipos resistentes ya que esto
significaŕıa mantener la prevalencia mucho más alta.
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Figura 5.2: Valores de la función objetivo J por d́ıas de utilización del tratamiento al año
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Figura 5.3: Prevalencias en humanos en alta transmisión utilizando la poĺıtica óptima
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Figura 5.4: Prevalencias en humanos en baja transmisión utilizando la poĺıtica óptima

Tabla 5.1: Tiempos de infección y susceptibilidad al medicamento

Genotipo ti (d́ıas) bi
0000 282 0.94
1000 270.2 0.99
0100 271 0.96
0010 275 0.87
0001 260 0.94
1100 260 0.61
1010 250 0.26
1001 270 0.26
0110 265 0.22
0101 272 0.5
0011 100 0.99
1110 276 0.12
1101 270 0.69
1011 210 0.71
0111 262 0.22
1111 275 0.1

Poĺıtica de control para el modelo modificado

Las simulaciones realizadas han mostrado que el genotipo silvestre (0000) tiende a desaparecer de la
población de parásitos, inclusive con coberturas bajas del medicamento. A pesar de la presión ejercida
por el uso de medicamentos, aún existen poblaciones donde se reportan prevalencias del genotipo
silvestre. Para dar una mayor ventaja al genotipo silvestre, se cambiaron los valores de los tiempos de
infección, ya que es posible tener errores experimentales en el trabajo de Lozovsky [28]. En ausencia
del medicamento algunos genotipos tienen más aptitud que el silvestre lo que no concuerda con lo ob-
servado en la naturaleza. Por esta razón hemos decidido cambiar los tiempos de infección en ausencia
del medicamento que se encuentran en la tabla 3-3, por unos valores que le den ventaja al genotipos
silvestre (0000) en ausencia del medicamento.

Los valores descritos en la tabla 5.1 muestran que el genotipo más apto en ausencia del medicamento
es el silvestre. Por esta razón el genotipo silvestre (0000) tiene un tiempo de infección t0000 = 282d́ıas.
Por otro lado, la susceptibilidad al medicamento se ha mantenido igual a la generada en el caṕıtulo
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Figura 5.5: Valores de la función objetivo J por cobertura del medicamento f(t) constante

tres. Finalmente, procedemos a utilizar las poĺıticas de tratamiento constante y periódico.

Al implementar la poĺıtica de tratamientos constantes obtenemos un óptimo cuando f(t) = 1 como
se describe en la figura 5.5. A pesar de obtener un f(t) óptimo similar al caso anterior cabe agregar
que en el caso de condiciones de alta transmisión con una cobertura del f(t) = 0,06 se obtienen
resultados similares en cuanto la prevalencia que con una cobertura de f(t) = 0,45. Los valores de la
función objetivo en alta transmisión son más altos que con el modelo original, sin embargo, el efecto
de las coberturas del medicamento es menor. Por otro lado en condiciones de baja transmisión de la
enfermedad la función objetivo llega a un valor mı́nimo menor y es notorio el efecto de las coberturas.

Al igual que con la utilización de tratamientos constantes, utilizando cobertura periódica se obtiene
un valor de la función objetivo mı́nimo cuando la cobertura es de 365 d́ıas al año como se describe en la
figura 5.6. El comportamiento de la función objetivo muestra que en alta transmisión en coberturas de
15 d́ıas al año los valores de la función objetivo son similares a los que se obtienen con una cobertura de
150 d́ıas al año. Estos resultados sugieren que en este escenario donde la aptitud del genotipo silvestre
es mayor en ausencia de medicamento y por esta razón en alta transmisión el esfuerzo realizado por
un aumento de las coberturas es ineficiente, ya que no disminuyen la prevalencia de la enfermedad de
manera notoria. Por otro lado en condiciones de baja transmisión el uso del medicamento es mucho
más efectivo en la medida que aumenten las coberturas del medicamento.

5.2 Poĺıtica de control óptimo de mı́nima prevalencia considerando el

esfuerzo del control

Al igual que la poĺıtica anterior, el objetivo de control es minimizar la prevalencia de la enfermedad
en la población. Para lograr minimizar la prevalencia, fue necesario utilizar la cobertura del medi-
camneto todos los d́ıas al año. Sin embargo, mantener la cobertura al máximo posible incurre en una
utilización ineficiente del medicamento. Por esta razón, la función objetivo debe involucrar un término
que relacione el esfuerzo de la acción de control.

La función objetivo J está compuesta por dos términos: La prevalencia acumulada y la acción
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Figura 5.6: Valores de la función objetivo J por cobertura del medicamento f(t) periódica anual para
el modelo modificado

de control acumulada. Como se describe en la expresión 5-2, el primer término corresponde a la
prevalencia acumulada y el segundo a la acción de control acumulada, considerando un parámetro
de peso α. El parámetro α corresponde a la importancia dada a minimizar la acción de control
acumulada. Por otro lado, en el primer término se multiplica por el complemento (1−α) que representa
la importancia dada a minimizar la prevalencia acumulada. Al igual que en la poĺıtica de mı́nima
prevalencia se calcula el valor de la función objetivo a T = 20 años.

J = (1 − α)

∫ T

0

16∑

i=1

xi(t)

ch/Nh
dt+ α

∫ T

0

f(t)dt (5.2)

Poĺıtica de cobertura periódica al año

El objetivo de esta poĺıtica es definir la cantidad de d́ıas al año que se utiliza el medicamento. Por
esta razón, la señal de control es periódica cuadrada con un periodo de un año. No obstante, para
definir la cantidad de d́ıas al año que se debe utilizar en medicamento, es necesario definir el valor
de α. Para obtener un conjunto de puntos mı́nimos calculamos la función objetivo J en un intervalo
0 < α < 1 separando cada 0,1 veces α como se describe en la figura 5.7. Los puntos azules representan
los valores mı́nimos de la función objetivo en la que a medida que aumenta α disminuye la ubicación
del punto mı́nimo. Sin embargo, existe una dispersión entre puntos mı́nimos y es necesario considerar
más valores de α. Con un valor de α = 1 la función objetivo depende únicamente del segundo término
de la expresión 5.2 teniendo en cuenta solamente la minimización del esfuerzo y por esta razón el
punto mı́nimo se encuentra en cero d́ıas al aÃ±o.

Poĺıtica de cobertura periódica al año en alta transmisión

Los puntos mńimos ubicados en d́ıas al año en función del valor de α en condiciones de alta transmi-
sión se encuentra en la figura 5.8. Inicialmente, hay un intervalo de puntos mı́nimos que se encuentran
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control en condiciones de alta transmisión α
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Figura 5.8: Puntos mı́nimos de la función objetivo en función del valor de α en condiciones de alta
transmisión

entre 0 < α < 0,14 (149-365 d́ıas al año) lo que considera dar una mayor importancia a la minimiza-
ción de la prevalencia que al esfuerzo. Por otro lado, existe un conjunto de puntos intermedios entre
0,14 < α < 0,28 que se acercan a los 50 d́ıas al año de utilización del medicamento. Finalmente, existe
un conjunto de puntos entre 0,28 < α < 1 que considera dar mayor importancia a la minimización de
esfuerzo.

Los puntos óptimos seleccionados para la poĺıtica en condiciones de alta transmisión son: 149 dás
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Figura 5.9: Comparación entre simulaciones de cobertura de medicamento en condiciones de alta
transmisión: a)50 d́ıas, b)149 d́ıas y c) 365 d́ıas.

al año y 50 d́ıas año. El primer punto de 149 d́ıas al año se tomó ya que es el valor mı́nimo de d́ıas
de utilización de medicamento en este intervalo. El segundo punto de 50 d́ıas al año se consideró por
ser el centro del segundo intervalo en la gráfica 5.8. Adicionalmente, no se incluyó ningún punto del
tercer intervalo ya que se encuentra en una cobertura muy baja del medicamento, lo que minimiza el
esfuerzo pero mantiene la prevalencia alta.

La simulación con 50, 149 y 365 d́ıas al año de cobertura del medicamento se encuentra en la
figura 5.9. Inicialmente en la figura a se aprecia que la utilización del medicamento no disminuye la
prevalencia de manera significativa en ningún momento de la simulación. Por otro lado, en la figura
b se aprecia que el uso del medicamento durante 149 d́ıas al año es muy parecido al comportamiento
dado utilizando el medicamento durante 365 d́ıas al año. Aśı, con 149 d́ıas de tratamiento al año se
reduce el esfuerzo en un 41% y las prevalencias obtenidas son similares a una utilización de cobertura
total en alta transmisión.

Poĺıtica de cobertura periódica al año en baja transmisión

El punto mı́nimo ubicado en d́ıas al año en función del valor de α en condiciones de baja transmisión
se encuentra en la figura 5.10. Existen dos intervalos de puntos mı́nimos que se encuentran entre
0 < α < 0,13 y 0,13 < α < 1. En el primer intervalo, los puntos mı́nimos están entre 122 d́ıas al año
de tratamiento y una cobertura total de 365 d́ıas al año. Por otro lado, en el segundo intervalo se con-
sideró una mayor importancia a la minimización del costo acumulado donde se sugirió una utilización
de 22 d́ıas de medicamento al año.

La simulación con 22, 122 y 365 d́ıas al año de cobertura del medicamento se encuentra en la
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Figura 5.10: Puntos mı́nimos de la función objetivo en función del valor de α en condiciones de baja
transmisión

figura 5.11. En la figura a, a pesar de tener una utilización de 22 d́ıas al año de medicamento se
reduce la prevalencia de la enfermedad a un 20%. Sin embargo, en acumulado aun se considera
una alta prevalencia, aunque se generan genotipos resistentes en mayor tiempo comparado con las
simulaciones b y c. Por otro lado en la figura b, la utilización del medicamento 122 d́ıas al año presenta
un comportamiento similar en cuanto a prevalencias comparado con una utilización de cobertura total
del medicamento (figura c). No obstante, existe una diferencia cercana a los 800 d́ıas (2.19 años) de
emergencia de genotipos resistentes entre las coberturas b y c. De esta manera, la poĺıtica óptima
sugiere una utilización de 122 d́ıas al año del medicamento considerando una reducción notable del
esfuerzo (67%) aunque sin tener la prevalencia mı́nima posible.

5.3 Resumen

En este caṕıtulo se realizó un análisis para determinar la mejor manera de utilizar el tratamiento
con pirimetamina. En la primera sección se consideró únicamente minimizar las prevalencias sin tener
en cuenta el esfuerzo realizado. Como era de esperarse, para minimizar la prevalencia es necesario
utilizar una cobertura total del medicamento a pesar de la generación de genotipos resistentes. Con
las simulaciones realizadas, es mejor esperar la generación de genotipos resistentes a mantener el
genotipo silvestre en unas prevalencias altas. Por otro lado, se sugirieron poĺıticas que incluyen la
minimización del esfuerzo obteniendo una minimización de 41% y 67% con una prevalencia similar
en condiciones de alta y baja transmisión.
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Figura 5.11: Comparación entre simulaciones de cobertura de medicamento en condiciones de baja
transmisión: a)22 d́ıas, b)122 d́ıas y c) 365 d́ıas.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se ha construido un modelo matemático que describe la dinámica de la generación de
resistencia a los medicamentos del parásito Plasmodium falcuparum. El modelo ha sido fundamentado
en modelos epidemiológicos de la malaria y en la revisión de estudios acerca del comportamiento del
parásito cuando es expuesto a la acción de un medicamento. Este modelo está compuesto por un con-
junto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan una población de parásitos por genotipo
teniendo en cuenta la acción de un medicamento.

El modelado fue realizado para poblaciones de parásitos de distintos genotipos en humanos y en
mosquitos. En los humanos, se mide la cantidad de parásitos en la etapa sangúınea y la diferencia en
el comportamiento de cada genotipo es el tiempo de recuperación que tiene el humano portador de la
enfermedad, dadas unas condiciones de aptitud del parásito en ausencia o uso del medicamento. Por
otro lado, en la población de genotipos del parásito en mosquitos se mide la cantidad de esporozóıtos
generados teniendo en cuenta que es posible producir nuevos genotipos del parásito por mutación y
recombinación genética. Finalmente, se simuló el comportamiento de estas poblaciones en condiciones
de alta y baja transmisión de la enfermedad.

Las simulaciones del modelo fueron realizadas en un escenario de utilización de pirimetamina como
tratamiento antimalárico. Los genotipos seleccionados fueron 16 relacionados con cuatro mutaciones
del gen DHFR. En cada una de las simulaciones se consideró una condición inicial de la presencia
única del genotipo silvestre (0000) y bajo varias coberturas del medicamento en la población se gene-
raron genotipos resistentes al medicamento. Los resultados de simulación muestran diferencias entre
los tiempos de aparición y los genotipos generados en alta y baja transmisión. Por otro lado, los resul-
tados muestran que después de la generación de genotipos resistentes, la prevalencia de la enfermedad
vuelve a aumentar después de un periodo en el cual el medicamento es eficaz. Con la utilización del
tratamiento con pirimetamina es imposible eliminar la enfermedad de la población aśı que se hizo
necesario un análisis de otros parámetros que podŕıan ser modificados por otras estrategias de control
de la enfermedad.

Por medio de un análisis de sensibilidad se establecieron algunas conclusiones acerca del impac-
to de algunos parámetros en el modelo aśı como la evaluación de incertidumbre en sus valores. Los
resultados del análisis sugieren que la variación de la probabilidad de transmisión entre mosquitos y
humanos es un parámetro que afecta fuertemente las prevalencias e inclusive su disminución acom-
pañada del tratamiento con medicamentos puede eliminar la enfermedad. Por otro lado, la variación de
los parámetros de mayor incertidumbre como la mutación y la recombinación genética arrojó un rango
de valores probables que pueden ser utilizados para futuros modelos epidemiológicos. Los resultados
sugieren que la recombinación genética y la mutación están ligadas a la diversidad de genotipos, pe-
ro únicamente la mutación afecta de manera significativa la prevalencia de la enfermedad en humanos.

Luego de las simulaciones se estableció una poĺıtica óptima que minimiza las prevalencias de la
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enfermedad. El objetivo de control es obtener la mı́nima prevalencia en 20 años de uso del medi-
camento. Las dos poĺıticas de control utilizadas fueron las de tratamiento constante y tratamiento
periódico anual. La poĺıtica que obtuvo la menor prevalencia acumulada fue la de total cobertura del
medicamento, lo que sugiere que es mejor dejar que los genotipos resistentes se generen a mantener
el genotipo silvestre con unas prevalencias altas. Por otro lado, se diseñó una poĺıtica que incluyo
una minimización de la acción de control, lo que produjo una prevalencia similar a la producida
por una cobertura total en baja y alta transmisión con una reducción del 41% y 67% del esfuerzo,
respectivamente.

6.1 Conclusiones

Las principales conclusiones del trabajo realizado fueron:

• El modelo realizado representa el comportamiento del parásito Plasmodium falciparum y como
genera genotipos resistentes a partir de mutaciones y recombinación genética.

• El modelo matemático construido describe la generación de genotipos resistentes del parásito y
como subsisten dependiendo de los parámetros epidemiológicos.

• El modelo sugirió que la generación de genotipos resistentes del parásito es inminente bajo el uso
del medicamento en la población. Sin embargo, la poĺıtica óptima de utilización del medicamento
sugiere unas altas coberturas del medicamento para minimizar la prevalencia de la enfermedad
y unas coberturas medias para minimizar el esfuerzo simultáneamente.

• El modelo reproduce las prevalencias generadas en condiciones de baja y alta transmisión gene-
rando genotipos resistentes en ambas condiciones.

• Al utilizar un tratamiento con pirimetamina como estrategia de control es claro que no es posible
eliminar la enfermedad de la población. No obstante, el análisis de sensibilidad describió otros
parámetros epidemiológicos que pueden acompañar el tratamiento con este medicamento para
eliminar la enfermedad de una población.

6.2 Aportes originales

En general se han realizado modelos de la malaria que relacionan la generación de resistencia a los
medicamentos. En este modelo en particular, se han evaluado poblaciones de genotipos del parásito
involucrando la generación de cepas resistentes en un modelo matemático de epidemioloǵıa. En forma
individual los aportes más relevantes del trabajo son los siguientes:

• Evaluación de 16 genotipos relacionados con la resistencia a la pirimetamina en un modelo
epidemiológico.

• Formular una herramienta matemática para evaluar el efecto de los tratamientos con medica-
mentos.

• Sugerir que algunos genotipos solo prosperan cuando existe la posibilidad de recombinación
genética.

• Proponer que el uso de tratamiento con medicamentos es más efectivo en condiciones de baja
transmisión de la enfermedad.

• Evidenciar cuáles parámetros epidemiológicos pueden acompañar a un tratamiento con medica-
mento para eliminar la enfermedad de una población.
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6.3 Trabajo futuro

Este modelo se presenta como una herramienta que puede permitir evaluar la introducción de nuevos
medicamentos antimaláricos en una población bajo ciertas condiciones epidemiológicas. No obstante,
es necesario evaluar su uso en un ambiente real y comparar fielmente la dinámica para sintonizar de
una manera más adecuada los parámetros. Por esta razón existe una serie de aportes que se plantean
como trabajo futuro:

• Sintonizar los parámetros con datos históricos de poblaciones de parásitos relacionadas con la
resistencia a los medicamentos.

• Evaluar el comportamiento del modelo utilizando otros medicamentos.

• Generar poĺıticas de control con medicamentos acompañadas con otras estrategias simultánea-
mente.

• Involucrar perturbaciones al modelo como lo son las coberturas realmente efectivas y los efectos
de la migración.

• Considerar el efecto que producen la mutaciones inversas en la generación de cepas resistentes.
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