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Resumen

TITULO: Implicaciones Cosmolégicas del Colapso Gravitacional en Teorias de Gravedad
Modificada f(R) ?

AUTOR: César Daniel Peralta Gonzélez?

Haremos una comparacion entre la dindmica del colapso gravitacional esférico para un universo de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) hasta primer orden en las perturbaciones en el contexto
de relatividad general con el resultado correspondiente obtenido para el colapso gravitacional en el marco
de la teoria de gravedad modificada f(R).

Este trabajo tiene como objetivo la obtencién de un modelo analitico que dé explicacién a las fuentes
de las estructuras a grandes escalas en el universo presentando una aproximacién del modelo de colapso
gravitacional esférico dentro del marco de las teorias de gravedad modificada f(R).

Palabras clave: Colapso Gravitacional, Relatividad General, Teorias de Gravedad Modificada f(R),
Aproximaciéon cuasi-estatica.

1 Tesis de Maestria

2 Observatorio Astronémico Nacional. Director Leonardo CASTANEDA COLORADO
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Abstract

TITLE: Cosmological Implications of Gravitational Collapse in Modified Gravity Theo-
ries f(R) 1

AUTOR: César Daniel Peralta Gonzalez?

We will make a comparison between the dynamics of spherical gravitational collapse for a perturbed
FLRW universe to first order in the context of general relativity, with the corresponding results obtained
for the gravitational collapse under theories of modified gravity f(R).

This work is aimed at obtaining an analytical model of explanation a source of large scale structures
in the universe presenting an approximation of model spherical gravitational collapse under theories of
modified gravity f(R).

Key words: Gravitational Collapse, General Relativity, Modified Gravity Theory f(R), Cuasi-Static
Approximation.

I Master Thesis

2 Observatorio Astronémico Nacional. Director: Leonardo CASTANEDA COLORADO



Introduccion

La teoria de la relatividad general de Einstein se constituye como el paradigma cientifico mas impor-
tante en el ambito de la descripcién gravitacional por sus aportes conceptuales, soportes experimentales
de alta precisién en los diferentes test de evaluacién que la teoria misma ha promovido y, recientemente,
resultados en el ambito de la simulacién computacional que nos presenta un panorama virtual casi indis-
tinguible al ojo humano de las observaciones mas recientes del universo. Al mismo tiempo es, junto con la
mecdanica cuantica, la teoria mas exacta jamas antes estudiada en toda la historia de la ciencia. De igual
modo presenta una descripcién coherente del espacio, tiempo, gravedad y materia a un nivel macroscépico.
Rompe el paradigma Newtoniano en las que presenta al espacio y al tiempo como cantidades absolutas y
las expone como cantidades que hacen parte de la dindmica misma del universo junto con la distribucién
de materia y energia. Evidentemente el primer impacto de esta teoria sucede en cosmologia dado que
las ideas fundamentales sobre las percepciones del universo se iban abriendo a nuevas posibilidades de
exploracién, medicién y modelamiento. Esto motivé al matematico Alexander Friedmann [1, 2], en 1922,
y al astrofisico Georges Lemaitre [3], en 1927, a utilizar la teoria de la relatividad para demostrar que
el universo estaba en movimiento constante y proponer junto con las observaciones en 1929, del astréno-
mo estadounidense Edwin Hubble [1] la teoria del Big Bang [5]. Sin embargo, desde su mismo inicio,
Finstein se pregunté si ésta era la teoria definitiva capaz de describir las interacciones gravitacionales.
Desde entonces comenzo la carrera de verificar y testear la relatividad general. En las tultimas tres déca-
das se empezaron a mostrar fallas fundamentales de la teoria en lo que respecta a la descripcién de los
problemas cosmoldgicos (Problema de planitud, monopolos magnéticos, paredes de dominio, horizonte)
mediante el modelo de Big Bang, para lo cual se derivé un modelo que resuelve estos problemas en un
escenario césmico llamado inflacién [6], y la incapacidad de dar una descripcién cudntica de la gravedad.
Estas razones han dado paso a varias propuestas tedricas para conseguir modelos que puedan reproducir
las interacciones gravitacionales en estos regimenes extremos. Una de las més ttiles presentadas son las
teorias de gravedad extendidas [7, 8, 9], las cuales estdn basadas en las correcciones y ampliaciones a la
teoria de Einstein. Dentro de estas teorias alternativas, se encuentran las que permiten que el Lagrangiano
dependa de una familia de diferentes funciones del escalar de Ricci, conocidas como teorias de gravedad
modificada f(R) [10, 11].

Se encuentran en la literatura varias motivaciones para modificar la relatividad general y queremos
presentar a continuacién tres de ellas [12]. La primera es incorporar completamente el principio de Mach
en la teorfa. Einstein sélo pudo introducir una de las ideas de Mach y a pesar de ello, esta idea admite
una solucién anti-Machaiana, el universo de Godel [13]. De acuerdo con el principio de Mach, el marco
de referencia inercial local estd determinado por el movimiento promedio de los objetos astrondmicos
distantes [11]. Esta caracteristica implica que el acople gravitacional en un punto del espacio-tiempo no
es absoluta, sino que estd determinada por la materia circundante y, asi, se convierte en una funcién



de la ubicacién en el espacio-tiempo, en un campo escalar, es decir, la constante gravitacional cambia
deacuerdo a la época en la que se encuentre el universo. La teoria de Brans-Dicke fue la primera en
plasmar completamente una alternativa a la relatividad general de Einstein dentro del marco de teorias
de gravedad alternativas. Consiguio la variacién del acople gravitacional acoplando un campo escalar no
minimamente a la geometria consiguiendo una implementacién mas adecuada del principio de Mach que
en relatividad general [15].

En segundo lugar tenemos, que las teorias de gravedad extendidas exhiben naturalmente un com-
portamiento inflacionario capaz de sobrellevar las fallas del modelo de Big Bang basado en relatividad
general [10]. Se ha demostrado que, por medio de transformaciones conformes, términos de alto orden en
la curvatura y términos acoplados no minimamente siempre corresponden a gravedad de Einstein més un
campo escalar minimamente acoplado a la curvatura. De esta manera, se puede mostrar que gravedad
f(R) es equivalente no sélo a una teorfa tensor-escalar sino también a una teoria de Einstein acoplada a
un fluido ideal propiedad que es 1itil en escenarios inflacionarios [17].

En tercer lugar, el diagrama de Hubble de supernovas tipo Ia, mostraba evidencia que el universo
estd en una fase de expasién acelerada actualmente [13]. Los modelos que buscan explicar este fenémeno
no se hicieron esperar. La explicacion mas simple, que mejor se ha ajustado a los datos, es el de la
constante cosmoldgica A. Las observaciones sugieren que existe una especie de fluido desconocido de
presién negativa, en la densidad de materia, que domina todo el universo (en un 68 % de acuerdo a su
medicién maés reciente [19]) conocida como energia oscura a la cual se le asocia la expasién acelerada.
Sin embargo, el modelo de constante cosmoldgica falla al explicar por qué el valor inferido es pequeno en
comparacion con el valor tipico predicho por la densidad de energia de vacio en el modelo estiandar de
particulas elementales (en 120 érdenes de magnitud por debajo) lo cual es una catastrofe para la teoria.
Una forma de aproximarnos a este problema es asumir que la aceleracién no esta asociada directamente
al fluido desconocido sino que es una accién neta de la dinamica del espacio-tiempo. Desde este punto de
vista, se intenta modificar las ecuaciones de Einstein desde su geometria para intentar ajustar los datos
reportados sin necesidad de incluir fluidos exdticos en el modelo, es decir, sélo con materia estandar.

En el presente trabajo se estudia el colapso gravitacional en el marco de la teoria de gravedad modi-
ficada f(R) [20]. Este trabajo se divide principalmente en cinco partes. Inicialmente, con los elementos
proporcionados por la relatividad general, se estudian las perturbaciones métricas de primer orden de la
teoria usando un modelo de universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), obteniendose
asi una ecuacién tipo Poisson, la cual gobierna la dindmica del perfil de densidad perturbado. En segundo
lugar, se estudia el colapso gravitacional esférico para un modelo de una regién sobredensa, y se propone
una solucién analitica para un perfil de densidad, usando una descripcién métrica tipo Lemaitre-Tolmann-
Bondi (LTB) [21]. En tercer lugar, se muestra rigurosamente la obtencién de las ecuaciones de campo
generalizadas en f(R) y sus respectivas ecuaciones dindmicas modificadas. En cuarto lugar, se presenta
un anélisis de las ecuaciones de campo generalizadas en f(R) para simetria esférica sin considerar torsién.
Finalmente, llevaremos la formulacién de perturbaciones de primer orden para obtener la ecuacién tipo
Poisson correspondiente en el marco de la teorfa de gravedad modificada f(R).



Capitulo

Universo de FLRW con Gravedad de
Einstein y Fluido Perfecto

En este capitulo se muestran las herramientas matemaéticas principales usadas en el marco de la relati-
vidad general de Einstein para describir la dindmica del espacio-tiempo de un universo cuadridimensional
con contenido de materia sin constante cosmolégica. La relatividad general es la base principal del para-
digma de la cosmologia actual, tanto sus métodos como sus resultados sirven de guia para el estudio de
nuevas teorias emergentes, de modo que estas puedan recuperar o reproducir nuevamente la relatividad
general en los limites adecuados de la teoria, como lo hace la relatividad general con la teoria Newtoniana
a bajas velocidades respecto de la velocidad de la luz.

1.1. Elementos de Relatividad General

Se plantea primordialmente un espacio-tiempo descrito por un par (M, g) donde M es una variedad
cuadridimensional, suave, conectada, orientable y de Hausdorff; g es una métrica Lorentziana sobre M. Se
interpreta g, fisicamente, como la generalizacion del potencial gravitacional. Para una variedad libre de
torsién existe una tnica conexion simétrica ng que es compatible con la métrica g llamada la conexién de
Levi-Civita. De este modo, se interpreta la conexién como la generalizacién de los campos gravitacionales
generados por los potenciales métricos de g [22].

Las ecuaciones de campo de Einstein se pueden obtener a partir de un lagrangiano y el principio
variacional 0Syg = 0 con Syg la accién del campo gravitacional planteada por David Hilbert y Albert
Einstein en 1915 [23]

1
Syp = — [ d'zv/=g'R. (1.1)
2k J,
La accién total incluye también una accién asociada a los campos de materia Sy,

S =Sygr+ Su. (1.2)

Variando la accién total respecto de la métrica g,5 y tomando extremos fijos', se obtienen las ecua-
ciones de campo Einstein [24, 25, 20]

G = 81GT),. (1.3)

1Es decir, las variaciones de la métrica se anulan en la frontera.



Al lado izquierdo tenemos el tensor de Einstein que se encarga de describir la geometria de la variedad.
Este tensor se define mediante expresién

1
Guw = Ry — §R9W' (1.4)

aqui, R,, es denominado tensor de Ricci y R escalar de Ricci responsables de dar cuenta de la
curvatura del espacio-tiempo y siendo R la traza del tensor de Ricci R = Rl = g"” R,,,,. Al lado derecho
encontramos el tensor de energia-momentum 7),,, el cual da cuenta del todo el contenido material del
universo o del contenido que el modelo quiera considerar, de acuerdo a la ecuaciéon de estado que gobierne
dicho contenido. El tensor de energia-momentum estd definido a partir de la langrangiana de materia L,,
de acuerdo a la derivacién funcional
2 0Lpmy/—g 0L

=9 M 4 G, 1.5
V=g 5g;w 5guu g " ( )

Definicién que surge debido a que el tensor de energia momentum requiere que

T =

v, TH =0, (1.6)

es decir, cumpla la ley de conservacién de energia. Por su parte, la derivada covariante del tensor de
Einstein G* es identicamente nula por medio de las identidades de Bianchi contraidas

V,.GM =0, (1.7)

Las ecuaciones (1.6) y (1.7) sugieren que los dos tensores son proporcionales luego se puede escribir
consecuentemente la ecuacién de campo de Einstein (1.3).

El modelo cosmolégico estandar parte del principio de homogeneidad e isotropia del universo a grandes
escalas?, con el fin de satisfacer este principio vamos a usar como modelo de tensor de energfa-momentum
un fluido perfecto. Un fluido perfecto es caracterizado por tres cantidades fisicas: Una cuadrivelocidad
ut = dz# /dT; un campo de densidad propia p; y un campo escalar de presién P. En el limite en el que P
sea nulo, el fluido perfecto se reduce a un modelo de polvo. Esto sugiere que el fluido perfecto sea de la
forma

T = (p + P)utu” + Pg"". (1.8)

Dado que el tensor de fluido perfecto se ajusta a la descripcién de un universo isotrépico y homogéneo,
esta caracteristica global hace que sus componentes sean independientes de las cordenadas espaciales.

Adicionalmente, tomamos la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) a partir de la
misma consideracién de homogeneidad e isotropia. Esta métrica posibilita expandir o contraer el triespacio
por medio de un factor de escala a = a(t) que depende del tiempo césmico; sobre este factor recae la
dindmica de la evoluciéon del universo, métrica que se caracteriza por tener curvatura constante K que
determina tres de los posibles tipos de geometria triespacial de acuerdo a tres posibles valores que se
le asigne K = 1,0,—1 de los cuales se obtiene un universo cerrado, plano o abierto respectivamente.
Ademds, para esta métrica y para el resto del trabajo se toma la signatura (—,+,+,+). De acuerdo a
esto, la métrica adquiere la forma [5]

dr?

2 32 2
ds? = —dt +a(t)<1_Kr2

+r2d6? + r2sin29dgb2), (1.9)

2Escalas mayores que 100 Mpc.



Este tipo de métrica permite solucionar las ecuaciones de campo de Einstein de forma exacta. De igual
modo, podemos calcular las componentes del tensor de Ricci definido a partir de la contraccion del tensor
de Riemann

Ryy = Ry = 0,10, — 0,10, +T0.T), —T0.T),. (1.10)
Donde FZV son los simbolos de Christoffel definidos como
1
F/pw - §gp/\ (g/\u,v + G — GuvA) - (1.11)

La coma indica la derivada parcial respecto de las cordenadas. Con estos elementos encuentramos que las
componentes no nulas del tensor de Ricci son

Ry = 327
a
. . 2
a a K
Ry, = 0, (1.12)

con g;; la parte espacial de la métrica de FLRW. El escalar de Ricci puede ser obtenido mediante la
expresion

R =Rl = g"R,,. (1.13)

De esta manera, las componentes no nulas del tensor de Einstein con indices mixtos, teniendo en
cuenta que g; = di;, son

a a K
2— — — | ;5. 1.14
a + <a> + a?| Y (1.14)

Usamos estas herrramientas para obtener las ecuaciones que gobiernan la dindmica del universo co-
nocidas como ecuaciones de Friedmann y de Raychaudhuri [27]

-\ 2
K
(ﬁ) +— = g p, Ecuacién de Friedmann (1.15)
a a 3
. . 2
a a K . .
25 + (5) + el —8nGP. Ecuacién de Raychauduri (1.16)

A partir de estas ecuaciones podemos encontrar una expresioén para la aceleracién césmica, sustrayendo
la ecuacién (1.15) de la ecuacién (1.16)

i 4
= P). 1.1
- = —37G(p+3P) (1.17)

Para complementar este conjunto de ecuaciones, se obtiene la ecuacién equivalente para la conservacién de
la energia conocida como ecuacién de continuidad, tomando la derivada respecto del tiempo cosmoldgico
de la ecuacién (1.15) y luego remplazando la ecuacién (1.16), en ese resultado resulta

p=—3H(p+ P), (1.18)

donde H es el pardmetro de Hubble definido como H = a/a.



1.2. Conclusiones

La métrica de FLRW y el tensor de fluido perfecto se toman bajo la condicién de homogeneidad e
isotropia del universo, estos elementos permiten solucionar las ecuaciones de campo de Einstein (1.3)
de forma exacta. La dindmica del universo de FLRW estd dominada en su geometria por el factor de
escala a = a(t), y por la ecuacién de estado que gobierne la distribucién de particulas del modelo como
se muestra en las ecuaciones de Friedmann (1.15) y Raychauduri (1.16). Por su parte, la dindmical del
contenido material obedece a la ecuacién de continuidad (1.18).
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Capitulo

Perturbaciones Cosmoldgicas

El estudio de las perturbaciones cosmoldgicas
son motivadas por las estructuras presentes en el
universo a escalas mas pequenas (~ 40 Mpc.) lo
que indica que la distribucién espacial del conte-
nido material en el universo no es uniforme. Un
ejemplo se puede apreciar en el mapa de la radia-
cién césmica de fondo, donde la temperatura de
esta radiacion presenta fluctuaciones del orden de
105K (ver figura 2.1).

El modelo de FLRW es una primera aproxima-
cién en la descripcion de nuestro universo, este se
puede ver como una aproximacién de orden cero,
es decir, como una base (o fondo). Sin embargo,
dado que las observaciones muestran pequenas va-
riaciones, debemos ir a una aproximacién de pri-
mer orden, por esta razén, se hace necesario uti-
lizar la teoria de perturbaciones. En este estudio,
se toma la métrica de FLRW como fondo y sobre
este vamos a imponer perturbaciones de primer
orden con el fin de describir inhomogeneidades

Figura 2.1:

La radiacion cosmica de fondo presenta en promedio
una temperatura de 2.7K con variaciones del orden
de 107° K, estas son variaciones muy pequefias
respecto del valor promedio de la temperatura.
Creditos: Planck - ESA.

que se presentan en las observaciones. Adicionalmente, no se va a considerar la curvatura del universo de
fondo (i.e., K = 0), aunque, al considerar perturbaciones de primer orden, se induce una curvatura local

que se conoce como perturbacién de curvatura.



2.1. Perturbaciones a la Métrica

La métrica definida por el tensor g,,, que describe nuestro universo fisico no es la métrica de FLRW.
Pero g,,, se puede escribir como la métrica de FLRW, denotada por g, esto es, la métrica no perturbada
m4ds una pequeina perturbacioén h,, 128, 29, 30]

G = G + hyw P < G- (2.1)

Recordemos que las componentes de g, son

goo = —1,
goi = O,
gij = a2(t)5ij.

Por otra parte, la inversa de una matriz para este caso viene dada por

MM~ = T,
(M +sMYM™t+6M™Y = T,
I+MSM ' +6MM~ = 1T,
MM~ = —sMM™!,
oM™ = —MlsMMT? (2.2)
Asi
= _guphpagdv7
— _gﬂpg’/ahpa_ (23)

se debe tener en cuenta que h*” no es la inversa (o la parte dos veces contravariante) de hy,, .

2.1.1. Componentes de h*

hOO

~3%°3% hpo = —hoo; (2.4)

= ghoi (2.5)
hlj — _gipgj()'hpo_

'Las cantidades con barras indican cantidades no perturbadas, estas son las mismas que se conocen del modelo esténdar.



2.1.2. Componentes de la Conexion Métrica Perturbada

Si la métrica es perturbada entonces los coeficientes de conexién son también perturbados [28, 29, 30].

I =T +6rh,. (2.7)
Por definicién
1
P/:)\ = §gup [gpl/,)\ + 9pv — guk,p] ) (28)
perturbando obtenemos,
p L e BeY [5 = =
Dl = 2@ ) G+ B+ G+ g~ Br— ).
_ 1 1 ~ ~ ~
= T+ §9up [hovx + hoxw = huxp] + §h”p [Gpvx + Gprw — Gupl - (2.9)

donde el término %h“p [Govx + o — Gur,p) s€ puede rescribir como

%h“” [Govx + Torw — Gorpl = —%é“xhxog"” [Govr + Gorw — Guapl s
= =g oI,
3" hpel)y (2.10)
Luego,
0Ty, = %gup [=2he L5 + Bpur + Bpry — huny) - (2.11)
Dado que las componentes de la conexién no perturbadas diferentes de cero son
Iy = aady; (2.12)
Lo = g%—; (2.13)
o= 0 (2.14)

El dltimo término es cero dado que estamos asumiendo un universo plano K = 0. A partir de la
ecuacion (2.11) obtenemos

1.
0T = —5hoo; (2.15)
a 1
oY = Zhoi — =hoo.i; 2.16
0i o oi — 5 oo, (2.16)
1 .
ory; = 3 [2ad5ijhoo — hoij — hoji + hij] ; (2.17)
. 1 r .
ooy = 22 [tho - hOO,i:| ; (2.18)
Z. 1T 4
oy, = 22 _2ahij + hij + hioj — hojil (2.19)
i 1 )
oy, = 22 [ — 2aahiodjk + hij i + Rk j — hjk,z}; (2.20)
1 1
A f— ..
ory, = [@hu - 5%0} . (2.21)



2.2. Tensor de Ricci Perturbado

El tensor de Ricci definido en la ecuacién (1.10) se puede escribir como un tensor de fondo més su
correspondiente parte perturbada de la siguiente manera [28, 29,

Ry + 0Rue = T3, o + 6T, — Dhon — 0T pon + (T, +0T7,) (T2, +0T%,) — (T, +0T7,) (Th, +0Ty,) (2.22)

Asi, la parte perturbada del tensor de Ricci se escribe como

0Rpus = 01N, o — O p \ + T, 007, + 0T, T, — T}, 0Ty, — oy, T, (2.23)

Tomando la ecuacién (2.23), las componentes del tensor de Ricci perturbado son

1 Ja: 1.
0Rpy = 272V2h00 + §ahoo — ghom
1 [, Q- @’ a
a 1
0Ro;j = —hooj + 5.7 (V2hjo — hio,ji)
a  2a® 171
- <5 + ?> hjo + 5 [ﬁ (hiij — hij,i)} ) (2.25)
1 .9 . 1 ..
5Rjk = _§h00’jk — (2(1 + aa) 5jkh00 — Eaa@-khoo
1 1.
o2 (Vhjr — hikij — hijk + hiiji) — §hjk

52

a . . Qa a
—|—% <hjk - 5jkhii) + g (—thk + 5jkhii) + aéjkhio,i

1/. . a
+5 <hko,j + hj(),k) +o (hko,j + hjok) - (2.26)

2.3. Ecuaciones de Campo de Einstein Perturbadas

Para determinar las perturbaciones de la ecuaciones de campo de Einstein podemos rescribir la ecua-
cién (1.3) de la siguiente manera [5, 29, 30]

R, = —81GS,., (2.27)
donde
1 oo
S/u/ = Ly — 59;11/9 Tpa- (2'28)
La perturbacién al tensor energfa-momentum produce una perturbacién en el tensor fuente S,
Sw = S',W + S0,

_ 1 o o
= T+ 0T =5 (Guw + hyw) (@77 + BP7) (Tpo + 0T

1 — 1 - 1 _
L — gguugf’"Tpa + 6T, — 3 (577 0T po + W T)ps) — ghw (7 Tps) - (2.29)

Il
~
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donde
0T =6 (9" Tpo) = G* 0T o + W Ty (2.30)

Luego

1 1. -
68 = 6T}, — ég,wan — §hWT,\A. (2.31)

Recordemos que hemos modelado el tensor de energia-momentum (1.5) como un fluido perfecto. Tam-
bién usamos las ecuaciones de Einstein no perturbadas para escribir la densidad y la presién de fondo (p
y P respectivamente) en términos del factor de escala de FLRW y sus derivadas

~ 3 [a? _ 3 (24 a2
”‘%(ﬁ)’ P‘%(?*?)' (2:32)

Esto conlleva a que la traza del tensor energia-momentum se escriba como

_ _ 3 (24 a?
A P_5—=
=3 _p_47TG<CL +a2>' (233)

De esta manera, las componentes perturbadas del término fuente son

3 2.. .2
500 = O0Tho + cSTA e < ¢4 %) hoo; (2.34)
3 (2 72
650 = O+ s (—a + %) hoi; (2.35)
a? 3 (20 a?
0Sj = 0T, + 5jk5TA + 3G ( + ;> hi. (2.36)

2.3.1. Componentes de la Ecuaciéon de Einstein Perturbada

Finalmente, escribimos la ecuacién de campo de Einstein (2.27) con su correspondiente parte pertur-
bada [29]

Ry + 6Ry = —87G (S + 6Suw) (2.37)
Retirando el fondo de la ecuacion anterior nos queda
OR,, = —81GOS,. (2.38)

Asi, las componentes de la ecuaciéon de campo de Einstein perturbada son las siguientes

1 1 3a: 1.
—87TG <5T0(] + §5T§\> = @V2h00 + Eah(]o — ghOi,i
a at  a
ok [ a2 (2 )]
at a
{5+ hoo; (2.39)



a 1
—8rGoly; = ahOO,j + %2 (Vzhjo — hio,ji)

+ (%‘ T Z—i) hjo + 5 [é (his — hijv,-)] K (2.40)
—81G <5Tjk - gajkéTAA) = —%hoo,jk — (2a® + aid) &;5hoo — %aaajkhoo
+% (Vhjk = hik,ij — hijik + hii i) — %ﬁjk
+% (hjk — 5jkhii) + Z—z (=2 + d;xhii) + géjkhiov,-
—i—% (ﬁk()’j + izj07k> + % (hio,j + hjok) (2.41)

2.4. FEcuacion de Continuidad

Las componentes del tensor energia-momentum estan sujetas a la condicién de conservacién Tp:, = 0
los cuales a primer orden resultan [5, 28, 29]

T, = T, +ThT)—T)T¢,
= (T +o1)) , + (ng + 6F5A) (Tj + 5T3> —~ (ffw + 5Ffw) (T +0TY),
= T), 40Ty, + T, Ty =Ty, T — T}, 674 — 6T, T4 = 0. (2.42)
Luego
T A A A A
0Ty, = 0T, + Th 6T —T7,0Tf 4 6T\ T — 6T, T = 0. (2.43)

Esto es igual a cero porque la derivada covariante del tensor es cero, lo que implica que la perturbacién
sea, cero.

2.4.1. Componentes Perturbabas de la Ecuacion de Continuidad

Como vemos en la ecuacién (2.43), para calcular las componentes perturbadas de la ecuacién de
continuidad primero debemos obtener las componentes perturbadas del tensor energia-momentum con
indices mixtos [5, 28]

T = g\,
TH 4+ 6TH = (g’“ + h’”) (Tr, + 0T
= §MATAV + gﬂ)\éT)\V + huAT)\V- (244)
Retirando el fondo obtenemos asi
5T# = g“ATAV - E_]upg)\ghpoTAw
= gHA(gT)\V - E_]uphpofgy
= g (6Th — haoTY). (2.45)

12



De la ecuacion (2.43) hagamos v = 0, lo que resulta en

; a a . p+ P a .
OTgg + 0Ty, + 30Ty — —0T; — < % > <_zahii + h> —0. (2.46)

Ahora hagamos v = j

i a . i _ = 1 a

2.5. Conclusiones

La teoria de perturbaciones cosmoldgicas nos permite considerar de forma separada un fondo y un
elemento perturbativo, este en comparacién al fondo es pequeno. De esta manera, se pueden obtener
explicitamente las componentes perturbativas de las cantidades tensoriales involucradas en la ecuacién
de campo de Einstein, y sus ecuaciones dinamicas perturbadas correspondientes, de manera que puedan
ser estudiadas independientemente de las ecuaciones de fondo. En este caso, se tuvo particularmente en
cuenta un universo de fondo con constante de curvatura nula K = 0.

13



Capitulo

Ecuaciones de Campo de Einstein
Perturbadas con Gauge de Newton
Conforme

En este capitulo tomamos los conceptos de la teoria de perturbaciones cosmoldgicas para introducir
perturbaciones de primer orden en la métrica de FLRW elegiendo como factores perturbativos un gauge de
Newton conforme, encontrandose luego, todos los elementos perturbados correspondientes a las ecuaciones
de campo de Einstein. Este se tendra como uno de los escenarios importantes a tener en cuenta dentro
de la propuesta de este estudio.

3.1. Perturbaciones en la Métrica

El gauge de Newton conforme (también conocido como gauge longitudinal) mencionado por Mukhanov
[31] es simplemente un gauge particular usado para perturbaciones métricas escalares. Estas perturbacio-
nes se caracterizan por dos potenciales escalares ¢ y v los cuales aparecen en el elemento de linea como

[32]
ds* = a®(7) [~ (1 + 2¢)d7? + (1 — 2¢)(da® + dy* + dz?)] , (3.1)
cuyas componentes métricas son [31, 32]

goo = —a2(1 +20);  gij = ‘12(1 = 24))6i5;
g0 = —a(1-20); ¢Y =a(1+29)5Y. (3.2)

Donde se considera que los potenciales de Newton ¢ < 1 y 9 < 1, son pequenos comparados con el
potencial de fondo. De esta manera, las cantidades que se obtienen a partir de estas componentes métricas
se van a proximar sélo a primer orden e ignorando términos con érdenes mayores de los potenciales
respectivos ¢ y 1, de modo que se pueden recuperar las ecuaciones de fondo simplemente apagando las
perturbaciones que hemos introducido en la ecuacion en todos los casos que se puedan obtener en adelante.
Los célculos completos se muestran en detalle en el apéndice A

14



3.2. Componentes de la Conexion Métrica Perturbada

Como se habia definido en el capitulo anterior, las conexiones métricas se definen a partir de las
derivadas de las componentes métricas como sigue

1
Fﬁ)\ = §gup [gpu,)\ + 9prv — gl/)\,p] ) (3.3)

Teniendo en cuenta las componentes métricas de (3.2), las componentes no nulas de las conexiones
que se obtienen de alli son [31, 32]

Ty = H+¢

Y, = 0i¢;

I0 = (—¢ +H(1—2¢ —2¢))d;;

Tk, = Ono;

Tt = (H—v)o;

Ih = —(0i0F + 0;96) — Okpdi);

Tk = 3(H—-v);

Iy = —301. (3.4)

Donde, H = %/ es el pardmetro de Hubble y la prima es la derivada respecto del tiempo conforme.

3.3. Componentes del Tensor de Ricci Perturbado

A partir de la definicién del tensor de Ricci

Ry =T%,,—T%,, +T4,I0, - T, (3.5)

pra ~ L paw ot
las componentes no nulas teniendo en cuenta las componentes de las conexiones métricas (3.4) son
[31, 32]
Roo = —3H'+V?¢+3¢" +3H¢ + 3HY';
Ry; = 20;(¢' +Ho);
Rij = (QM* —4¢H? — dpH?: — " + (1 — 2¢ — 20)YH' — H(5¢' + ¢') + V)i + 9,040 — 9,0,
(3.6)

3.4. Escalar de Ricci Perturbado

El escalar de Ricci se obtiene tomando la traza del tensor de Ricci de acuerdo a las componentes (3.6)
de la siguiente forma [31, 32]

R = ¢"Ru =9 Roo+ g"“ Roj + g Ry
= (—a2(1 —2¢))(=3H + V2¢ + 30" + 3H¢' + 3HY)
(a2 (1 + 20)07)(2H? — dgpH? — 4pH? — " + (1 — 29 — 20)H' — H (59 + &) + V)b
—0;0;¢ + 0;0;0)
= 3H — V2 -3¢ —3H — 3HY — 6H ¢ — 12H%¢p — 12H*) 4+ 61> — 30" +3(1 — 2¢ — 2 M’
—3H(5Y + ¢') + 3V 4+ 6H Y + V2h — V2p + 12H1)
= a0 2(6H + 6H? — 60" — 2V2p + 4V3) — 6He — 18HY — 12H¢p — 12H>¢). (3.7)
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3.5. Componentes del Tensor de Einstein Perturbado

Ahora podemos construir el tensor de Einstein de acuerdo a la definicién (1.4) del cual se obtienen las
siguientes componentes [31, 32]

Goo = 2V —6Hy + 3H2.
Goj = 20;(¢' + Ho);
Gij = (—H* = 2H +2H?¢ + 2H* + AH ¢ + M + dHY' + 2HE — V2 + V20 + 20”5,
+0;0;(¢ — ¢)
(3.8)

3.6. Componentes del Tensor Energia-Momentum Perturbado Para un
Modelo de Polvo

El tensor energia-momentum para un modelo de polvo estd definido como
™ = putu”. (3.9)

donde u* es la velocidad comovil del sistema

dxH
ut =2 (3.10)
drp,

donde 7, es el tiempo propio. De aqui se obtiene que la componente 0 — 0 es

dx® da®
T = — = 11
p(x7 T) dTp dTp (3 )
donde % se obtiene tomando la definicién de tiempo propio
ds® = —c?dr; = —a*(7) [(1+2¢)dr]
cdr, a(m) [(1 + 2¢)]Y? dr
a(t) [(1+ ¢)] dr. (3.12)
Luego (tomando ¢ = 1),
dr_ 11
dr, — a(r) (1+¢)
1
~ ——(1—9). 3.13
1o (313)
De modo que
0 0
do” _ v dr (3.14)

P
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aZ(r) aZ(r) (1 —29). (3.15)
De esta manera
T =T = g™ = )1+ 200257 (1 20)
—p(1+2¢)(1 —2¢)
~ —p. (3.16)

La componente 0 — j del tensor de momentum-energia es igual a cero porque no hay disipacién de
energia en este primer orden de aproximacién.

3.7. Ecuacién de Campo Perturbada y Modelo de Polvo

Teniendo todas las componentes calculadas de la ecuacién de campo de primer orden, procedemos a
retirar el fondo y quedarnos sélo con las perturbaciones netas, asi la ecuacién de campo de Einstein sin
el fondo se escribe asi

0G = 8mGIT), (3.17)
De la componente 0 — 0 de esta ecuacion obtenemos

5G00 = 87TG5T00
2VZ3) — 6Hy' = 8nGa’(5p + 2pd)
V2 = 3HY +4nGa*5p + 8nGa’po. (3.18)

De la componente 0 — j, para este caso en particular, obtenemos una condicién sobre el potencial 1)/
en el tiempo conforme

6Go; = 8mGOTy; =0
20;(¢' +He) = 0
'+ Ho 0
Vo= —Ho. (3.19)

La condicién ¢ — H¢ = 0 es satisfecha mediante la escogencia de velocidades peculiares pequenas
comparadas con la velocidad de la luz.
Tomando la condicién (3.19) y remplazandola en (3.18) tenemos

V2 = —3H%¢ + 41Ga®5p + 87Ga® po. (3.20)

Teniendo encuenta que la ecuaciéon de Friedmann a orden cero en el tiempo conforme es

_ 87TG a2

2
" 3

2 (3.21)
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la remplazamos en la ecuacién (3.20) y obtenemos finalmente la componente 0 — 0 de la ecuacién de

V23 = i%%é@/qw 4nGa’p + 8xGa*pp

V) = dnGa*Sp. (3.22)

campo de Einstein

La ecuacién (3.22) es andloga a la ecuacién de Poisson en gravedad de Newton, cuya solucién en
cordenadas coméviles es
/
p(a’,7)
|z — ']

Y(x,7) = —4nGa(r)? a3, (3.23)

La ecuacién de movimiento para particulas de materia oscura en tiempo conforme es

d?x,. dx,
o TR0

La relacién entre ¢ y ¢ estd dada por la ecuacién de campo (3.19).
Asi mismo, la componente ¢ — j de la ecuacién (3.17) da

= —Vyxo (3.24)

5Gij
[2H? (6 + ) + 4H (6 + ) + 2H(20" + ¢') + V(6 — ) + 20] 05 + DiD; (¥ — ¢) =
por la condicién (3.19) se tiene
[2H2( 4 ) + AH (& + ) + 2H(~2HO + #) + V36 — ) + 2= W) — H)] 8y + 00 (6 — ) = 0
[2H?(¢ — ) + 2H' (20 +¢) + V(¢ — ¥)] 6 + 0i0;( — ¢) = 0
(3.25)

Por otro lado, la ecuacién de Raychaudhuri para un modelo de polvo en tiempo conforme tiene la
forma

a’ a 2
2— + <—> = 0. (3.26)

" I\ 2

a a
" o= —— (=

a a

" I\ 2
on = 2% A2 —3<5>
a a

oH = 3H>. (3.27)
Asi, remplazando la condicién (3.27) en la ecuacién (3.25) obtenemos

[217(¢ — ) — 3H'(2¢ + ) + V(¢ — ¥)] 65 + 0:0;(1p — ¢) 0
[V2(¢ — 1) — H* (4 + 59)] 6ij + 0;0;(p — ¢) = 0. (3.28)

La discusion de céomo las irregularidades del comportamiento en la distribucién de materia en un
universo en expasién es enormemente simplificada por el hecho de que una aproximacién limitada de
la relatividad general, la mecdanica Newtoniana, aplica en una regién muy pequena comparada al radio
de la longitud de Hubble dy (cH~!) (y grande comparada al radio de Schwarzchild de cualquier objeto
colapsado). El resto del universo puede afectar la regién sélo a través de fuerzas de mareas [33].

Esto nos lleva a la condicién

18



3.8. Conclusiones

Al retirar el fondo y analizar solamente la parte neta perturbada de las ecuaciones de campo de
Einstein de primer orden, obtuvimos que sus componentes se presentan en forma de ecuacién tipo Poisson.
Es importante destacar que se van a seguir estos procedimientos en el capitulo 8 para encontrar las
ecuaciones analogas en estas mismas condiciones dentro del marco de la teoria de gravedad modificada
f(R). Los resultados presentados aqui serviran de referencia cuando tengamos que reducir el resultado de
la teoria extendida.
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Capitulo

Colapso Gravitacional Esférico con
Gravedad de Einstein

La formacién de estructuras en el universo se estudia desde el punto de vista del colapso gravitacional,
donde, regiones con densidad local §, conocida como densidad de contraste, comienzan una evolucién
diferente a la del fondo p,. Se espera que la gravedad local de estas regiones detengan progresivamente su
expansién y eventualmente colapsen.

En este capitulo estudiaremos un caso particular a la ecuacién (3.23) para una regién esféricamente
simétrica en el régimen tanto para el regimen lineal (lineal en las perturbaciones métricas y no lineales en
las cantidades ) y no lineal de la teorfa del colapso gravitacional desde el marco de la relatividad general
para el modelo de polvo. Se exponen las condiciones de evolucién de un perfil de densidad sobredensa,
teniendo en cuenta aspectos como el tiempo de evolucién y el proceso de virializacion posterior al colapso.
Finalmente, un caso particular en relatividad general, usando una métrica tipo Lemaitre-Tolmann-Bondi
(LTB) en el que se incluyen las perturbaciones en la métrica, y del cual se puede obtener una solucién
analitica completa. Los resultados obtenidos son comparables con las ecuaciones que se plantean en el
régimen no lineal de la teoria. Presentaremos un perfil de densidad de masa al proponer una solucién a
las ecuaciones de campo resultantes para este este tipo de métrica.

4.1. Modelo de una Region Sobredensa Esféricamente Simétrica

Consideremos la densidad de contraste d(x,t;) en el universo para un tiempo ;.

p(z,ti) — po(ti)
po(ti)

Definida como las fluctuaciones relativas en la densidad de masa, donde p; es la densidad de masa del
universo de fondo. La densidad de contraste dard cuenta de las regiones sobredensas (6 > 0) y subdensas
(6 < 0) del universo. Se espera que las regiones que sean significativamente sobredensas colapsaran vy,
eventualmente, formen estructuras. En estas regiones sobredensas, la auto-gravedad de la concentracion
de masa local actuara en contra de la expasion del universo; e.i., esta region se expande progresivamente
a una rata de expansién mads lenta comparada con la del fondo. Este proceso incrementa la densidad de
contraste entre la region y el universo de fondo y - consecuentemente - hard que el potencial gravitacional
de la concentracién de masa local, en esa regién, sea cada vez mas dominante. Eventualmente la region
colapsara bajo su propia gravedad y formard una extructura. El proceso anterior dependera de la densidad

5(x,t;) = (4.1)
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inicial del perfil. El modelo més simple que podemos estudiar analiticamente se basa en la suposicién que
la regién sobredensa es esféricamente simétrica . Supongamos entonces que la region de interés tiene una
distribucién de densidad inicial [34]

p(rvti) = pb—|—5,0(7",ti),
= a1t 5. (12)

donde 9;(r) = d(r,t;) es la densidad inicial de contraste. Para este caso consideremos A\ < dp, luego
el radio R de la regién serd R < dp.

En el limite Newtoniano, es conveniente usar la cordenada radial r = a(t)|x| donde x es la cordenada
comévil. La dindmica de la regién sobredensa estéd determinada por el potencial gravitacional [31]

(btotal (T7 t) = (bb(?‘, t) + 5¢(T7 t)7
RN
= 3 (a) + 6(r, 1),

2nG
= 28 o 100, 1). (43)
Donde ¢y, es el potencial Newtoniano de fondo de la métrica de Friedmann y d¢(r,t) es el potencial
generado por la densidad dp(r,t). El movimiento de un cascarén de particulas ubicado a una distancia r
(donde 7 es la cordenada Euleriana definida como r = ax y x como cordenada comévil) estd gobernada
por la ecuacién

d*r
W = —Voriotal
= O (5)
GM,  GSM(r,t
= 3 - 7‘3( )r. (4.4)

Rescribiendo el segundo término de (4.4), tomando en cuenta que para una distribucién de densidad
simétrica la fuerza gravitacional sélo depende de la masa M contenida en el cascarén tomando [34]

M, = gﬂpb(t)r?’ = %ﬂpb(t)a?’x?’ = Const. (4.5)
6M(r,t) = 4m / Sp(q, t)q*dq = 4mpy(t) / ¢*6(q, t)dq. (4.6)
0 0

Para simplificar el analisis del problema asumiremos que los cascarones esféricos no se cruzan unos
con otros durante su evolucién. Esto es, si identificamos los cascarones con los nimeros 1, 2, 3, ... etc, con
los radios 11 < 19 < T3 < ... etc. Entonces se asume que la evolucién preservara el orden. En tal caso, la
masa contenida dentro de la esfera de radio r no cambia con el tiempo: §M (r,t) = 6M(r,t;) = constante.
Ahora podemos combinar los dos términos en la ecuacién (4.4) para escribir [31]

d*r GM
@ (1)
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donde

M= p, <§m~§”> (1435, 6 = ( ) /0 " 5 (r)dmr2dr, (4.8)

Aqui 7; es el radio inicial de la esfera con masa M y §; es el valor promedio de § dentro de 7; en el tiempo
t;. Calculamos a continuacion la primera integral de (4.7) y para ello la rescribimos de la forma

3
4777“?

y' +ey =0 (4.9)
tomemos
Ply) = o
g dPL) _dPdy
dx dy dx
dpP ,
= — 4.1
e (4.10)
Dado que 3’ = P(y) entonces
dpP
"=—P 4.11
V= (4.11)
Luego, la ecuacién (4.9) se convierte en
P, _ _c
dy y?
d
/ pip = —c |
Y
1 c
~P*+FE = - 4.12
sPE = - (112)
como P = g’ remplazando se obtiene
1, .2 c
- E=- 4.1
s W) +E=1 (4.13)
o
1(dr\> GM
- =] - =F. 4.14
2 <dt> r (4.14)

Donde F es una constante de integracién. El signo de E determinara si dada una masa del cascarén,
éste se expandird por siempre o se desacople de la expansién y colapse. Si E > 0 de (4.14) se observa
que 72 nunca serd cero y el cascarén se expande por siempre. Por otra parte, si £ < 0 entonces, r se
incrementa con 7, eventualmente llegara a cero y mas tarde negativo, lo que implica una contraccién y
colapso [34]. Esta condicién para el colapso se puede rescribir como sigue:

Para un tiempo t; supongamos que las velocidades peculiares v; son despreciables, luego, 7; = (a/a)r; =
H(t;)r; = H;r;, y la energia cinética serd [3]

2 22
K; = (%) - 22” (4.15)
t=t;




La energia potencial en t = t; es U = —|U| donde
GM 4 - 1 - -
t=t;

donde Q; = (pp/pc) es el valor inicial del pardmetro de densidad € del universo de fondo. La energia
total del cascarén es, por lo tanto,

E=K; - KQ(1+6) =K% —1+5). (4.17)
Asi, la condicién E < 0 para que el cascarén colapse llega a ser (1 + §;) > Q Lo
& > [ —1]. (4.18)

Si el universo es cerrado o plano (con Qi_l < 1), esta condicién se satisface para cualquier regién
sobredensa con § > 0. En este caso las regiones sobredensas siempre colapsaran. Para un universo abierto
con {) < 1, la sobredensidad tiene que estar por encima del valor critico para que el colapso pueda ocurrir
[34].

Consideremos ahora un cascarén con E < 0, que se expande a un radio maximo 7, y entonces colapsa.
Encontremos una expresién para este radio maximo r,,. En el instante de expansion maxima, = 0 y una
expresion para el radio maximo r,, es

_GM

m
G A4 -

= —pr(gﬂri‘g)(l"‘éi)

E =

o, 4 - 2H?
= —EGPbgﬂri(l‘F‘Si)*m

= —Lori(1+4) (4.19)

T'm

Igualando esta expresion para E con la ecuacién (4.17), obtenemos

—<:—> KQ(1+38) = K[ —(1+35)]
T'm N (1+52)
o s — (1) (4:20)

(2

Evidentemente, r,, > r; si; 2 (Q;l—l); los cascarones que sean ligeramente sobredensos, comparados
con el valor critico (QZ-_1 — 1), se expandirdan mucho més y pueden tomar un tiempo mayor para colapsar

[34]-
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4.2. Evoluciéon de la Densidad de Contraste

El tiempo de evolucién puede ser encontrado integrando las ecuaciones de movimiento. La solucién a
la ecuacién (4.14), para E < 0, estd dada por [31]

1 /dr\*> GM

para E < 0, podemos rescrirla como

dr (2(GM - Er)>1/2
il 4 (2 2 :
dt r

. 1/2
=t = (2(GM—Er)> N

1/2
,
= L — d
<2E(—GEM —7")) "

) 1/2
- \/ﬁ(_ﬂ) dr, (4.22)

La ecuacién diferencial anterior, de variables separables, se puede integrar tomando el siguiente cambio
de variable

GM

r = 5g ——(1 — cosb)
GM
dr = ﬁsenﬁdﬁ. (4.23)

Sustituyendo en la ecuacién diferencial (4.22) obtenemos

/2
1 EH (1 — cos) GM
+dt = 0do,
V2E' (w——(l—cos@) or "

GM (1 — cost) 2
= 33 | 1 senfdo,
(2F) 5(1 + cos0)

~ GM  [(1—cosh)?
 (2E)32 \ (1 — cos?0

/j:dt = /(;;])\f/ (1 — cosh)db,

GM

1/2
] > senfdb,

Entonces, la solucién en forma paramétrica es

GM
r = ﬁ(l — COSH)
GM
= +—(0— . 4.2
t (2E)3/2( senf) (4.25)
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Ahora, sea

A= (;—A; (4.26)
y
GM
B = Gp (4.27)

De (4.26) se obtiene 2F = %, remplazando esta relacién en (4.27) obtenemos

GM
(GM/A)3/2
— A3/2(GM)—1/2
B(GM)'? = A%
A = GMB?. (4.28)

B =

En resumen [34],
r=A(l — cosf), t+ T = B(0 — senf), A*> = GMB?, (4.29)

donde A y B son constantes relacionadas como se muestra en (4.29). El pardmetro 6 aumenta con
el aumento de t, mientras r aumenta hasta un maximo valor antes de disminuir a cero. La constante T'
nos permite establecer la condicién inicial para ¢t = t;, r = r;. Un cascarén encerrando una masa M e
inicialmente expandiendose con el fondo del universo progresivamente irda mas lento, alcanza un radio
maximo en 6 = 7, se ‘devuelve’ y colapsa. La época del radio méximo se conoce también como la época
de ‘retorno’. En el ‘retorno’, dr/dt =0y r = ry, [31].

Las constantes Ay B pueden ser determinadas usando la ecuacién (4.20). Para 6 = w, r(7) = 1y, = 24;
comparando con (4.20) obtenemos

aoni_ (+0) (4.30)
20— (7" = 1)
Usando la relacién A3 = GM B? y la expresién para M de (4.8) encontramos que B es
3/2
B - A
(GM)1/2
- (B (1+5)"”
2/ (pp(amrd /)P (14 6:) 2 16 — (9 — )32
1+6;

_ - (4.31)

2H, O[5 — (7 — 1)z

El valor de T se puede fijar estableciendo r = r; en t = t;. Como ejemplo consideremos el caso en el cual
el universo de fondo es plano (£2; = 1). Entonces
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ri 14 6; 1 146

A= _ . 4.32
> 5 0 P 572 (4.32)
Para ¢t = t; debemos satifacer las condiciones [34]
ri = 3 < 5, > 1 — cosb;) (4.33)
1 (140
i +T = Y < 577 > (0; — senb;). (4.34)

De la ecuacién (4.33), obtenemos, cosf; = (1 — 6;)(1 + ;) L. Dado que §; es muy pequeiio, podemos
aproximar esta relaciéon como cos; ~ 1 — 26;, obteniendo 9? = 44;. Sustituyendo en (4.34) obtenemos

2
Hi(t; +T) = 5(1 +6;), (4.35)
o, como H;t; = (2/3) para un universo con 2 = 1, H;T = (2/3);. Esto muestra que (T'/t;) = 6; < 1.
Por lo tanto, ignoraremos 1" en lo que sigue.
La ecuacién (4.29), con constantes A y B fijados por (4.30) y (4.31), da la informacién completa acerca

de como cada cascarén de masa evoluciona. Estas ecuaciones pueden ser usadas para trabajar todas las
caracteristicas de una perturbacién esférica [34].

4.3. Perfil de Densidad de Contraste

Dado que M es constante para cada cascarén de masa, la densidad media dentro de un cascarén es

3M
4 A3(1 — cos0)3

p(t) = (3M /4mr3) = (4.36)

En este caso especial en el cual la densidad inicial contenida es homogénea, la densidad promedio calculada
anteriormente es también la densidad actual (El perfil de densidad de una esféra con densidad constante
es a menudo referido como el perfil ‘top-hat’). Para trabajar el tiempo de evolucién de la densidad de
contraste &(r,t), necesitamos saber como evoluciona la densidad del fondo. En el caso més simple de un
universo plano con K = 0, el factor de expansién a(t) y densidad py(t) del fondo estdn dadas por [34]

1

2/3.

(4.37)

Dividiendo la densidad media p(r,t) en la ecuacién (4.36) por la densidad de fondo, obtenemos la
densidad media de contraste

p(r,t) 5 3M 67GB?(0 — senf)?
Db © 4mA3 (1 — cosh)3

(4.38)
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donde hemos usado la relacién entre ¢t y 6 dadas en la ecuacién (4.29) para T' = 0. Dado que A3 =

GM B? se obtiene que
5o 9 (0 — senf)?
T2

(1—cosh)® L (4.39)

La evolucion lineal para el promedio de la densidad de contraste se recupera en el limite para ¢ pequenos.
En este limite, de la relacién (4.29), obtenemos [34]

N Bo3
S
esta aproximacion resulta para la densidad de la ecuacién (4.39) (Tomando la serie del seno y el coseno
a segundo orden) lo siguiente

(4.40)

X
7 N
—
|
>—‘|¢b
ol ©
N—
N
[
+
=R
N—
|
—

0 6% o0t
= - — 4 _
10 * 4 40
_ (o) 2
B 4 10/ 40
6, 0
BT
3 )2
~ —0°. 4.41
20(9 ( )
Asi que
=3 6\
=—| = . 4.42
- (5) (42
Para un universo plano con Q; =1y H; = 2/(3t;) en (4.31) tenemos
3 i -
B=1on+5). (4.43)

Usando este valor de B en la ecuacién (4.42) encontramos, a primer orden
3 /423
0==0; | — x a(t). (4.44)
5 t;
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Esta es la ley apropiada para el crecimiento (6 o 2/ 3) para los modos puramente crecientes en el
régimen lineal si la velocidad peculiar es cero. Para el modelo ©; = 1, A y B estdn dados por (4.32).
Asumiendo que §; es pequeiio comparado con la unidad y tomando solamente los términos a primer orden
de 6; en Ay B, resulta [34]

T 3t;
2%, B~ 45?/2. (4.45)

Es conveniente usar otras dos variables = y 8y en lugar de 7; v §;, donde la cantidad z es el radio
comévil: = ri[a(ty)/a(t;)] correspondiente a ry; el pardmetro &y definido como: &y = [a(to)/a(t;)](38;/5) =
(3/5)d;(1 + z), que es el valor actual de la densidad de contraste como lo predice la teoria lineal si la
densidad de contraste era §; en el corrimiento al rojo z;. De esta manera, en los nuevos términos tenemos
(En adelante se omitir4 la barra sobre &) [34]

Am i Fa 30 (4.46)
20; 2545, 108’ '

3 to 2/3
o o= (7)

, 2/3
by = 4258 (Lo)

a; \ 32
ti =t <—> . (4.47)

Por lo tanto

B ~ —' (4.48)

(4.49)

- <§>3/2 St (4.50)

Poniendo todos los resultados juntos, la evoluciéon de una region sobredensa se puede resumir en la
siguientes ecuaciones [34]

T3 3x
)= —1(1- = 2T a- 451
r(t) 252‘( cosh) 1050( cosh), (4.51)
3t 3\*? 3t
_ 9(0 — senf)?
t) = - 7 4.
p(t) P ST cosh)” (4.53)
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La densidad puede ser expresada en términos del corrimiento al rojo usando la relacién (t/t;)%/? =

(1 + 2)(1+ 2)~!, remplazando esto en la ecuacién (4.52)

AN 51+ %) 5\ /4\*? 8 '
(1+2) = <§> (6 — senf)2/3 - <§> <§> (6 — senf)2/3’ (4.54)
5= Q0= send (4.55)
2(1—cosf)3 ’

Dada una densidad de contraste inicial en z;, estas ecuaciones definen (implicitamente) la funcién
d(z) para z > z;. La ecuacién (4.54) define 6 en terminos de z (implicitamente); la ecuacién (4.55) da la

densidad de contraste para un 6(z). Por comparacién note que la evolucién lineal [29] da la densidad de
contraste dy, donde [31]
PL 36;(1+2) 3 (3\** 2/3
op=—-1l=—-——7-—"=—-|- 0 — senf)=/>. 4.
L= 5 132z s\a) (O—send) (4.56)

Podemos estimar la precisién de la teoria lineal comparando 6(z) y 07(z). Para empezar, para z > 1,
tenemos 6 < 1 obtenemos 6(z) ~ 6,(z). Cuando = 7/2, 65, = (3/5)(3/4)%/3(7/2—1)?/3 = 0,341 mientras
que § = (9/2)(7/2 — 1)? — 1 = 0,466; asf que la densidad de contraste actual es cerca del 40 % més alta.
Cuando 0 = (27/3), 1, = 0,568 y 6 = 1,01 =~ 1. Si interpretamos 6 = 1 como un punto de transicién a no
linelidad, entonces una transicién ocurre para 6 = 27/3, 0;, = 0,57. De la ecuacién (4.54), vemos que esto
ocurre para un corrimiento al rojo (1 + z,;) = 1,060;(1 + z;) = dp/0,57. El siguiente estado importante
ocurre para § = w cuando la regién esférica alcanza el radio maximo de expansién. De nuestras ecuaciones
encontramos que el corrimiento al rojo z,,, el radio maximo del casacarén r,, y la densidad de contraste
promedio ¢, para la época de retorno son [34]

52’(1 + ZZ') 5 do do
1 m = == =0, 1 )0 = — ~ s 4.
Wtzm) = Shgmes = 09T+ 200 = 350 ~ 16 (4.57)
3x
m - bl 4
r 550 (4.58)
p = 972
—|=14+6,, = — =5,6. 4.
<pb> + 16 5,6 (4.59)

La primera ecuacién nos da el corrimiento al rojo del retorno para una regién, paramatrizada por
la densidad lineal de contraste dy en la época actual. Si, por ejemplo, §; ~ 1073 para z; ~ 10%, tales
perturbaciones podrian tener una época de retorno para (1 + z,,) ~ 5,7 o cuando z,, ~ 4,7. La segunda
ecuacién da un radio maximo alcanzado por la perturbacién. La tercera ecuacién muestra que la region
bajo consideracion estd cerca a las 6 veces mas densa que la del universo de fondo, en la época de retorno.
Esto corresponde a una densidad de contraste de d,, =~ 4,6 lo cual estd definitivamente en el régimen no
lineal. La evolucién lineal da §;, = 1,063 en 6 = .
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0=2m/3 0=m 9=|27'C

A Lineal No Lineal

Retorno

Densidad

a—3

QAnolineal 8maéximo acolapso

Factor de escala a(t) -

Figura 4.1: La figura muestra la evolucion del la densidad con el factor de escala para el caso de la
aproximaciion lineal y el caso del perfil top hat. Inicialmente se muestra como las curvas se van alejando
en el régimen lineal, la densidad alcanza un valor minimo, vuelve a tomar algunos valores anteriores y se
estabiliza.

4.4. Proceso de Virializacion

Una vez que la regién esférica retorna, esta se continuard contrayendo. La ecuacién (4.51) sugiere que
en 0§ = 27 toda la masa colapsard en un punto. Sin embargo, antes que esto suceda, la aproximacion en la
que la materia es un cascarén esférico con velocidades aleatorias de las particulas pequenas, se terminaré.
Las componentes de la densidad sin colisién, como la materia oscura, alcanzaran un equilibrio virial por
un proceso conocido como ‘relajacién violenta’.

Las érbitas que deberian seguir las particulas durante la evolucién del sistema, bajo el supuesto de
que la masa se distribuye de manera suave en el espacio, se modifica. Este fenémeno recibe el nombre
de relajacién. El tiempo que le lleva a un sistema relajarse recibe el nombre de tiempo de relajacién
tr. Durante el colapso habran fluctuaciones muy grandes en el potencial gravitacional, en una escala de
tiempo del orden del tiempo de colapso de caida libre, tiempo que se puede obtener de la ecuacién (4.37)

[34]
teol (Gp)_1/2' (460)

Dado que el potencial estd cambiando con el tiempo, las particulas individuales no siguen érbitas que
conserven la energia. El cambio en la energia de una particula depende de una forma compleja de su
posicién inicial y velocidad, asi que, un potencial variando en el tiempo puede proveer un mecanismo de
relajacién para las particulas que operan en una escala de tiempo t.,, que es pequena comparada con
el tiempo de relajacién tr. Cuando el sistema se estabiliza como un todo se dice que la estructura se
virializa.
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El anterior proceso relajard las componentes que no colisionen (materia oscura) a una configuracién con
radio 7, velocidad de dispersion v y densidad p.o;. Tal sistema virializado puede ser usado para modelar
las estructuras que vemos en el universo. Estimaremos ahora los pardmetros fisicos de tal sistema.

Después de la virializacién del cascarén colapsado, la energia potencial U y la energia cinética estaran
relacionadas por |U| = 2K asi que la energia total E,y = U + K = —K. Para t = t,, toda la energia
estaba en forma de energia potencial. La energia potencial para un sistema de particulas se describe a
través del tensor de energia potencial de Chandrasekhar

0P
Ujk, = — /P(X)ﬂfja—mdgxy (4.61)

donde la integral es tomada sobre todo el espacio. Para el caso especial de un cuerpo esférico, podemos
encontrar una expresion para U directamente del (4.61) tomando su traza

U=-— / px - VodPx (4.62)

Para un sistema esférico tomando el potencial Newtoniano

4D, GM(r),

Vo = %er = Ter. (463)
Sustituimos esta espresién en (4.62) e integramos
o
U= —47TG/ pM (r)rdr (4.64)
0

consideremos el caso de una distribucién homogénea con radio r = r,, y densidad p. Tenemos que
_ 4 3
M(r) = gmpr® entonces

1 2 Tm
U = —6—7TGp2/ ridr

3 0

_ 16 5, 9 5

= =" Gp“r,),

16, M
15 (3mr3 )2 ™
3GM?

Asf, para un sistema esféricamente simétrico con densidad constante, Fix ~ —3GM? /57 La ‘ve-
locidad virial’ v y el ‘radio virial’ r,;- para la masa colapsando puede ser estimada por la ecuaciones

[34]
U(ryir) = —2K(ryir); E=U+K=U(ry) = %U(Tvir) (4.66)

Luego ry; = %rm dado que U o 7~ 1. Por otro lado,

_Mv2 B _3GM2

K== ot = : (4.67)

5Tm,
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Obtenemos
U= (GGM/5Tm)1/2§ Tvir = 'r'm/2 (4.68)

El tiempo que le toma a la fluctuacién alcanzar el equilibrio virial, t.,, es esencialmente el tiempo
correspondiente a 6 = 2m. De la ecuacién (4.54), encontramos que el corrimiento al rojo para el colapso,

Zeol €8 [34]

5@'(1 + ZZ')

(223 (3/4)31 0,360;(1 + z;) = 0,63(1 + 2m) = : (4.69)

(1 + Zcol) =

La densidad del objeto colapsado puede ser determinado muy facilmente. Dado que 7y = 1, /2, la
densidad promedio del objeto colapsado es p.,; = 8p.,, donde p,, es la densidad del objeto en el retorno.
Ademss, pm ~ 5,6p5(tm) ¥ p(tm) = (14 2m) (1 + 2eot) > po(teor). Combinando estas relaciones, obtenemos

[34]
Peol = 23pm ~ 44,8pb(tm) ~ 170/00(1 + zcol)g- (4'70)

Donde py es la densidad cosmoldgica actual. Este resultado determina p.,; en términos del corrimiento
al rojo de formacién del objeto. Una vez el sistema sa haya virializado, su densidad y tamafio no cambian.
Dado que p, < a3, la densidad de contraste § se incrementa como a® para t > t,;.

Consideremos ahora el colapso de la componente bariénica, para el cual se toman resultados similares,
Durante el colapso, la mezcla gaseosa de hidrogeno y helio producen choques recalentandose a una tempe-
ratura en la cual el balance de presién puede prevenir un colapso mayor. En este periodo la energia térmica
serd comparable a la energia del potencial gravitacional. La temperatura del gas, T, estd relacionada a
la velocidad de dispersién v? por [34]

3pgasTvir /210 = pgasv2/2, (4.71)

donde pyqs s la densidad del gas y p es su peso molécular promedio. Esto da

2
v
Tyir = ’“‘T (4.72)

Es 1til expresar el resultado anterior con los niimeros tipicos para varias cantidades mostradas explici-
tamente. Si la fraccién del peso del He es Y y el gas estd completamente ionizado, entonces,

_ MHNH +MHeNHe  MH < 1+Y

2 \1+0,37Y

= ~ 0,57 4.73
2ng + 3nge 2 ) D (MH, ( )

SiY = 0,25. Aparte de los parametros cosmoldgicos, dos parametros necesitan ser especificados. Estos
pueden ser, la masa M de la regién densa y el corrimiento al rojo de formacion z.,;. Usando los parametros
cosmolégicos

po = 1,88 x1072Qh%gem 3, (4.74)
z = 0,92(Qh) 73 (M/10"Mg)"/*Mpc, (4.75)
to = 0,65 x 10" tyr, (4.76)
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y 0o = 1,686(1 + 201), encontramos
M U3y
Toir = 258(1 4 zeot) " <7> hy 5 “kpce
1012M® )
-1 1/3
= 43450 h0’5M12 kpC,
M V3 1
v o= 100(1 +Zcol)1/2 <W> h / km s
= 43467 “hos ML kpe,

M 2/3
Toir = 2,32 % 105(1 + Zcol) <7> h(2),/E?K

1012M,
= 2,32 x 10°0hg/s M1y K. (4.77)
También note que
teor = to(1 + zeot) ™% (1 + 2m) = 1,59(1 + Zeor.) (4.78)

Estas expresiones usan hg 5, la constante de Hubble en unidades de 50 km s~ 'Mpc~!.; tenemos también
que €2 = 1. Los resultados anteriores pueden ser usados para estimar los parametros tipicos del colapso
de objetos una vez se tenga M y el corrimiento al rojo del colapso. Por ejemplo, si hay objetos con
M = 1012M© (que es la masa de una galaxia tipica) colapsa para un corrimiento al rojo de, digamos
2, entonces se obtiene un 7., = 86kpc, tey ~ 1,2 x 10%r, v ~ 173km/s, Tyir = 7 X 10°K. La densidad
de contraste de la galaxia en el presente seréd (peo/po) = 170(1 + ze0)? ~ 4,6 x 103. Estos valores estén
generalmente de acuerdo con los pardmetros que uno asocia con un halo galactico. La evolucién lineal,
combinada con el modelo de colapso esférico, parece ser capaz de producir estructuras de magnitudes
correctas. El radio virial del contenido bariénico de la galaxia serd mucho mas pequeno porque los bariones
pueden enfriarse por procesos radiativos y de contraccién [34].

El modelo esférico de top-hat puede ser usado para estimar la densidad de contraste no lineal de la
siguiente forma: Empezamos con una densidad de contraste dyp = (3/5)d;(1 + z;). La densidad actual de
contraste, por supuesto, sera mas alta y puede ser calculada como sigue

(1) Sidp < 1,063, entonces podemos encontrar un 6(dp) en el rango 0 < § < 7 invirtiendo la relacién
(4.56)

o = (3/5)(3/4)%3 (0 — send)?/3. (4.79)

La densidad de contraste correcta puede ser ahora obtenida de (4.55) usando este valor de 6(dy).

(2) Sidp > 1,686, entonces nuestro analisis muestra que una estructura deberd ya tener formado para
(1 + zeo1) = (00/1,686) con densidad peo; ~ 170po(1 + 2.01)® = (170/1, 6863),00(53 35,5p003. La
densidad correcta de contraste es, de esta manera, § = (peo1/po) — 1 = 35,5035 —

(3) Para 1,063 < dp < 1,686, el modelo de colapso esférico es una mala aproximacién y no puede ser
usada para hacer predicciones reales. La densidad de contraste actual se incrementa dos ordenes de
magnitud durante este intervalo [34].
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4.5. Descripcion Métrica de una Perturbaciéon en Relatividad General

Una solucion simple en relatividad general que describe la evoluciéon de una inhomogeneidad en el
universo de Friedmann puede ser descrita por una métrica de la forma [34]

2
} + 2°(d6? + sen®0d¢?) (4.80)

2 /
ds® = —dt?* + a*(z,t) [ du {(aa:)

1—Ek(x)x? | a
donde a(z,t) es un ‘factor de escala’ que depende tanto del tiempo cosmolégico como del espacio,
k(x) es una funcién de curvatura que depende del espacio. La métrica puede ser escrita en la forma
anterior siempre que la masa del cascarén para diferentes valores de x no se cruzen; una condicién que
serd satisfecha por la distribucién de densidad p(z,t) el cual decrese monotonamente con z.
Calculemos las ecuaciones de Einstein

goo = —1 (4.81)

goi = gio=0 (4.82)
ar 2

g11 = 1(_ szQ (4.83)

g = d’a’ (4.84)

g3z = a’x’sen®d (4.85)

(4.86)

Los simbolos de Christoffel resultantes no nulos son

(az)'(az)'

0 _
' = 1— ka2 (4.87)
9 = aaz? (4.88)
% = aazx’sen?d (4.89)
b /
rt — (ax) .
01 (aa:)’ (4 90)
1 [2(az)”  (kx?)
L, = = )
1 2| (ax) ~ 1—ka? (4.91)
1 9 ax
1 2y_aT 2
I3; = —(1—kx) -sen”0. (4.93)

34



/
2. — (ax)
12 =
ax
2, = —senfcost
3 a
Tos = —
a
/
P3 _ ((IZE)
13 =
ax
3 cost)
Io3 =
sent

Las componentes del tensor de Ricci que sobreviven son

Ry = — [Ezg/ +2Z] :
Ryp = 0.
(ax)" [(ax)"  (kx?)"  2a(ax)
Ry 1 — ka2 [(aa:)’ + ax(ax)/ + a(ax)/ :| .
a4 a2 z2) alaz)
Ry = (033)2[ +a2 s 25;(&:)13)’ a%ax;’]'
R33 = sen’0Ry.

Asi, el escalar de Ricci resulta
R = ¢"™R, =9"Ro + g" Ri1 + ¢** Rz + g Ra3
- (az) N 2ai + a® + k N (kz*) + 2a(az)
N (az) a? az(ax)

Las componentes del tensor de Einstein son

a?+ k(@ +k)a?)

Goo = a? ax(ax)’
G ~ (ax)" [2ad+ a4k
S a? '
ax /
_ __ar Qi .2 2 ‘
Gao 2az) [(( ai +a” + k)x®) ]
G3s = sen’0Gy.

Por otro lado, de las ecuaciones de movimiento se obtiene

— A
v, = TV, T4 T+ 14,1

puo
v _ v v v v oA
Tp;v - pr o FPVTU + F/\VTP
v _ v v v v A
TO;V - TO,V —tovto + P)\VTO =0.
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(4.102)
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(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)
(4.113)
(4.114)



Lo que para un modelo de polvo resulta
Too = Too+ (Tor + T +T0s) Tp -

p+p (EZg: + 2%) ~ 0. (4.115)

Sabemos también que al sistema no se le estd adicionando masa y se puede obtener de acuerdo al
siguiente célculo

M = / pVh'dz, (4.116)

a?x?send
= ——— | dzd), 4.117
/p (\/1 — kx2 > ( )
4,4

donde, h = detg;; = a*x*sen?d(az)'(1 — kx?)~!. Tomando la derivada temporal de M se tiene

dM x2send d

W VT @ @] ded2 =0 (4.118)
Esto implica que
dorg v
pr [a*(az)'p] =0 (4.119)

por la ecuacién (4.115) de esta manera la cantidad

a?(azx)'p = cte (4.120)
0
az)  C
p(a ) _ = (4.121)

Ahora, las ecuaciones de Einstein determinan el tiempo de evolucién del factor de escala a(x,t) y la
densidad de materia p(z,t) resultan

i@tk (@ k)a?)’ c

=8nGp=— T (4.122)

a? ax(ax)’

Donde C' es una constante. En este caso (4.122) representa dos ecuaciones, una da la evolucién de a
y la otra la de p. Si tanto p, como a y k fueran independientes de z estas ecuaciones se reducen a las
ecuaciones estandar para el universo de Friedmann [34].

Esta generalizacion del universo homogéneo ofrece una considerable intuicién en la forma como se
comporta una sobredensidad esférica. La ecuacién (4.122) muestra que el comporamiento de un cascarén
de masa para un radio x estd completamente especificado por el valor local de la curvatura k. Si para
algin z, k(z) < 0, la masa correpondiente al cascarén se expandird por siempre, mientras que si k(z) > 0,
este alcanzard algtin estado y colapsara.
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La parte temporal de la ecuacién de campo se puede rescribir de la forma

24k (@4 k)

Goy = 4.123
00 a? + ax(ax)’ ( )
_ oloy@yafeafk+ o (ot tha?) o (1120
a’z(azx)’ x
_ a*z*(ax) + ax(d®z?) + ka*(ax) + ax(kz?) .3 (4.125)
(az)?(azx)’ 3
3 £2..3\/ kz3))
_ 3((aa®a®) + (f” %)) (4.126)
((az)?)
3 (ad2a® + aka®)’
_ (et o ) (4.127)
((az)?)
Asi, para el modelo de polvo se obtiene [33]
(ada® + aka®)' = ?,{) [(az)]’ (4.128)
Por otro lado, la componente espacial 1 — 1 de las ecuaciones de campo para el modelo de polvo es
G =2ai+a?> +k=0 (4.129)
La ecuacion (4.129) multiplicada por a da
%(cﬂa +ak) =0, (4.130)
luego
a*a + ak = F(x). (4.131)

Una manera de interpretar esta ecuacién se tiene cuando el segundo sumando toma la siguiente forma
ak = F(z)+G(z,t), dado que, el término a?a debe ser una funcién de (z,t). Remplazando esta expresion
en (4.131) obtenemos

a’a = G(x,1),
da 15 s
@’ =
/a1/2da = /é(x,t)dt
2 .
§a3/2 +C = /G(x,t)dt (4.132)

Asumiendo que la funcién G(z,t) es de variables separables G(z,t) = u(z)v(t) y tomando C = 0
tenemos

ga?’/z = /u(m)v(t)dt

§a3/2 = u(x) / u(t)dt
2/3
a(z,t) = (gu(x)V(t)> (4.133)
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Donde V(t) es la funcién primitiva de v(t). Se observa entonces que a(z,t) tendra esta forma general
bajo esta aproximacion.

La funcién F(z) puede ser ajustada arreglando las cordenadas asignadas z sobre la hipersuperficie
inicial. En particular, si el espacio no estd fuertemente perturbado, podemos hacer F' independiente de =,
asi las ecuaciones (4.128) y (4.131) se convierten en

a’a + ak = A = constante, @cﬂ(ax)’ = A. (4.134)

Una interpretacién geométrica de este modelo se da para el caso k = R™2 > 0y t = cte es representado
por una superficie dos dimensional axialmente simétrica en la figura 4.2 [33].

ax

(ax)'Sx/(1-x3/Rz) /2

(ax)'dx

Figura 4.2: La longitud propia medida para un t fijo se supone medida sobre la hoja. Los dos circulos
abiertos sobre la hoja representan dos puntos en el mismo tiempo y angulos polares para una posiciéon en
la cordenada radial x y z+dz. La distancia perpendicular desde el eje es a(x, t)x, asi que, la circunferencia
del circulo x = cte. es 2wazx.

La distancia radial medida entre dos puntos sobre la superficie es [33]

(az)'dx

or = (1— 22/R2)1/2’

(4.135)

de acuerdo con la distancia propia dada en la ecuacién (4.80), la pendiente de la superficie en la
direccién radial es

cosl = Z—; - %, (4.136)
/
sind = 52(1 (:12)2?;2)1/2 T a- le/Rz)l/r (4.137)
luego,
m = tanf = - (4.138)

R — 22/ %)%

y asi la normal a la superficie intersecta al eje a una distancia aR del eje. Si la curvatura de la hoja es
constante, aR es la curvatura. Si z = R(x), la superficie es vertical y habra un bulbo; si * < R en todas
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partes, el espacio se arrugara ligeramente.
Una medida util de la distancia efectiva r. a un cascarén de masa x del centro es la cantidad

Te = ax (4.139)

La longitud propia de la circunferencia en x es 277, asi que, si R(x) > x, concordard con lo que
normalmente llamamos distancia propia ain si la materia al interior de x sufra un colapso. La aceleracion
gravitacional para 7., para un observador moviendose libremente en x = cte, es

2 A

a’a+a/R*=A, R(z)>z, d*a=A &= - (4.140)

derivando respecto el tiempo obtenemos

a’a = A
2aia+a® = 0
2ia+a> = 0
a2 A a3
_—_ = ——  —
2a 2a a3
Az

ar = _ﬂ' (4141)

a =

Una medida de la masa gravitacional dentro de r. es entonces

M,
F=m;ax = —Lml =
_Ax?’ B Gm; M,

272

M, = —. (4.142)

La rata de cambio de esta masa efectiva con 7. para un t fijo es

OM, Ox OM,

Ore Or. Oz
1 3Az?

Ore
S 2G
3Ax? 9
= =4 4.14
G(ax), Trpre? ( 3)

que es acorde con la expresién usual Newtoniana.
Consideremos ahora la evolucién de una fluctuacién de densidad positiva que sea lo suficientemente

fuerte para hacer que R=2 > 0. La solucién a las ecuaciénes (4.134) es, para R2 [33],
1 2 1 3 .
a= §R A(l —cosn), t= §R A(n — sinn), (4.144)

Solucién que coincide con la solucién paramétrica (4.29) estudiada en la seccién 4.2
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4.5.1. Solucién Analitica Propuesta

La ecuacién (4.129) sugiere que el factor de escala a(x,t) se puede expresar como una funcién de
variables separables a(x,t) = f(t)k(z) debido a la forma explicita de k(x). De modo que rescribiendo el
sistema de ecuaciones

24k (@ + k)2

a? az(ax) ’
8rGpa?(az) = C,
2ai +a*+k = 0 (4.145)

para a(x,t) = f(t)k(x), se obtiene

e (G 1)1@:02)/

= C 4.146
12k * f2kx(kx) ’ ( )
SnGf3k*(kx)p = C, (4.147)
2f+ 241 = 0 (4.148)
Solucionemos la ecuacién (4.148) rescribiendola de la forma
. f2 1
2f + -4+ ==0 4.149
77 (4.149)

ahora, tomando la siguiente sustitucion u(f) = f2 la ecuacién anterior se reduce a una ecuacién
diferencial de primer orden de la forma

1
iz 4.150
77 ( )
Esta ecuacién tiene la forma de la ecuacién de Bernoulli
Y + P(x)y = Q(z)y® (4.151)

para o = 0 cuya solucién general de esta forma es
u(y) = e~/ Pwdy </ Q(y)ef PW)dy gy, 4 C'1> (4.152)

Asi, remplazando para el caso de P(f) = % yQ(f) = —% obtenemos

1
u(f) = 7 </—df+C1>
— ey
_ % _ (4.153)
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= 51
1/2 1/2
7= (F) =5
AR AR
/dt N /<52> <1—Ci2> v
" f
[(&) (155)w

1 1
t+Cy =~ /<@f1/2+ﬂf3/2>df

2 2
3 132 4 1 P yoy (4.154)

t+ Cs

&Q

t

Q

Si tomamos el intervalo del dominio donde primer término domina sobre el segundo resulta

2/3
e <g(t + 04)> (4.155)

Bajo esta aproximacién se obtiene la forma funcional correcta para la evolucién del factor de escala
para la época de materia.
Analicemos la ecuacién (4.146)

jee1 (G4 1)1@952)/

ot PRty = O (4.156)

esta la podemos rescribir de la siguiente forma

f2 1 fz(k23:2)/ (1{7332)/

oL = 4.1
22 T ety T Phathry - O (4.157)
Dado que (k?22) = 2kx(kz)' v (kx?)" = kx + %W la ecuacién anterior se rescribe como
f2 1 21 1 1
Pt Gy tE) T ©
: 2 1
3fP-Cf+= = 0. 4.158
P=Cl+ 5+ Gy (4.158)
Ecuacién que es de la forma: a1 + ag = 0, por lo tanto
o =3f2—Cf? (4.159)
2 1
2=+ (4.160)



Para (4.159) da

f= \/g (a1 +Cr2)"? (4.161)

Utilizando separacion de variables e integrando el resultado es

/ dt = /0 (4.162)

Ve a1>f2)

t= @asinh ( o% f) . (4.163)
f= E sinh <\/§i) . (4.164)

Se observa entonces que en para la funcién f(t) la constante a; debe ser mayor o igual que cero para
que siempre tenga un rango real. Por otro lado, para (4.160) se tiene que

de esta forma

k
[
(k’l‘) N 042143—2
3—0[2]{7
Kr = k 4.1
x <a2k:—2> (4.165)

Haciendo separacién de variables e integrando se obtiene

/dw /dk (”_ko;@ (4.166)

Mak %k —3
() = [ 2 4.1
In(x) — In(z;) /kz R\ @k (4.167)
. 1 a9 1 a9 ' ‘
n(x) = In(z:) = —3 [ln(?) - R+ Qan:] +3 [zn(s — i) + 2ink; (4.168)
Asi,
-1
In(z) = In [kﬁ - %kﬂ ENeNs (4.169)
Entonces
1
2  G2,3]173
r = [3k 2k ]
1
o [02;3]78
v [ 3" ]
1
k= — <i>3x_l. (4.170)
0P



El perfil de densidad lo obtenemos con la ecuacién (4.147)
p = C @GR (k+Ka) ™

Ea\\
= C(8rGf3%K3 <1+?>>

~ C @GR <1—’%>
— C (B3GR (©2)
_ 2C
e (v (y7) (- () )
o7 —apla®

¢ 8mGsinh3 < %t)

(4.171)
Dado que ag = —a se tiene que
5 2..3
p = % 37 (4.172)
87 G sinh? <\ / % t>

Finalmente, tomando a; = C' =1 con C # 0 resulta

2.3

x
(4.173)

) = 87TGSZ'nZ3 <\/gt) .

Esta aproximacién recupera la evolucién de la densidad de fondo para materia en el universo de FLRW
(donde, p o a~3) tomando un valor constante para la cordenada espacial y haciendo una expansién de la
funcién seno hiperbdlico a primer orden. De manera que es un perfil de densidad coherente.

4.6. Conclusiones

El colapso gravitacional sobre una regién esféricamente simétrica en el andlisis del régimen no lineal de
la teoria conllevan a una implicacién cosmolédgica importante sobre el pardmetro de densidad del universo.
La ecuacién (4.18) es la condicién general en el universo para que exista el colapso gravitacional. Si se
tiene un universo cerrado o plano (con Qi_l < 1), de la condicién (4.18) para cualquier regién sobredensa
con 0 > 0 siempre habré colapso. Sin embargo, para un universo abierto con € < 1, la sobredensidad tiene
que estar por encima del valor critico para que el colapso pueda ocurrir. El modelo andlogo en gravedad
f(R) se podra analizar hasta obtener la ecuacién de Poisson modificada que dependerd del modelo f(R)
especifico que se escoja. Para detalles ver el capitulo 8.

La descripciéon métrica tipo LTB en el que esta incluida la perturbacion nos da una aproximacién

analitica para un perfil de densidad en el régimen no lineal. Este perfil de densidad es equivalente a la
evolucién del perfil de densidad para la época de materia en el universo de FLRW.
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Capitulo

Ecuaciones de Campo en Teorias de

Gravedad Modificada f(R)

En este capitulo deduciremos las ecuaciones de campo concernientes a las teorias de gravedad modifica-
daen f(R) a partir de una accién de Hilbert-Einstein en el modelo de teorias métrico-afin. Adicionalmente,
incluiremos un término de frontera Spounq €n la accién tipo el cual anula naturalmente los términos de
frontera que surgen de la primera accion.

5.1. Accién de Hilbert-Einstein en f(R)

La accién general que incluye un término de frontera se puede escribir [35]

R ya—
Smod = Smet + Sbound + Sm = /d4$ < ok J + LM\/ —g> 5 (5'1)

Donde el lagrangiano de la accién de Hilbert-Einstein del cual se deriva la ecuacién de campo de
Einstein se generaliza a

Snet = /Vd% <%>, (5.2)

donde k = 87G es constante. El término de frontera en este marco es [35]

Sbound = 2%{) dgyEMfR(R)K7 (53)

con fr(R) = df(R)/dR. Ademads, Sy, es la accién asociada a los campos de materia.
Tomando el principio variacional con extremos fijos se obtiene [30, 37]

8 mod = / d'z (% o (Z)ﬁ) - M?fg ﬁ)} 596*/3) =0. (5.4)

La primera integral resulta en (se asume en adelante que las variaciones son respecto de la métrica)

et = | g d(FRVT) = 5 [ d'a (VETOH(R) + FRI=D)) (5.5)
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Inicialmente desarrollamos el segundo término de (5.5). Consideremos una matriz cuadrada A = (a;;)

con B = (b) cuya inversa es [35]

. 1 . 1 ..
b = (AT = Z AT 5.6
a( ) peal (5.6)

en donde, a = det(ai;) y A" es el cofactor de a;j. Fijando una fila 4, el producto es
n ..
> ayAY =a, (5.7)
j=1

asi que derivando parcialmente respecto a;; se obtiene,

aii = 92
aaij

(5.8)

Dado que el determinante es una funcional de a;; depende de las cordenadas x?

a=a((a;(z7))), (5.9)
se tiene

da da aaij

ox? aaij o0x° ’

ij 0aij
Ox’

% aaij

= abf e

= A
(5.10)

Aplicando este resultado al determinante de la métrica y recordando que g7 es simétrica se obtiene

Ov9 = 99°°0s908, ©
59 = 99"0gap. (5.11)
De esta manera
SVG) = (-0) ™ (~0)d s,
— %Hgaﬁdgag. (5.12)
Sin embargo, es conveniente dejar la variacién en términos de §¢g®° y para ello se usa el siguiente
resultado [23]
69ap = —Yaugpr09"” . (5.13)
Luego,
i(V-g) = —%ﬁgaﬁgaugguég“”,
= —%ﬁ%gﬁyég’“’,
= _%ﬁgwég‘“’, (5.14)
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Adicionalmente, en esta primera integral de (5.5) obtenemos
6f(R) = fr(R)R, (5.15)

en donde, fr(R) es la derivada de f(R) respecto de R. A continuacién se encuentra la variacién del
escalar de Ricci dR a partir del siguiente calculo

A A
Rb,, = 00, =010, + 17,0, — Plp,/\l“w,
A A A A
SR, = 0,000, —8,0T%, + 6T T, +T% oT), — 609N, — T2 67, (5.16)

Se observa que

i ! i
F/’)V, = 9t O’ 0™ — o2 ot O’ Oy’
! !
ST, = 0,2 0ya”0,a7or%, . (5.17)
La variacién de la conexién métrica transforma como tensor. Por su parte, podemos obtener la variacién

del tensor de Ricci a partir de la identidad de Palatini (R, = V,(I'},,) — V(")) usando las variaciones
de la conexién métrica [36, 37],

VA(T?,) = 0\I%, + 17,017, —T7,0T%, — T9,0I%,,
Vo(0%,) = Vu(0Th,) = 8,010, + 15,65, — )04, — 7,610,
— 6T, —T%,0T0, + 17,008, + 15,010, (5.18)
Luego,
SRy, = O6RL,, =V,(6I7,) — V,(6I0,). (5.19)
Dado que R = ¢g*¢ R,3, entonces
SR = 39*P Rop + 9?6 Ry, (5.20)

remplazando la identidad de Palatini (5.19) se obtiene [36, 37]
6R = 69" Rog+ g (V,(6T7,) = V4(0T2,))
= 09" Rag + Vo (7 (07%a) — 9% (0T%,) ) - (5.21)
donde el término (Un andlisis completo de este resultado se escuentra en el apéndice B) [36, 37],
9P (6T%,) — g (6T2,) = 9w Vadg"” + V0977 (5.22)
Remplazando (5.22) en (5.21)
OR = 86°° Ras + Vs (9°7(0T5,) — g™ (0T%,))

= 69°°Rap + Vo (9 Vodg" + V,5¢77),
= 69°°Rap + ¢"' VoV, — V4V40977,
= 69"’ Rop + 9,009 — Vo V5g°°. (5.23)
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Remplazando los resutados (5.14) y (5.23) en (5.5) se obtiene [30, 37]
5t = % T | da (r(RV=g + V=g (R)SF)
— _Z — B
= % ( f( IW=99""0gap
N (5gaﬁRaa + /009 = VaV309°7) ),

1 1
= o AV (£r(R) (89 Rap + 9./009°7 = VaV509™7 ) = S f(R)gasdg™ ). (5.24)

2k

Consideremos las siguientes integrales [30, 37]
/ d'2v/=g fr(R)gasD8g"”
/ d*z/ =g frR(R)V oV 569°.

(5.25)

(5.26)

Escribamos estas integrales de una forma diferente realizando la integracién por partes. Para esto

definimos las siguientes cantidades

M, = fr(R)gasV+(69"%) = 69°° 90sV+(fr(R)),
N = fr(R)V,(fr(R)).

Tomando la derivada covariante para M,

VM, = V7 (fa(R)asV-(00"")) — V7 (59005 V- (fr(R))) |

= V' (fr(R))9asV(09"") + fr(R)gapD(0g™")
—V7(69°?)gapV+(fr(R)) — 69°° gusO(fr(R)),
= fr(R)gapD(59°%) — 69°P gapsO(fr(R)).

Integrando (5.29)
[dtav=avris, = [ day=g raR)gs005)
- [t g ().
Por el teorema de Gauss-Stokes la parte izquierda de (5.30) se escribe
eI M, = [ doy=ga(Ras0E™)
—/yd4x5gaﬁgaﬁlj(fR(R))y

Esto se puede expresar como

/ 2/ G fr(R)gas0(397) = / d*259°% g50(fr(R))

v

+]{ d3yer/|h|'n™ M.
v
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Igualmente para N¢

VeN7 = Vo(fa(R)\V1(3977)) = Vo (59°7V(fr(R))),

Vo (fr(R)) V4(6977) + fr(R)V4V~(5g77)
~Vo(697")VA(fr(R)) — 697" VoV ((fr(R)),
= fr(R)VoV3(397%) = 69°° VoV s(fr(R)). (5.33)

integrando (5.33)
[ dav=avaNe = [ dav=g alR)V,V607)
~ [ =G V() (5.34)

Por el teorema de Gauss-Stokes, la parte izquierda de (5.34) se escribe

d3ye/|h|neN° = /d4:n\/—g5gaﬁvovﬁ(fR(R))

ov
- [ dov=G IRV V(607 (5.35)
Luego
/V o= Fr(R)VoV5(59°7) = / A/ =G50V oV 5(fr(R))
- ) d3ye\/|h| ne N°. (5.36)
Asi, !

6Smet = %/d% —g (fR(R)RaB + 9apOfR(R) — VoV fr(R )——f( )%5) op

+ ¢ dyer/h|n" M, —I—jG{ d3yer/|h| neN°. (5.37)
v v

5.2. Evaluacion de los Términos de Frontera en el Formalismo Métrico
f(R)

A continuacién presentaremos la contribucién en la frontera de (5.37) y mostraremos que este término
se cancela con las variaciones de la accién Spound-

En primer lugar es conveniente expresar las cantidades M, y N7 en funcién de las variaciones 0gqg.
Usando los resultados (5.11) en (5.27) y (5.28) tenemos [36, 37]

MT = _fR(R)gaBVT(agaB)+ga659(15v7(fR(R))7 (538)
N = —fr(R)g"g""Vy(69m) + 979" 09, V~(frR(R)) (5.39)

Para evaluar estas cantidades en la frontera usamos el hecho dg,4/5, = 5g°P lo = 0, de modo que los
unicos términos no nulos son las derivadas de dg,s en las derivadas covariantes.

MT|8V = _fR(R)gaﬁvT(égaB)v (540)
N%o, = —fr(R)g" 9"V (0gu)- (5.41)
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Calculamos ahora los términos n”M:|s, y nsN7|a, en las integrales sobre la frontera de (5.37)

N Mg, = —fr(R)n™(en“n” + haﬁ)&(égag),
= —fr(R)nTh* 0, (5gagp), (5.42)
donde hemos renombrado el indice mudo 7. A su vez
nelN%la, = —fr(R)n(ennt 4+ h7H)(en"n” + A7)0 (09w ),
= —fr(R)n*(en"n” + h7")05 (69w ),
= —fr(BR)n*h7 0, (09w ),
= 0. (5.43)

Donde hemos usado €2 = 1; Jap como la suma de la métrica inducida en la hipersuperficie de frontera
y una componente perpendicular a ella gog = hag + nang, asi que n%hyp = 0 y la derivada tangencial
h"" 0y (89, ) nula. Con estos resultados la variacion de la accién Sy,e es

6Smet = %/dﬂ‘w —g (fR(R)RaB + 9opOfR(R) — VoV fR(R) — %f(R)ga/3> 5g°

—j{ Bye/h| frRIR)NThP Dy (8gas)- (5.44)
ov
La variacion del termino de frontera Spoung €n la accién total es
Sbound = 2 d3y€ V h| fRR(R)(SRK (545)
ov
+ jé Bye/h| frR(R)NThP D, (8gas)- (5.46)
ov

Observamos que el segundo término en (5.45) cancela el término de frontera en la variacién (5.44),
adicionalmente necesitamos imponer § R = 0 en la frontera. Un estudio completo de este topico se presenta
en [36, 37).

Finalmente, la variacién total de la accién modificada f(R) es 05,04 = 0. Entonces

JR(R)Rap + gapOfrR(R) — VoV fr(R) — %f(R)gaB = kTup (5.47)

En donde, el tensor de energia momentum 77,3 se obtiene a partir de la variacién del Lagrangiano de
materia

oSy = /d4x5 (V=9'Lum),
— /d4x —g <8LM5gaﬁ+LM6\/—g>,

DgoPs
oLy 1
/V T/ g<agaﬁ 5 M95> 9 (5.48)
Por definicién se tiene que
Ta =-2—— L aff — — ) 5.49
entonces
1
551 = / Ao T84 (5.50)

49



5.3. Conclusiones

Partiendo de los argumentos dados en relatividad general, se puede modificar el lagrangiano de la
accion de Hilbert-Einstein tomando una funcional del escalar de Ricci f(R), obteniendose asi una ecuacién
de campo extendida del lado geométrico. Evaluando adecuadamente los términos en la frontera se muestra,
que los argumentos de la accién métrica que alli aparecen se anulan naturalmente con los de la variacién
del término de frontera Spounqd. Esta derivacion se obtiene en el marco del modelo métrico-afin, y respeta
los principales postulados de la relatividad general, de modo que en el limite correcto se recupera la
ecuacién de campo de Einstein.
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Capitulo

Simetria Esférica en Gravedad
Modificada f(R)

Los test clésicos de relatividad general le pertenencen al reino de las soluciones esféricamente simétricas
en el limite de campo débil. Una de las propiedades fundamentales de una teoria gravitacional es la
probabilidad de una planitud asintética, i.e., obtener un espacio-tiempo Minkowskiano muy lejos de la
distribucién de masa-energia localizada. Las teorias gravitacionales alternativas pueden o no exhibir esta
propiedad fisica, la cual permite una comparacién consistente con relatividad general. Este punto es,
algunas veces, olvidado en el estudio del limite de campo débil de las teorias de gravedad modificada
alternativas y seran discutidas en general considerando el significado de las soluciones esféricas en teorias
de gravedad extendidas, cuando los resultados estandar de relatividad general son recobrados en el limite
de r — oo y f(R) — R. Las soluciones esféricas pueden ser clasificadas usando el escalar de curvatura de
Ricci R como

Soluciones con R = 0,

Soluciones con escalar de Ricci constante R = Ry # 0,

Soluciones con escalar de Ricci R(r) dependiente sélo de la cordenada radial r, y
- Soluciones con R(r,t) dependiente del tiempo.

En los primeros tres casos el teorema de Jebsen-Birkhoff es valido, significando que las soluciones
esféricamente simétricas estacionarias son necesariamente estdticas. Sin embargo, este teorema no se
toma para cada situacién de gravedad f(R) porque la evolucién temporal puede surgir de una teoria de
perturbaciones en algin orden de aproximacién.

Un rol crucial para la existencia de las soluciones esféricas exactas es jugado por la relacién entre
los potenciales métricos y por las relaciones entre estos ultimos y el escalar de Ricci. La relacion entre
los potenciales métricos y R puede ser vista como una restriccién que asume la forma de la ecuacion de
Bernoulli. En principio, las soluciones esféricamente simétricas pueden ser obtenidas por cualquier funciéon
analitica f(R) resolviendo esta ecuacién de Bernoulli, tanto para el caso del escalar de Ricci constante y
R = R(r). Estas soluciones esféricamente simétricas pueden ser usadas como fondo para testear que tan
genérica la gravedad f(R) puede desviarse de relatividad general. En este capitulo estudiaremos estos dos
casos en particular, i.e., soluciones con escalar de Ricci constante y R = R(r) [10].
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6.1. Escalar de Ricci en Simetria Esférica

Al imponer que la métrica del espacio-tiempo es esféricamente simétrica [10],

ds® = —A(r,t)dt* + B(r,t)dr’ + rd$3,

Los simbolos de Christoffel que se obtienen son los siguientes

0
F00

0
F01

1A
24
1A
24°
1B
2A°
1A
2B’
1B
2B’
1B
2B’

= —sinfcosf
1

—

,
cos 0

sinf’

(6.1)

(6.2)
(6.3)
(6.4)
(6.5)
(6.6)
(6.7)
(6.8)
(6.9)

(6.10)
(6.11)
(6.12)

(6.13)

Donde las primas y los puntos denotan las derivadas con respecto a r y t respectivamente. Las com-

ponentes del tensor de Ricci [10]

1 1 .. L
Ry = —ZW(WA”AB —2rBAB —rBA”? + rBABB? — rA'B’ + 4A'BA)
B
foo = —ip
Ry = _%ﬁ(—QrA”AB 4 2rBAB + rBA? — rBAB — rAB? 4 rAA'B + 4B'A?)
T
11
= -——(BrA+2B*A - A'rB - 2AB
R22 5 BzA( rA+ r )

R33 = sen’0(Ray).

El escalar de Ricci puede ser expresado como [10]

R= {B(AB — A2 4 A {r

(B2 — A'B') + 2B(2A’ +rA” —rB)

442 [B? - B +7B'] }(2r24%B) ",
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Si la métrica (6.1) es independiente del tiempo, i.e., A(r,t) = a(r) y B(r,t) = b(r), entonces el escalar
de Ricci asume la siguiente forma

R(r) = {a[2b(2d +rd") — ra't'] — bar* — 4a® (b* — b+ rb') } (2r2ab®) L. (6.20)

Se puede ver la ecuacién anterior como una restriccién sobre las funciones a(r) y b(r) una vez se de
especificamente la forma del escalar de Ricci. La ecuacion anterior se reduce a la ecuacion de Bernoulli

[10]
Y (r) + h(r)b(r) + 1(r)b*(r) = 0 (6.21)

para la componente métrica b(r), i.e.,

y o [rPa? e = a2 dra’)\ 2 [240°R) (6.22)
ra [4a+7.,a/:| T 4a+7’a/

La solucién general de (6.22) es

exp [— fdrh(r)]

b(r) = K+ [dri(r)exp [— fdrh(r)] '

(6.23)

donde K es una constante de integracién y h(r) y I(r) son los coeficientes de los términos lineales y
cuadréaticos en b(r), respectivamente. Inspeccionando esta ecuacién de Bernoulli revela que las soluciones
corresponden a [(r) = 0 existe, el cual tiene un escalar de curvatura de Ricci que escala como R ~ —2/r2
cuando se toma el limite al infinito espacialmente como aproximacién. Las soluciones no reales existen
si h(r) desaparece identicamente. El limite » — 400 necesita un cuidado especial: para tener el limite
Minkowskiano correcto para el potencial b(r), ambas funciones h(r) y I(r) deben ir a cero probando que
la cantidad r?R(r) es constante. Este hecho implica que ¥'(r) = 0, y, finalmente, también el potencial
métrico b(r) tiene el limite Minkowskiano correcto.

Si la planitud asintdtica de la métrica es impuesta, la curvatura del escalar de Ricci debe ir como r~
cuando r — 400, donde n > 2 es un entero [10],

n

r?R(r) ~ =™ cuando 7 — +oo0. (6.24)

Cualquier otro comportamiento del escalar de Ricci debe comprometer la planitud asintética, como se
observa de la ecuacién (6.22). De hecho, consideremos el caso més simple de simetria esférica en el cual

[10]

d 2
ds®> = —a(r)dt® + T

2 192
a(r) + r°dQ;. (6.25)
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Para esto obtenemos

1d
N, = -—
01 24 )
1
1’\1 — .40
00 2% )
1d
rt, = ———
1 2a’
F%Q = —ar,
ri —arsin? 6
33 =
1
rf, = -
12 7,7
2, = —sinfcosh
1
iy = -
13 r’
cos 6
3, = .
= sin 6
Asi, las componente del tensor de Ricci son
1 " /
Ro(] = _Z (aa +2a),
1
Rll e % (a// + 261/) 9
Roy = ar—1 +a,

R33 = sin2 H(Rgg).

Para el cual obtenemos el siguiente escalar de Ricci
1 2.n /
R:—z(r a —|—4ar—2—|—2a).
r

Luego rescribiendo la ecuacién (6.39)

r2d” +4d'r —2+42a—r*R = 0,

/drrza"+/dr4a'r— /dr2+/dr2a— /dTT2R = 0,

Integrando por partes obtenemos
r’a’ — 2ar + /dr2a + dar — /dﬂlar —2r— ki + /dr2a — /dTT2R
r2ad’ + 2ar — 2r — ki — /drr2dr

Integrando nuevamente

/drr2a/+/dr2ar— /dr2r— /drkl — /dr [/ drr2R]
ar® — /dr2a7’ + /dr2a7‘ —r? = ko — kir — ko — /dr [/ drr2R]
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(6.26)
(6.27)

6.28

6.29
6.30

6.31
6.32

AAA/_\/_\/_\
—_ — ~— — — —

6.33

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)
(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)



Despejando a = a(r) se obtiene finalmente

()_1+ﬁ+—+—/dr[/ ] (6.43)

De esta manera, la ecuacién de Bernoulli (6.22) es facilmente integrada en la métrica potencial més
general a(r) compatible con la restriccién (6.20) donde k; y ko son constantes de integracién. El limite
Minkowskiano a(r) — 1 cuando r — oo se obtiene solo si la condicién (6.24) se satisface, de otro modo el
potencial gravitacional diverge [10].

6.2. Métrica con Simetria Esférica en Gravedad f(R).

Para una funcién f(R) se tienen las ecuaciones de campo de cuarto orden [10]

frR(R)Rap — %f (R)gap + 9apOfR(R) = VaVafr(R) = kTys. (6.44)
cuya traza es
30fr(R) + frR(R)R — 2f(R) = kT. (6.45)

Rescribiendo la ecuacién (6.44) como

G = T + T, (6.46)
Tiewr) % {9 [F(B) = RER(R)] + FR(RY™ (9uptvo — Gpot)} - (6.47)

La materia entra en la ecuacion (6.46) a través del tensor momentum-energia modificado

KL

T{m = : 6.48
W = Fa(R) (6.48)

La métrica esféricamente simétrica puede ser vista como
ds® = —my (t', 7" )dt” + ma(t',r)dr'"™ + ma(t', 7" )dt dr’ + my(t' .r')dQ3, (6.49)

donde m; son funciones del radio r’ y del tiempo ¢'. Una transformacién de cordenadas t = Uy (t',7'),
r = Us(t',r") diagonaliza la métrica (6.49) e introduce el radio 7 tal que my(t'.r") = r2, dando

ds®> = —A(r, t)dt*> + B(r,t)dr* + r2dQ3, (6.50)

asi, la ecuacién (6.50) puede ser tomada como la métrica con simetria esférica libre de torsién mas
general sin pérdida de generalidad. Las ecuaciones de campo (6.44) y (6.45) para esta métrica se reducen

a [10]

1
fRR/u/ - §fg/w + H/u/ = kT/u/a (651)

frR —2f + H= kT. (6.52)
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donde

vuvufR = vu (al/fR) ) (653)

. ~ Ofr _ OROfr
SOfR = 5 =5 e = Rufre (6.54)
Vu(Rufrr) = RuR.frrRR+ fRR (Ruw —T1,R,) (6.55)

Por otro lado

g/waR = guuvpvpr = guuvp (R,prR) )
guuR,pvprR + gquRRva,pa
= G [gpoR,pR,UfRRR] + g/wfRR [gpg (R,pa - meRm)] . (656)

Asi,

H, = —frw+9ufr
= —fRrRr [R,;w - FZVRP — Guv [gpa (R,po - anR,p)H — RRR [R,,MR,I/ — Guv [QPUR,pR,UH
= —frr [Ryw —T0,Rp — G [07 Rpo + (9% + 9" In V=g 5) R,]]
—fRRR [R,,uR,u — Guv [gpoR,pR,o]] . (6'57)

H = 3fRR [ngng + (gfi,“ + gp" In/— ,U) R,p—i-] + 3fRRR [gpaR,pRJ] (6.58)

Ver apéndice C, para ver los pasos intermedios [10].

6.3. Soluciones con Escalar de Ricci Constante

Asumamos ahora que el escalar de Ricci es constante, R = Ry. La ecuacién de campo (6.51) y (6.52)
con H,,, =0 son [10]

1 m
fRoR,uu - §f09,uu = ]{,’le, (6.59)

froRo — 2fo = kKT, (6.60)
donde fo = f(Ro) y fr, = df(Rp)/dR, y estas las podemos rescribir como

Ry + Mg = qk‘T;',"j, (6.61)

Ry = qkT™ — 4, (6.62)

1

e [ -
donde A = 2fR(z) y q

cuando R — 0 y que no contienen constante cosmolégica A,

= fRr,- Restringimos a los lagrangianos que se reducen al de Hilbert-Einstein

f(R)~ R cuando R — 0. (6.63)
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Entonces, la ecuacién (6.60) indica que en el vacio (T}, = 0) se obtiene una clase de soluciones con
curvatura constante de Ricci R = Ry.

of
OR

_ 2
R, I

) (6.64)
Ro

En particular, existen soluciones con Ry = 0 para esta ecuacion diferencial. Consideremos ahora el
problema de encontrar la solucién general de las ecuaciones (6.59) y (6.60) para una métrica esféricamente

simétrica (6.50). Las sustituciones de esta métrica dentro de las componentes (r,t) de (6.59) da T%(f fr)) =0,
lo que significa que B(t,r) debe ser independiente del tiempo, B(t,r) = b(r). Por otro lado, la componente

(2,2) de la ecuacién (6.59) da

1 m
froR22 — §f0922 = “T2(2 )

Fro |5 g OrA + 224 — Arh—24b)| — S for® = PP
%Z)QLA(b’rA +2b°A — A'rb — 2Ab) + M = qkPr®
%IZ—;+1— ;41:12—% = qkPr? — \r?
—%/% = QHPT2—)\T2+%—1—%Z—§
%/ = g [—2qKPr® +2\r* + 2] — % + % (6.65)
Asi, ‘;‘;((f”:)) = ((r), donde {(r) es una funcién independiente del tiempo y
At,r) = a(tyel Cor
R P S S
et
_ &%BMM (6.66)
donde P es la presién de un fluido perfecto con tensor de momentum-energia
T = (P + p)uyuy + Py (6.67)

La funcién A(t,r) es separable, A(t,r) = aa(r), y el elemento de linea se escribird entonces [10]

ds? = —aa(r)dt* + b(r)dr? + r2dQ3 (6.68)
y esta puede rescribirse como

ds* = —a(r)df® + b(r)dr® + r*dQ3 (6.69)

redefiniendo la cordenada temporal ¢t — ¢ cuando di = v/a dt. En lo que sigue, la tilde serd absorbida
por la cordenada temporal. Para resumir, en un espacio-tiempo con escalar de curvatura constante, cual-
quier simetria esférica de fondo es necesariamente estatica o, el teorema de Jebsen-Birkhoff se toma para
gravedad f(R) con curvatura constante [10].
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Un comentario estd a la orden en este punto. Hemos asumido un espacio-tiempo con constante escalar
de Ricci y deducido las condiciones en forma de potenciales gravitacionales. El problema inverso también
puede ser considerado: si el potencial gravitacional a(t, r) es una funcién separable y b(r, t) es independiente
del tiempo, usando la definicién del escalar de Ricci, esto es R = Ry = const. y al mismo tiempo
las soluciones de las ecuaciones de campo sean estdticas si se impone simetria esférica. Para completar
el andlisis de este problema, se debe tener en cuenta las ecuaciones de campo remanentes contenidas en
(6.61) y (6.62) las cuales se satisfacen teniendo en cuenta la expresién del escalar de Ricci (6.20). Debemos
entonces resolver el sistema [10)]

Roo — Ma(r) —gr[p+ P(1 —a(r))] = 0, (6.70)
Ri1 + A\b(r) — grPb(r) = 0, (6.71)
Ry — qr(3P —p) +4X = 0, (6.72)
R(a(r),b(r)) = Ro. (6.73)
Donde
a(r) = T—b26f ’"M (6.74)
ad = (a (6.75)
d" = (¢'+ Cz) a. (6.76)
y
b 9 9 2
¢(r) = . [—2qkPr? + 2\r? + 2] — Sty (6.77)

Para este caso tenemos que (6.14) se reduce a

a// a/ b/ a/ a/2

ROO:Q_b_4—b2+T_b_m (678)
Remplazamos (6.75) y (6.76) en la anterior se obtiene
_ (pey L _Sba Ca Ca?
oo =+ =T F 0 (6.79)
I I AT S
2 (C Tty ) (6.80)
a o4
= —(20+-¢|=-—--]). 81
< (20ve-c|5-2)) (6.51)
Calculemos a continuacién ¢’y ¢?
voob 9 9 4 2 v b?
¢'= <7+7‘_2> [—2¢kPr? + 2)\r% 4 2] _7‘_2+7‘_2+3_b_2’ (6.82)

b? (2 Y 9 p\?2
> = = [-2qrPr®+2X* + 2]2 + = (—— + —> [—2gkPr? +2X\r% + 2] + <—— + —> ,
r r r b r b
b’ 2 a2 4 b2
= 5 [-2anPr*+2x* 42" + <—ﬁ + 7) [~205Pr® +2X% + 2] + 5 — — + 75 (6.83)
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En adelante usaremos los corchetes [] para denotar la cantidad [—2q/£P7’2 +2Xr2 + 2]. Luego

2% | 2b
2+ (2 = <—+—2>
r r

- e (2-B)4

r2

8 4
2

J——=+

r r

20" 207 b 4b 21
T_b—2+ﬁﬂ +< §+7>[]+
8 8y 4b 20" b2

2R Tt T

Tomando en este ultimo resultado en (6.79) se tiene

a [v?

Ry = [
a _b2 2 3b/
_Z@ﬁH+Q7
a 'b2 2 3b/
—zaﬁ“+(r

Sl (T-2)0+5

2b 8
te)lte-m-w

2b 8b
+3 []—ﬁ+

8b 4 2" V2 (4b Y

= E+T_F+GT7M
8b 4b’ 20" b2 v? 6l
2 Er«ﬁ_ﬁ+_

2 b/ b// b/2
E+T_ﬁm

4w
r2  rb b2’
(6.84)
oA (Y2
r b r)|’
(6.85)

Finalmente, de la ecuacién (6.70) obtenemos

@ f[]ﬂ_ 3_b/+2_b []_8_b+
4b | r? r o r2 r2

Roo — a(—gsP + X) —gr(p+P) = 0,

2" 2% 2 4h
—I-ﬁ]—q/f(p—l—P) = 0,

20
B el

b

1 d [prr2er—2an)]y 412 2 2 2.2
e L [b 02 + 3062 — 465 + 2b'br + 26"br? — 202 ] —gr(p+P) = 0.(6.86)
De esta misma forma (6.16) se reduce a
a// /b/ b/ a/2
&1___+M;E 1
v b’ 1
= (C +¢%) + C— + —b + - C
b’ 1
= (2g +¢) + g +- (6.87)
Luego
R o~ 1 b? e 4y 2b I+ 8 8b 4b’+2b” b’2+b’ b[]+2 voo4
LV P roor? r2 r2 rb b b2 b r r b r
_ 1 b_2[]2+ 3 _ 2 []+§_8_b_6_b/+&”_%
4|2 roor? r2 r2 rb b b2
(6.88)
Asi, de la ecuacién (6.71) obtenemos
Ry + A\b(r) — gsPb(r) = 0,
2b, 4b
—4R11 — 2 H + 2 = 0
b_z[]%r 3 _ 2 []+§_8_b_6_y+&”_%_2_b[]+4_b = 0
72 roor? r2 r2 rb b b o r2
b_2[]2+ 3 _4b []_Fé_%_G_b,_i_&”_y - 0
r2 roor? r2 r2 rb b 2o
b 12+ (36'0%r — 40°) [] + 8b? — 4b° — 6b'br + 20"br? — 2017 = 0 (6.89)
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Finalmente, para la ecuacién (6.73) tomamos la ecuacién (6.20)

a[2b(2d +rd"”) —rd't] — a’?r? — (b2 —b+7t) = (2r’a®b*)Ry
4b¢ + 2br (¢" + ¢7) - b’rg br2C2 A4 —b+rt) = (2r**)Ro
C(4b—br) +2br(C + (%) —br?C2—4 (b —b+1V) = (2r**)Ro
4 2 2
- S—b b — BB+ 20 — bTT

T

wm§n+fﬁ—%n+£—ﬁ—g+w
r r2 r2  r2 rb b

2 ! / 12
b2 [b_ 02+ (% _ 4_b> [+ 4 _ 4.0 ] A —b+r) = (2%)Ro

r2 roor2 2 rb b2

2 2
b (g - 1> 0%+ (ﬂ Wb+ 66— O b+ 4b2> I

T r T

/2 2 12,.2

—S—b + 60" — bT + 126 87 gy +20"r — 4b + 4b'r — bTT —4b? +4b —4br = (2r’*)Ry
T T
2
{b3 <§ — 1> %+ <4b2 +5b'b — % — 2bb'r > I
12,.2 ! 2
+4—b — 20 — bT - b{ — & + 20" — 40 = (2r2b2)R0} % br

b4( - T) H + (4b37’ + 5b/b274 _ b _ 2b2b,7"2) []
4D — oW — b2 — b2 8B — AbPr 4 oW b — (2r3b3)R0 (6.90)

Rescribiendo el dltimo término y tomando la ecuacién (6.72)

Ry = qk(3P —p) —4\
233 Ry = 2033 [qk(3P — p) — 4)]. (6.91)

obtenemos

bP2—r)[*+ ((4r —2)[] =8 — 4r — 2r°[gk(3P — p) — 4A]) V®
+ ((Bb'r — 2V'r*) [ + 4) b% + 2r(V'r — V)b — b*r® —b*r® = 0, (6.92)

el inico potencial desconocido es ahora b(r). Una solucién general se encuentra para el caso particular
de la ecuacién de estado P = —p [10)]

k kp— A dr?

2 1, 9rp 2 2 2 102

ds” = <1—|——T+73 r>dt +1+k1+qkp_AT2+rdQ. (6.93)
T 3

En el caso del escalar de Ricci constante R = Ry, todas las teorias f(R) admiten soluciones con
comportamiento tipo de Sitter aun en el limite de campo débil. Esta es una de las razones por las que
energia oscura puede ser remplazada por gravedad f(R) [39, 41, 42].

Déjenos considerar ahora gravedad f(R) con una funcién lagrangiana analitica f(R), el cual escribi-
remos como

F(R) = A+ UoR + U(R), (6.94)
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donde ¥( es una constante, A el rol de la constante cosmoldgica, y W(R) es una funcién analitica de
R que satisface la condicion
limR_m% = \1’1 (695)
Con ¥, otra constante. Despreciando la constante cosmolégica A y llevando ¥y a cero, una nueva
clases de teorfas son obtenidas las cuales, en el limite R — 0, no se reproduce relatividad general (La
ecuacién (6.95) implica que f(R) ~ R? cuando R — 0). En este caso, analizando el conjunto completo de
ecuaciones (6.59) y (6.60), uno puede observar que tanto soluciones con curvatura cero y constante (pero
no nulo) son posibles. En particular, si R = Ry = 0 las ecuaciones de campo se resuelven para cualquier
forma del potencial gravitacional que aparece en la simetria esférica de fondo (6.69), hace que la ecuacién
de Bernoulli (6.22) que relaciona estas funciones es satisfecha por R = 0. Las soluciones son asi definidas
por la relacién [10]

e [ drh(r)

- dra(r)e™ Jdrh(r) *
K +4 f rla(r)+ra’ (r)]

b(r) (6.96)

6.4. Soluciones con R = R(r)

Hasta el momento, hemos discutido el comportamiento de gravedad f(R) buscando soluciones esférica-
mente simétricas con curvatura de Ricci constante. En Relatividad general esta situacién es bien conocida
y da paso a las soluciones de Schwarzschild con R = 0 y las soluciones de Schwarzschild-de Sitter con
R = Ry # 0. La busqueda de soluciones esféricamente simétricas pueden ser generalizadas a gravedad
f(R) permitiendo que el escalar de Ricci dependa de la cordenada radial. Esta aproximacion es interesante
porque, en general, teorias de gravedad de alto orden admiten naturalmente este tipo de solucién, con
varios ejemplos reportados en la literatura [13, 44]. A continuacién nos acercamos al problema desde un
punto de vista general. Si escogemos el escalar de Ricci como una funcién generica R(r) de la cordenada
radial, es posible mostrar que también en este caso la solucién de las ecuaciones de campo (6.51) y (6.52)

son independientes del tiempo (si 7, ,ST) = 0). En otras palabras, se toma el teorema de Jebsen-Birkohff.
Asi como en relatividad general, es crucial estudiar las componentes fuera de la diagonal (r,¢) de (6.51)
que, para una f(R) generica, da [10]

dii [7*fr(R)] B(t,r) =0, (6.97)

y dos posibilidades pueden ocurrir. Primero, podemos escoger B(t,r) # 0, implicando que fr(R) ~
1/r2. En este caso la ecuacién de campo remanente no se satisface y hay incompatibilidad. La tnica
posible solucién estd dada por B(t,r) = 0 y B(t,r) = b(r). La ecuacién (2,2) es entonces usada para
determinar que el potencial A(r,t) puede ser factorizado con respecto al tiempo, las soluciones son del
tipo (6.68), y la métrica puede ser rescrita en forma esféricamente simétrica estacionaria (6.69) por una
transformacion de cordenadas adecuado. Aun, el caso radial dependiente més general admite soluciones
independientes del tiempo. De la ecuacién de la traza y la ecuacién (2,2), la relacién [10]

2  (Rfp—2f)b(r)
e? S = Fri

a(r) =b(r)

6.98
T4R/2f}2{R ( )
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(confrr > 0) vinculando a(r) y b(r) se puede obtener, ademéds de

b(r) = 6 [fr(rR frr) — rR”f}g] . (6.99)
rf(rR frr —4f") +2fr [rR(fr — rR' frRr) — 3R fRR]

De nuevo, tres ecuaciones mas han de ser satisfechas para completar la solucién del sistema (respec-
tivamente las componentes (0,0) y (1,1) de las ecuaciones de campo ademds de la restriccién del escalar
de Ricci), mientras que las tnicas funciones desconocidas son f(R) y el escalar de Ricci R(r). Si ahora
consideramos una teoria de cuarto orden descrita por f(R) = R+ ®(R) con ®(R) < R estamos en condi-
ciones de satisfacer el conjunto completo de ecuaciones hasta tercer orden in ®. En particular, podemos
resolver el conjunto completo de ecuaciones; las relaciones (6.98) y (6.99) proveeran la solucién general
dependiente solo de la forma de las funciones ®(r) y R(r), e.i. [10]

_2 [ [REeE-RER)b)

7 T
a(r) = b(r)— LT , (6.100)
7‘4R’2<I>%%R
/
DRR) .,
p(r) = — 2 ORR) (6.101)

rR

De nuevo la dependencia radial del escalar de curvatura se obtiene, la ecuacién (6.100) nos permite
obtener la solucién de las ecuaciones de campo y, el potencial gravitacional, puede ser evaluado compa-
randolo con los datos astrofisicos (e.g., [15]).

6.5. Conclusiones

En simetria esférica se destaca un vinculo importante entre los potenciales métricos y la ecuacién de
Bernoulli, mediante la forma que toma el escalar de Ricci bajo el teorema de Jebsen-Birkhoff, en el cual
los potenciales son independientes del tiempo. Estas condiciones especiales permiten rescribir la métrica
en términos de un tUnico potencial que dependerd soélo de la componente radial, y es posible obtener
una solucién exacta por medio de la ecuacién de Bernoulli (6.23) una vez se conozca la forma de este
potencial. El limite Minkowskiano se obtiene para un caso particular de la ecuacién de Bernoulli, en
el cual se requiere que b(r) = cte conllevando también a que la cantidad r2R = cte, de otro modo el
comportamiento asintético estaria comprometido.

Este andlisis va a tener un impacto en el contexto de la gravedad modificada f(R). Tomando una
ecuacién de campo libre de torsién se demuestra que los potenciales métricos son independientes del
tiempo en simetria esférica. Una vez mas se puede dejar la métrica en términos de un tnico potencial
desconocido. Para el caso de la ecuacién de campo con Ricci constante, aparece una ecuacién tipo Bernoulli
no lineal de segundo orden. Para el caso de Ricci radial, se presentan las mismas condiciones del caso
constante y se demuestra que la métrica es una vez mas independiente del tiempo; la solucién general
para el potencial estd dado por el sistema de ecuaciones (6.98) y (6.99).
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Capitulo

Universo de FLRW con Gravedad
Modificada f(R) y Fluido Perfecto

A continuacién se derivan las ecuaciones dindamicas de Friedmann, Raychauduri y continuidad para
un universo de FLRW y fluido perfecto a partir de la ecuacién de campo en gravedad modificada f(R)
deducida en el capitulo 5. En adelante, tomaremos la funcién f(R) de la forma f(R) = R + f(R). Las
ecuaciones aqui obtenidas dominaran ahora la dindmica del universo de fondo y serédn nuestra base cuando
consideremos las perturbaciones de primer orden a la métrica.

7.1. Derivacién de la Ecuacién de Friedmann y Raychaudhuri en f(R)

Tomamos a continuacién la funcién f(R) = R + f(R) en donde R reproduce la relatividad general y
f(R) la modificacién a la ecuacién de campo de Einstein

R+f

met—/d4 < )\/_.g +LJ\/[\/_9> (71)
De la cual obtenemos la siguiente ecuacién de campo|36, 37]

f(R)

Gap +Ir(B)Rap — gap | =5~ —BIR(R) | = VaVptr(R) = klug (7.2)
Que podemos rescribir como
R+1f(R

(14 £8) Ras — G (# - DfR<R>> — VoVstr(R) = kTas, (73)

donde, 0 =V,V7, fr(R) = df(R)/dR y k = 87G. Cuya traza es
—(1 —fr(R))R — 2fr(R) + 30fr(R) = kT. (7.4)

Podemos rescribir la ecuacién (7.3) como

Ras = 1y (Koo g (P50 = D)) + VaTafi(R)) (75)
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Tomando las ecuaciones (7.5) y (7.4) es posible rescribir las ecuaciones de campo en gravedad modi-
ficada f(R) en forma de ecuaciones de campo de Einstein considerando un tensor de energia-momentum
efectivo Taegf [36, 37],

1
. R+ f(R) — R(1 + ta(R))
1+ fr(R) <k o ¥ G 2 SoplR(R) + VeV ala(R)
1 f(R) — Rfr(R)
= — | kT, f——————= — gapf o Vi .
1+fR(R)< P dasT Sap DR (R) + VaVsin(R) o
Se observa, que
_ K eff
Gus = Trgqay (oo + Te8') 7
donde
. 1 f(R) — Rfg(R
Ty = (Qaﬁ% ~ gasOtR(R) + vavﬁfR(R)> . (7.8)

El cual puede ser interpretado como un fluido compuesto por un término de curvatura. Definimos el
operador

D =VaVs— gasll. (7.9)

Calculemos los términos no nulos de este operador para una métrica de FLRW con constante de
curvatura nula (K = 0). Para el operador D‘Alambertiano se tiene

Ofr = ¢*°VaVsfr
= ¢°°V(05fR)
= 9°%(0a05 — T 50,fR) (7.10)

Recordemos que para FLRW los términos no nulos de los simbolos de Christoffel son

Luego,

Ofr = 9*(0a05 — T530xtR)
0
= —0%0fr — gD OktR — g™ T}, Oktr

1
= —9%ptg — galm(r?maofR)

= —3%yfg — ialm(alm¢aaofR)

o
— _9%0fn — 3gaofR
= —O3fp — 3HIR. (7.12)
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Esto es

ofr = frrR
0oOofr = ao(fRRR) = fRRR + szRRR (7.13)
finalmente
Ofg = —frR — R*ppr — 3HofR. (7.14)

Asf, la parte temporal del operador D,sfg resulta [36, 37]

Doofr = VoVofr — gooUfR

Vo(fRRR) — fRRR — szRRR — 3H80fR

fRRR + szRRR — fRRR — R2fRRR — 3HOfR

— —3HfprR. (7.15)

Y su parte espacial es

Dijtr = V;0;tr — g;;UtR
= 0;0ifr — g;;UfR
= i;03fr +3Hg;;frRrR
= 9;;00(frrR) + 3Hgijfrr R
= gij(frrR + trRrRR?) + 3Hg,;frRR. (7.16)

Para obtener la ecuaciéon de Friedmann y Raychaudhuri debemos igualar las componentes 0 — 0 e
i — j respectivamente en la ecuacién de campo (7.2). Asi, la componente 0 — 0 del lado izquierdo (Para
Ry = —3&/& y Rij = 5ij(2d2 + aa))
a 1

Goo = —3— — -gooR
a 2

= 3H2 (7.17)
Luego, del lado derecho
1 f — Rfg
T T = —— (kT ————— + Dyof
1+fR<OO+ 00) 1+fR< 00 + goo 5 + 00R>
1 Rfp — £ .
— kpm — 3Hf : 1

e ( pm + 3 RRR> (7.18)

Igualando (7.17) y (7.18) se obtiene la ecuacién de Friedmann generalizada

1 fr—f :
3H? = e <kpm + B R2 - 3HfRRR> . (7.19)
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De igual manera para la componente ¢ — j en el lado izquierdo
. 2 .
a a 1
Gij = <2 <a> + a) 9ij — 51t9ij
AN i (a\?
= <2 <—> +—> gij_3<_+<_> >gij
a a a a

- - (2H2 + 3H2> 9is (7.20)
Luego, del lado derecho
k 1 f — Rfp
— (T + 1) = —— (kT + gij———2 + Dyt
1+fR<]+ ’lj) 1+fR< J+g] 9 + JR>
1 f— Rf .. . .
= — (kergij + gij——2 4 gij (TR R + frrR R?) + 2H9iijRR> -
1+ 1R 2
(7.21)
Igualando (7.20) y (7.21) se obtiene la ecuacién de Raychaudhuri generalizada
. . f_ Rf . . .
- <2H2 n 3H2) gi = 2 (kp, + B\ tpR+ frprR2 + 2HEpR R
1+ fg 2
. 1 f— Rf .. . )
- (2H2 + 3H2> = i (k;Pm +— B thrR + frrrR® + 2HfRRR> . (7.22)
R

A partir de las ecuaciones (7.19) y (7.22), podemos definir una densidad y una presién asociados a los
términos adicionales de curvatura en la forma [36, 37]

1 [Rip—f .
curv —3HfRrrR ). 7.23
p (2 welt) (7.29
. f — Rf . .
Py T <2HRfRR + R + Rfpgr + szRRR) . (7.24)
R

De modo que la ecuacién de estado puede escribirse como [30, 37]

— Pewrv  2H Rfpp + =H% 4 Rfpp + R*frer
O e LTS PTITI
3HRfRR — HRfRR — ng_f + RfRR + R2fRRR

= (st - T

Rfpp + R*frpr — HRf
_ RRR?‘_f RRR MRR (7.25)
% — 3HfrRrR
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7.2. Ecuacion de Continuidad

Tomando las ecuaciones (7.19) y (7.22) con P, = 0 podemos obtener la ecuacién de continuidad

modificada derivando (7.19) respecto al tiempo [36, 37]

6HH = kpm + (1 + fR)Peurv + pcurvaRR _ fRRR(kpm + (1 4+ fr)peurv)

14+ fgr (1 +fR)2

frrRkpm,
1+ fR ’

1

2H = SIr/1 N km 1+1£ Deury —
SH(L + fr) ( P+ (L+TR)p

Remplazando el resultado anterior en (7.22)

1 frrRkpm
C3H? = P+~ B+ (1 4 ) e — TP )
curv 3H(1 + fR) Pm ( R)pcurv 1 n fR
Ahora, remplazando (7.19) en lo anterior se obtiene
e o+ (14 fR)pewrs) = Powrs = = (b + (1 4+ £R) powre —
1+ fn Pm R )Pcurv curv = — 3H(1 +fR) Pm R)Pcurv
) . frRrREpm
—3Hkpm - 3H(1 + fR)pcuTU - 3H(1 + fR)Pcurv = k?pm + (1 + fR)pcurv - W
0 .
. . frrREpm
—k(P pm) - 3H(1 + fR)(pcu'ru + Pcu'ru) - (1 + fR)pcu'ru - _Rlﬂ'ip
+fr
. _ frrRkpm
Peurv + 3Hpcu7“v(1 + wcu'rv) = (1 T fR)2 .

7.3. Conclusiones

(

(

frr Rkpm

1+fr

7.26)

7.27)

)

(7.28)

Las ecuaciones dinamicas en gravedad modificada f(R) = R + f(R) presentan naturalmente términos
que dan cuenta de la expansién acelerada del universo sin necesidad de incluir materia exdtica. De este
modo, la expansién del universo puede ser explicada como un fenémeno del espacio-tiempo, como se

muestra en la ecuacién (7.22)

Al rescribir las ecuaciones de campo con un término efectivo obtenemos una ecuacién de estado que

involucra una densidad y una presion asociados a la curvatura.
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Capitulo

Ecuaciones de Campo Perturbadas en
Gravedad Modificada f(R) y Modelo de
Polvo

Finalmente, obtendremos en este capitulo la ecuacién tipo Poisson en el contexto de las ecuaciones
de campo modificadas para un modelo de polvo mediante perturbaciones a primer orden de la teoria.
Adicionalmente tendremos en cuenta en este caso la aproximacién cuasi-estatica.

8.1. Derivacion de la Ecuaciéon Tipo Poisson Bajo la Aproximacion
Cuasi-Estatica

Consideremos ahora las ecuaciones de campo en f(R) = R+f(R) introduciendo la métrica (3.1) la cual
contiene las perturbaciones con campos escalares de gauge ¥ y ¢, teniendo en cuenta sélo perturbaciones
a primer orden. Introduzcamos también en la accion el escalar de Ricci de modo que podamos comparar
los escenarios de gravedad de Einstein con gravedad modificada bajo la aproximacién cuasi-estatica [0,

, 48, 49]
R+1{(R
Smod:/d4x <%V_g +LMV_9> ) (81)
14
las variaciones respectivas a esta accién producen la siguiente ecuaciéon de campo
R)

Gaﬁ + fR(R)Raﬁ — 9ap <f(T — DfR(R)> — Vavlng(R) = k‘Taﬁ (8.2)

evidentemente, las variaciones respectivas del escalar de Ricci y de la funcién escalar reproducen en
conjunto las ecuaciones de campo estudiadas en los capitulos 1 y 5. Esta ecuacion la podemos rescribir
como

R+f
(L+fr)Rap — Gap <T - DfR(R)> — Vo Vatr(R) = kT,p (8.3)
cuya traza es
—(1 - fR)R —2f + 30fr = kT (84)
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Tomando la aproximacién cuasi-estatica % < 1 entonces la ecuacién (8.3) resulta

R
(1+ £R) Rag — gap <5 - DfR> ~ VoVl = ko (8.5)

Ahora, tomando las siguientes aproximaciones cuasi-estéticas fr < 1y Vfgr > f}, entonces la ecuacién
(8.5) resulta

Rop — Gap (g - v2fR> — VaoVpfr = kT.s (8.6)
O
Gop + 9ap VR — VaVsfr = kTas (8.7)
cuya traza es
Vifp = % [kT + R] (8.8)

Asi para la componente 0 — 0 tenemos

Goo + 900V*fr — Ye¥ofr = kToo (8.9)
Introduciendo las perturbaciones obtenemos
_ 1 _
Goo + 6Goo — a? (1 + 2¢) <§ [~k (p+0p) + R+ 5R]> = a®k(p+dp+2¢p)
- 9 (1 _ = 1 2¢ = 9, _
Goo + 0Gop — a 3 [—kp+ R] + 3 [—kdp + 6R] + 5 [—kp+R]| = a’k(p+dp+2¢p) (8.10)
Sustrayendo el fondo resulta

2V — 6HY' — a? (% [—kép + 6R] + ? [—kp+ R]) = a’k(6p + 2¢p) (8.11)

De la componente 0 — j del tensor de Einstein para el modelo de polvo se obtiene la condicién
= —Ho. (8.12)

Por su parte, la ecuacion de Friedmann modificada a orden cero en el tiempo conforme bajo las
condiciones de la aproximacion cuasi-estatica es

3H? = a? <k‘ﬁ + % [—kp + R]> (8.13)

Por lo tanto, en la ecuacién (8.11)

2V + 6H2G — 2¢a’ ( kp ; =%p + R}) = o’ </<;5p + é [—kép + 53]) (8.14)
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De esta manera obtenemos una ecuacién de tipo Poisson modificada en gravedad modificada f(R)
para el caso cuasi-estatico

2V%y) = a? <§k5,o + %53) (8.15)
O
Vi = a? ( Skop+ COR (8.16)

Las ecuacion (8.16) y (8.8) definen un sistema de ecuaciones para el potencial gravitacional, solucién
que puede ser usada para la evolucién de particulas de materia [20]. Note que en el limite ordinario de
relatividad general, dR = 87wGdp, y la ecuacién para el potencial gravitacional se reduce a la ecuacién no
modificada [18, 19],

Vi) = 4nGop. (8.17)

En donde, §R incluye los efectos de la funcién f(R) por medio de la ecuacién de la traza de la ecuacién
de campo para el caso cuasi-estdtico (8.8) en la dindmica de esta ecuacién, de modo que

SR = SR(f(R)). (8.18)

A partir de la ecuacién de la traza se encuentran las formas respectivas de la perturbacién al escalar
de Ricci para el modelo cuasi-estdtico. Por su parte, para obtener la variacién R de las perturbaciones
para la ecuacién de campo completa en gravedad modificada f(R) se utilizard la traza (8.4) [50]

Por otra parte, de la componente i — j de la ecuacién (8.7) tenemos

Gyj + 9ij VR — ViV tr = KT} (8.19)

Introduciendo las perturbaciones resulta

_ 1 _
Gij + 5Gij + a’ (1 — 2¢) 5ij <§ [—k‘ ([_) + 5p) + R+ 5R]> — ViijR = 0

_ 1 _ 1 2 _
Gij + 5Gij + a25ij <§ [—kﬁ—i— R] + g [—k‘5p + 5R] — ?1/} [—k‘ﬁ + R]) — ViijR =0 (8.20)
Retirando el fondo nos queda
2 1 29 5
(5Gij +a (52']' g [—kép + (5R] — ? [—kp + R] - ViijR =0 (8.21)

Por otro lado, la ecuacién de Raychauduri modificada a orden cero en el tiempo conforme bajo las
condiciones de la aproximacion cuasi-estatica es

Gij + gijV2fR — Vivij =0
_ 1 _
Gij + a’ (1 - 2¢) 52']' <§ [—k‘ﬁ—l— R]) = Vivij
(8.22)
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Retirando el fondo obtenemos la condicién

2&2(5ij1/} =

ViijR = — 3 (—kﬁ + R) (823)

Remplazando la condicién (8.23) en (8.21)

1 2 _ 2a%5;; _
5Gij + a6y (5 [~kdp + OR)] —M) +“73¢<4p+/3) ~ 0
1
0Gi; + (1252']' (g [—kdp + 5R]> = 0. (8.24)
Una vez més, se recuperan las formas no modificadas en en limite de relatividad general dR = 87 Gdp.

La forma final de esta ecuacion tomando la componente del tensor de Einstein ¢ — j perturbada hasta
primer orden bajo la aproximacién cuasi-estatica es

2
V(6 — )8y = 2H(6 — )3y + idy(0 — ¥) + T [~kdp + ORI (8.25)

8.2. Conclusiones

Las componentes de las ecuaciones de campo en gravedad modificada perturbadas hasta primer orden
bajo la aproximacion cuasi-estatica producen ecuaciones tipo Poisson que relacionan el potencial de la
perturbacién con el elemento de densidad perturbado méas un término perturbado de la curvatura. Al
comparar los escenarios de gravedad de Einstein con la de gravedad modificada dentro del marco de la
funcién f(R) = R + f(R), bajo la aproximacién cuasi-estdtica, se recuperan las ecuaciones de campo
perturbadas de primer orden en Relatividad General.
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Conclusiones (GGenerales y Perspectivas

En este trabajo se realizaron perturbaciones de primer orden a la teoria de la relatividad general, de
manera que se pudiera trabajar independientemente la dindmica de las perturbaciones de la dindmica del
fondo en el cual evolucionan. Nuestro estudio consider6 un universo de FLRW y un modelo de polvo en el
cual, las perturbaciones, presentan una forma tipo Poisson, siendo esto coherente con el marco Newtoniano
de la teoria al que se debe reducir naturalmente.

En el capitulo 4, obtuvimos las condiciones para que ocurra el colapso gravitacional sobre una regién
esféricamente simétrica en el régimen no lineal dentro del marco de la relatividad general. Cabe resaltar
que tales condiciones presentan una implicacion cosmolégica importante sobre el parametro de densidad
inicial del universo, de modo que la formacion de estructuras va a depender fuertemente si se considera uno
de los tres tipos de universo: cerrado, plano y abierto. En este mismo marco consideramos una descripcién
métrica tipo LTB, en la cual se incluyen las perturbaciones, lo que permite tener una solucién completa del
sistema: fondo més perturbaciones lo que lo hace muy atractivo a la hora de obtener posibles soluciones
analiticas en el régimen no lineal de la teoria. También obtuvimos de este analisis métrico un perfil de
densidad que describe las perturbaciones analiticamente.

En el capitulo 6 estudiamos algunos aspectos de la simetria esférica en gravedad modificada f(R),
destacamos de este estudio que la generalizacién de las soluciones para el caso del escalar de Ricci constante
o solamente dependiente del radio, estdn gobernadas por la ecuacién de Bernoulli, por lo tanto, no fue
casualidad que la solucién propuesta para la ecuacién de campo (4.148) en el caso de la métrica LTB
tuviera una forma particular de la ecuaciéon de Bernoulli, dado que el problema consideraba simetria
esférica, y la teoria garantiza que la relacion entre los potenciales métricos y el escalar de Ricci presenta
una restricciéon que asume la forma general de la ecuacién de Bernoulli.

Finalmente, el capitulo 8 estuvo dedicado a las perturbaciones de primer orden en el marco de las
teorfas de gravedad modificada f(R), con el fin de obtener las ecuaciones tipo Poisson andlogas a las del
marco de la relatividad general. Para este fin, y procurando obtener los primeros efectos observables de
esta teorfa, se tomé el caso en el que f(R) = R+ f(R), modelo que reproduce paralelamente la ecuacién
de campo en relatividad y de gravedad modificada f(R). Las aproximaciones cuasi-estaticas permiten
reducir las ecuaciones dindmicas obtenidas al limite de la relatividad general correctamente. La ecuacion
tipo Poisson (8.16) junto a la ecuacién de la traza (8.8) gobiernan la dindmica de las perturbaciones
a las ecuaciones de campo en gravedad modificada f(R) hasta primer orden de aproximacién en las
perturbaciones métricas.

Una perspectiva importante que deja este trabajo es la posibilidad de realizar simulaciones cosmolégi-
cas con los resultados obtenidos, tanto para los perfiles de densidad propuestos en el modelo métrico
de LTB, como para las ecuacion tipo Poisson encontrada con perturbaciones en relatividad general y de
gravedad modificada f(R), compararlos asi con las simulaciones cosmoldgicas recientes realizadas dentro
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de sus respectivos marcos[51]. El grupo de gravitacién y cosmologia produjo sus primeras simulaciones
cosmoldgicas computacionales para el marco de la relatividad general[52], siendo el presente trabajo el
pilar tedrico que lo soporta y corroborando la validez e importacia cientifica del trabajo.
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Apéndice

Perturbaciones Métricas con Gauge de
Newton Conforme

A continuacion se muestran los calculos correspondientes a las perturbaciones métricas, hasta primer
orden, de las conexiones métricas y los tensores de Ricci y Einstein tomando un gauge de Newton conforme

ds® = a*(7) -1+ 2¢)dr? + (1 — 2)(dx? + dy® + dz2)} (A1)

Cuyas componentes métricas son

goo = —a*(1+29); goi = 0; gij = a*(1 — 2¢)0y;. (A.2)
9" = —a7*(1-2¢); goi=0; ¢” =a*(1+2¢)5". (A-3)

A.1. Componentes de la Conexién Métrica

Lo = %9’” (9o 2 + Iror = Gl (A.4)
Para u =0
I, = %QOP [Guox + Iro — Gup)
= %900 (90,0 + 9r0.p — Guaol (A.5)
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Parav=A=0

1
Ty, = 5900 [900,0 + goes0 — goero]

L 00
= 59 [900,0]

_ %(—a‘z(l—2¢))(50(—a2(1+2¢)))

%(—a‘z(l —2¢))(20°¢ + 2ad (1 + 2¢))
= (1-2¢)(¢ +H(1+20))

= ¢ +H(1+2¢) —20H(1 + 2¢)

= ¢ +H.

Parav =0;A =1

1 0 0
ry, = 5900 [900,2' +M—M

100

= 59 [goo,i]
_ %(_a—2(1 —26))(9;(—a*(1 +29)))

= (1-2¢)(99)
= 0i¢.

Parav =j;A =1

rf, = %QOO [M P g gjw}
= %900 [—gjz',o]
(—a~%(1 - 26))(~80(a?(1 — 2)0;:))
= 5(—a—2(1 —2¢))(2a*¢’ — 2ad' (1 — 24))6;
1= 2¢) (=" +H(1 — 2¢)) — 2He(1 — 2¢))dji
O+ H = 2HY) — 2H$)dj
P+ H( =20 — 24))dy;.

— N

(
-
(
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Para = k;v =0;A =0

1 0
rk = 59“ [MQM— 900,1]

1y
= 591

= L e Ca-a+20)

— %(1 + 21) (201 9)

= (1+2¢)(0¢)
_ 00 (A.9)

—900,1]

Para = k;v = 0;A =4

1 0
Flgl = §gkl W‘Q gil,0 _M

= %gkl [9i1,0]
%(a—m +2¢))0M (Do (a?(1 — 2¢))6y
(1+20)(H(1 = 2¢) =)o}
= (H(1+2¢)(1 —2¢) — (14 2¢)')ok
H _¢,)5§‘ (A.10)

Parap=kiv =3, =1

1
F?i = ggkl (915, + 9itj — 9jil]
1
= @2 2SO (L - 26)0; + 05(a>(1 — 20)8 — AaP(1 — 26)5,))
= (1 —2¢)6" (=061 — 0530 + Obdyi)
= —(O0F + 0516} — Op1dj). (A.11)
En resumen
Io = H+d;
Iy, = 0i¢;
09 = (= +H(1—2¢ — 2))dy;
Tty = Owo;
TE = (H—v)o;
[ = =00} + 00 — Ok)dji);
Th = 3(H—4v');
k. = —30;. (A.12)
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Tensor de Ricci

Ry =T, —T%,, +T5,I0, - T3, (A.13)
Para =10
ROV = 81/,04 - 80:,1/ + Faargu - gurga' (A14)
Parav =0
Roo = T6o0 — Do + T8aT00 — T50Ton- (A.15)
Donde
00 = F80,0 + Fgo,k
= ¢"+H + oo
= ¢"+H +V?s.
000 = F80,0 + ng,o

" +H +3(H +y")
47_[/ + (b” _ 3/1/}//
%0 = T8aT00+ 5, T

do do
= T0oT00 + TiT0o +M£ gk 00 2o
(H+ )+ BH—-¢)(H+¢)
H? 4 2H¢ + 3H? + 3HP — 3HY
4H? + 5HP — 3HY'.
S0T0a = T8I0 + Tinolin
2d00 2d0£9

= Tool'0o "‘%‘FM‘F Lol 0k

= (H+¢)+ (M — )5 (H — )5

= 4AH? 4+ 2H — 6HY'. (A.16)

Luego sumando los términos de acuerdo a la expresién (A.15) se obtiene

Roo = ¢"+H +V%—¢" —4H + 3" + 4H> + 5HP — 3HY — 4H? — 2H P + 6H)
Roy = —3H'+V?¢+3¢" +3H¢ + 31y (A.17)
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Para p=0,v =

«a
IWOj,oz

[0
00,

8
Balo;

8
5 0a

Luego sumando los términos de acuerdo al la expresién (A.18) se obtiene

_ o a
Roj = I'gj0 = 00,

ng,o + Plgj,k

0006 + Ok(H — )65
0;¢ — O/ "

d;¢' — 9.

00, + 6k

(M +¢") +0;(3(H — "))
0;¢ — 30;¢.

L6, 10; + Lol

T0T0, + T6kT0, + To0TG + T T

m m

(M +¢)0j¢ + 3(H — ¢')0;¢ + Omd(H — )3} — 30mp(H — ¢')d}"

Haj¢ + 3%8]'(;5 + H8j¢ — 37—[6,»1[1
5HO;¢ — 3HOjP.
I§I0, + o, Tin,

k k
9000 + 6,70k + ToniT06 + T Dok

O d(H +¢') + (H — )65 0k + (= + H(L = 2¢ — 20)))61j Om)

—(Om 05 + 05088, — OpthOmy) (H — )5

MO+ M6+ H(1L — 20 + )06 — HOjb — 3HO; 0 + HOz)

3H 6 — 3HO.

Roj = 20;¢" + 2H0;¢ = 20;(v' + Ho).
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Para u =1, v=

ij,0 i,

Ry =T¢, — T8 + T8, — T4 (A.21)

F%a = F?j(]—'_rmk

= Ao(—' + (1 — 2¢ — 20)H)6;; — O(0idk + 9;06F — Byabé;))
(=" 4+ (1 =20 —20)H' — 21" — 2HY' )65 — 0i0;9 — 0;0;0) + O Op1pds.

F?aj = F?OJ—I_szj
= 0;0i0 — 30:0;1.
Gal = T6all + Thall)

2000 2%0
= TQLY + Tk Y, +M+M
(H+ @) (=" + (1 =26 = 2¢)H)dij + 3(H — ¢') (=" + (1 — 2¢ — 2¢))H)dy;
(HY + (1= 2¢ — 20)H> + He)dij + 3(—2HY' + (1 — 26 — 20)H?)d
= (=THY +4(1 — 26 — 20)H> + H')di;
Gl = TgI0 +T0,Tm
do 2doO
- Mfrgr 0T+ Th AT
= (H—9)88 (—¢' + (1 — 26 — 20)H)du + (H — )07 (= + (1 — 26 — 20)H) 0
= 2(=2HY + (1 — 2¢ — 2¢))H?)d;;
= 2(H? — 2HY' — 2H%p — 2H*)dy;
= (QH® — AHY — AH ¢ — 4H*Y);;. (A.22)

Luego sumando los términos de acuerdo al la expresién (A.21) se obtiene

Rij = (—¢" 4+ (1 —2¢ —2)H — 2H¢ — 2HY')6;; — 8;0; — 9,0, + OOkt
—0;0i¢ + 30,00 + (=THY + 4(1 — 26 — 20)H* + H')dy;
—(2H? — AHY — AH> P — AH?2))6;;
= (QH* —4¢H? — dpH?: — " + (1 = 2¢ — 20)H' — H(5¢' + @) + V)5 + 0;0;0 — 0,0,
(A.23)

En resumen, las componentes del tensor de Ricci son

Roy = —3H 4+ V20 +3¢" +3H¢ + 3HY';

Roj = 20;(¢' + Ho);

Rij = (2H? —4¢H* — WH? — " + (1 = 2¢ — 20)H' — H(5¢' + ¢') + V>¥)d;; + 9,0;0 — 9;0;9.
(A.24)
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Escalar de Ricci

9" Ry = ¢"Roo + g% Ro; + ¢ Rij

(—a™2(1 — 2¢))(=3H' + V¢ + 30" + 3H¢' + 3HY)

(a2 (14 20)07)((2H? — 4¢H — 4pH? — 9" + (1 — 2¢ — 20)H' — H(5Y' + ¢) + V*¥)dy;
0,070 + 0;0;0)

3H — V2 — 3" — 31 — 3HY — 6H ¢ — 12H%¢ — 12H*h 4+ 61> — 30" + 3(1 — 2¢ — 2 M’
—3H(Y + ¢') + 3V + 6H Y + V2 — V2 + 121 %)

a 261 + 6H? — 6" — 2V2p + AV — 6Ho' — 18HY' — 12H ¢ — 12H%¢). (A.25)

Componentes del Tensor de Einstein

1
Guw =R, — EQWR. (A.26)

1
Ry — 59003

—3H' 4+ V2 + 30" + 3H + 3HY
—%(—cﬂ(l +20)) (@ 2(6H + 6H? — 69" — 2V2¢ + 4V — 6HP' — 18HY — 12H ¢ — 12H?¢);
2V — 61y + 3H.

1
Roj — 59@71"9

20;(¢' + Ho);
1
Rij — 59i 1t

(2H? — 4¢H? — AH? — " + (1 — 26 — 20)H — H(5Y' + ¢') + V)55 + 0;0;9 — 0;0;¢
_%(am — 2U)6;a" 2 (6H + 6H? — 6¢" — 2V2p + AV — 6He' — 18HY' — 12H ¢ — 12H%¢).
(—H? — 2H' + 2H? ) + 2H?p + A ¢ + AHY + AHY + 2H¢ — V2 + V26 + 2¢")6;;

+0;0;(¢ — ¢)
(A.27)
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Apéndice

Evaluacion del término
g*9(6T%,) — g7 (6T4)

A continuacién calculamos la evaluacion del término
g’ (0T%,) — g°7 (6T,
Se tiene que
o 1 oy
oG, = 559 [089~a + Oagys — 0v98al
1
+ 590”1 [0809ya + Oadgys — 040984l »
ademas
V'yégaﬁ = 6759015 - anégaﬁ - Fi‘yﬁégam
luego, completando las derivadas covariantes en la ecuacién (B.2) [30]
o 1 oy A A
Tha = 599795930~ TH0930 — Thadon |
+ 0adgys — Ty069r8 — Tagdgry
— ((9759604 — F;‘aég)\ﬁ — Féﬁé‘g)\v)} + gU'YF)\a(sg)\-y,

1
= 5997 [%gm — T}, 00x - T éaégxy}

1
+ 397 [vﬁégw + Vadgys — ny(Sgga] + T30 00,
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tomando el resultado (5.13)

o5,

igual para el término

0Ty, =

1, -
= =097 |997a — T3,00ra — T3a09ry | — 09" 97" 90T B

2
+ %g‘” :vﬁagm + Vabgys — vyégﬁa: + 6T 0000,

= 69793 T30 — 09" 00931 3

+ %g” :vﬁagm + Vabgys — vyégﬁa: ,

= %g‘” :Vgégm +Valgys — Vﬁ,égga: . (B.5)

1
_5907 [aocga'y + 879001 - aO'gOc’y]

2
1
5907 [aaégo'y + 8759004 - aa5ga«,]
1
5907907F3«/ + 5907 vaégo'y + V'yégoa - Voéga'y] + go'yré\fy&g)\a’

1
6907907F3«/ - gU“/g)\“gJV(;gHVI‘ém + §gofyvaégaw

1 g
59 "V a0Gor- (B.6)

Remplazando (B.5 ) y (B.6) en (B.1) el resultado es

a a ao a L,
g B(érﬁa) -9 (5FZ¢~/) = g P 59 7 [Vﬁdqm + Voﬁgw - vvégﬁa

1
"7 % 507 Vadg,
= GuwVeog" +V,6977. (B.7)
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Apéndice

Traza del Simbolo de Christoffel I'},

Para obtener la traza del simbolo de Christoffel consideremos la divergencia de un cuadrivector U"

[40]

V.U"=0.U"+T1%.U°, (C.1)
donde,
K 1 N7
P;m = 59 (aagm/ + al/gau - C%Qm/) . (02)
A partir de la identidad
g = 81/90;“ (C.3)
se obtiene
1
Ffm = 59“11609;111' (C4)

Para continuar con los calculos, recordemos la siguiente propiedad de las matrices inversas
Sea A una matriz diagonal cuya matriz inversa es A~! y |a| = detA su determinante. La matriz inversa
se puede representar por medio de matriz cofactores C'J asi

]
AAT = A%, (C.5)

luego
Ila] = ACY (C.6)

Conocemos que g son los elementos de la matriz inversa de g,,,,, entonces estos pueden ser expresados
en términos de la matriz de cofactores A" y el determinante g = det(g,, ), por medio de

AP
==

g

(C.7)
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A partir de la ecuacién (C.7) se deduce que el determinante puede ser escrito en términos de la matriz
de cofatores de la siguiente forma

g= .g,ul/A'Lw, (CS)

para cualquier p fijo (s6lo en este caso no se aplica la sumatoria de Einstein sobre indices repetidos sobre
w ). Por lo tanto,

99
=AM, C.9
P (C.9)
Sustituyendo (C.9) en (C.7) se obtiene
1 9g

weo= - C.10
g g 8g;w ( )

1027 g
= 8o 027 (C.11)

B 1 Jg
= 4Bogm 02° (C.12)

de tal manera que la contraccién (C.4) queda determinada por el determinante de la métrica, por medio
de

I%,. =0, (Inv/=g) . (C.13)
Luego, la divergencia del cuadrivector U” toma la forma

V.U = 0.U" + (Opdny/—g)U" (C.14)

- \/%_gaﬁ (Iny=g'U*). (C.15)
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Apéndice

Soluciones con Escalar de Ricci
Constante Definiendo la Signatura
Como (+,—,—,—)

En este apéndice se elabor6 para verificar las ecuaciones del libro: Beyond Einstein Gravity[10] pro-
puestas en el capitulo 4: Spherical Symmetry.
Tomando la signatura (4, —, —, —), para efectos de esta comprobacién, la métrica resulta ahora
ds®> = A(r,t)dt* — B(r,t)dr® — r2dQ3, (D.1)

Asumamos ahora que el escalar de Ricci es constante, R = Ry. La ecuacién de campo (6.51) y (6.52)
con H,,, =0 son [10]

1
fRoR,uV - §f0.g,uzx = ]{,’T/T/, (D.Q)

froRo — 2fo = kKT, (D.3)
donde fo = f(Ro) v fr, = df (Ro)/dR, y estas las podemos rescribir como

R/w + )\gul/ = qkT$7 (D4)
Ry = qgkT™ — 4, (D.5)
donde \ = L vy ¢! = fr,. Restringimos a los lagrangianos que se reducen al de Hilbert-Einstein

2fRq
cuando R — 0 y que no contienen constante cosmolégica A,

f(R)~ R cuando R — 0. (D.6)

Entonces, la ecuacién (D.3) indica que en el vacio (T}, = 0) se obtiene una clase de soluciones con
curvatura constante de Ricci R = Ry.

2f

R R

af

o5 , (D.7)

Ro
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En particular, existen soluciones con Ry = 0 para esta escuacién diferencial. Consideremos ahora el
problema de encontrar la solucién general de las ecuaciones (D.2) y (D.3) para una métrica esféricamente

B(t,?”) — 0
rB(t,r) —
lo que significa que B(t,r) debe ser independiente del tiempo, B(t,r) = b(r). Por otro lado, la componente

(2,2) de la ecuacién (D.2) da

simétrica (D.1). Las sustituciones de esta métrica dentro de las componentes (r,t) de (D.2) da

1 m
JroRa2 — §f0922 = “T2(2 )
L L e o4 — Alrh— 240 Li2 = wpr?
fRo 5()2—A(T + — A'rb — 2Ab) —§f07” = kKPr
11
§b2—A(b’7‘A + 202 A — A'rb — 24b) — A2 = qkPr?
1b'r Ar 1
- _ _ - P 2 2
2b2+ YT qrPre + Ar
A r 9 5 1 1vr
A’ b 2
— = Z[2-7%2qrP+2\)] - =+ — D.
1 r[ r*(2grP + 2))] —t+ (D.8)
Asi, ‘;‘;((f ’:)) = ((r), donde {(r) es una funcién independiente del tiempo y

A(t,?‘) = d(t)efqr)dr
’ r2 q
f( % %)dTefdrP (2242 kP)]b

[242(2A+2qkp)]b

T

= de ™
. de—2lnr+lnbef dr
b r [277«2(2,\+2qu)]&
- dpll TR
= a—ée T D9
’ D.9)

donde P es la presién de un fluido perfecto con tensor de momentum-energia
Ty = (P + p)uptn — Pgpuy. (D.10)
La funcién A(t,r) es separable, A(t,r) = aa(r), y el elemento de linea se escribird entonces [10]
ds® = aa(r)dt* — b(r)dr? — r2dQ3 (D.11)
y esta puede rescribirse como
ds® = a(r)dt* — b(r)dr? — r2dQ3 (D.12)

redefiniendo la cordenada temporal ¢t — ¢ cuando di = v/adt. En lo que sigue, la tilde serd absorbida
por la cordenada temporal.

Para resumir, en un espacio-tiempo con escalar de curvatura constante, cualquier simetria esférica
de fondo es necesariamente estatica o, el teorema de Jebsen-Birkhoff se toma para gravedad f(R) con
curvatura constante [10].

Un comentario estd a la orden en este punto. Hemos asumido un espacio-tiempo con constante escalar
de Ricci y deducido las condiciones en forma de potenciales gravitacionales. El problema inverso también
puede ser considerado: si el potencial gravitacional a(t, r) es una funcién separable y b(r, t) es independiente
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del tiempo, usando la definicién del escalar de Ricci, esto es R = Ry = const. y al mismo tiempo las
soluciones de las ecuaciones de campo sean estaticas si se impone simetria esférica. Para completar el
andlisis de este problema, se debe tener en cuenta las ecuaciones de campo remanentes contenidas en
(D.4) y (D.5) las cuales se satisfacen teniendo en cuenta la expresién del escalar de Ricci (6.20). Debemos
entonces resolver el sistema [10]

Rop — Xa(r) — gk [p+ P(1 —a(r))] = 0, (D.13)
Ry1 — A\b(r) — grPb(r) = 0, (D.14)
Ry —qr(p—3P)+4X = 0, (D.15)
R(a(r),b(r)) = Ro. (D.16)
Donde
b ra [277“2(2qkp+2k)]b
a(r) = ﬁef v (D.17)
ad = (a (D.18)
" = (¢'+ C2) a. (D.19)
y
b 9 2
C(r) = " (2 —7r°(2qkP +2X)] — STy (D.20)
Para este caso tenemos que (6.14) se reduce a
a// a/b/ CL/ a/2
ROO—%—W-F%—M (D.21)
Remplazamos (D.18) y (D.19) en la anterior se obtiene
_ (a0 G Ca Ca
foo = (C+ ) =T T (D-22)
N R U S
B 2b<€+C % 7 2) (D-23)
Y Y e L
= (2( +¢ C[b r]) (D.24)
Calculemos a continuacién ¢’y ¢?
voob 9 4 2 ¥ b?
Cl:(?—i_ﬁ) [2—7‘(2qu+2)\)]+7‘—2+§+?—()—2. (D25)
¢ = L [2—r2(2 5P+2)\)]2+2—b —g+b—, [2 —r?(2gkP +2))] + —g+b—, :
o2 1 r r b 1 rob)’
b? 9 2 40 20 9 4 40 b2
= 5 [2-7rQeP+2))] + <—ﬁ + 7) 2= r°Q2arP +20)] + 5 — — + 75 (D-26)
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En adelante usaremos los corchetes [] para denotar la cantidad [2 —7r2(2gxP + 2)\)]. Luego

20 2b 8& 4 2" 27 b 4 20 4 4y b?
2 / 2 — = = had - = _ == s 2 _ = - e
CH+<C <T+T2>H r2 2 b b2 7‘2[] ( 7‘2+7‘>H+7‘2 Tb+b2’
b2 5 4y 2 8 8 4¥ 2" v?
= — — - — -4 —=——4+ — — —. D.2
r2 "+ < r 7‘2> [ r2  r2 rb + b b2 (D-27)

Tomando en este ultimo resultado en (D.22) se tiene

R — ﬁ_b_z[ﬁ_i_ 4_b/_2_b []_|_§_|_8_b_4_b/+&//_g+ 4_b_b_/ [
0 = r r2 r2  r2 rb b b2 r2 r

= g-b_2[]2_|_ 3_b/_|_2_b H_|_§_|_8_b_4_b,_|_&”_g_ £_6_b/_|_§
 4b |12 roor? r2 2 rb b b2 v ooorb 2]’

'b2[]2+ 3_b/_|_2_b H 8_b_|_2_b/_|_&//_%
72 r2  rb b b2 |-

|
N
o | =

|
S e
~_
N
SHRSY

|
NN
~
| I

Finalmente, de la ecuacién (D.13) obtenemos

Roo — a(—gsP + X) —gr(p+P) = 0,

a [b? 3V 2b 8 200 2" 2% 2. 4b
[—Hz <—+ >H ﬁ+ﬁ+7_b—2_ﬁ[]+_2_8Ab:|_q"{(p—i_P) = 0,

4b r2
[27T2(2)\+2qkp)]b
ef [b‘* % + 36'0%r[] 4 126° + 20'br + 20" br% — 20202 — 8Ab37~2} —driqr(p+ P)b® = 0.
(D.29)
De esta misma forma (6.16) se reduce a
a// ab y a/2
= = T T T 1
v ! 9
= 2(( +§)+—+—b+ g
1 b/ 1
= 7+ + < ¢+ > (D.30)
Luego
R — _1 _2[]2+ 4_b/_2_b H_|_§+8_b_4_b/_|_&//_g+b_/ _é[]_|_g_b_/_%
T roor? r2 r2 rb b 2 b r r b r
_ 1 b_z[]2+ 3 _ 2 I 8 8 6 &”_%
4 roor? r2 r2 rb b b2
(D.31)
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Asi, de la ecuacién (D.14) obtenemos

Ri1 — Mb(r) — grPb(r) = 0,

2b 4b

—4R11——2[]+— =0

7‘2

b2 3V 2 8 8 6V 2" 202 2b_  4b
1°+ I+ 5+t 3wt 5 2l
r2  r2  rb b b2 r2 r2

r 72 rZ  r2 rb b b2

2 ’ / 1" 12
b_ []2 + (% _ 4_b> i 8 120 6V  2b 2b _ 0

b7 + (36'0%r — 40%) | + 8b7 + 12b% — 6b'br + 2b"br% — 26712 = 0 (D.32)

Finalmente, para la ecuacién (D.16) tomamos la ecuacién (6.20)

a [2b (2a' + Ta”) — ra'b'] a’?r? — 44* (b2 —b+ Tb') =
4b¢ + 2br (¢ + ¢?) - b’rg br2C2 4 (0> —b+rb)
C(4b—br) +2or(( + ) —br?¢2 =4 (B> —b+rl) =

2 12
%[] B TS bbr

b2 30 3b 6 4b 4V b
—|—2br[ []+<———>[]+—2+———+

r r2 r 2 rb b

b? 20 4b 4 4y b/2
2 2
—br [7‘_2[] +<7_T_2>H+ﬁ rb bQ]_ ( —b—l—rb/)

2 2
e (Z _ 1) 2+ (ﬂ Cbrern— O oy 4 4b2> I
r r

T

b b2r 120 b2 b2 2
—8—+6b’—T+—+87—8b’+2b” b+ AW — 2 A b — Ay =

T T {53 <§ - 1) %+ <4b2 +5b'b — 27b2 — 2bb'r > I

12,.2 /
+4_b—zb/ bbr _b%+&+2b// -
b (2 ) [+ (4 + 05— 26— 27) |

+4b% — 20'br — V23 — b0 4+ 863 — 4bPr + 20"'r? =

Rescribiendo el ultimo término y tomando la ecuacién (D.15)

Ry = qk(p—3P)—4\
233 Ry = 20373 [qk(p — 3P) — 4)].

obtenemos

b2 —7)[*+ ((4r —2)[ + 8 — 4r — 2r3[gk(p — 3P) —4A])) b*
+ ((5b'r — 2V + 4) b% + 2r(V'r — V)b — b*r® —0*r? = 0,

el unico potencial desconocido es ahora b(r).
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(2r2a*b?) Ry
(2r2b%) Ry
(2r2b®) Ry

(2r2b*) Ry
(2r2b®) Ry

(2r2b2)R0} * br

(2r°b*)Ry (D.33)
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Apéndice

Derivacién de la Ecuacion Tipo Poisson
sin la Aproximacion Cuasi-Estatica
fpr <1

A continuacién haremos célculo de la ecuacién tipo Poisson en gravedad modificada f(R) sin tener en
cuenta la aproximacion cuasi-estatica fp < 1
Tomando una la funcién f(R) de la forma f(R) = R+ f, la ecuacién de campo resultante es

R+f
(1 + fR)Rag — Gap <T+ - DfR> - VOCVQfR = k‘Taﬁ (El)
0
frR
(1 + fR)GaB + Gap T + Ofg | — VQV5fR = k‘Taﬁ (E2)
cuya traza es
fr(R)R — R+ 30fg(R) = kT (E.3)

Ahora, tomando la aproximacién cuasi-estatica Vir > f}, entonces la ecuacién (E.2) resulta

frR
(1 + fR)GaB + 9o <RT + V2f3> - VQV5fR = k‘Taﬁ (E4)

Cuya traza ahora resulta

1
V2p(R) = 3 (KT + (1 — fg)R) (E.5)
Remplazando (E.5) en (E.4) tenemos
1 1
(1 + fR)Gag + Gap (ng + EfRR> — VQV5fR = k‘Taﬁ (E6)
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Asi, para la componente 0 — 0

1 1
(1 +1£r)Goo + goo (ng + EfRR> — VoVofr = kToo (E.7)

Introduciendo las perturbaciones resulta

(1 + fr)(Goo + 6Goo) — a® (1 + 2¢) <% [k (p+0p) + R+ 0R] + éfR(R + 6R)> = d’k(p+dp+2¢p)
(E.8)

Sustrayendo el fondo obtenemos

(1 +fR)(2V24 + 6Hy)') — a® (é [—kép + 6R] + %fRM% + ? [—kp+ R] + %fRR> = a’k(6p+20p)
(E.9)
De la componente 0 — j del tensor de Einstein para el modelo de polvo se obtiene la condicién
Y=o (E.10)

Por otro lado, la ecuacién de Friedmann modificada, a orden cero, en el tiempo conforme, bajo las
condiciones de la aproximacion cuasi-estatica es

1
N 1+ 1

3H? [cﬁ <k:p + % [—kp+ R] + %fRRﬂ (E.11)

Por lo tanto, en la ecuacién (E.9)

1 _ - 1 1
(14 ) (2V2 + 6H20) — 200> ( kp + = [—kp TSR ) = a’ <k‘5p + 3 [—hp + K] - EfRaR)

(E.12)
De esta manera, obtenemos la ecuacién de Poisson modificada
) e, 1 1
20+ fr)VY =a gkép + géR — éfRéR (E.13)
0
V2 = C(Lisps Lor— Liwr (E.14)
T1+t,\37P 7% 128 '
0
vip = (Lo (12 L) o (E.15)
T+ \37 776 g B '
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