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1 Introduccion

El estudio de persistencia y extincion de poblaciones en redes de drenaje aborda un proble-
ma de larga data en ecologia matematica. Las redes de drenaje describen ambientes fluviales
como rios y arroyos que presentan estructuras dendriticas en forma de arbol binario. Una
de las caracteristicas de este tipo de ambientes es el flujo unidireccional predominante del
agua. Sin embargo, las variaciones en los campos de velocidad y en la geometria de los ca-
nales tienen como efecto que el movimiento de los organismos sea mucho mas complejo que
simples lineas rectas en direccion rio abajo. En algunos casos dicho fenémeno de transporte
se puede modelar como un proceso de adveccion-difusion.

Los organismos sin movimiento auténomo que habitan las redes de drenaje, estan expuestos
entonces a una dispersion que predominantemente los expulsa de su habitat. Sin embargo, se
ha observado que incluso las partes altas de los rios permanecen pobladas. Esta paradoja se
ha denominado la “paradoja de la deriva”. Dicha paradoja conduce al problema de explicar
la persistencia de poblaciones a largo plazo, en términos de pardmetros fisicos, bioldgicos o
dindmicos de la red de drenaje.

Resoluciones a la paradoja de la deriva comienzan a surgir a mediados del siglo pasado
con los trabajos de Miiller [1954], Waters [1972] y Anholt [1995] entre otros. Estos trabajos
plantean hipdtesis con gran énfasis en aspectos deterministicos de los procesos biolégicos
vinculados con organismos y afluentes. En Speirs and Gurney [2001], Lutscher et al. [2005]
y Ramirez [2012] se demuestra como esta paradoja puede ser explicada usando ecuaciones
de transporte en términos de operadores parabdlicos de adveccién-difusion. En este trabajo
se estudian y se expanden estos modelos.

Partiendo de los trabajos en una dimensién de Speirs and Gurney [2001], se han desarrolla-
do hipdtesis donde se demuestra que la accién de dispersion difusiva permite la persistencia
de las especies habitando ambientes advectivos. Esto se logra al incorporar en sus mode-
los las caracteristicas deterministicas de la deriva rio abajo, los movimientos aleatorios de
los organismos a baja escala y las dindmicas del crecimiento poblacional. El modelamiento
matematico de dicho problema se ha logrado formalizar considerando ecuaciones de advec-
cién-difusion de la forma



ou o*u ou
g(x,t) = D(x)ﬁ(:c,t) — V(:c)%(:c,t) +ru(x,t), t>0, veTl, (1-1)

donde la funcién u representa, por ejemplo, densidad de poblacién por unidad de longitud, V'
es el término advectivo, D es el término difusivo y el término ru representa una linealizacién
del crecimiento poblacional.

Este trabajo ha sido extendido por Pachepsky et al. [2005], Lutscher et al. [2006], Lutscher
et al. [2010] a modelos de salto-dispersion integro-diferenciales de la forma

ou

E(:c,t) = (r — p)u(z,t) + ,u/FIC(y,x)u(y, t)dy, t>0, zel, (1-2)

donde la funcién u y la constante r son como en (1-1), u es la tasa a la cual los orga-
nismos se separan del fondo de un canal y empiezan a dispersarse dentro de la columna
de agua y K es un kernel de dispersion que denota la probabilidad de que un organismo en
el bentos' que salta en un punto y, regrese de nuevo al bentos en un punto x en el dominio I'.

Los modelos (1-1), (1-2) describen el crecimiento y la dindmica del movimiento de orga-
nismos de agua dulce en su etapa larval, durante la cual los organismos no tienen modos
auténomos de dispersién, como el vuelo por ejemplo. Cuantifica condiciones de persistencia
en términos de parametros de movimiento y concluye que una poblacién puede persistir en
cualquier locaciéon de un habitat dado que el kernel de dispersién K asigna una probabilidad
positiva al movimiento en la direccién rio arriba, lo que da respuesta a la paradoja de la
deriva.

Sin embargo los modelos propuestos se restringen al caso uno-dimensional modelando habi-
tats que constan de un solo tramo de rio. Esto dista bastante de las estructuras dendriticas
que presentan los sistemas fluviales reales. Adicionalmente, se ha encontrado que las geo-
metrias de redes dendriticas en si mismas pueden conducir a cambios en la dindmica pobla-
cional y la viabilidad de los sistemas (ver por ejemplo Cuddington and Yodzis [2002]; Fagan
[2002]; Goldberg et al. [2010]).

Mas aun, la escala espacial, el tamano y la geometria del sistema, la conectividad y parame-
tros demograficos pueden tener efectos bastante variables sobre la razon de crecimiento
asintotico de las poblaciones riverenas [Goldberg et al., 2010]. A esto se suman las carac-
teristicas de dependencia de afluentes, incluidos frentes de agua no uniformes y cambios
longitudinales en areas de secciones transversales habitables que también pueden alterar las
condiciones de persistencia (ver por ejemplo, Fausch et al. [2002], Campbell Grant et al.

LConjunto de organismos que viven en los fondos acuaticos.
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2007]).

Estos hechos han llevado a considerar en el modelamiento de las dinamicas poblacionales,
arboles binarios cuyas aristas pueden ser consideradas como hébitats primarios continuos.
Este tipo de grafos conectan la dindmica local de segmentos de rio con la dindmica global
de los rios [Sarhad et al., 2013]. Sus aristas al ser dominios continuos, admiten formular
modelos en términos de ecuaciones diferenciales o integrales como (1-1) 6 (1-2). Para ello, se
hace necesario un sistema de modelacion que permita entender la influencia de la estructura
espacial y la variabilidad de los pardmetros fisicos en dindmicas ecoldgicas (Campbell Grant
et al. [2007]).

Figura 1-1: Representacion esquematica de una red de rios.

La teoria de grafos cuanticos proporciona el contexto matematico adecuado para conseguir
una mejor aproximacién a los sistemas fluviales en consideracién. Esta teoria extiende de
manera natural los modelos unidireccionales del tipo (1-1) y (1-2). Bésicamente un grafo
cuantico es un grafo visto como un complejo simplicial?> uno-dimensional equipado con un
operador diferencial [Kuchment, 2004]. A cada arista del grafo le asociamos un intervalo con-
tinuo permitiendo asi, definir funciones y operadores sobre estos intervalos. Como se vera a
lo largo de este trabajo, dicha configuracion proporciona los fundamentos necesarios para
justificar los modelos de ecuaciones diferenciales definidos sobre grafos.

El desarrollo de esta tesis aborda los trabajos de Ramirez [2012] y Sarhad et al. [2013] que
recientemente han adaptado conceptos de grafos cudanticos para modelar el impacto que tie-
nen las estructuras de redes de drenaje en la dinamica de plobaciones en rios. El objetivo
general es estudiar condiciones de persistencia y extincién de poblaciones modeladas por
ecuaciones de evolucién del tipo (1-1) y (1-2) pero donde el dominio espacial es un &rbol
binario con propiedades fisicas espacialmente heterogéneas.

2Un complejo simplicial es un espacio topolégico de cierto tipo, construido “pegando” puntos, segmentos
de linea, tridngulos y sus contrapartes n-dimensionales



Una red heterogénea es una red de drenaje I' representada mediante un drbol métrico binario
que posee un vértice raiz. La direccion de la red se toma en la direcion del vértice raiz. A
cada arista e se le asigna una longitud L., una area de seccién transversal A, una velocidad
Ve y un coeficiente de difusion D,, donde L, A, Ve v D, son constantes positivas sobre cada
arista e. Los grafos cuanticos que se consideran en este trabajo son pares (I', £) donde I" es
una red heterogénea y £ es un operador de evolucién parabdlico como en (1-1) y (1-2). En
este marco se considera la evolucién de la densidad de poblacién u de cierta especie mediante
una ecuacién de evolucién de la forma

{gtu(t) = L[u(t)], u € Dom(L) (1-3)

u(0) = up.

Se hallan condiciones bajo las cuales la poblacion se extingue a través del analisis de estabili-
dad para la solucién trivial u = 0 del problema (1-3). En particular se encuentran expresiones
y cotas para una tasa de reproduccion critica en términos de parametros tales como: razén
de adveccidn, caracteristicas de dispersion y geometria de la red. Esta tasa critica se define
como el minimo valor de la tasa de reproduccion que garantiza la persistencia de la poblacién .

Considerando redes heterogéneas, se busca extender el modelo de grafo cuantico a modelos
particulares propuestos en Gutierrez et al. [2012] y Sarhad et al. [2013] que consideran redes
homogéneas donde los coeficientes de adveccion y difusion son constantes sobre toda la red.
En el caso de Gutierrez et al. [2012] se estudian modelos de tipo logistico y lineal. Para el
caso de Sarhad et al. [2013] se relacionan las condiciones de persistencia dadas en Ramirez
[2012] para el modelo (1-2) con las del modelo (1-1).

En el capitulo 2 se presenta la teoria general de grafos cuanticos, las definiciones basicas y
algunos ejemplos. Ademads se introduce la teoria de estabilidad de Lyapunov y su conexién
e interpretacion con los conceptos ecoldgicos de persistencia y extincién en el marco de mo-
delos de evolucién del tipo (1-1) y (1-2).

En el capitulo 3 se deduce el modelo (1-1) sobre una red de drenaje I' con condiciones de
frontera hidrolégicas. Se adapta este planteamiento al modelo propuesto en Gutierrez et al.
[2012] y se consideran distintas ecuaciones con términos lineales y logisticos. Siguiendo el
protocolo propuesto en Gutierrez et al. [2012], se calculan estimativos en L*(T") y se obtienen
cotas para la tasa de reproduccion critica del modelo.

En el capitulo 4 se considera el modelo de dispersion por salto propuesto por Lutscher et al.
[2006] y su extensién a redes de drenaje en Ramirez [2012]. Se relacionan las condiciones
de persistencia del modelo (1-2) con las del modelo (1-1) por medio de la teoria general de
semigrupos para ecuaciones de evolucion. Se obtienen, a través de este andlisis, cotas para
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la tasa de reproduccion critica del modelo (1-1) en una red heterogénea, extendiendo asi los
resultados en Sarhad et al. [2013].



2 Teoria de Grafos Cuanticos y
Estabilidad

En este capitulo se introducen las herramientas béasicas de la teoria de grafos cuanticos,
presentadas en Berkolaiko and Kuchment [2013], Kuchment [2004], Kuchment [2008]. Esta
teoria surge aproximadamente en 1930 por la necesidad de simplificar modelos en matemati-
cas, fisica, quimica e ingenieria cuando se consideran sistemas cuasi-uno-dimensionales que
lucen como una vecindad delgada de un grafo. Estas herramientas son necesarias para abor-
dar modelos de evolucién en grafos. Se dan las definiciones iniciales y la notaciéon principal,
luego se dota a los grafos de una “estructura diferencial” que permite definir modelos de
ecuaciones diferenciales para distintos problemas en ecologia (e.g., Campbell Grant et al.
[2007], Freidlin and Wentzell [1993], Oppenheimer [2000]). En este trabajo son de interés
principal los modelos que abordan dindmicas poblacionales en redes de rios. Por ultimo se
presentan los aspectos basicos de la teoria de estabilidad de Lyapunov y su conexién e in-
terpretacion con el concepto de estabilidad en ecologia matemaética.

2.1. Digrafos y redes de drenaje

En esta seccion se introducen los principales objetos de la teoria de grafos cuanticos: grafos
métricos y operadores diferenciales definidos sobre estos. Las definiciones bésicas de la teoria
general de digrafos que se presentan a continuacion pueden consultarse con més detalle en
Berkolaiko and Kuchment [2013] y Chartrand et al. [2010].

Definicién 2.1.1. Un grafo dirigido o digrafo I' consiste de un conjunto finito de ele-
mentos llamados vértices (o nodos) y un conjunto de pares ordenados de vértices distintos
llamados aristas dirigidas (o simplemente aristas).

Los vértices de un digrafo I" se denotan por v y el conjunto de todos sus vértices se denota
por V(I'). Las aristas de I" se denotan por e y el conjunto de todas sus aristas se denota por
E(T"). Las aristas dirigidas se llaman canales y en este trabajo el uso de ambos términos no
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debe dar lugar a confusién. Si e = (u,v) € £(I"), decimos que u es el vértice inicial de e y v
es el vértice final de e. Para abreviar se escribe e = uw. Dos vértices u, v son adyacentes
si uwv € E(T).

Definicién 2.1.2. Sea I' un grafo dirigido.

a) El grado de entrada id, de un vértice v € V(I') es el numero de aristas de I' de la
forma uv.

b) El grado de salida od, de un vértice v € V(I') es el numero de aristas de I' de la
forma vw.

La estructura de los digrafos permite definir, por ejemplo, cantidades vectoriales sobre es-
tos (e.g. velocidad advectiva de una sustancia u organismo). Por tanto en este trabajo se
consideran unicamente digrafos I' cuyas aristas se tratan como segmentos uno dimensionales.

Definicién 2.1.3. Sea I' un grafo dirigido.

a) Un camino en I' es una sucesion ordenada de aristas en E(T'), tal que el final de la
(n — 1)-ésima arista en la sucesion (excepto la iltima) coincide con el origen de la
n-ésima.

b) Un semi-camino de vy a v; en I' es una sucesion de vértices vovy - --v; tales que
vy_1v; 0 v, pertence a E(T') para todot =1,... 1.

¢) Un camino cerrado en ' es un camino tal que su dltima arista termina al comienzo
de la primera.

d) Un camino cerrado es un ciclo simple (o simplemente un ciclo) si este no pasa a
través de una misma arista o vértice mds de una vez.

El modelamiento de dinamicas poblacionales en sistemas de rios hace uso de un tipo especial
de digrafos que se presentan a continuacién Diestel [2005].

Definicién 2.1.4. Sea I' un grafo dirigido.

a) Un digrafo se dice conexo si para cualquier par de vértices, existe un semi-camino que
los conecta.

b) Un drbol dirigido es un digrafo conexo sin ciclos simples.

¢) Un drbol binario dirigido es un drbol dirigido con un vértice distinguido denominado
vértice raiz, tal que cada vértice (excepto el raiz) tiene exactamente un vértice adyacente
en la direccion del vértice raiz.
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En este trabajo son de especial interés los drboles binarios dirigidos, que dotados de cierta
estructura adicional, se usan para definir el concepto de red de drenaje en la siguiente sec-
cién. Dicho concepto es abordado en los distintos modelos que se estudian a lo largo de este
trabajo.

Las siguientes definiciones se presentan para introducir condiciones de frontera adecuadas
en los modelos considerados en los capitulos 3 y 4.

Definicién 2.1.5. Sea I' un drbol binario dirigido hacia el vértice raiz ¢.

a) La frontera de ', denotada por OT', consiste de todos los vértices v € V(I') tales que
idy = 0.

b) Los vértices interiores de I" son los vértices de T, distintos del vértice raiz, que no
pertenecen a la frontera de I'. Se denotan por I(I') = V(I') \ ({¢} Uadl').

2.1.1. Redes de drenaje y funciones

En esta seccién se anade a los digrafos una estructura que los dota con una topologia y una
métrica, considerando las aristas de I' como conexiones fisicas entre los vértices.

Definicién 2.1.6. Un grafo métrico es un grafo dirigido I" tal que a cada arista e € E(T)
se le asigna una longitud positiva Le € (0, 00).

En un grafo métrico I' cada arista e € £(I") se identifica con un intervalo cerrado [0, L] de
longitud L. Asi, un punto « € e se identifica por = (e, z) donde la arista e estd asociadad
al intervalo [0, L] y 0 < & < L.

La introduccién de la estructura de grafo métrico permite interpretar un grafo I' como un
espacio topologico que es la uniéon de todas las aristas, donde los extremos finales de las
aristas que corresponden a un mismo vértice estan completamente identificados. Esta con-
sideracion no asume que el grafo esté embebido de alguna manera en un espacio Euclideo
o inclusive en un manifold Riemanniano. En los modelos de redes de drenaje, abordados en
los siguientes capitulos de este trabajo, tal embebimiento existe y entonces la coordenada a
lo largo de una arista es usualmente la inducida por la longitud de arco.

Como su nombre lo sugiere, cualquier grafo métrico I' puede ser dotado con una métrica na-
tural. Si una sucesién de aristas {e;}}2, forman un camino, su longitud estd definida como
> Le,. Para dos vértices v y v', la distancia entre v y v’ esta definida como la longitud del
camino mas corto que los conecta, siempre que exista un camino de v a v’. Dado que a lo
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largo de cada arista la distancia esta determinada por la coordenada z, para dos puntos x
y y del grafo que no son necesariamente vértices, se define la distancia entre x y y, como la
distancia mas corta que separa a x y y medida a través de las aristas del grafo.

Definicién 2.1.7.

1. Un grafo es finito si tiene un numero de vértices finito.

2. Un grafo es compacto si es finito y todas sus aristas tienen longitud finita.

Un grafo compacto es también compacto como espacio topolégico. Notese que no todo grafo
finito es compacto; en efecto, puede ocurrir que aunque tenga un nimero finito de aristas,
algunas de ellas pueden ser de longitud infinita lo cual no permite que se dé la compacidad.

La siguiente definicién contiene el tipo de grafo utilizado para modelar conceptualmente
redes de rios.

Definicién 2.1.8. Sea I' un grafo compacto embebido en R?. Se dice que I' es una red de
drenage si I' es un darbol métrico binario que posee un vértice distinguido ¢ denominado
vértice raiz.

En este trabajo se modelan redes de rios por medio de redes de drenaje I' dirigidas hacia el
vértice raiz ¢.

Figura 2-1: Representacion esquematica de una red de drenaje I'.

Las redes de drenaje I' que se consideran tienen un numero finito, tanto de aristas como
de vértices. En particular, se pueden clasificar sus vértices en tres conjuntos distintos. El
primer conjunto estd conformado por un unico elemento, el vértice raiz ¢ que tiene idy = 1
y odgy = 0. El segundo conjunto estd conformado por los vértices interiores de I' que tienen
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tdw = 2y ody = 1. Estos vértices w se conocen como vértices de interseccion y en todo
su conjunto se denotan por I(I'). Finalmente, el tercer conjunto estd conformado por los
vértices de frontera que tienen id, = 0, od,, = 1. Dicho conjunto se denota por OI'. Por tanto
V(I') ={¢} UI(I') UIT'. La notacién e € JI indica que la arista e tiene uno de sus vértices
en Ol

Localmente toda red de drenaje luce como un grafo tipo estrella de tres aristas ep,e; y
ey que se denota por Y. Acd e; y es se intersectan en el vértice w para formar ey. Los
vértices de frontera aguas arriba se denotan por ve,, ve,. Asi, en un vértice de interseccion
siempre se tienen tres aristas adyacentes: dos que entran y una que sale en la direcciéon de
la red. Ademas, cada arista estd dotada con un area de seccién transversal denotada por
Ae,, ©=0,1,2 y una direccién que apunta aguas abajo hacia el vértice raiz ¢. Por tanto,
en cada arista de la red, la coordenada espacial x crece en esa direccion.

Ae,

0L,

Figura 2-2: Interseccién interior T en una red de drenaje I'.

A continuacién se describe de manera precisa como definir funciones sobre redes de drenaje
(y en general sobre grafos métricos), permitiendo asi considerar espacios clasicos de funciones
y posteriormente definir operadores diferenciales e integrales sobre estas.

Los puntos de una red de drenaje I' no son tnicamente sus vértices, sino también todos los
puntos intermedios @ sobre las aristas. Asi, cuando se habla de funciones f : I' — R definidas
sobre T, se consideran definidas a lo largo de las aristas y entonces, fe : [0, Le] — R denota
la restriccién de la funcién f a la arista e. De esta forma los valores de f se denotan por
f(x) = f(e,x) = fe(x). Ademds, si {fe : [0, Le] = R}ecer) es una coleccién de funciones
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con la propiedad fe,(0) = fe,(Le;) = fe,(Le,) para cada w € I(I'), entonces la funcién
f definida sobre I' se puede escribir como f = Y 1 feXe, donde xe(x) = X[0,0.)(7) es la
funcién caracteristica del intervalo [0, L.) v f(¢) = 0.

Je,

¢ ; ;

Figura 2-3: Funcion definida sobre una red de drenaje I'.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se puede hablar entonces de funciones
continuas definidas sobre una red de drenaje I'. Sea e € £(I') y C(e) que denota el espacio
de todas las funciones continuas sobre el intervalo [0, Le]. Entonces se define el espacio
estdndar de funciones continuas sobre I', denotado por C(I'), como

Cr):={fT—=R/ fecCle) Vec &T)} (2-1)

Para una funcién f definida sobre una red de drenaje I', la condicion de continuidad
sobre f se expresa por: f € C(I'). Si w € I(I'), entonces w tiene tres vértices adyacentes
que determinan tres aristas: ey, €1, es. Luego la condicion de continuidad impuesta sobre f
puede escribirse como:

feo(()) = fel (L61> = fe2(Le2)' (2_2)

La presencia de la coordenada x a lo largo de las aristas, permite definir de manera natural la
medida de Lebesgue dx sobre el grafo. Teniendo esta medida se pueden definir otros espacios
de funciones sobre I'.

Definicién 2.1.9. Sea I" un grafo métrico y e € E('). Se define

L*(e) :={fe: fo medible,/|fe|2 < 00}

'En las aplicaciones de este trabajo se considera esta condicién
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El espacio L*(T) consiste de las funciones que son medibles y de cuadrado integrable sobre
cada arista e de I', y estd equipado con el siguiente producto interno:

(b = [ Fadgla) da = Z/Lefe 2)ge( (2-3)

ecg(I)

Por tanto las funciones en dicho espacio satisfacen la siguiente condicion respecto a la norma
inducida por su producto interno:

11 Zey = D Mellzzge < oo (2-4)

ecg(I)

Ast, L*(T') es la suma directa de los espacios L*(e).

2.2. Operadores y grafos cuanticos

Sea I un grafo métrico. Este tipo de grafo se convierte en un grafo cuantico después de ser
equipado con una estructura adicional: la asignacién de un operador cuyo dominio esta com-
puesto de funciones definidas sobre I'. En este trabajo se consideran operadores diferenciales
e integrales. Por tanto se comienza precisando la nocién de derivada de una funcién f defi-
nida sobre I'.

La derivada de una funcién f : I' — R en el interior de una arista e € £(I") se define en el
sentido usual sobre el intervalo abierto (0, L.). En los vértices conectados por e, las derivadas
se entienden como derivadas laterales en el sentido usual. En un vértice de interseccién la
derivada no esta bien definida ya que esta puede tomar valores distintos. En el caso de una
red de drenaje, tres aristas eg, e; y es se intersectan en un vértice w. Las aristas incidentes
a W son e; v es, v ey es la arista saliente. Entonces los posibles valores de la derivada en
dicho vértice son:

fél(Lel) = 1im )

h—0—
o, (Lo, + 1) — [,
Folte) = g 2 +2 el

Por tanto f'(w) puede tomar los valores f, (0), fi (Le,), fi,(Le,). En general, se observa
que si una arista es incidente al vértice se considera la derivada por izquierda y si la arista

sale del vértice se considera la derivada por derecha. Finalmente, en los vértices de frontera



14 2 Teoria de Grafos Cuanticos y Estabilidad

se tienen derivadas unilaterales. La notacion d—i para las derivadas espaciales también es
considerada en este trabajo.

Definicién 2.2.1. Sea I" un grafo métrico y e € E(T).

1. H*(e) denota el espacio de Sobolev de funciones definidas sobre la arista e, que tienen
todas sus derivadas hasta el orden k pertenecientes a L*(e).

2. El espacio de Sobolev H'(T') consiste de todas las funciones continuas sobre I' que
pertenecen a H'(e) para cada arista e, 1y estd dotado con el siguiente producto interno:

gy = / (f@)g(@) + F2)g (@) dr = 3 / " (ful@)ge() + F1(2)gl()) d.
) 0

r ecE(T

donde ', g son las derivadas débiles de [ vy g.

Por tanto las funciones en dicho espacio satisfacen la siguiente condicion respecto a la
norma inducida por su producto interno:

2 2
1 ey = Z [ fell 71y < o0

ec&

3. Se define el espacio de Sobolev H*(T') por

H*(T') :={uec HYT) : ' € H'(I)}. (2-5)

La condicién de continuidad impuesta sobre las funciones del espacio de Sobolev H!(T') quie-
re decir que cualquier funcion f de este espacio asume el mismo valor en un vértice v sobre
todas las aristas adyacentes a v, y asi, f(v) estd tinicamente definida.

Los operadores considerados en este trabajo actiian sobre cada arista e de I' y estan dados
por:

El operador segunda derivada negativa:

d*f

Cda?’

Dg[f] = f c DOI’IlDQ. (2—6)

Para este operador la direccion de la arista sobre la cual actian es irrelevante. Este no es el
caso si se consideran derivadas de primer orden en los términos del operador, e.g. campos
de velocidades u operadores como d/dx. En tales casos necesitamos asumir que el grafo es
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dirigido y considerar canales e y sus correspondientes coordenadas x.

El operador de adveccién-difusion, con coeficiente de difusion D > 0 y adveccion V' > 0,
se define sobre un grafo métrico por:
f o df
A f]=D—= -V — € Dom(A"), 2-7
f)=D% VL. f € Dom(A) 2-7)
donde los coeficientes V' y D son constantes sobre cada arista e del grafo, esto es, D(z) =
De >0y V(x) =V, >0 paraz € [0, L.

El operador integral:

K*[f](x) = / K(y,2)f(y)dy, feIXT), zeT, (2:8)

donde I' es un grafo métrico y K es una funciéon de I' x I" a los reales positivos tal que la
integral sobre I' de K(y, x) respecto a x es menor que uno. A tal funcién se le conoce como
kernel de dispersion.

Definicién 2.2.2. Un grafo cudntico es un grafo métrico equipado con un operador dife-
rencial.

El caso clédsico de operadores diferenciales definidos sobre un sélo segmento (i.e., un grafo con
una unica arista) deja claro que la definicién de grafo cuéntico no queda completa sino hasta
que se define el dominio del operador. Ademas, su descripcién debe involucrar condiciones de
suavidad sobre f a lo largo de las aristas y algunas condiciones de interseccion y de fronte-
ra en los vértices (que son el andlogo de las condiciones de frontera para un intervalo simple).

De la definicién, un grafo cuantico es una tupla (F, A) donde I' es un grafo métrico, A es
un operador diferencial definido sobre I' y el dominio del operador A denotado por Dom(.A)
contiene condiciones de vértice de acuerdo al modelo en consideracion.

Observacion 2.2.1.

El operador Dy que acttia como la derivada de segundo orden a lo largo de las aristas, ilustra
de una manera clara y concreta cémo influyen las condiciones de vértice en la definicion y
propiedades de los grafos cuanticos. Para dicho operador es natural requerir que f pertenezca
al espacio de Sobolev H?(e) sobre cada arista e. Entonces se considera el operador, definido
sobre la suma directa @ . C5°(e) de los espacios de funciones suaves sobre las aristas, que
se desvanecen con todas sus derivadas en los vértices. Se sabe que la clausura de D, en

L*(I") tiene dominio P, . Hj(e), donde Hf(e) es el espacio de Sobolev de orden dos sobre
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la arista e, cuyos elementos son funciones que se anulan con sus primeras derivadas en los
extremos de la arista. El operador asi definido es simétrico respecto al producto interno en
L*(T) [Berkolaiko and Kuchment, 2013].

2.2.1. Condiciones de vértice

En esta seccién se presentan los distintos tipos de condiciones de vértice que se especifican
en el dominio de los operadores (2-6), (2-7), (2-8). Dichas condiciones son determinantes en
las propiedades del operador y tienen por objeto describir las interacciones entre los distintos
canales de una red de drenaje asociada a un grafo cuantico.

Las condiciones en los vértices de una red de drenaje I' que se consideran en este trabajo
son de la forma:

3 <aefe " 5%) (v) =0, (2-9)

e€&y

para v € V(I') y para ciertas constantes e, fe.

Las interpretaciones fisicas de los casos particulares para valores de ae, 8. que se conside-
ran en las aplicaciones en ecologia matematica se describen en los siguientes capitulos con el
fin de construir modelos ecoldgicos para poblaciones de organismos que habitan redes de rios.

En la siguiente seccion se estudia el espectro del operador (2-6) sujeto a condiciones de vértice
del tipo (2-9). Con este ejemplo se pretende mostrar la manera en la cual dichas condicio-
nes de vértice influyen sobre las propiedades espectrales del operador. Los operadores (2-7)
y (2-8) se estudian en los siguiente capitulos en el marco de modelos ecolégicos de dispersion.

2.2.2. Espectro de un grafo cuantico

En esta seccion se presentan algunas nociones bésicas de la teoria espectral de operadores
que se usan en este trabajo y son aplicadas a grafos cuanticos definidos sobre redes de drenaje
I'. Una discusién maés detallada se puede encontrar en Brezis [2011], Davies and Davies [1996].

Para los propdsitos de esta tesis es suficiente considerar operadores lineales actuando en un
espacio de Banach X de funciones definidas sobre I'.
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Definicién 2.2.3. Sea X un espacio de Banach y L un operador lineal en X .

a) El conjunto resolvente de L, denotado por p(L) C C, consiste de todos los A € C
tales que el operador L — N es biyectivo de X en X. Esto es,

p(L) ={X € C: L — A biyectivo de X en X}.
El resolvente de L es el operador R(\, L) := (L — \I)~'.

b) El espectro de L, denotado por o(L), es el complemento del conjunto resolvente, i.e.,

a(£) = C\ p(L).

c) Un nimero A € C es un wvalor propio de L, si el nicleo del operador L — X\ no es
trivial, i.e., N(L — X) # {0}. Los elementos de dicho nicleo se llaman funciones
propias de L asociadas a A.

Las definiciones anteriores se aplican de manera natural a operadores diferenciales definidos
sobre redes de drenaje. Ademads, observe que si A es un valor propio de £, la ecuacion de
valores propios para el operador L estd dada por L]u] = Au donde todas las funciones u # 0
que satisfagan dicha ecuacion son funciones propias del operador L.

Ejemplo 2.2.1. Espectro de una Estrella de Neumann Compacta.

En la seccién 2.2 se vio que el operador segunda derivada (2-6), actuando sobre funciones
f definidas sobre un grafo I' y pertenecientes a H?(e) para cada arista e de I, es simétrico
(ver observacién 2.2.1). En esta seccién consideramos dicho operador sujeto a condiciones de
vértice adecuadas de manera que el operador que se obtiene resulta ser autoadjunto respecto
al producto interno en L?.

Figura 2-4: Grafo estrella.

Sea I', el grafo métrico que consiste de tres aristas eg, ej, e; conectadas por un mismo
vértice w, de tal manera que cada e; esta dirigida hacia w. Dicho grafo se conoce con el
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nombre de grafo estrella (ver figura 2-4). Sea D, el operador definido por (2-6) cuyo dominio
consiste de las funciones f € C(T',) tales que satisfacen (2-9) para qe, = e, = e, = 0y

560 = 561 = 5e2 = 1. Esto €s,

Dom(Dg):{feC ddf; Le,) =0; ddfel()—o —0,1,2}.

=

Estas condiciones se conocen como condiciones de Neumann en los vértices de I', y por tanto,
el grafo cudntico (I'y, Dy) se denomina estrella de Neumann compacta. Con estas condiciones
se pretende caracterizar el espectro del operador (2-6).

En primer lugar se muestra que el operador bajo estas condiciones es auto-adjunto y no

negativo y su espectro es discreto. Para esto, sean f,g € Dom(D;) y considere el producto
interno en L*(T,) definido por (2-3). Aplicando integracién por partes se obtiene

(Dof.9) 2., = /*(sz)gz/f—jié)g— > /Le<i€3 )ge()d

ecE(Ty)
df, L. dfs . dge

S (£)ge(x)| () e (4 dx).
eegz(r*) ( dz 0 /0 dx dz

Observar que

Luego

d ( d e d d
<D2fag>L2(p*) = Z / f g ( )dl' = /1:‘* (d—i) (d—i) = <f>D2g>L2(F)

ecg(T

Similarmente,

d d
(£:D29) 2y = /F <d_£) <d_i)

Dado que <D2f,g>L2(F*) = <f, D29>L2(F*) Vf,g € Dom(D,), el operador (Dy, Dom(D,)) es
autoadjunto con resolvente compacto sobre L?*(T',). Entonces su espectro consiste de una
sucesién de valores propios {\,} de multiplicidad finita, con A, — oco. Ademés, existe una
base ortonormal {1, } compuesta por las correspondientes funciones propias de los A/ s tal
que [Kuchment, 2004]

Ap = <D2¢n, ¢">L2(F*) >0 Vn.
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Por tanto, la ecuacion de valores propios se puede escribir como
/€ Dom(Dz), (2-10)
—LL =2 f(z), vel., k#0.

Considere la funcién f sobre cada arista e. Entonces, cada f. satisface la ecuacién (2-10) y
sobre e, la funcién propia fe tiene la forma fe(x) = a, cos(kz) para algunas constantes .
La derivada (por izquierda) de f, en el vértice central w es igual a f.(Le) = —aeksin(kL,).
En conjunto, las condiciones contenidas en Dom(Ds) se convierten en

ey COS(KkLey) = e, c08(kLe, ) = e, cOs(kLe,) = C,
Z?:o ae,ksin(kLe,) = 0.

Dividiendo la segunda ecuacién por C, para C' # 0, se obtiene que k? es un valor propio si

2
> tan(kLe,) =0, (2-11)
=0

con lo cual se obtiene una caracterizacion del espectro de la estrella de Neumann compac-
ta (I's, Ds), que claramente depende de las condiciones de vértice sobre I', contenidas en
Dom(Ds). El caso C' = 0 se puede consultar en [Berkolaiko and Kuchment, 2013, pag.15]

2.3. Problemas de evoluciéon en grafos cuanticos y
estabilidad en ecologia matematica

En las secciones anteriores se presento la teoria basica de operadores diferenciales definidos
sobre grafos, principal objeto de estudio de este trabajo. El objetivo general es estudiar con-
diciones de persistencia y extincion de poblaciones cuyo comportamiento estéd gobernado por
modelos de evolucién definidos sobre grafos métricos, en particular, redes de drenaje. Dichas
condiciones estan relacionadas directamente con el concepto de estabilidad cuyas ideas basi-
cas se presentan en esta seccion.

En primer lugar se introducen los conceptos basicos de la teoria de estabilidad de Lyapunov
y su conexion e interpretacién con los conceptos bioldgicos de persistencia y extincion en el
marco de modelos poblacionales.

Dentro del contexto bioldgico se entiende por persistencia de una poblacién a la propiedad
que tienen sus organismos de existir lo suficiente en un estado estable (en cierto sentido que
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se precisa mas adelante). El caso contrario, donde la poblacién deja de existir a partir de un
cierto instante, se entiende como extincidén de la poblacién [Jorgensen and Svirezhev, 2004].

El concepto de estabilidad (en ecologia) se refiere a la cualidad que tienen las poblaciones
de alcanzar un estado donde no se experimentan fuertes cambios cuando influyen determina-
das condiciones de contorno. En este sentido se puede hablar de la estabilidad de un sistema
bioldgico en dos situaciones distintas: aquella donde la poblacién es capaz de persistir lo
suficiente bajo las condiciones dadas por el ambiente, y aquella donde la poblacién decae a
un estado de extincién permanente del cual no se puede recuperar. Asi, el concepto de esta-
bilidad bioldogica més cercano a las definiciones matematicas de estabilidad es aquel donde
el nimero de especies-miembros de las poblaciones permanece constante sobre un tiempo lo
suficientemente largo [Jorgensen and Svirezhev, 2004].

Los modelos matematicos que se usan en este trabajo para representar fenémenos poblacio-
nales son ecuaciones de evolucion de la forma

2-12
u(0) = uyp, ( )

{%u(t) = L[u(t)], u € Dom(L)
donde L es un operador de la forma (2-6),(2-7) o (2-8) en un espacio de Banach de funciones
definidas sobre una red de drenaje I' y el dato inicial ug pertenece a dicho espacio. Asi, (2-12)
define un problema de evolucion sobre el grafo cudntico (I', £). Las condiciones de vértices
que se estudian son de la forma (2-9) y estan contenidas en Dom(L).

La formulacién (2-12) se conoce como problema de Cauchy abstracto para £ con dato inicial
ug. Acd, la funcién real (x,t) — wu(z,t) se identifica con la funcién t — wu(t) := u(-,t) con
valores en un espacio de Banach.

A continuacién se presentan las defininiciones basicas de la teoria de estabilidad relacionadas
al problema de evolucién (2-12) definido sobre el espacio de Hilbert L*(T) [Liu, 2009).

Definicién 2.3.1. Se dice que ¢ es un punto de equilibrio de (2-12), ¢ simplemente un
equilibrio, si L[] = 0.

Suponga que 1» = 0 es un punto de equilibrio de (2-12). Entonces se tiene la siguiente
definicion de estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Definicién 2.3.2. El punto de equilibrio v» = 0 de (2-12) es exponencialmente estable
si existen constantes v, C > 0 tales que la solucion de (2-12) satisface

[u®)ll 2y < Ce luoll pory - (2-13)
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Si el equilibrio es exponencialmente estable, usualmente se dice lo mismo para el sistema.

En este contexto la estabilidad se conoce como estabilidad en L*(T") y por lo general la es-
tabilidad con normas que exigen mayor regularidad son mas dificiles de establecer.

Con base en las definiciones anteriores se dice que una poblacién modelada por (2-12) se
enfrenta a extincion inminente si la solucién u = 0 es un estado estable del sistema. En
el caso contrario, donde no se da la estabilidad de la solucién trivial, se dice que la poblacién
persiste [Ramirez, 2012].

La estabilidad exponencial de la solucién trivial u = 0 a (2-12) estd relacionada directamente
con los valores propios del operador L. A saber, si p denota el maximo valor propio del
operador L, entonces una condicion suficiente y necesaria para la estabilidad exponencial
de la solucién trivial u = 0 a (2-12) esta dada por [ver Liu, 2009, pag. 126 para el caso
diferencial], [ver Appell et al., 2000, pag. 87, para el caso integro-diferenciall

p<0. (2-14)

En este sentido, uno de los principales objetivos de este trabajo es caracterizar la persisten-
cia y la extincién de ciertas poblaciones en términos de los valores criticos de parametros
fisicos tales como: tasas de reproduccién y muerte, coeficientes de adveccion y difusion y
la geometria de la red de drenaje. Con estos valores criticos se busca que la condicién de
estabilidad (2-13) se cumpla.

Por medio de estimaciones de la solucién a problemas de tipo (2-12) se obtienen ciertas con-
diciones para la estabilidad de la solucion trivial en términos de los parametros del modelo.
Estas condiciones mejoran notablemente a través del andlisis espectral de los operadores
involucrados. En los siguientes capitulos se consideran ambos métodos que son esenciales
para los resultados.



3 Modelo de Adveccion-Dispersion en
Redes de Drenaje

En este capitulo se deriva el modelo de de adveccion-dispersion en redes de drenaje con
condiciones de frontera hidrolégicas como en Lutscher et al. [2006], Ramirez [2012] y Sarhad
et al. [2013]. Se presentan algunas herramientas del andlisis funcional en el contexto de gra-
fos cudnticos y se cdlculan estimativos en L?*(T") para la solucién a distintos problemas en
ecologia matemética como los propuestos en Gutierrez et al. [2012]. El objetivo es caracte-
rizar la persistencia y la extincion de las poblaciones en términos de tasas de reproduccion,
razones de adveccion, caracteristicas de difusion y geometria de la red.

3.1. Derivacion del modelo

En esta seccién se deriva la ecuacion de adveccién-dispersién sobre una red de drenaje T"
usando leyes de conservacion, siguiendo los razonamientos en Ramirez [2012]. Este modelo
describe la dindmica de una poblacién que habita una red de drenaje [Speirs and Gurney,
2001].

Sea I' una red de drenaje como en la Definicion 2.1.8. Para simplificar la notacién, sea I'
como en la figura 2-2. Cada canal e € £(I') es en realidad un dominio 3-dimensional con
coordenadas (z,y, z) donde la variable longitudinal = toma valores entre [0, Le]. Més preci-
samente, = 0 corresponde al extremo inicial de e rio arriba y L, representa la longitud del
canal. La variable z denota la profundidad del canal y y es ortogonal tanto a x como a z.
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Figura 3-1: Representacion tridimensional de una red de drenaje

En el contexto mas general, los organismos que se dispersan por un canal e pueden ser cuan-
tificados por una concentracién volumétrica ce(x,y, z,t) dada por el nimero de individuos
moéviles en una unidad de volumen representativo de agua. Sea Ve(z,v, 2,t) el campo de
velocidad del agua. Asumiendo que los mecanismos que siguen los individuos en movimiento
obedecen un proceso de adveccién-difusion, entonces existe un tensor de difusiéon De(z, y, 2, )
definido-positivo tal que

0cCe
ot

— V- (D.Ve,) — V- (Veco). (3-1)

Se supone que la velocidad de adveccién V' es predominantemete en la direcciéon aguas abajo
y que la difusion D es isotropica. Por tanto se consideran las siguientes simplificaciones:
primero, se asume que V. = (V,,0,0) donde V, > 0 es constante, y el tensor de difusividad
es la matriz constante D, = D.I3.3. Estos coeficientes no son necesariamente parametros
fisicos del flujo de agua sino parametros asociados con el movimiento de organismos en dicho
flujo. Las variables transversales y, z varian sobre el area de seccién transversal del canal
que se asume constante a través de cada arista, i.e, A(z) = A para x € [0, L.]. Entonces la
concentracion promedio de individuos en la seccion transversal del canal e estda dada por

1
Ue(x,t) := A_/ ce(,y,2,t) dydz, =€ (0,L.), t>0. (3-2)

e
La ecuacién (3-1) implica que para cada canal e, u, satisface la ecuaciéon de adveccion-
dispersion 1-dimensional [Ramirez, 2012]

0%,

OUe B
—(.flf,t) —Dew(flf,t) Ve

ot

Oue

gy (@t) @€ (0. Le), ¢>0. (3-3)
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La tasa de dispersion D, > 0 tiene unidades de longitud al cuadrado sobre tiempo [%2}
y describe el movimiento aleatorio de los individuos a escala poblacional (por ejemplo la
redistribucién de la poblacién debida a la turbulencia del rio) y la variacién del campo de
velocidades reales por los efectos de turbulencia y otros efectos de menor escala. La veloci-
dad de adveccion rio abajo Ve > 0 tiene unidades de longitud sobre tiempo [%] y captura el

desplazamiento continuo de la poblacién rio abajo.

Las condicién de frontera local en el vértice de interseccién w se precisan para mediar las
interacciones entre los distintos canales del rio. Ahora, como A, denota el drea de seccién-
transversal habitable del canal e, el flujo de la poblacion rio abajo sobre e estda dado por

Ae(Vete — Do ag;e). Balanceando el flujo que entra y sale del vértice de interseccion w, que

se identifica con los extremos 0, Le, y Le,, se llega a la siguiente condicién

auei aue
Z Aei <Veiuei - Dei ox )(Lei7 t) = Aeo (Veoueo - Deo 8—930) (07 t>7 (3'4)

i=1,2

que es equivalente a la condicién (2-9) tomando los pesos ae = AVe v e = AeDe con el
signo respectivo.

Fisicamente, es razonable esperar que no existan saltos de la concentracién a través de los
nodos de interseccion. Por tanto, se requiere la continuidad de la concentracion c. . Entonces,
asumiendo que ¢ es constante en la intersecciéon de los canales, se deriva la condicién de
continuidad de la densidad de poblacion u en el vértice de interseccién w

Ueg (07 t) = Ue, (Lel ’ t) = Uey (L627 t)’ (3'5)

En redes de drenaje naturales, las velocidades y areas transversales no son independientes,
sino que responden a balances de transporte de agua en términos del caudal A(z)V (x). En
este trabajo vamos a suponer que el caudal es conservado en toda la red de drenaje y por
tanto se tiene la siguiente condicién de conservacién de flujo de agua

Ae1 Vel + Aeg V62 - Aeg Veg~ (3_6)

Esta aproximacion ignora todos los procesos de escorrentia, produccion y perdida de agua.

Las condiciones (3-5) y (3-6) implican que el flujo total difusivo en (3-4) debe ser igual a
cero. Esto es,
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Oue, B OUe,
Z AeiDei%(Lep t) - AeoDeoW(Oa t)' (3'7)

1=1,2

El nodo raiz se puede pensar como el punto que estd mas aguas abajo del hébitat de la
poblacién. Por tanto una condiciéon de frontera absorbente en el nodo raiz

ueo(Leoa t) = O> (3—8)

significa que cualquier individuo que alcance este punto no podra regresar al habitat I

Los vértices de frontera rio arriba corresponden a los nacimientos de rios o simplemente a
canales que los organismos no pueden acceder. Por tanto el flujo total de organismos en estos
vértices es cero (condicién de frontera “reflectiva”), esto es

Oue,
ox

A, <Vu - D,, )(O,t) —0, i=12 (3-9)

En este trabajo se considera el operador de adveccién-dispersién (2-7)

. 0*u ou

actuando sobre funciones definidas en una red de drenaje I". Tomando como espacio ambien-
te L*(T), el grafo cudntico de interés en este trabajo se denota por (F ,A*) cuyo dominio
Dom(A*) estd compuesto por aquellas funciones en H'(I') N H?(e) para cada e € E(T') que
satisfacen (3-5) y (3-7) para todos los vértices en I(I'), (3-8) en el vértice raiz ¢ y (3-9) para
todos los vértices en JI'.

En lo que sigue de este capitulo se estudian ecuaciones de la forma:

%(z,t) = A*[u](z,t) + F(u(z,t)), x €T, t >0, (3-11)
donde el operador A* estd definido como en (3-10), F' es una funcién de tipo logistico o
lineal que modela localmente la dinamica poblacional de reproduccion y muerte. El objetivo
es establecer propiedades basicas de estabilidad sobre las soluciones a distintos modelos por
medio de estimativos en L?(T"). Estas estimaciones daran informacién sobre la persistencia
y la extincion de las poblaciones modeladas por dicha ecuacién.



26 3 Modelo de Adveccién-Dispersién en Redes de Drenaje

3.2. Estimativos a priori para modelos de
adveccion-dispersion en redes de drenaje
heterogéneas

En esta seccién y en la siguiente se consideran ecuaciones de la forma (3-11) que describen
la evolucion de cierta poblacién de especies habitando una red de drenaje I'. Se toma como
espacio ambiente L?(T", dA) donde dA es la medida de volumen sobre I' con densidad A, dx
sobre cada arista e € £(I') y norma denotada por ||| ;2 44)- Con esto se calculan estimati-
vos a priori que conducen a condiciones de persistencia y extinciéon de las poblaciones en el
sentido de la definicién 2.3.2 y en términos de los parametros del sistema.

3.2.1. Estimativos para un modelo logistico

En primer lugar se estudia una generalizacién del modelo presentado en Gutierrez et al.
[2012] para la poblacién h de hembras de una especie de peces con la capacidad de moverse
en contra de las corrientes. Adaptando el modelo de red de drenaje propuesto en este trabajo
con F'(h) =rh(K — h) se tiene la siguiente ecuacién:

oh 0?h

oh
a(x,t) = D@(x,t) — vﬁ_x + rh(z, t) (K — h(z,t)), ze€l,t>0, (3-12)

donde h(-,t) € Dom(A*), t > 0 es la densidad de especies hembra por unidad de volumen,
r es la tasa de reproducciéon y K es la capacidad de carga del ecosistema entendida como la
densidad maxima de individuos que pueden habitar en cualquier punto de la red.

El objetivo es hallar condiciones de extincion local sobre la poblacién A en términos de los
parametros r, K, D, V' y la geometria de la red. Para ello se procede siguiendo el protocolo
de andlisis propuesto en Gutierrez et al. [2012]. En primer lugar se presentan algunas herra-
mientas necesarias para obtener tales condiciones. La primera de ellas es una version de la
desigualdad de Poincaré para redes de drenaje.

Lema 3.2.1. (Desigualdad de Poincaré). Sea I' una red de drenaje con vértice raiz ¢.

Siu e HY(T) y u(p) =0, entonces existe una constante C' que depende de T' tal que

||u||L2(F,dA) <C ||u,||L2(F,dA) . (3-13)

Demostracién.
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Es suficiente probar el resultado para funciones continuas. Sea « € I" con & € e para alguna
e € £(I'). Se identifica la arista e con el intervalo [0, L.]. Entonces, integrando a lo largo del
unico camino que conecta a @ con ¢, u puede escribirse como

< [ Awerac < [ e aa
</ 7 vz z < FAuz z.

La desigualdad de Cauchy-Schwartz implica que

/F%|u’(z)|Adz < (/F(A) Adz) (/|u ) Adz) .

Le
= Z A ||U ||L2(F,dA) :

eceM) €

uelo)l = |- [ S| <

N

Luego

Le
TN I

ece() ¢

2
) ||u,||L2(F,dA)'

Integrando esta desigualdad con respecto a x, se obtiene

L\ |
/|ue(x)|2Ae dr < AeLe( > A—) 'l 2y -

ec&() €

Sumando sobre todas las aristas e € £(I") se sigue que
[Pt < (X 5 (2 Lede) Wl
r ecE(T) Ae ecE(T)

Por tanto

||u||2L2(F,dA) < < Z )( Z LeA ) ||U/||i2(r,dA)' (3-14)

eES(F) ecg(I)

1/2 1/2
TomandoCz( > 51_2) ( > LeAe) , se obtiene (3-13).

ec(D) ec(D)

La demostracién del siguiente lema se puede encontrar en [Liu, 2009, pag. 123].
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Lema 3.2.2. (Desigualdad de Gronwall). Sea u diferenciable en un abierto I de R y
g, h continuas en I. Si

d
K;L < g(t)u+ h(t) parat>senl,
entonces .
u(t) < u(s)efst g dr 4 ofs9(r) dT/ h(z)e™ Js 9T 4z, (3-15)

Ahora, se aplica la técnica propuesta en Gutierrez et al. [2012] a la ecuacién (3-12).

Multiplicando (3-12) por h y por A e integrando ambos de la ecuacién sobre I' se sigue que

oh ,
/h Adz /Dh@fld —/VhaxAder/Frh (K — h)Adz. (3-16)

Por la regla de la cadena

ah 1d [, o 1d )

Usando integracién por partes

O%h,
/ Dh@fldx — Z / DeheWAedx

[ Z / ( )2Aeda:. (3-18)

ecg(T

Considere una interseccion interior T en I' con aristas eg,e;,e; como en la figura 2-2.
Sumando los términos correspondientes al nodo de interseccién, dado que h € Dom(A*) las
condiciones (3-5), (3-7) implican que

on
! Ox

ZAth Ohs

ec&(T

“ Ox € Ox

= hey(0,1) (AelD

oh oh
+ Ag,De, (ho a;)(Leo, t) — Ae, Do, (hl a;)(o,t) Ae, D, <h2 5

= —A, Vo, h3(0,t) — Ag, Ve, h2(0,1).

Dado que las condiciones (3-5) y (3-7) se cumplen en cada interseccién interior T de T, se
obtiene

Ohs

=)0

(Leyst) + AeyDey——(Ley, t) — Ay D %(O, t))
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2
/ Dh@fldx— > D. / < )Aedx—Aelvelhf(O,t)—AeQVthS(O,t). (3-19)

ecE(I)

Adicionalmente la condicién (3-6) implica

oh 19 ,,
/thxAd:): = — Z/Vh “ A dr = — ZVA /——(h)d

ecg(T ecg(T
Ve A h2 (0, Vo A,
- Z - 60(2 ) (velAel + Veerz - Veero) 02 0 h2 (Lem )
ecE(T
V61Ae Ve Ae
— ———5——lh§1(0,t)-— ——35——3h22(0,t)

(3-20)

Sustituyendo (3-17), (3-19) y (3-20) en (3-16) se sigue que

th H ()Hiz(l—‘,dA >~ Z /< ) A dflf‘i"f’K Z /h2A de —r Z th dz.

ecg(T) ecg(T) ecE(T

Dada la positividad de r, h y A, se sigue

1d
o dr 1A (t )||2L2(r,dA) < - Z /( ) Aedr + 1K Z /h2A dz

ec&(l ecg(T
< —Dp Z/( )Ad:r+rKZ/h2Adx
ecE(T) ecg(T)

donde D,, = mingcr D,.
Usando la desigualdad de Poincaré (3-13) resulta

d
— I Eawan < (\FI Le) S /h2A dr+2rK Y /h2A dz
Ae ) ec&(I)

eES( ) ecE(T

Dm 2
— 2l rK = — 2 VRO 1 321
<r -2 ﬁ—:)” Oaran (321

ecg()
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donde |I'| = )" _ LeAe es el volumen de la red de drenaje I'.

Dada la cota para la tasa de crecimiento de la norma de h en (3-21), se aplica la desigualdad de
Gronwall (3-15) al problema (3-12) con condicién inicial h(z,0) = ho(z) € L*(T, dA), z € T
para obtener una cota exponencial para la norma en L*(T") de la poblacién dada por

Dy,
||h(t)||iz(F7dA) = ||h0||ieXP [2 (TK - m) t} (3-22)

ecg(I)

Por (3-22)y la Definicién 2.3.2, se obtiene una condicién suficiente para la estabilidad de la
solucién trivial A = 0 a (3-12) dada por

Dy,

r< — 3-23
K |F| ﬁ_ee ( )
ecg(I)
lo cual resulta en la extincion de la poblacion h.
Por tanto, para este modelo, la tasa de reproduccion critica cumple
Dy,
Perit > e (3-24)
K| i
ecE(T)

Esto significa que existen posibilidades de persistencia siempre que haya difusion positi-
va, pues en ese caso, existe una probabilidad positiva de que los organismos se muevan en
contra de la corriente. Este resultado es consistente con los resultados que se conocen pa-
ra el caso uno dimensional. Ver por ejemplo, Lutscher et al. [2005], Speirs and Gurney [2001].

Adicionalmente la condicién (3-23) significa que para darse la extincion, los efectos de difu-
sion respecto a la geometria de red deben ser méas grandes que los efectos de reproduccion a
lo largo de la red.

3.2.2. Estimativos para un modelo lineal

Finalmente se analiza el modelo lineal descrito por la ecuacién (3-11) para F(u) = ru

Oh 0*h Oh
E(m,t) = Dw(aj,t) — V% +rh(z,t), zel, t>0, (3-25)
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donde h(-,t) € Dom(A*), t > 0 denota densidad de poblacién por unidad de volumen, V' 'y D
son los coeficientes de adveccién y difusién respectivamente y r es la tasa de reproduccién de
la poblacién h. Para el estudio de la estabilidad, inicamente nos interesa la dinamica para h
aproximadamente igual a cero, en cuyo caso se puede aproximar el término logistico rh(K —h)
en (3-12) simplemente por rh lo que corresponde a una versién linealizada del modelo (3-12).

La misma técnica utilizada para deducir (3-22) implica que la solucién al problema de valor
inicial (3-25) con h(x,0) = ho(z) € L*T, dA), x € T cumple el siguiente estimativo en
L*(T)

D,
IO, < Tl an exp | 2(r — sz )] (3-20)
Ae

ecE(T)

Por tanto h = 0 es un estado exponencialmente estable de (3-25) con dato inicial h(z,0) =
ho(x) € L*(T', dA), x € T, siempre que
Dy,
r —

T > %

ecg(T)
La tasa de reproduccién critica para este modelo satisface entonces

Dy,

Y ke
ecE(T)

(3-27)

donde nuevamente las posibilidades de persistencia dependen de que haya difusién positva
en la red.

Observar que en los dos modelos anteriores, tanto en el logistico como en el lineal, las con-
diciones de persistencia y extincion resultantes no dependen de la adveccién del sistema.

Los estimativos (3-24) y (3-27) son sugerentes, pero un anélisis més detallado de (3-25) arro-
ja predicciones mas precisas para el modelo lineal incluyendo resultados mas finos respecto
a la persistencia y la extincion, por ejemplo, que involucren la adveccion.

Por la condicién (2-14), si w; denota el maximo valor propio del operador A4*, entonces la es-
tabilidad exponencial de la solucién trivial h = 0 a (3-25) queda completamente determinada
por

r+w; <0.

La existencia de w; implica la existencia de una tasa de reproduccion critica
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Tcrit(A*) = —Wwi. (3—28)

Si T < reu(A*) la poblacién h de hembras se enfrenta a extincién inminente. En caso con-
trario, si 7 > r.(A*) la poblacién persiste.

En el siguiente capitulo se calculan cotas para r..;(A*) en términos de pardmetros tales
como: tasas de reproduccién y muerte, razén de adveccion, caracteristicas de dispersion y
geometria de la red.



4 Modelo de Dispersion por Salto en
Redes de Drenaje

4.1. Derivacion del modelo

El modelo de dispersién por salto describe por medio de una ecuacién integro-diferencial
definida sobre una red de drenaje, la evolucién temporal y la distribuciéon espacial de una
poblacién de organismos cuyo habitat es una red de rios.

Para el caso de un intervalo (no necesariamente acotado) Lutscher et al. [2005] propone el
modelo integro-diferencial

ou

G 0.0 = ) = )+ [ Kla)utot) o (1)

donde T" es el dominio de interés, u(x,t) es el nimero de individuos por unidad de longitud
en el punto x € I' y el tiempo ¢ > 0, p es la tasa de salto de los organismos desde el bentos
hacia la corriente y F' codifica procesos de nacimiento y muerte.

El kernel de dispersién IC en (4-1) puede ser interpretado como la probabilidad de que un
organismo en el bentos que salta en un punto y, regrese de nuevo al bentos en un punto x en
el dominio I'. El segundo y el tercer término al lado derecho de (4-1) representan emigracion
(fuera del bentos) e inmigracién (hacia adentro del bentos) respectivamente.

Para el caso de una red de drenaje I', Ramirez [2012] extiende el modelo anterior como sigue:
En primer lugar se considera el operador adjunto a (3-10) dado en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Sea A* el operador definido en (3-10). Entonces el operador adjunto a A*
estd dado por

Pg 0y
Alg] = D@ + V%7 (4-2)
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con dominio Dom(A) que consiste de funciones g en H'(T)NH?(e) para cada arista e € E(T')
que satisfacen (3-7) para todos los vértices en I(I'), (3-8) en el vértice raiz ¢ y condiciones
de Neumann para todos los vétices en O .

Demostracion.

Sea f € Dom(A*) y g € C*(T"). Haciendo uso del producto interno en L?*(T", dA) se obtiene

2
(A f] 9 ez aa) = /Aﬂf]gAd:c:/(D%_vgf) Ade

_ 0 fe Ofe
- { | Doz ededr - / Ve, 9eAle dx] (4-3)
ecg()

Aplicando integracién por partes en cada una de las integrales de (4-3) se sigue

2
/De% Aedr = geAeDe——| — feAe D

012 ge

ge
e / DefS %A dr (1)

V%fegeA de = AV fese|

/ Vof. 0geA da. (4-5)

Sumando los términos correspondientes al nodo interno en (4-4) y (4-5) para cualquier in-
terseccion interior Y en I' como en la figura 2-2, usando las condiciones en Dom(.A*) junto
con (3-6), y reemplazando en (4-3) se tiene

\ - P ge 09e 0 fe
(Af], 9)rar,an) = e;m { / (De o +v68—x) feAe dx] + geo(Leo) Deg e 7= (Ley)

+ Y Ypwam e+ Y fw)-

veorvigy O wel (D) dap

(w).

Con g(¢p) = 0, %(v) =0 Vv € JI' y g satisfaciendo las condiciones en (3-7) para cada
w € I(I') se sigue que

(Af], 9 ecany = / f(pﬂw@)m
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Para cualquier x € T', sea P(-,z,t) la solucién fundamental del problema “hacia atrds”

oprP
ot
La funcién P tiene las siguientes propiedades [Bhattacharya and Waymire, 1990]: P(-, z,t)

P(-,z,t) € Dom(A), (,z,t) = A[P(-, z,1)]. (4-6)

es continua como funcion de la variable hacia atras y; si un organismo en el bentos salta a
la corriente en un punto y € I', su posicién después de un tiempo ¢ es una variable aleatoria
con densidad P(y,-,t). Ademds para cada y € I', P(y,-,t) es solucién del problema “hacia
adelante”

oP

P(y> >t) € DOTH(A*), E(ya 7t) = A*[P(y> >t)] (4_7)
Por 1ltimo se tiene que
tl_l/g(l]}r P(yv 7t) = 5y('>7 tl_{%l P(',LE, t) = 5%() (4_8)

Para la definicion del kernel IC, suponga que los organismos en movimiento siguen el proceso
de difusién definido por P y se dispersan en la columna de agua por un tiempo aleatorio
de distribucién exponencial y media 1/0 con o > 0. Entonces el kernel de dispersion K
esta dado por

K(y,x) :/ oe 7'P(y,z,t)dt, x,yeTl. (4-9)
0

Se considera el modelo lineal F(u) = ru que se obtiene expandiendo en serie de Taylor la
funcién F alrededor de cero y suponiendo que F(0) = 0y 2£(0) > 0. Entonces r = 2£(0)
es la tasa de reproduccion de la poblaciéon v a densidades bajas. Si p es la tasa a la cual
los organismos saltan del bentos hacia la corriente, realizando un cambio en las escalas de
tiempo 7 = ut y conservando el simbolo ¢ para el tiempo, se aplica regla de la cadena para

reescribir (4-1) como

%(‘”’t) - (Z - 1)“(xvt)+/rlc(y,w)U(y,t) dy, (4-10)

W

ecuacién integro-diferencial que gobierna la evolucién de la densidad de poblacién u por
unidad de volumen en una red de drenaje I'.
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4.2. Andlisis espectral

La ecuacién integro-diferencial (4-10) es el principal objeto de estudio de esta seccién que
sigue las ideas en Ramirez [2012]. Esta ecuacién se debe entender como una ecuacién de
evolucién en el espacio de Banach L?(T'), esto es, u(+,t) € L?(T") para cada t > 0.

Para estudiar la estabilidad de la solucién trivial u = 0 a (4-10) sea t > 0 fijo y defina

Lt): ¢r) — ()

d — L) = (ﬁ —Df(x)+ fr K(y,z)f(y)dy, xel. (4-11)
Entonces el problema de Cauchy asociado a (4-10) se puede escribir como
d —
{w(t) = Lu(t)], -
U(O) = Up,

donde u(t) : I' — R tal que = — u(t)(x) = u(z,t) para x € I', con dato inicial u(0)(z) =
up(x) = u(z,0) € LA(T).

Dado que el operador (4-11) es estacionario, i.e., no depende del tiempo, entonces una condi-
cién suficiente y necesaria para la estabilidad de la solucién trivial a (4-12) es la negatividad
del exponente de Lyapunov més grande de L [ver Appell et al., 2000, pag. 87], a saber

Z—1—|—)\K*<0,
1

donde A+ es el valor propio mas grande del operador integral
K'(f)@) = [ Klnn)fw)dy. e (D), st (1-13)
r

con kernel de dispersién dado por (4-9).

La existencia de \g+ implica la existencia de una tasa de reproduccion critica dada por

Terit(K™) = p(1 — Ag+).

Si la tasa actual de reproduccién de la poblacién r < r..;(K™), la poblacién se enfrenta a
extincién inminente. Si r > r..;(K™) la poblacién persiste.
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A continuacién se muestra que el operador (4-13) esta directamente relacionado a un proble-
ma de Sturm-Liouville sobre I', lo que garantiza la existencia de A+ y por tanto la existencia
de una tasa critica para la reproduccion de los organismos modelados por (4-10).

Considere las funciones

Y V()
¢ D(z)

p(y) == exp { dx}, q(y) = op(y) (4-14)

donde la integral en la definicién de p se toma a lo largo del tinico camino conectando el
vértice raiz ¢ y el punto y € I'. Como es usual p, v ge denotan respectivamente las restric-
ciones de las funciones p y ¢ a la arista e € £(I).

Ahora defina el siguiente operador de Sturm-Liouville:
Llg] == —(pg') + g9, (4-15)

con dominio Dom(L) que consiste de todas las funciones g en H'(T') N H?(e) para cada
e € £(I') tales que g satisface la condicion (3-7) para cada vértice en I(I'). En este trabajo
se consideran principalmente funciones en Dom(.A) C Dom(L).

El operador %(c — A) donde p esta definida como en (4-14) coincide con el operador de
Sturm-Liouville (4-15) sobre I'. En efecto, para g € Dom(.A)

p p p p
5(0 - Alg] = 059~ 5«4[9] =q9 — E(Dg” + V')
1%
= q9—pg" — pﬁg’ =q9—pg" —p'g
= Llg].

El operador adjunto a (4-13) para g € C(I'), g > 0 esta dado por
Kilw) = [ Ky, a)g(a)
r

Por tanto se tiene la siguiente relacién entre K y A [Ramirez, 2012]

Klgl(-) € Dom(A), (o —A)J[K]gl(y)]=o0g(y), g€CI), g=0. (4-16)

El kernel de dispersion (4-9) y el operador (4-15) estan relacionados por
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ﬁl /F K(y, z)g(x) dx} =q(y)g(y)- (4-17)

En la referencia Pokornyi and Borovskikh [2004] se demuestra que para condiciones en la
frontera y en los vértices interiores, se pueden encontrar soluciones a problemas de Sturm-
Liouville en grafos geométricos. En particular, para condiciones de frontera tipo Neumann y
(3-8), la ecuacién (4-17) implica que la solucién v € Dom(A) a L[u] = ¢ se puede encontrar
via la funciéon de Green

: (4-18)
haciendo u(y) = [ G(y,z)g(x) dz.

Lema 4.2.1. Sean u,v € Dom(A) y sea dAD la medida sobre I con densidad A.D. dx para
cada arista e € E(I'). Entonces

/vﬁ[u] dAD = /uﬁ[v] dAD, wu,v € Dom(A). (4-19)

Demostracién.

Integrando por partes se obiene

/vﬁ[u] dAD = Z /ve (peu +qeue]A D.dx
r

ecg(T)
= Z —AeDepevetl, ‘ +Z/pev ' AeDe dx + Z /qeueveA D, dzx.
ec&(I) ec&(T

(4-20)

Sumando los términos correspondientes al nodo interno en (4-20) para una interseccién
interior en I' como en la figura 2-2, se usan las condiciones en Dom(.A) para obtener

Z —AeDepeveu;‘e =0. (4-21)

ecg(I)

Integrando por partes nuevamente se sigue
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/vﬁ[u] dAD = Z /pev LAeDe dx + Z /qeueveA D.dx
r

ecg(T) ecE(T
= Z AeDepetl, ue‘ + Z /ue (pevl, A D.dx + Z /qeueveA D, dzx.
ecE(T) ecg(T) ecE(T

Similarmente como en (4-21) se obtiene

Z AeDepetiue . =0.
ecg(I)

Por tanto

/vﬁ[u] dAD = Z /ue (pevl) +qeve}A D, dx
r

ecg(T

= /Fuﬁ[v] dAD.

La siguiente proposicién describe de que manera los operadores £ y K™ estdan relacionados.

Proposicién 4.2.1. Sean K y K™ definidos como en (4-9) y (4-13) respectivamente y sea
L definido sobre Dom(L) como en (4-15).

a) K(-,z) € Dom(A).
b) El kernel K satisface la siguiente condicion de simetria:

A(z)p(x)K(z,y) = A(y)p(y) K(y, ). (4-22)

c) Si f € L*(T), entonces la funcion u := K*[f] cumple que Aipu € Dom(A), y E[Aipu] =
o f
AD

d) u € L*(T) satisface K*[u] = \u si y sélo si v := Aipu satisface L[v] = +qu.

Demostracién.
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La afirmacion a) se sigue de (4-6) y la definicion (4-9) de K.
Para la parte b), por Lema 4.2.1 el operador L es auto-adjunto respecto a la medida dAD

en Dom(A). Sean f,g € C°(I') y considere las soluciones u y v a Llu] = f y Llv] = ¢
respectivamente. Entonces

u(y) = /FG(y,x)f(ﬂf) dz, y v(z) = /FG(fcay)g(y) dy.
Reemplazando en (4-19) y aplicando el teorema de Fubini se sigue que
| [ cenas@a@pie)sds = [ [ 6osmr@amb) i ds

y como f,g son arbitrarias, entonces

G(z,y)A(x)D(z) = G(y, 2) A(y) D(y).

Reemplanzando (4-18) en esta ultima ecuacion, se obtiene (4-22).

Por otro lado, para la parte c¢) sea f € L*(T). Aplicando (4-22) a la funcion K*[f](y) =
Jo K(x,y)f(x)dx se tiene que

K'[flty) _ NG
A(y)p(y) _/FIC(y’ )A(x)p(g;)d € Dom(A).

Ademds, usando (4-18) se obtiene

KU o)
Aty few TESoTE R

eletn] = e fownsiing ] = ot

Por tanto se tiene la parte c¢) de la proposicidn.

La parte d) se sigue directamente de c). Sea u € L*(T). Suponga que K*[u] = \u y sea

V= Aiu. Entonces
p

Ap

1 K*u 1 1, lou 1lop 1
) H] { K[u]]:XE:)\DApu

L] = £L\ TR R
1
= —qu.

A
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Reciprocamente, suponga que Llv] = %qv, esto es, E[Aipu] = iinpu. Por (4-18),(4-22) se
tiene que

Por tanto

= K*[ul,

con lo cual queda probada la proposicion.

El siguiente teorema resume la relacién que existe entre K™y £ y se sigue como un corolario
inmediato de la parte d) de la Proposicién 4.2.1.

Teorema 4.2.1. Sean L y K™ definidos como en (4-15) y (4-13) respectivamente. Entonces

A es un valor propio de K* si y sélo si v = % es un q-valor propio de L restringido a

Dom(A), es decir, existe una solucion u al siguiente problema

u € Dom(A), Llu] =rqu. (4-23)

Ademds, todos los valores propios del problema (4-23) son reales, acotados inferiormente por
uno, y forman un conjunto discreto no acotado.

El hecho que el espectro del problema (4-23) es real, acotado por debajo por uno, y que
forme un conjunto discreto no acotado se sigue de resultados generales en von Below [1988]
y Pokornyi and Pryadiev [2004]. Como consecuencia inmediata se tiene la siguiente caracte-
rizacion de persistencia en términos de los parametros del sistema.

Corolario 4.2.1. Si v(I") denota el g-valor propio mds pequeno del operador L restringido

a Dom(A), entonces A+ = ﬁ Ademds, la tasa de reproduccidon critica estd dada por

Terit(K*) = u(l — ) > 0. (4-24)

1%} (F)
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El valor propio més pequeno v;(I") al problema (4-23) se puede aproximar por medio de
cotas que conducen a condiciones suficientes para la persistencia o la extincién y se pueden
testear falcilmente.

En Ramirez [2012] se dan estimativos para r..+(K™) en términos de las siguientes cantidades:

Vle Ve

P, = ,
D,

La primera cantidad P, es el nimero de Peclet y mide la importancia relativa de la adveccion
y la difusién en los procesos de dispersién. La variable ), compara la velocidad media del
canal con la velocidad necesaria para atravesar el canal completo durante el tiempo medio
en el cual los individuos se desplazan.

Teorema 4.2.2. Sir > u en (4-10) la poblacion persiste. De otra manera, los siguientes
estimativos se cumplen:
P Qe < Tcrit(K*) , 4Pe

mfn < 1 .
ces(t) 4 + PO 1 ecolMo} AP, + Qu(PZ + 4n?)

Maés atin, se tienen la siguientes cotas para v(I") dadas por

1 1 Qe
L4 PeQe <1 (I) < L+7P 222
2 gleQe =l = g, TRt TR

(4-25)
La demostracién del Teorema 4.2.2 utiliza técnicas variacionales y teoria de oscilacion para
problemas de Sturm-Liouville que no consideramos en esta tesis. Para mas detalles consultar
Ramirez [2012].

4.3. Aplicaciéon del modelo integro-diferencial al modelo
de adveccidn-dispersion en redes de drenaje

Como se mencioné en la introduccién, el objetivo general de este trabajo es estudiar condi-
ciones de persistencia y extincion de poblaciones en redes heterogéneas, extendiendo asi los
trabajos de Gutierrez et al. [2012] y Sarhad et al. [2013] que consideran parametros de ad-
vecciéon y difusion constantes sobre toda la red. Con esta tesis se pretende vislumbrar como
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las caracteristicas topoldgicas de una red de drenaje, los parametros de movimiento (advec-
cién-difusién) y las tasas de reproduccién y muerte afectan la persistencia de una poblacién
habitando una red de drenaje.

En esta seccion se demuestra como el modelo de dispersién por salto descrito por la ecua-
cién integro-diferencial (4-10) se relaciona de manera natural con el modelo de adveccién-
dispersién presentado en el capitulo 3 y descrito por la ecuacién (3-11) para el caso F'(u) = ru
lineal. El objetivo de esta seccién es relacionar el maximo valor propio del modelo de ad-
veccion-difusién con la caracterizacion de persistencia del modelo de dispersién por salto, es
decir, con el maximo valor propio Ag+ del correspondiente operador integral. Para esto se
hace uso de la teoria general de semigrupos para operadores de evolucion.

4.3.1. Semigrupos y generadores

A continuacién se presenta el semigrupo de interés y algunos resultados generales utilizados
en este trabajo.

Sea P(-,x,t), x € I', t > 0 que denota la solucién fundamental del problema hacia atras

(4-6). Entonces para g € L*(T'), g > 0 se considera la familia de operadores lineales {7} } 50

definida por

Tlgl(y) = / 9(2)P(y,z,t)dz, g IA(T), g >0, (4-26)

que tiene las siguiente propiedades: T, es una contraccion, i.e., [|T3[g]ll ;2 < 19l 12 Para
cada g € L?(T"), lo cual se sigue de

Tilgl(y)| < /F (@) P (y, z, )| dz < |lgll Ly -

La familia de operadores de transicion {7} }:>o tiene la propiedad de semigrupo,

,—Tt+s = CTtha vsat Z 07

donde el lado derecho denota la composicion de dos funciones. Esta relacién se sigue dado
que P satisface la ecuacion de Chapman-Kolmogorov
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TGy = T = / Tlg)(x) Py, z.t) dz
— /F/Fg(z)P(x,z,s)P(y,x,t)dzdx

= /Fg(z)/FP(y,x,t)P(z, 2, ) dxdz:/rg(z)P(y,z,t—l—s) dz
= Tislgl(y)-

Ademas tenemos que

TO = Ia
donde I denota el operador identidad sobre L*(T').

T; es fuertemente continuo dada la continuidad por derecha (4-8) de la densidad P , es decir,
para cada g € L*(T") se tiene que

lim Ti[g](y) = /Fg(x) lim P(y,z,t)dx = /Fg(z)cSy(x) dz = g(y).

t—0t t—0t

Dado que P(y,z,t) y %P(y,x, t) son continuas como funciones de = y ¢, por (4-7) se tiene
que

%zﬁmﬁwWJNIZAM@%P@LOM.

Luego, por (4-6) se tiene que T; satisface el problema hacia adelante de Kolmogorov, esto es,

o1l = / o) P(- 1) do = [ o) Ape.a. ) ar

T

- A[ [at@pt.a da:] — AT (127)

En particular, se sigue que el operador A es el generador infinitesimal del semigrupo fuerte-
mente continuo {7} }+>o:

Tilgl—g 0
Jim —=— = 5, Tild]

= A[Ti[g]]

t=0

= Algl.  (4-28)

t=0

0
= ,’L‘—P ',,’,U,t dSL’
/Fg< 5P )
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Como consecuencia de (4-28) se obtiene la conmutatividad de T; y A:
AlTilg)] = Ti[Alg]]- (4-29)

Por otro lado, sean f,g € L*(T') tales que f,g > 0. Haciendo el producto interno en L*(T)
de T[g] v f se sigue que

@lol.5) = [Ty = [ [ o@Pls 5w drdy
= / /f P(y,z,t)dydx
= <g,/f y,xtdy>

Por tanto, la familia dual de operadores a (4-26) estd dada por

/f Ply.a,t)dy, feIXT),f> 0. (4-30)

De igual forma como se prob6 para la familia de operadores (4-26), se tiene que la familia
dual (4-30) es un semigrupo de operadores fuertemente continuo. La siguiente proposicién
establece que (4-30) satisface el problema hacia adelante (4-7).

Proposicién 4.3.1. Sea A* el operador definido en (4-7) y {T} }i>o0 el semigrupo de opera-
dores fuertemente continuo definido en (4-30). Si f € L*(I'), f > 0, entonces T} satisface

0

5 =AML T =1 (4-31)

Demostracion.

Por (4-7) se sigue que T7[f] € Dom(A*) para cada f € L*T). Ademds, P(y,x,t) y
%P(y, x,t) son continuas como funciones de y y t. Luego

%/Ff(y)P(-’:L’,t)dy:/Ff(y)%P(y’.’t)dy

Sea g € L*(T'), g > 0. Tomando el producto interno en L*(I") para 5 9T¥[f] v g se tiene que

<§tTt*[f] 9> = /%Tt*[f]( dx_&t// (y,2,t) f(y)g(z) dy dz
- 8t//f P(y,x,t) dxdy—/f / (x)P(y,z,t)dx
~ [ sl <w—<ﬂ§ﬂM>
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Por (4-27), (4-29) y Teorema 4.1.1 se sigue que

<f’ %Tt[g]> = (L AL = (f Tl Algll)
= (T71f], Alg]) = (AT [£1]. 9)-

Luego
(570100} = (ATFLg), Vo€ D)9 2 0
ottty t Wb I =
Por tanto
aT* = ATy 4-32
¢ L Lf1 = ATTTLAL: (4-32)

Como un corolario inmediato de (4-32) se sigue que el operador A* es el generador infinite-
simal del semigrupo 7}".

A continuacién se presentan algunas de las propiedades generales para semigrupos fuerte-
mente continuos cuya demostracién puede consultarse en [Pazy, 1983, pag. 8.

Proposicién 4.3.2. Si {G;}i>0 un semigrupo fuertemente continuo definido en un espacio
de Banach X y B su generador infinitesimal, entonces se tienen las siquientes propiedades:

a) Ezisten w >0y M > 1 tales que para cada t > 0, |Gy|| < Me™t.
b) Para cada f € X, la funcion ¢5 : [0,00) = X definida por ¢(t) = Gi[f] es continua.

¢) Para cada f € X,
1 t+0

lim ~ [ Gulf]ds = Gilf].

6—0t 6 t

d) B es un operador cerrado.
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Observar que la parte b) de la proposicién anterior permite dar sentido a la integral de Rie-
mann f; G,|[f]ds para toda f € X.

Lema 4.3.1. Sea {Gi}1>0 un semigrupo fuertemente continuo como el definido en (4-26) y
B su generador infinitesimal. Entonces para cada f € C(T")

/Oth[f]ds e Dom(B), y Gt[f]:f+BUOth[f]dS]_

Ahora, sea ¢ > 0 como en (4-9) y considere la familia {S; };>¢ de operadores lineales definida
sobre L*(T") por

*x __—otrpx
St_6 iTta

donde {7} }:> es el semigrupo de operadores lineales fuertemente continuo como el definido
en (4-30). Entonces se tienen las siguientes propiedades: S; es una contraccién dado que para
cada f € L*(T") se tiene que

ISE ey = e TE U oy = € ML U ey < € M F oy < MLy -

Ademas para cada s,t > 0, S} satisface la propiedad de semigrupo, esto es,

*  _ —o(t+s)px  __ —ot —osqkrx _ Qk Q%
St-i-s_e ,Tt-i-s_e € T;fTs _StSs'

S} es fuertemento continuo debido a que

lim S;[f] = lim e~""T7[f] = Tg[f] = f, Vf € L*(I).

t—0t t—0t

Por tanto {S]}:>0 es un semigrupo de operadores fuertemente continuo. A continuacién se
calcula el generador infinitesimal para el semigrupo S;.

i 2L =S Qs:[f] = 2(e—“tT:[f]) =—of+ th*[f]

t—0t t ot
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Por tanto, A* — o es el generador infinitesimal del semigrupo S;. Ahora, aplicando el Lema
4.3.1 a S] se sigue que

F= e gl + o - )| [zl (4-33)

Dado que [Ty[f](z)| < |[f[l 2 se tiene que T} es uniformemente acotado. Ademds por
la parte a) de la Proposicién 4.3.2, t — T;[f] es continuo. Entonces la integral impropia
J - e T[] ds existe. Mds atn,

-1 [~
! / e T flds =
t 0

/ T(TrLf) = T ds
[ e T f] ds — /0 . e I [f] dS}

- /0“ _JST*mds__/ —

S a/ e 7T f]ds — f, cuando t — 07,
0

Cb | = | =

i.e., para cada f € L*(T") se tiene que

/ e T*[f]ds € Dom(A"). (4-34)
0
Luego, haciendo t — oo en (4-33) y utilizando la parte d) de la Proposicién 4.3.2 se obtiene
f=(—-A") {/ e T f] ds] : (4-35)
0

Como A* es el generador infinitesimal del semigrupo {7} };>o fuertemente continuo, por el
teorema de Hille-Yosida [ver Pazy, 1983, pdg. 8] (¢ — .A*) es biyectivo y por tanto

=AU = [ e minas (4-36)
0
Por la Definicion 2.2.3, el operador

R(o)[f] = (o — A)7'[f] (4-37)

es el resolvente del semigrupo {7;}. En particular R(c) tienen como dominio todo el espacio
ambiente L*(T") y su rango es Dom(.A*). Ademds, por (4-36), R(c) es la transformada de
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Laplace de la funcién ¢t — T [f](x). En resumen se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3.3. Sean K* y T} definidos como en (4-13) y (4-30) respectivamente.
Entonces para f € L*(T), f >0y o >0 como en (4-9) se tiene que

i) K*[f] € Dom(A").
i) LK) = (o~ A1)
Demostracién.

Por (4-36) y la Definicién 4-30 de T} se sigue que

oR(0)f]() = / ) / oo Ply, 2.8)f(y) dydi

- { / ge—atmy,x,t)dt}f(y)dy

- / Ky, =)/ () dy.

Por tanto, (4-34)-(4-37) implican que

[ Ky eon(a), (-4 [ K] oo )
O
De manera similar, la relacién (4-16) implica que

K[ € Dom(A), %K — (- A,

de modo que se tiene una relacién de dualidad entre los operadores involucrados en el mo-
delamiento de poblaciones de organismos que habitan redes de rios.

4.3.2. Condiciones de persistencia para el modelo
adveccion-dispersion en una red heterogénea

Existe una relaciéon simple entre los valores propios de los operadores A* y K* dada en la
siguiente proposicién.
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Proposicién 4.3.4. Sean A* y K* definidos como en (3-10) y (4-13) respectivamente.
Entonces \ es un valor propio de K™ si y solo si U(l — i) es valor propio de A*.

Demostracion.

Sea A un valor propio del operador K™, i.e., existe f € L*(T') tal que K*[f] = \f. Por la
Proposicién 4.3.3 se sigue que

(0= A =27 & Tf=(0— A
& Alf)=o(l- )

O

El siguiente teorema describe la relacién entre las tasas de reproduccion criticas de los mo-
delos (3-25) y (4-10) y es el resultado principal de este trabajo.

Teorema 4.3.1. Sea v1(I') el minimo q-valor propio del operador L restringido a Dom(A).
St wy denota el maximo valor propio del operador A*, entonces

wp = o(1 =1 (1)). (4-39)
Ademds se tiene la siguiente relacion entre las tasas criticas de los modelos (3-25) y (4-10):

g - Tcrit(K*)
o — Tcrit(K*>’

M- Terit (A*)

Ferit (A ) - o+ Terat (A*> .

Tcrit(K*) = (4—40)

Demostracién.

10 —w) es un
g-valor propio de L restringido a Dom(A) y o(1 — 14(I")) es valor propio de A*. Entonces
como v (I") < v, se sigue que o(1 —v) < o(1 —1y(I")). Esto es w < o(1 — 14(I")). Por tanto

w; = o(l — v (I")). Ademas aplicando (4-39) en (3-28) y (4-24) se sigue (4-40).

Sea w valor propio de A*. Por Corolario 4.2.1 y Proposicion 4.3.4, v =

O

Por el Teorema 4.2.2 interesa unicamente el caso en el cual r..;(K*) < p. Considerando
Terit(A*) como un pardmetro fisico del sistema que sélo depende de las caracteristicas de
adveccion-difusién de la red podemos analizar hechos interesantes que surgen de la relacién
(4-40).
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']\m'-if(K*)/ﬂ' i
1______________________; _____________

f‘c'rit(A*)
Figura 4-1: 7. (K™) /1 vs 1 (A*).

En la grafica 4-1 se observa que para ¢ — 0 el tiempo que permanecen los organismos en
el agua £ — 0o y no regresan al bentos. Por tanto re.(K*)/p — 1 lo que significa que
para que haya persistencia, los organismos se deben reproducir a una tasa minima igual a
1 que es la tasa a la cual los organismos estdn saltando del bentos. Mas aun, a medida
que ¢ aumenta su valor, entonces el tiempo de permanencia de los organismos en el agua
baja y rei(K™)/p — 0 lo que mejora en gran medida la posibilidad de persistencia de los
organismos.

Adicionalmente, se tiene que

Tcrit(A*) o
T >
Tcrit(K ) M

(4-41)
Esto implica que si o/p > 1, entonces 7. (A*) > rei(K™). Es decir, si el tiempo promedio
que permanencen los organismos en el bentos es mayor al tiempo que permanecen en el
agua, puede existir una tasa de reproduccion r € (7o (K™), 7ot (A*)) tal que la poblacion
de organismos en el modelo de dispersion por saltos persiste, mientras que con respecto al
modelo de adveccion difusion la poblacion se extingue. Esto senala una diferencia conceptual
entre los resultados arrojados por ambos modelos.

Cotas para la tasa de reproduccién critica del modelo (3-25) se presentan en el siguiente
teorema.

Teorema 4.3.2. Si r > ry,u:(A*) en (3-25) la poblacion persiste. De otra manera los si-
guientes estimativos se cumplen:
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P.V, .1 Ve
min Ve <rea(A*) < min -

P? 4+ 47?). 4-42
ecE(T) 4L, ~ ecol\{¢} 4PeLe( e +4m) ( )

Demostracién.

La relacién (4-40) implica que 7.4 (A*) = ayl(F)”LL(LK*). Entonces por las estimaciones
(4-25) del Teorema 4.2.2 se sigue el resultado.

O

Observar que si los coeficientes de adveccién V' y difusiéon D son constantes en toda la red
de drenaje I', la poblacién enfrenta extinciéon inminente si
V2
r< —
4D’
que es consistente con el teorema 1 en Sarhad et al. [2013] y recupera completamente la
condicién de extincion en el caso de una red homogénea.
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En este trabajo se aborda el estudio de ecuaciones de evolucién sobre redes de drenaje hete-
rogéneas. Se considera el problema de la persistencia y la extincién de poblaciones habitando
redes de rios. Este problema pertenece al campo de la ecologia matematica y se desarrolla
en el contexto de la teoria grafos cuanticos. Se presenta una revisiéon unificadora de resul-
tados de persistencia en poblaciones que se dispersan mediante adveccién-difusion en redes
heterogéneas.

En el capitulo 3 se caracterizd la persistencia de una poblacion descrita por el modelo de
adveccion-difusion (3-11) a través del estudio de estabilidad de la solucién trivial w = 0 con
base en la Definicién 2.3.2. Para F'(u) = ru(K —u) logistico y F'(u) = ru lineal, se llevaron a
cabo estimativos en L?(T", dA) siguiendo la estrategia propuesta por Gutierrez et al. [2012].
Se hallaron cotas para las tasas de reproduccién critica en términos de parametros como la
capacidad de carga del sistema K, el coeficiente de difusion minimo D,, y la geometria de
la red. Los estimativos (3-24) y (3-27) indican que para que haya persistencia, la difusién
minima a lo largo de la red de drenaje debe ser positiva. Estas cotas, aunque son sugerentes,
proporcionan poca informacién y no incluyen la deriva. Las condiciones de frontera que se
consideran en este estudio y la heterogeneidad de los coeficientes, no permiten obtener cotas
en H' para la densidad de poblacién como en el trabajo de Gutierrez et al. [2012]. El andlisis
en L? entonces no descarta la existencia de singularidades en la solucién lo cual puede ocurrir
en el caso no lineal.

En el capitulo 4 se consider6 el modelo integro-diferencial (4-10) en una red de drenaje pro-
puesto por Ramirez [2012]. Para este modelo se caracteriza la estabilidad de la solucién trivial
u = 0, por medio del méximo valor propio Ag+ del operador K* definido en (4-13). Este
operador esta directamente relacionado con un operador de Sturm-Liouville que garantiza
la existencia de una tasa de reproduccién critica dada por (4-24). En Ramirez [2012] se dan
cotas para esta tasa critica en términos de los parametros del sistema y la geometria de la red.

Una caracterizacién més general para la estabilidad de la solucién trivial u = 0 a (3-11) con
F(u) = ru lineal, se da en términos del méximo valor propio w; del operador A*, y estd dada
por (3-28). Por medio del resolvente del operador A*, se relacionan los valores propios del
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operador K™ con los valores propios de A*. Se obtienen entonces cotas para la tasa de re-
produccién critica del modelo (3-25) sobre una red heterogénea, a partir del las cotas dadas
por el Teorema 4.2.2. Tomando valores de referencia como en Ramirez [2012] y Gutierrez
et al. [2012] se tiene que: el coeficiente de adveccién V es de orden 107!, el coeficiente de
difusién D es de orden 10!, la longitud L es de orden 10!, ¢ es de orden 10~2. Por tanto, las
cotas en (3-24) y (3-27) son de orden 1073 y 1072 respectivamente. Estas cotas son pequenas
en comparacién con las cotas en (4-42) que estdn entre los ordenes 1072 y 10°. Por tanto se
confirma que los resultados de persistencia que arroja el andlisis de valores propios, mejo-
ra considerablemente el andlisis por medio de estimativos en L*(T', dA). Adicionalmente el
analisis espectral incluye de manera explicita como depende la persistencia de la adveccion
en la red.

En Sarhad et al. [2013] se consideran coeficientes de adveccién-difusion constantes sobre toda
la red. Esto hace que el estudio de persistencia se reduzca al andlisis espectral del operador
Laplaciano (segunda derivada espacial) que se sabe tiene muy buenas propiedades. Cuando
se consideran redes de drenaje heterogéneas el analisis es mucho mas complejo. Por ejemplo,
no se tienen operadores autoadjuntos lo que representa una mayor dificultad conceptual.
Se recurre entonces a la teoria general de operadores integrales, se consideran problemas
de Sturm-Liouville y se utilizan semigrupos de operadores para problemas de evolucion de
la forma (1-1), (1-2). Con estas herramientas se logra conseguir mayor informacién de los
sistemas en consideracion.

La relacion (4-40) entre las tasas de reproduccion criticas de los modelos (3-25) y (4-10) per-
miten comparar los mecanismos de transporte para determinados valores de los parametros
oy p. Se concluye a través de (4-41) que el modelo de dispersién por salto proporciona cotas
mas finas para la persistencia que el modelo de adveccién-difusion. Ademés, se extiende de
manera parcial el andlisis de Sarhad et al. [2013] en redes homogéneas, a redes heterogéneas.
Por ultimo, en este trabajo se considera la condicién de conservacién de flujo de agua (3-6)
en los nodos interiores de una red de drenaje heterogénea. Sin embargo las redes de rios
reales no presentan este tipo de comportamiento ideal. Como un trabajo a futuro se pueden
analizar redes de drenaje heterogéneas donde la condicién de flujo cero en los nodos de in-
terseccién no quede restringida a conservacion hidrolégica. Se puede permitir un rango mas
amplio del comportamiento en las intersecciones interiores para lograr mayores interacciones
entre la geometria de la red y los parametros de movimiento. Esto se vera reflejado en los
estimativos de persistencia del modelo. En Sarhad et al. [2013] se considera la condicién
Ae Ve, + Ae,Ve, < A Ve, en los nodos de interseccién de la red, que serfa un punto de
partida para extender el andlisis a redes heterogéneas en esta direccién.
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