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Introduccion

Una de las dreas de mayor crecimiento en la fisica de las udltimas décadas es la del
procesamiento cudntico de la informacidn. Entre los objetivos importantes del drea est4 el
disefio y la fabricacion de computadores cudnticos, los cuales prometen la acometida
y solucién de problemas que son actualmente intratables por computadores clasicos,
pues tienen una aceleracién exponencial con respecto a los mejores algoritmos clasicos
conocidos. Aunque se han construido algunos computadores cudnticos de unos pocos
qubits sobre diferentes sistemas fisicos, incluyendo moléculas manipuladas empleando
resonancia magnética nuclear, dtomos de Rydberg interaccionando con cavidades de
microondas, trampas de iones y circuitos superconductores, entre otros, los sistemas
deberian poder escalarse, de modo que se tenga un gran nimero de qubits en un espacio
reducido, ojald ademas pudiendo integrarse con dispositivos electrénicos actuales. Una
de las propuestas vigentes que prometen escalabilidad e integrabilidad, es la de excitones
de puntos cudanticos semiconductores embebidos en microcavidades o nanocavidades
semiconductoras; esta propuesta alin se encuentra en un estadio incipiente. Una de las
dificultades experimentales ha sido tener dos o mas puntos cuanticos en el régimen
de acoplamiento fuerte (entre los excitones y el campo electromagnético) en la misma
cavidad. Sin embargo, reportes experimentales recientes [1, 2, 3] arrojan esperanza.
Entre los objetivos a corto plazo estarian la demostracién de enredamiento entre los
excitones de un punto cuantico y el campo electromagnético, posiblemente al alcance de
los recursos tecnoldgicos actuales [4], y la produccién de enredamiento entre excitones
de puntos diferentes. En este trabajo, en el capitulo 2, se muestra que en sistemas
similares a los de la referencia [3] es posible producir y sostener estados enredados de
dos excitones a partir de estados no enredados disponibles en la actualidad.

Uno de los mayores problemas en muchas de las tareas de procesamiento es la
degradacién producida por la decoherencia. En algunas de estas tareas, por ejemplo en el
teletransporte, el recurso importante es el enredamiento. En estos casos, vale la pena pre-
guntarse cudl familia de estados enredados es la mas robusta ante la decoherencia. Entre
las familias conocidas de estados enredados, se ha mostrado que los estados de Dicke
son los mas robustos ante algunos de los tipos mas comunes de decoherencia. Ain mds,
se ha mostrado que la familia de estados de Dicke contiene subespacios de estados libres
de decoherencia. Esta interesante propiedad de algunos estados de Dicke, tan atractiva
para el procesamiento cudntico de informacién [5, 6, 7, 8, 9, 10], estd estrechamente
relacionada con los fendmenos de emisién cooperativa. Asi, es natural preguntarse si en
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los sistemas tipo Dicke existe una relacién entre la emisién cooperativa y el enredamien-
to. En el capitulo 1 de esta tesis, en el ambito del modelo de Dicke de dos radiadores
(con interaccidn tipo Forster entre ellos) en una cavidad, se muestra que, si la dindmica
se restringe al subespacio simétrico bajo la permutacién de los radiadores, los efectos
cooperativos se presentan justamente cuando el enredamiento entre los radiadores es
grande.

Considerando diversas condiciones iniciales, mostramos que en general la relacién
entre enredamiento y cooperativismo, es intrincada. Una ventaja de nuestros andlisis es
que estdn sustentados por resultados analiticos explicitos, incluso si se toma en cuenta
el efecto disipativo predominante en los sistemas cavidad-puntos cudnticos. El sistema
que describimos, similar al de la referencia [3], carecia, hasta donde sabemos, de un
examen tedrico con resultados analiticos; los dnicos que conocemos [11] son implicitos
y no incluyen la disipacién, decisiva en esta clase de sistemas.



Efectos colectivos y enredamiento en
sistemas de dos radiadores

En este capitulo se aborda el problema de la blsqueda de relaciones entre la aparicion
de efectos colectivos y el enredamiento en un sistema compuesto por dos radiadores
idénticos, que interaccionan entre ellos a través de un potencial tipo Forster, y que inte-
raccionan con un modo electromagnético de una cavidad. Suponiendo que la interaccidn
electromagnética se puede describir en las aproximaciones dipolar y de onda rotativa, se
demuestra que los estados de Dicke se pueden separar en dos subespacios: uno simétrico
(ante la permutacién de radiadores) y el otro antisimétrico. Finalmente, si la dindmica
se restringe al sector simétrico, se demuestra que ambos fenémenos (cooperativismo y
enredamiento) se presentan de manera simultdnea: cuando la probabilidad de ocupacién
del estado superradiante de Dicke es grande, también es grande el enredamiento entre los
dos radiadores. Este es uno de los resultados importantes de este trabajo. Este capitulo
estd dividido en dos partes: mientras en la primera parte se hacen comentarios generales
y se motiva el modelo, en la segunda parte se encuentran los estados de Dicke y se
demuestra la relacién entre cooperativismo y enredamiento.

En la seccidon 1.1 de este capitulo veremos que algunos de los estados de Dicke
son robustos ante la disipacién y que, por lo tanto, pueden ser (tiles en el drea de
procesamiento cudntico de la informacién. Después de hacer una sucinta presentacidn
del problema de la emisién espontdnea y del modelo de Dicke, en el vacio, se describe
la particularizaciéon a un modelo que describe radiadores idénticos pero independientes
en una cavidad electromagnética. Al final de la seccién se comenta el hecho de que se
han observado efectos cooperativos de emision en sistemas semiconductores, a pesar de
que, en este caso los radiadores no son idénticos, y por lo tanto no se esperarian tales
efectos. Se senala que en la literatura ha habido propuestas que atribuyen estos efectos
cooperativos a un término de interacciéon adicional, una interaccién directa entre los

radiadores (que puede ser debida al tunelamiento, a un término tipo Forster o a fuerza
de Coulomb).

La seccién 1.2 comienza encontrando los estados de Dicke correspondientes a un
sistema que contiene dos radiadores idénticos que interaccionan entre ellos a través de
un potencial tipo Forster. Luego, se procede a incluir la interaccién con uno de los
modos de la cavidad en que se supone se encuentran los dos radiadores. Se muestra
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enseguida que si el estado del sistema total se restringe al subespacio simétrico (para los
radiadores) con maximo un fotén, entonces el enredamiento del estado de los radiadores,
caracterizado por su concurrencia, coincide con la probabilidad de ocupacién del estado
superradiante de Dicke. Finalmente se muestran las limitaciones de este resultado, al
considerar la dindmica en un caso en el que el estado inicial no pertenece al subespacio
simétrico con maximo un fotén.

1.1. CONTEXTUALIZACION

Uno de los rasgos distintivos de la teoria cudntica [12] es que las correlaciones es-
tadisticas entre los resultados de algunas mediciones no necesariamente [13] satisfacen
el principio de causalidad local [14]. Este fenémeno, conocido como enredamiento, es la
base de la contingente ingenieria cudntica de la informacién (véanse las secciones X1V,
XIX y XX de la monografia de la familia Horodecki [15]). De hecho, se ha llegado a decir
que el enredamiento estd en el corazén de la informacién cudntica [16].!

Existen diferentes modelos de computador cudntico (por ejemplo el modelo de com-
puertas, los computadores cudnticos topoldgicos y los computadores adiabaticos, entre
otros [20].) El modelo de computacién cudntica mas popular es el modelo de compuer-
tas. Su popularidad se dispard, cuando DiVincenzo y sus colaboradores demostraron que,
para realizar cualquier circuito cudntico de N qubits basta con tener compuertas de un
qubit y una compuerta de dos qubits que produzca enredamiento entre estos [21, 22].
Es decir, en el modelo de compuertas el procesamiento cudntico de informacién se lleva
a cabo manipulando el enredamiento entre un par de qubits y conectando este par con
otros pares [23].

La idea de la computacion cuantica, a pesar de su belleza intrinseca, no esta exenta
de problemas. Uno de los problemas mas importantes que enfrenta la implementacién
practica de la computacién cuantica es el aislamiento de los sistemas que constituyen
los qubits sobre los cuales se ejecutan los algoritmos cudnticos. De hecho, es muy dificil
tener sistemas cuanticos que se encuentren completamente aislados de su medio ambien-
te. En general, la interaccién con grados de libertad sobre los cuales no se tiene control
(cominmente denominados medio ambiente) produce degradacién del procesamiento
cuantico de la informacién. Esta degradacidn tiene su origen en el establecimiento de
correlaciones entre los qubits del computador cuantico y los grados de libertad del medio
ambiente. Desde el punto de vista de los qubits, este proceso corresponde a la llamada
decoherencia. Asi, en la practica, la ingenieria cuantica de la informacién pasa por re-
solver, entre otros, el problema de la identificacién de familias de estados genuinamente
enredados que ejecuten algoritmos cudnticos y que resistan la decoherencia [24].

Vale la pena esclarecer que este no es un problema cerrado. Knill y Laflamme propusieron
un computador cuadntico que contiene un qubit en un estado puro y N qubits en un estado com-
pletamente mezclado [17]. Se ha podido demostrar que este computador puede realizar tareas
de informacién cudntica con una aceleraciéon exponencial con respecto a los algoritmos clésicos
conocidos [18, 19].
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Los estados de Dicke (véase la seccién 3.4 de la monografia de Giihne y Téth [25]) son
una de las soluciones parciales del problema. Entre las familias mas conocidas de estados,
que incluyen los estados GHZ, W y cluster [25], la familia de estados de Dicke tiene la
menor superposicién posible con los estados sin enredamiento genuino [26]; en sistemas
de cuatro qubits, es la mas robusta al decaimiento exponencial de las coherencias del
estado global del sistema [27]; ademdas contiene subespacios libres de la decoherencia
inducida por el vacio electromagnético en equilibrio térmico [28, 29].

Los estados de Dicke son los estados propios del problema de la emisién espontdnea?

cuando se cuenta con mds de un radiador dipolar [30]. Un radiador dipolar es un sistema
con dos estados propios de energia, a saber, el base |g) de energia —%wd y el excitado
le) de energia 1w,. En el caso de un solo radiador dipolar, en el estado |¥), la tasa 7
de transferencia de energia al campo electromagnético es proporcional a la probabilidad
de ocupacién del estado excitado [31, 32]:

70 = 9] (e] ) = (Wle)igle)el¥) = 7T J0).

Aqui, 7 es el ancho de Iinea de la transicién entre los estados |e) y |g) [33], J© = |e)(g]
y JO = |g)(e|. En el caso de N radiadores idénticos, el principio de superposicién de
la electrodindmica conlleva a que la tasa total de transferencia de energia al campo se
pueda escribir en términos de los operadores colectivos J, = SV J y J = SN J©
(7 denota el i-ésimo radiador) como:

T = (] J )= fyTr{j+j_ﬁ},

en donde el valor medio se evalda sobre p, el operador densidad de los N radiadores (la
funcién de densidad de probabilidad conjunta de los N radiadores). La interaccién entre
los radiadores y el campo electromagnético se puede reconstruir bajo la aproximacién
dipolar eléctrica, la cual supone que la magnitud del campo magnético es tan pequena
que puede ser omitida, y que el campo eléctrico es practicamente constante en el espacio
ocupado por el radiador [34, 35]; con estas suposiciones, el operador de Hamilton que
describe la interaccién campo-radiadores es:

H=w,J +9-EJ, +J), (1.1)

en donde J, = >N jZU con JAZW = {le,)(e,| — |g,)(g,|}, € es el campo eléctrico, y p
es el momento dipolar eléctrico de cada radiador?:

p=1"(elplg), p=p(JO+J0).
Nétese que el campo eléctrico externo £ esta descrito cldsicamente.

Basdndose en la analogia entre el sistema de /N radiadores dipolares y el sistema de
N espines un medio [30], los estados propios del operador 1.1 —los estados de Dicke—

2Los estados de Dicke son los estados propios del problema de la emisién espontdnea ignorando
los grados de libertad del campo electromagnético.

3Los elementos diagonales (g| ¢ |g) y (e |e) son nulos, pues |g) v |e) son estados propios del
potencial de Coulomb. Por eso no aparecen en la definicién de .
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se pueden construir tomando en cuenta que el cuadrado del “espin total”

22

J=YJJ +J I+

es una cantidad conservada en la evolucién temporal generada por el operador de Hamil-
ton 1.1. Desde el punto de vista fisico, la conservacién de J” estd asociada a la simetria
de permutacidn entre radiadores, pues estos se han supuesto idénticos e igualmente
acoplados al campo electromagnético, y bajo estas circunstancias las emisiones indivi-
duales son indiscernibles [36]. Obsérvese que la simetria de permutacion de la funcién de
distribucién de probabilidad (estado) se sigue de la suposicién de que los radiadores son
idénticos, y no del postulado de simetrizacion: los radiadores no son descritos ni como
bosones ni como fermiones.* Las consecuencias de esta simetria se acusan si la dindmica
se restringe a los estados completamente simétricos (aquellos con “espin total” maximo),
pues para algunos de ellos 7 > N, esto es, los N radiadores pueden transferir su
energia al campo mds intensamente que un nimero igual de radiadores estadisticamente
independientes. Esta emisidn cooperativa [30] es, histéricamente, el primer ejemplo de
un fenémeno colectivo [36, 37] que no puede ser reducido a un régimen dindmico cldsico
[38, 39, 40, 41, 42, 43] y que tiene una intrincada relacién con el enredamiento [44].

A guisa de ejemplo, citemos el caso de cinco radiadores. Empecemos listando los
estados de Dicke completamente simétricos del sistema. En general, un sistema de N
radiadores tiene N +1 de estos estados; denotémolos como ]Ne, Ng>, con Ne el nidmero

de en el estado excitado y Ng el nimero de radiadores en el estado base. Entonces, para
N =5 los estados completamente simétricos son:

0,5) = |gegee)
__ |eggge)+1gegeg)+18gege) +1888eg)+188g8e)
11,4) = v
‘2 3> __ |gggee)+iggeeg) +Igeegg) +|eegge) +Iegege) +1eggeg) +1€ggee) +18gege) +1gegeg) +1gegee)
VIl V10
|3 2> __ |ecegg)+|eegge)+|eggee) +|ggeee)+|gegee) +geege) +|geeeg) +|eegeg)+€gege) +egeeg)
9 i \/E
_|geeee)+|egeee)+|eegee) +|eeege)+|eeeeg)
| ) >: NG
|5,0) = |eeeee) .

Obsérvese que se ha empleado la notacién |Ne, Ng> para los estado de Dicke. Por otro

lado, partiendo de la definicién de los operadores colectivos j+ y J_ se tiene que:
T = v (N, Ng| J. J. |Ne,Ng> = VNe(Ng +1).

Asi pues, si inicialmente los cinco radiadores estan excitados, ocupando el estado |5, 0),
se tiene que 7 = 57; mds tarde, el sistema ocupara con alguna probabilidad (eventual-
mente grande) el estado |3, 2), para el cual 7 = 9; finalmente, cuando el sistema haya
perdido su energia se hallara en el estado |0, 5) y entonces 7(» = 0. La superradiancia es

4Las diferencias, de jerarquia por ejemplo, entre estos principios, se exponen en el capitulo 17
del libro de L. Ballentine [34].
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este comportamiento no monétonamente decreciente de la tasa de emisidén de energia,
que implica pasar de un estado sin correlaciones a uno altamente correlacionado.

De manera fidedigna al sentido en que acaba de ser expuesta, la emisidn cooperativa
se ha observado con dtomos de Rydberg, atomos alcalinos, iones y qubits superconduc-
tores [45] actuando como radiadores dipolares. Desde los estudios pioneros de Purcell
[46], es idéneo llevar a cabo estos experimentos en cavidades cudnticas electrodindmi-
cas, porque en ellas se puede apreciar la esencia de la emisién cooperativa y de otros
fendmenos relacionados con la interaccidn entre la materia y el campo electromagnético
[47]. ElI campo de una cavidad cudntica se puede describir como un conjunto de os-
ciladores arménicos desacoplados, con diferentes frecuencias; son los modos de la cavi-
dad. En particular, al modo casi resonante con los radiadores dipolares se le asocia el
operador campo eléctrico

£ =Ea+ah,

en donde G y a' son los operadores “de creacién y destruccién de fotones”, analogos
a los operadores escalera de subida y de bajada del problema del oscilador arménico
simple. Entonces, el operador de Hamilton 1.1 queda:

H=wila+w,J +p-Ea+a)J, +J),

en donde el primer término da cuenta del modo relevante (de frecuencia w,). Si se
satisface que |w, —w,| < w,, la aproximacién de onda rotativa [35] permite reducir el
tercer término del lado derecho de la anterior igualdad y obtener:

A

H=uwala+w,J +p-Eal, +a'l),

0, definiendo:

0 d y g:p'g'

se obtiene finalmente [48]:

~

H=wila+ (w, — A, +gla, +a'J). (1.2)

El operador de Hamilton 1.2 predice el intercambio casi periddico de energia entre los
radiadores y el modo relevante de la cavidad [39]. Pero, por otro lado, cualquier cavidad
real no esta perfectamente aislada, de modo que pierde energia. Esta pérdida de energia
puede ser modelada como una interaccidon con grados de libertad sobre los cuales no
se tiene control. De manera alternativa, es posible pensar que los modos del campo
electromagnético de la cavidad pueden describirse en términos de los modos del campo
electromagnético del “universo”. En esta descripcidén pareceria que el modo relevante
de la cavidad interacciona con el campo electromagnético exterior, cediéndole energia.
En cualquiera de las dos descripciones, si la intensidad de esta interaccion irreversible es
mucho mayor que la de la interaccién reversible descrita por 1.2 —régimen sobreamor-
tiguado—, los radiadores quedan efectivamente acoplados al campo exterior [40, 41] y
pueden emitir cooperativamente.
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La emision cooperativa también se observd con puntos cuanticos semiconductores
actuando como radiadores [2]. Sin embargo, a diferencia de los sistemas atémicos y
superconductores antes mencionados, los puntos cuanticos no satisfacen la suposicion
bédsica del modelo de Dicke, cual es la indistinguibilidad entre los radiadores; situacion
esta inherente a los métodos de fabricacién de puntos cuanticos. Por tanto, la existencia
de efectos cooperativos entre puntos cuanticos debe involucrar un mecanismo que com-
pensa la inhomogeneidad del arreglo de los radiadores semiconductores. EI mecanismo
propuesto es el acoplamiento directo de corto alcance entre los puntos, bien por super-
posicidn espacial de las funciones de distribucién de probabilidad de puntos cercanos,

bien por fuerzas de Coulomb entre estos [49, 50, 51, 52, 53]. Si suponemos que los
radiadores estan localizados espacialmente en los puntos 1 y 2, estas interacciones se
representan mediante el operador de Hamilton [54, 55]:

po L Lo sl BU R
" e RP PR TR RIS S

en donde R es el vector que va dirigido del punto 1 hacia el punto 2. Tomando en cuenta
la forma del operador momento dipolar eléctrico (p = p(J\” + J)), si se define la

cantidad escalar
1 R R
r= —— ‘0 —3 bl bl
ime,|RT {"1 P {"1 |R|} {"2 R| }} ’

el operador V se puede escribir como:
Y — 7 7 7 2 7 2
V=TJ®+ JO)(J 4 J@).
Finalmente, empleando la aproximacién de onda rotativa para esta interaccién, tenemos

V=T(JmJo 4+ Jojo). (1.3)

Algunos efectos muy puntuales de la interaccién dipolo-dipolo 1.3 sobre el modelo
de Dicke fueron estudiados por grupos en la India y la China a comienzos de los afios
noventas del siglo pasado; la modificacién del fenémeno de colapsos-renacimientos de las
probabilidades [56], la absorcidn resonante de dos fotones [57], y el apantallamiento de
la interaccidn directa para radiadores preparados en un estado con coherencias parciales
pero sin coherencias globales [58], fueron algunos de los efectos encontrados entonces.
Un tratamiento mas general del problema de la interaccién de radiadores cercanos con el
continuo electromagnético® vino de un par de grupos en Polonia [59, 53]; en la primera
referencia se extiende el modelo de Dicke al caso de radiadores dispares acoplados directa-
mente, y en la segunda se demuestra que si la intensidad del acoplamiento es comparable

5En este caso el campo electromagnético debe representarse por el operador

E= Euy ik, +a),, ),

kwi

en donde k y wy representan respectivamente el vector de onda y la frecuencia de los modos en
que se expande el campo.



CAPITULO 1. EFECTOS COLECTIVOS Y ENREDAMIENTO 7

con la diferencia entre las frecuencias de transicidn de los radiadores, entonces se recu-
peran los efectos cooperativos. El caso en que los radiadores se hallan en una cavidad
no ha sido abordado con este grado de generalidad; los tinicos resultados analiticos que
conocemos provienen de un grupo en México [11] que ha solucionado el problema igno-
rando la disipacién pero incluyendo la interaccién de Ising entre los radiadores, para el
estado inicial de la forma {cos ¢ |eg) +sin ¢ |ge) } |n), en donde |n) denota que el modo
de la cavidad estd en el estado de Fock con n excitaciones elementales (fotones). En
nuestro trabajo, abordamos el mismo problema de la referencia [11], pero: (7) sin incluir
la interaccién de Ising entre los radiadores pero si incluyendo los efectos disipativos, y
(1) considerando otro tipo de condiciones iniciales. La primera eleccién esta justificada
por el estado actual de los experimentos, especialmente en el ambito de los semicon-
ductores, donde no se ha reportado interaccién de Ising (en la clase de muestras que
pretendemos describir) y empero si es notable el papel que juega la disipacién de energia
a través de las paredes de la cavidad. La segunda eleccién estd motivada por la blisqueda
de la relacién entre enredamiento y cooperativismo; ademds, como veremos al final del
capitulo 2, el tipo de condiciones iniciales que examinamos nos ha conllevado a proponer
un esquema de preparacion de pares de excitones enredados, que puede ser realizado en
las condiciones experimentales actuales.

1.2. DOS RADIADORES INTERACCIONANTES

Para iniciar, ignoremos los grados de libertad del modo electromagnético relevante
de la cavidad, es decir, consideremos el operador de Hamilton asociado a dos radiadores
idénticos con un acoplamiento del tipo 1.3,

~

H, =w,(J®+J@) +T(J0 J& + Jo J@),

Eligiendo la base “desnuda”{|gg) , |eg) , [ge) , |ee) } y redefiniendo el origen de la energia
para que coincida con la energia del estado base |g), el operador H, se representa por
la matriz

000 0

go|oor o (1.4)
0T 0 0
00 0 2w

d

Los estados de Dicke del sistema son pues los vectores propios de esta matriz, los cuales
presentamos a continuacién con sus respectivos valores propios:

E, =0, |G) = |gg)

B, =T, 15) = & Jeg) + s Jge) (15)
E,=-T, |4) = 75 leg) — 5 Ige)

E, =2w,, |E) = |ee)
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Los tres estados completamente simétricos del sistema son, recordando la notacién de
la seccién anterior, |0,2) = |G), |1,1) = |S) y |2,0) = |E). Si la probabilidad de
ocupacion del estado |S) es relativamente grande, se tendrd que 7» = 27, que es una
tasa de emision tan grande como la de dos radiadores excitados pero estadisticamente
independientes. Esta senal de cooperativismo estd acompaiada del enredamiento entre
los radiadores, pues |S) es uno de los estados maximamente enredados de dos qubits
(estados de Bell).

Establezcamos la relacién entre el grado de enredamiento del operador de estado p
de los radiadores y la probabilidad de ocupacién del estado |S) para el caso en que el sis-
tema transita por la escalera de estados de Dicke completamente simétricos. Incluyamos
los grados de libertad del modo relevante de la cavidad para que los resultados que
obtengamos se puedan aplicar mds adelante en la solucién de la dindmica del problema.
El operador de Hamilton del sistema modo-radiadores es:

H=w,d'a+w,(JO+]@)+g(a(JO+J@)+a (JO+]@) 4T (JO J@+]0 J@). (1.6)

Este operador conmuta con el operador niimero total de excitaciones 7 = afa +|e) (e| +
le),(e|, con lo que resulta muy Util representar el espacio de estados del sistema como
la suma directa de los subespacios vectoriales propios del operador n. Denotemos con
A,, al subespacio asociado al valor propio n de n. Cada A,, es generado por un conjunto
(pequefio) ortogonal de vectores de estado; explicitamente:

Ao = gen{lgg, 0)},
A1 = gen{lgg, 1), leg, 0) , |ge, 0)}, (1.7)
A, = gen{|gg,n),|leg,n—1),|ge,n — 1), lee,n—2)}, n> 2.

En los vectores de las igualdades anteriores, la tercera etiqueta denota un estado de Fock
del modo electromagnético; por ejemplo, el estado |eg,n — 1) es el estado en el que el
primer radiador se encuentra en el estado |e), el segundo en el estado |g) y el modo
relevante del campo electromagnético esta en el estado de Fock |n — 1). Supongamos
que el estado inicial del sistema modo-radiadores es una superposicion —coherente o
estadistica— de estados del subespacio A;. Entonces, la conservacién del nimero total
de excitaciones n, implica que en presencia de disipacion el operador de estado ¢ del
sistema modo-radiadores es la suma directa de sus restricciones a los subespacios Aj y
A1, y que en ausencia de aquella, se limita a A;. Si suponemos ademas que sélo son
accesibles los estados completamente simétricos, lo cual también depende de la condicidon
inicial, la forma mas general del operador de estado del sistema modo-radiadores se puede
escribir en la base de Fock-Dicke {|G,0),|G,1),]S,0),|A,0)} como:

Pooco 0 0 0

G- 0 pPorer Psocs 0 (1.8)
0 Poiso Psoso 0
0

0 0 0
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El operador de estado de los radiadores se obtiene tomando la traza parcial sobre el
modo, p = Tr,,{6}. Incorporando la condicién de normalizacién del estado p, en la base
desnuda resulta:

1 — Pgoso 0 0 0
0 ip i, 0
= i 50,50 i 50,50 (1.9)
0 3Ps0,50  2Ps0,s0 0
0 0 0 0
La concurrencia [60, 61] de 1.9 cuantifica el enredamiento del estado de los dos radia-

dores. El operador 1.9 pertenece a una clase de operadores de estado llamados estados
“X", cuya forma general es:

a 0 0 w
. 0 b 2z O
X = ,
0 2z ¢ O
w* 0 0 d
y cuya concurrencia se calcula explicitamente a través de la férmula [62, 63]:

C(X) = 2max{0, |z| — vVad, |w| — Vbc}.
Aplicando esta férmula al estado “X" 1.9 se encuentra que:

C(ﬁ) = Pso,s0" (1-10)

Esta relacién justifica nuestra afirmacién previa sobre la ocurrencia simultdnea de
enredamiento y de efectos cooperativos entre los dos radiadores si la probabilidad de
ocupacién del estado |S) es grande.®

Claro estd que la validez de 1.10 se supedita a que la dinamica se restrinja a los
estados completamente simétricos de los subespacios vectoriales Ay y Ay; a su vez, esto
depende exclusivamente de la condicidn inicial del sistema. La relacién entre enredamien-
to y efectos cooperativos se complica si el estado inicial del sistema no es completamente
simétrico, por ejemplo:

leg. 0) = 55 15,0) + 5 [A,0).

De acuerdo con 1.6, la probabilidad de ocupacién del estado |A, 0) permanece constante
en el tiempo, pues éste es un estado propio de aquel. En efecto, tomando la base dada

6Por otro lado, del resultado 1.10 se sigue que bajo las condiciones supuestas no ocurre muerte
sibita del enredamiento, fenémeno que se podria presentar a la luz de la férmula general para

C(X). Esto se debe a que la ocupacién del estado fundamental crece y solamente llega a uno de
manera asintética (para tiempos muy grandes).
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en 1.7 para el subespacio A1, el operador de Hamilton 1.6 se representa por la matriz

1 1
A 9 iY
H={w,—AH+]| 59 0 T |, (1.11)
1

y se encuentra facilmente que sus estados propios, con los correspondientes valores
propios, son:

B, =3I+ Q,+3A, |E) =sinalS,0)+cosa|G,1)

E, =1l —Q, + 1A, |E,) = cosa|S,0) —sina |G, 1) (1.12)
E3 =T, |E3> = |A=O>
en donde: AT
k:T_, O =g + k2, tan2a:%. (1.13)

Por otro lado, en este caso la restriccion del operador de estado del sistema modo-
radiadores a los subespacios Ay y Aq, en la base de Fock-Dicke, es:

Pco.co 0 0 0

0 p p p

@ _ G1,G1 S0,G1 A0,G1 7 (114)
0 Paise Psoso Paoso
0 Porac Psoao Paoao

y el correspondiente operador de estado de los radiadores, en la base desnuda, se puede
escribir como:

5~ Psoso 0 0 0
. 0 411 + %pso,so t Plo.50 _le + %pso,so i O (1.15)
Tl 0 e i i MmO
0 0 0 0

en donde Plo.s0 Y Pao.so SOM respectivamente, las partes real e imaginaria de la coherencia
Pao.so- Al escribir el operador 1.15 hemos tomado en cuenta que en cualquier instante
del tiempo Paoao = % Como vemos en 1.15, ademas del cambio, con respecto a 1.9,
de la distribucidon de las probabilidades por los estados desnudos, el estado antisimétrico
introduce la coherencia p,, 4. La concurrencia del estado “X" 1.15 refleja estas dos
modificaciones:

() = \/4 ] + 5+ p} (1.16)

De una parte, vemos que el grado de enredamiento entre los radiadores es proporcional
- - - - A 1

a —la parte |mag|nar|a. de— la coherencia Paosor Y de.otra, vemos que C(p) _2 o1 lo

cual es una consecuencia de que |A) sea un estado propio del operador de Hamilton del
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sistema. Como antes (véase 1.10), el enredamiento es proporcional a la probabilidad de
ocupacién del estado |S), pero ahora la relacién es matemdticamente mds compleja y
esta mediada por la parte imaginaria de la coherencia p, -

Pasemos ahora a examinar el comportamiento de la tasa de emision de energia de
los radiadores cuando la condicién inicial es |eg,0). Como se mencioné en la seccién
anterior, para ello es necesario incluir la interaccién entre el sistema modo-radiadores y
el campo electromagnético exterior a la cavidad, inclusién que se puede hacer a través
del formalismo de las ecuaciones maestras de Lindblad [47]. Semejante procedimiento
no habia sido necesario para analizar los efectos cooperativos en el caso en que la
dindmica se restringe a los estados completamente simétricos porque entonces nuestros
razonamientos se basaban en la férmula explicita de 7(™) para ese caso. Si se asume
que el campo electromagnético exterior (el ambiente) estd en equilibrio termodindmico

a temperatura 7' = 0K, la ecuaciéon maestra de Lindblad adecuada es:
do A . .
i —i[H, 0| + L[0] + L]0, (1.17)

en donde L, [0] da cuenta de la interaccidn irreversible a la tasa x entre el modo relevante
de la cavidad y el ambiente:

L0 = = (2apa" — a'ap — pa'a),

DO

y L£,[0] da cuenta de la interaccidn irreversible a la tasa + entre los radiadores y el
ambiente:

Lol =3 <2J,QJ+ —JJo— QJ+J,> .
Nétese que £.,[9] incluye los operadores colectivos j+ y J y no es una suma de términos
asociados a cada radiador. Para esclarecer la diferencia, tomemos por ejemplo el término
proporcional a 9J, J_ de la ecuacién anterior; se tiene que:

@j+j_ = @Z jj:) ij) o @Zjiz)j(_z)

Vemos pues que la diferencia radica en que la expresion del lado derecho de la desigualdad
anterior no contiene los términos cruzados JAS‘) JO, justamente estos términos son el
origen de los efectos cooperativos.” Hecha esta anotacién, escribamos explicitamente la
ecuacién de movimiento 1.17 para el operador 1.14, agrupando las ecuaciones resultantes
seglin la interdependencia que exista entre ellas:

Pav.co= KParcr T 27Ps so: } (1.18a)
p:Gl,Gl = ig{pG’l,SO - pso,cn} — KPg1,611

:?so,so = Z:g{pso,cl - pGLSO} - 27pso,507 . ' (1.18b)
Psoc1 — Zg{pso,so - pGl,Gl} + Z{A —I+iy+ %’%}pso,cw

"De paso se ha mostrado que en el tratamiento original de Dicke como en el basado en la
ecuacién maestra de Lindblad, la causa tltima de los efectos cooperativos entre los radiadores es
el principio de superposicién de la electrodinamica.
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p:so,co = _i_gpcu,ao - Z{F - Z.7}pso,ao’ } (1.18¢)

Paico = —t9Ps0,co — i{A = %H}pGI,GD’

)O:AO,SO = Z.'gpAO,Gl + Z:{QF + Z.’V}'O,Ao,sov } (1.184)

Paocr = 9P 050 T Z{A +1I'+ %H}pAO,GU

Paoco = inAO,GO’ } (1.18e)
Pao,a0 = V- } (1.18f)

La segunda de las ecuaciones 1.18b y la ecuacién 1.18f reflejan los dos extremos del com-
portamiento colectivo del sistema de radiadores. La primera indica que si los radiadores
se hallan en el estado |S) decaen a la tasa 7 = 2+, resultado que ya conociamos; la
segunda muestra que si los radiadores se hallan en el estado | A), la tasa de decaimiento
es nula, resultado conocido como subradiancia [30]. Para la condicién inicial |eg, 0), dado
que la probabilidad de ocupacién del estado |.S) es siempre menor o igual que un medio,
mientras que la probabilidad de ocupacién del estado |A) es siempre igual a un medio, se
observard con mayor nitidez un comportamiento subradiante, aunque en general, como
sucede con el grado de enredamiento entre los radiadores, el cooperativismo tiene un
curso complejo.



Ejemplos de sistemas tipo Dicke

2.1. DIPOLOS ATOMICOS

Los atomos de rubidio, y mas generalmente, los dtomos alcalinos (litio, sodio, potasio,
rubidio y cesio), tienen una estructura simple que permite prepararlos en estados con
momento dipolar atémico grande; en efecto, su Unico electrén de valencia se halla a una
distancia media del nticleo mucho mayor que las de los restantes electrones, formandose
asi un ntcleo efectivo de carga neta e que ejerce sobre el distante electrén de valencia una
fuerza que en una muy buena aproximacién es central. Se trata pues de una estructura
que simula la del atomo de hidrégeno. EI momento dipolar atémico es grande si el estado
del electrén de valencia tiene nimero cudntico principal v grande; en los experimentos
actuales v ~ 50, con lo cual la distancia media del electrén al nicleo es del orden de
v2a, = 2500a,, mientras que el nicleo efectivo tiene un tamafio del orden de a, (a, es
el radio de Bohr). Si ademds el 4tomo se prepara en el estado con los valores maximos
de los ndmeros cudnticos orbital / y magnético m, a saber, f =v—1y |m|=v—1, la
funcién de distribucién de probabilidad indica que el electrén de valencia se encuentra
altamente confinado alrededor de una érbita casi circular (la dispersién radial es del
orden de v-1/2). Semejantes estados han sido llamados estados de Rydberg circulares.

La magnitud del momento dipolar atémico entre dos estados de Rydberg circulares
contiguos es, para v = 50, aproximadamente

lp| ~ v2ea, = 2500eaq,.

Por otro lado, sobre la base de que si son grandes los niimeros cudnticos asociados a
un sistema, entonces este se cifie a las leyes de la dindmica de Newton [34], se puede
demostrar que, para una transicién entre dos estados de Rydberg circulares alrededor
de v ~ 50, la frecuencia angular de la transicién y la tasa de emisién espontdnea son,
respectivamente [47]:

2R, 1
w, = 0= = 5,11 X 10°Hz
4Rrb 63
_ 2P ogH
T30 %

13
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en donde R,;, es la constante de Rydberg y 3 = 137! es la constante de estructura
fina. El factor de calidad de este radiador casi clasico es pues

B 3n2
=35

lo que significa que el &tomo puede realizar unas 10'° transiciones antes de ceder su ener-
gia completamente al campo electromagnético. Se puede decir entonces que la tasa de
emision espontanea de los dtomos alcalinos preparados en estados de Rydberg circulares
es baja.

Q== g
v

Dado que la frecuencia w, pertenece al rango de las microondas, las paredes de la
cavidad estdn hechas de algtin metal en fase superconductora (generalmente niobio, que
es superconductor por debajo de 9.2K), pues estos son los mejores reflectores de las
microondas. En el intervalo de temperaturas en el que se llevan a cabo los experimentos
actuales (0.8K a 1.5K), la tasa de decaimiento « y el factor de calidad @), del modo
relevante de la cavidad se hallan, respectivamente, en los intervalos
1 1
<K< —
116ms — = 1Ims

: 3x10° < Q. < 3 x10v.

Finalmente, resefiemos el orden de magnitud de la constante g de interaccidn entre
cada radiador y el modo relevante de la cavidad. Como se vio en el capitulo anterior,
g depende de la magnitud del momento dipolar del radiador y de la constante || que
aparece en la definicién del operador campo eléctrico £ del modo de la cavidad!. En los
experimentos actuales del grupo de la Escuela Normal Superior de Paris [47] se tiene
que:

Vv
€] ~ 1,5 x 102 —,
m

de donde
1

~N —

20us

Los enormes factores de calidad tanto de los &tomos como de la cavidad permiten
suponer que la dindmica del sistema transcurre como si este estuviera perfectamente
aislado, y asi lo haremos durante el resto de la seccién. Solucionemos la ecuacién de
movimiento 1.17, que se reduce entonces a la ecuacién de Liouville-von Neumann del
operador de estado 9, para la condicién inicial

[T(0)) = sin |G, 1) + cosd S, 0) . (2.1)

Como esta condicién inicial es una combinacién lineal de estados completamente simétri-
cos del subespacio vectorial Ay, las simetrias contenidas en el operador de Hamilton
1.6 implican que los dnicos estados accesibles son |G, 1) y |S,0), es decir, el sistema
modo-radiadores se comporta como un sistema de dos niveles. Ademas, este es un caso
particular del primero que investigamos en la seccién 1.2, y vimos entonces que el estado
p se puede escribir en la forma 1.9 y que la concurrencia solo depende de la probabilidad

'La constante |€] es la desviacién estdndar del operador campo eléctrico de la cavidad.
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Psoso (VEase la ecuacién 1.10). La integracién de las ecuaciones de movimiento 1.18

conlleva a que:
C(t) =C, + C, cos 20t (2.2)

en donde C, y C, vienen dadas por:

C, = cos?d — C,, C, = 3 sin2asin{2a + 20}, (2.3)

y las constantes a y 2, que ya fueron definidas (véanse las ecuaciones 1.13), las volvemos
a citar aqui para facilitar la lectura:
A—-T

k:T, 0 =g + k2, tan2a:%
El resultado 2.2 muestra que la concurrencia oscila arménicamente con un periodo que
depende de los parametros del sistema y con una amplitud que depende tanto de los
parametros del sistema como del estado inicial de este. Recuérdese que para una condi-
cién inicial como 2.1, el estado p de los radiadores

Examinemos el comportamiento de la amplitud de la concurrencia en funcién del
parametro adimensional

k- T'—A
n=— =g (2.4)
g g
Para empezar tomemos las condiciones iniciales | .S, 0) y |G, 1), que correspondena § =0
y 6 = 7 respectivamente. En estos casos, la ecuacién 2.3 indica que la amplitud de la

concurrencia es igual a uno (que es el maximo valor que puede tomar) para n = 0.
Ademids se deduce que la amplitud de la concurrencia tiende a cero rdpidamente cuando
7 aumenta; en efecto, la amplitud de la concurrencia ha decaido a la mitad de su valor
mdaximo apenas para n = 12 ~ 1,4, es decir, para I' — A &~ 3g. La siguiente grafica
sintetiza el resultado analitico.

Figura 1. Amplitud de la concurrencia del estado de los radiadores, para las condiciones
iniciales |S,0) y |G, 1), en funcién del pardmetro 7.
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Expliquemos el comportamiento de la concurrencia para valores “grandes” de 7 sobre
la siguiente base:

B si ' es “grande’ comparada con g, predomina el intercambio de energia entre los
radiadores sobre el intercambio de energia entre estos y el modo electromagnético,

B si A es “grande” comparada con g, queda suprimido de manera efectiva el meca-
nismo de intercambio de energia entre el modo y los radiadores.

En ambos casos los radiadores no interaccionan con el modo de la cavidad, la trans-
ferencia de energia ocurre entre un radiador y el otro. Dado que la interaccion entre
los dos radiadores es invariante bajo permutacién entre ellos, el estado de los mismos
permanecerd invariable en el tiempo, y entonces la amplitud de las oscilaciones de la
concurrencia es pequena. Es evidente pues, que en este caso la media temporal de la
concurrencia es aproximadamente igual a la concurrencia inicial; a su vez, ésta depende
exclusivamente del estado inicial.

Pasemos ahora a la interpretacién del resultado cuando 7 se acerca a cero. En esta
caso, I' ~ A, esto es, los dos efectos que acabamos de describir compiten y terminan
por cancelarse mutuamente, asi que sin importar el valor de g, la interaccién entre los
radiadores y el modo de la cavidad es significativa. Luego, el estado de los radiadores
variard apreciablemente: la amplitud de las oscilacones de la concurrencia es grande.

Las siguientes graficas ilustran la evolucién temporal de la concurrencia bajo las
diferentes condiciones que acabamos de examinar.

Figura 2. Concurrencia del estado de los radiadores en funcién del tiempo para la
condicién inicial |S,0) y para n = 0 (azul), n = 1 (morado), n = 3 (oliva), y n = 6
(verde).
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C
L.0r

0.8f

0.6f

0.4f

0.2f

Figura 3. Concurrencia del estado de los radiadores en funcién del tiempo para la condi-
cién inicial |G, 1) y para n = 0 (azul), n = 1 (morado), n = 3 (oliva), y n = 6 (verde).

Estudiemos ahora lo que sucede si inicialmente la probabilidad se distribuye equitati-
vamente entre los estados |G, 1) y |S,0), esto es, si el estado inicial es 271/2(|G, 1) +
|S,0)), que corresponde a § = +7. Como para las condiciones iniciales ya analizadas,
cuando 7 crece, la amplitud de las oscilaciones de la concurrencia disminuye porque los
radiadores se desacoplan efectivamente del modo de la cavidad y retienen su estado
inicial.

Las diferencias, con respecto a la evolucién temporal de las condiciones que acabamos
de analizar, aparecen cuando 7 tiende a cero. Por un lado, cuando 1 = 0, de la ecuacién
2.4 y las ecuaciones 1.13 se deduce que o = T Y entonces, de las ecuaciones 1.12, se
encuentra que el vector propio |E,) del operador de Hamilton del sistema toma la forma:

1 1
= 5160+ 515.0).

Por otro lado, el estado inicial 2.1 para el caso que estamos estudiando, § = 7, es:

1E,)

B(0)) = % G, 1) + % 15,0).

Las dltimas dos ecuaciones muestran que cuando 7 se aproxima a cero, el estado
inicial se aproxima a uno de los estados propios del sistema, y por lo tanto, la distribucién
de probabilidad permanecera invariable en el tiempo; asi mismo la hara la concurrencia: su
amplitud de oscilaciones sera nula. Las siguientes graficas resumen este comportamiento.
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Amp C
1.0

0.8f

0.6

Figura 4. Amplitud de la concurrencia del estado de los radiadores, para la condicién
inicial 27Y/2(|G, 1) £ |S,0)), en funcién del pardmetro 7.

L.0r

0.8f

Figura 5. Concurrencia del estado de los radiadores en funcién del tiempo para la
condicién inicial 27Y/2(|G, 1) £ |5,0)) y para: n = 0 (azul), n = 1 (morado), n = 3
(oliva), y n = 6 (verde).

L.0r

0.8f

0.6f/
0.4f

0.2f

Figura 6. Concurrencia del estado de los radiadores en funcién del tiempo para la condi-
cién inicial 27Y2(|G, 1) £15,0)) y para: = 0 (azul), n = 1 (morado), n = 3 (oliva), y
n =6 (verde).
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Consideremos brevemente otros tipos de condiciones iniciales. Empecemos con
leg, 0), discutida en el capitulo anterior. Ademds de las constantes 1.13, la solucién
de la ecuacién de movimiento para este estado inicial involucra la cantidad

3L+ A

p=— (2.5)

Los elementos matriciales del operador de estado para este caso (véase 1.15) son

gQ
2)050’50 =1- ﬁ SiHZQt,
, v
20,00 = € {cos Ot — % sin Qt] , (2.6)

"
20406 = e’“tﬁg sin ),

y la concurrencia, dada por 1.16, es

sinpt 1?1 (sinQt)? . ,
= — 2 Qt]. 2.
C(t) \/{tan2a} +4{CSC20¢ | sin2asin ¢ | (2.7)

Finalmente, consideremos la condicién inicial |gg,n), con n > 2. Empleando la
notacién

Psoso = tr{p[S) (S[}, w = tr{p[|E) (E| = |G) (G]]}, (2.8)

para la poblacién del estado simétrico |S,0) y para la inversién de poblacién, respecti-
vamente, el operador de estado de los radiadores, en la base desnuda, se puede poner
en la forma

I—w-— pso,so 0 0 0
0 p p 0
ﬁ _ % 50,50 S50,50 (29)
0 Psoso Psoso 0
0 0 0 1+ w-— Pso.s0

Las formas explicitas de la poblacién del estado |.S,0) y de la inversién de poblacién son:

2ng? .
Psoso = 5 sin® Q,,t (2.10)
Q,+T .o | =T :
w = — 1+ b, sin’ [ 2+ t} + b_ sin? [ 5 t} — bsin® [, 1] . (2.11)
g g

Aqui, los parametros

bi:%[liil, y b= 2" {7392+<2n—1)92‘|,
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dependen de las frecuencias:
Q2 =T24+202n—-1)¢% vy =TI+ 2n-14. (2.12)

Por su parte, la concurrencia entre los dos radiadores

C(t) :méx{O, Pso,s0 — [(1 - pso,so)2 - wﬂ 1/2} ’

también puede escribirse como una funcién de la poblacién del estado simétrico |S,0) y
de la inversién de poblacién.

2.2. DIPOLOS SEMICONDUCTORES

La inhomogeneidad de la muestra de puntos cuanticos significa, en general, diferentes
energias de transicion y diferentes constantes de interaccién con el modo relevante de
la cavidad. Como en el capitulo anterior, para iniciar ignoremos el modo de la cavidad
y concentrémonos en los radiadores. Escribamos la energia de transicién de cada punto,
respectivamente, como:

Wy = Wy — Ap
w, =w, —A,.
Para simplificar, asumamos que A, = —A, = . En lugar de 1.4, el operador de Hamilton

de los radiadores, en la nueva base desnuda {|g,g,) , le,g,) . |g,e,), |e,e,)}, se representa
mediante la matriz:

00 0 O
H, = 00 10 (2.13)
0 I'-6 O
0 0 0 2w,
Entonces, los estados de Dicke de los radiadores son:
E, =0, G) = lg,g,)
E, =TI+, 1S) =sinfle,g,) + cos B g,e,) (2.14)
EA = —I* 4§, ];D:cosﬁ\e1g2>—sin6|gle2),
EE - 2(")07 |E> = |e1e2>7

en donde tan23 = I'/8. Como se ve, ni el estado |S) es completamente simétrico, ni
el estado | A) es completamente antisimétrico. Tampoco coinciden con estados méxima-
mente enredados de los dos qubits.
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Consideremos ahora que las las energias de transcion de los puntos son iguales pero
que las constantes de interaccién radiador-modo son diferentes. Definiendo:

9, =9+4.,
9, =9~ 9.
podemos representar el operador de Hamilton del sistema modo-radiadores, volviendo a

la base desnuda {|gg), |eg) , |ge), |ee)} —pertinente si las energias de transcién de los
puntos son iguales—como:

A 59 59 0 1-1
H={w,-AYi+| 59 0 T -y% 100 |. (2.15)
&9 I 0 -10 0

Asumamos que el tercer término del lado derecho de la igualdad anterior es una pertur-
bacidn con respecto a los dos primeros. Estos dos términos constituyen el operador 1.11.
Aplicando el método de Rayleigh-Schrodinger para el calculo aproximado de los valores
propios de 2.15, se encuentra que hasta la primera correccién no nula,

~ cosza
E =FE + 2
{Q+M}%

~ 1mn2
E2 :Ez_ {Sln Oé}g:’ (216)

en donde £, E, y E, son los valores propios de 1.11. Por el mismo método de aproxi-
macidén se encuentra que los vectores propios de 2.15 son:

~ COS«y

E)=|FE E

B =1+ {52 o 1B,

~ sino

B =18+ {5 Lo 18, (2.17)

~ cos sino
B =180 - {2 b i) - {2 o 1B,

En los tnicos dos experimentos [1, 3], de los que tenemos conocimiento, en que se
ha tenido certeza que dos puntos cudnticos embebidos en una cavidad interaccionan con
el modo de esta, se tiene que

g. ~0,07g.

Por tanto, a la luz de los resultados que acabamos de derivar, el efecto debido a la
disparidad de las constantes de acoplamiento radiador-modo, es una correcciéon que en
un primer acercamiento al problema puede ser ignorada. No sucede asi con el efecto
de la disparidad de las frecuencias de transicidon de los puntos, pues de hecho, en el
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experimento mas reciente, esta se modifica a través de un campo electrostatico externo
desde una condicién en que A, =~ —A, hasta otra en que A, = A,; durante el cambio,
la diferencia entre A, y A, es comparable con g, y entonces no puede ser ignorada.

Finalmente, dejemos iguales tanto las energias de transicién de los dipolos como
sus acoplamientos con el modo de la cavidad, para concentrarnos en el efecto de la
tasa de cesién de energia de la cavidad al ambiente, « (véase la ecuacién 1.17). En los
experimentos aducidos, se tiene que k es mucho mayor que v —la tasa de cesién de
energia de los radiadores al ambiente—:

Kk ~ 15007.

Es justo pues, en un primer acercamiento al problema, reducir las ecuaciones 1.18 a:

pGO,GO = KPg1,c1s } (2.18&)
p:Gl,Gl = i’g{pm,so - pSO,Gl} — KPg1,c15
p_so,so = ?g{pso,m - pGl,SO}7 . ' (2'18b)
Psoc1 — Zg{pso,so - pGl,Gl} + Z{A -I'+ E’i}pso,cu
p:so,co = _Z..ngl,GO - Z:Fpso,c:oj } (2.18¢)
Pci,co = ~U9Pso,co0 Z{A - %'L{}pcl,cw
pAo,so = igpAO,Gl + 2inAO,SO7 ‘ } 2.18d
pAO,Gl = Z.gpAo,so + Z(A +I'+ %I{>pAO,G17 ( ' )
pAO,GO = inAO,GO’ } (2-186)
P a0, 0 = 0- } (2.18f)

Solucionemos analiticamente los sistemas de ecuaciones 2.18b, 2.18c y 2.18d. Para
ello, reescribamoslos respectivamente como:

v, =L,v,, v, =L,v,, v, =L,v,,
en donde:
Psoci 1 Parso 0 ¢ 0 0
_ | Psocr — Peiso _ 9 6 0 g 0
v, = ’ ' ) L =2 ) , 2.19
' Pso,s0 ~ Pai,c1 ! 0 g _O —ZK/4 ( )
Pso,s0 + Pai,c1 00 —25/4 0

Pso,co T g
v, = ’ , L,=— . , 2.20
|:pG1,G0 ] { g A_Z"f/2:| ( )

| Pacen | A4+T+ik/2 ¢ 1
v, = ’ ., L,=i . 2.21
3 [pm] 3 [ S (221)
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Si {w1;}, {w2;} y {wsi} son, respectivamente, los valores propios de L,, L, y L,, la
solucién general de cada sistema es

w1t .
v, =M u,, [u,]i = we*, 1=1,2,3,4
— — wajt y —
v, = M,u,, [u,]; = uge®*, j=1,2

v, = M,u,, [, = uge*®, 1=1,2

en donde {uy;}, {uz;} y {us} son constantes determinadas por las condiciones iniciales,
y M,, M, y M, son matrices cuyos coeficientes se obtienen al poner estas soluciones
en los sistemas originales.

Empleando este método se encuentra que en la solucién para la condicién inicial
|W(0)) =sinf|G, 1) 4+ cos b |5, 0)

intervienen as dos frecuencias

k2] |2 2 K2
20" = |Q' = L dog —2k - = -
{ 16{ g 16” * 16’

K? 1/2 2 K2
200 = (' =T dogp o ~ V| _0 4 B
{ 16{ g 16” T

Basados en lo que hemos dicho sobre la relacién en que estan los parametros involucrados,
se concluye que 2, = Q y que 2, ~ 0. Andlogamente a como se hizo en ausencia de
disipacién, ecuacién 2.1, el grado de enredamiento entre los radiadores se puede escribir

como t
Clt)y=e2 {C+ Ccos2Mt +c}. (2.22)

Aqui, C y C son funciones del tiempo
C = £(t) cos2 — C, C=({(t)C,, (2.23)

siendo C, la amplitud de la concurrencia sin disipacién, ecuacién 2.2. Las funciones (()

y &(t)

Q
= h2Q
¢(t) \/m cos o,
O + %2 .-
E(t) = | ——25 | cosh 20t + | ——25. | cos 20 ¢.
Ql + Q2 Ql + QQ

son tales que, si los parametros estan en la relacién que hemos indicado mds arriba, se
tiene que ((t) =~ 1 y que £(t) ~ 1. Finalmente, la funcién ¢ que aparece en 2.20 es

k | sinh2Q,¢ n sin 2€2 ¢ 0
c=— Ccos
1 P70 q, ’

2
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en donde

B {Qz + /{;2} cosf) — gk sinf _ {Q? — kQ} cost + gk sinf
b= P+ 1= O '

Se puede igualmente mostrar que ¢ &~ 0. Por lo tanto, podemos concluir que contando
con la disipacién provocada por la imperfeccion de las paredes de la cavidad, el grado
de enredamiento entre los radiadores es aproximadamente:

C(t)=e 2C(t;k =0), (2.24)

en donde C(t;k = 0) es la concurrencia en ausencia de disipacién, dada por la ecuacién
2.2.

Ahora que tenemos una idea clara del efecto de la disipacién sobre el enredamiento
entre los radiadores, volvamos momentaneamente sobre el resultado sin dispacién 2.2,
El valor maximo de la concurrencia, en ese caso, es

| cos?0 si cot20 <n
Cmax - { cos? —2C, si cot20 >n (2.25)

Asi pues, vale la pena notar que existen valores de A y I" para los cuales el enredamiento
maximo sélo depende del estado inicial; en estos casos el enredamiento maximo es igual al
enredamiento inicial. Cuando € disminuye, haciéndose menos enredado el estado inicial,
el enredamiento maximo empieza a depender de A y I', de tal forma que el maximo
enredamiento es siempre mayor que el enredamiento inicial; de hecho en estos casos es
posible hacer que Cmax = 1 haciendo

n® = tan 6 (2.26)

Los valores maximos del enredamiento como funcién del pardmetro n y del angulo 6,
que define la condicién inicial, se encuentran dibujados en el lado derecho de la Figura
7, y corresponden a la regién roja. En la figura se observan dos curvas en blanco, las
cuales definen las dos regiones en que valen los maximos dados por la ecuacién (2.25).

Por otro lado, la amplitud C, de las oscilaciones del enredamiento, dependen tanto
de 6 como de A y I'; el hecho mas relevante que encontramos es que es posible reducir
a cero esta amplitud y entonces tener un valor (requerido) constante en el tiempo del
enredamiento escogiendo

n® = cot 26 (2.27)

El comportamiento de la amplitud de la concurrencia se ha dibujado en el lado izquierdo
de la Figura 7.
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00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 1.5 20 25 30
g 0

Figura 7. Concurrencia del estado de los radiadores en funcién del tiempo para la
condicién inicial \/Li |G, 1) — \/Li |S,0) y para 7 = 0 (azul), n = 1 (morado), n = 3
(oliva), y n = 6 (verde).
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Figura 8. Concurrencia del estado de los radiadores en funcién del tiempo para la condi-
cién inicial % |G, 1) — \/Li |S,0) y para: n = 0 (azul), n = 1 (morado), n = 3 (oliva), y
n =6 (verde).

Veamos que estas dos graficas nos permiten idear un esquema de manipulacién del
estado conjunto de los dos radiadores, en el cual podemos partir de un valor nulo de
enredamiento, ir a un estado con un valor alto de enredamiento, y enseguida cambiar
el pardmetro 7, de manera que el enredamiento ahora no cambie, o cambie muy poco.
Un ejemplo de tal esquema de control se muestra en la Figura 8. Alli vemos cémo
debe cambiarse el paramentro de control, 7, como funcién del tiempo (linea morada)
para que el enredamiento (linea azul) pase de un valor cero a un valor préximo a la
unidad. En el momento en el cual el sistema de los radiadores alcanza su maximo valor
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de enredamiento se cambia el parametro de control de manera que la amplitud de la
oscilacién del enredamiento se torna pequena.

Como se menciond en el primer capitulo, es necesario disponer de mecanismos de
preparacién de pares de qubits semiconductores enredados para llevar a cabo tareas de
procesamiento cuantico de informacién. Este esquema que se ha bosquejado en el parrafo
anterior es un ejemplo, relativamente realista, de un esquema en el que se produce
enredamiento cercano al méaximo posible. El estado creado podria ser utilizado, justo
después de ser producido, para teletransportar un estado, por ejemplo.

Algunos efectos no fueron tenidos en cuenta para hacer este andlisis; la disipacién
se ignoré, como también se ignoré el hecho de que los puntos cudnticos, al menos con
la tecnologia actual de fabricacidn, no se pueden considerar iguales. Sin embargo, estos
efectos pueden tenerse en cuenta a posteriori. Nuestros calculos preliminares muestran
que, suponiendo pardmetros realistas, es posible utilizar un campo eléctrico aplicado a los
puntos para cambiar el valor del pardmetro de control, de manera que efectivamente se
puede manipular el enredamiento entre los excitones correspondientes a los dos puntos,
para que comiencen en un valor nulo y vayan a un valor cercano a uno. Después de
esto, ocurren una pequeias oscilaciones sobre una envolvente que decae. El tiempo de
decaimiento del enredamiento depende, por supuesto, del valor de la constante «, la cual
mide la tasa a la cual el campo de la cavidad pierde energia.

Este trabajo tedrico y los experimentos recientes [3], muestran que es posible utilizar
puntos cuanticos en microcavidades para hacer tareas de procesamiento cudntico de la
informacién.



Conclusiones

e Se encontraron los estados de Dicke de un sistema de dos radiadores interaccio-
nantes, con sus respectivas energias propias.

e Se demostré analiticamente que, para el caso de radiadores idénticos igualmente
acoplados al modo de una cavidad y cuya dindmica se restringe al subespacio
invariante bajo permutaciones de los radiadores, existe una relacién simple directa
entre el grado de enredamiento radiador-radiador y los fecetos cooperativos.

e Se demostré analiticamente que la relacién entre enredamiento y cooperativismo
no es directa en general. Por ejemplo, cuando la dindmica no se restinge al sube-
spacio simétrico, dicha relacién intervienen los elementos de fuera de la diagonal
del operador de estado.

e Se encontrd la evolucién temporal del enredamiento para un sistema de dos radi-
adores idénticos, para cuatro tipos de condiciones iniciales. En particular, para el
caso de una condicién inicial completamente simétrica, se analizaron los regimenes
dindmicos del enredamiento y su relacidn con el estado inicial del sistema.

e Se cuantificaron los efectos de tener energias de transicidn diferentes de los ra-
diadores, de acoplamientos radiador-modo diferentes, y de la pérdida irreversible
de energia a través de las paredes de la cavidad. Tomando como prototipo el
sistema de puntos cuanticos semiconductores, discutimos cual de estos efectos es
mas relevante; en ese caso, se soluciond analiticamente la ecuacién de movimiento,
haciendo posible encontrar una expresion explicita para el grado de enredamiento
entre los dipolos semiconductores.

e Se propuso un esquema de generacién de pares de excitones enredados, basado en
tecnologia al alcance de los experimentos actuales.
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