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Resumen

Los fenémenos migratorios de poblaciones humanas datan desde el mismo origen de la huma-
nidad. A pesar de la cantidad de estudios cientificos que se han desarrollado al respecto ain
hay caracteristicas que carecen de explicacién. Este trabajo se enfoca en construir una red
compleja de migracion modelada mediante un sistema de Filippov y presenta una metodo-
logia para encontrar Influencias Indirectas en dicha red. Ademas, se aplica esta construccién
a la red de municipos del Valle del Cauca en donde se obtiene la solucién del sistema y
que, bajo ciertas condiciones, los asentamientos urbanos mas poblados atraen los migrantes
siempre que cuenten con capacidad de carga y en caso contrario los asentamientos vecinos
obtienen todo el interés.

Palabras clave: Redes Complejas, Sistemas de Filippov, Influencias Indirectas, Migra-

cién.

Abstract

The migratory phenomena of human populations is know since the origin of humanity. Be-
sides the amount of scientific studies made about this matter there are still characteristics
without explanation. This document is focused on building a migration complex network
modeled by a Filippov system and introduces a methodology to find Indirect Influences on
such network. Moreover, this construction is applied to the network of towns from Valle del
Cauca where the system solution is found. Is also found that, under certain conditions, more
populated towns are the center of migration until their loading capacity allow it, after that,
neighbour towns get all the interest of migration.

Keywords: Complex Networks, Filippov Sistems, Indirect Influences, Migration
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1 Introduccion

El estudio de Redes Complejas ha adquirido una relevancia considerable en los tltimos anos.
Esto es debido a su gran campo de aplicacion y a su consistente base tedrica. Es posible
encontrar estudios en la materia que van desde la economia [3, 2], pasando por la biologia
[33, 20], hasta a la fisica [I4] [6]. Por supuesto, su estudio puro dentro de las mateméticas es
también de alto interés [35] 28].

Los modelos basados en Redes Complejas suelen representar problemas del mundo real en
los que existen distintas entidades que son de un mismo tipo, aunque también pueden consi-
derarse varios tipos de éstas, y entre ellas hay ciertas interacciones o conexiones. En esencia
una Red Compleja es un grafo al que se le anaden caracteristicas dindmicas. Un ejemplo am-
pliamente estudiado lo constituyen las redes sociales en las que las entidades son personas o
grupos de personas y las conexiones son los lazos que se forman entre ellas ya sean familiares,
laborales, etc. En este tipo de redes es muy comun la realizacién de estudios de difusién e
identificacién de nodos “importantes” de manera que sea posible ejercer cierto control sobre
la red o se aprovechen sus caracteristicas difusivas. Otro ejemplo muy popular esta consti-
tuido por las redes de poblaciones urbanas en donde las entidades son regiones geograficas
pobladas y las conexiones pueden ser las vias de transporte, comunicacién o las relaciones
comerciales que poseen, entre muchas otras. Para este tipo de redes también se estudian la
difusion y la importancia de los nodos y ademas es posible estudiar las caracteristicas de las
conexiones lldmense dinamica, estabilidad, resistencia, etc. Matematicamente estas Redes
Complejas son comunmente representados mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
al cual se le pueden anadir términos estocésticos si se precisa de ello.

Ademas de los métodos ampliamente usados en redes una reciente metodologia promete
ser relevante dentro de dichos estudios. Esta ha sido llamada Influencias Indirectas [11].
En ella se consideran varios algoritmos, también conocidos como algoritmos de analisis de
enlaces (link analysis), entre los que destaca el muy popular PageRank [5] desarrollado por
los fundadores de Google para su buscador. En [I1] se propuso un nuevo algoritmo llamado
PWP con el cual se han realizado ya varios estudios entre los que sobresalen [13] 12].

La metodologia de Influencias Indirectas fue construida a partir del estudio de grafos y
pretende clasificar los nodos segun la siguiente idea: si al iniciar una caminata de longitud
indefinida por el grafo, siguiendo sus aristas, nos encontramos en uno de los nodos, entonces
al finalizar la caminata jen cudl nodo estaremos ubicados? Una manera de resolver esto es
mediante una cadena de Markov y es lo que usa el método PageRank [5] cuyo resultado es
un vector de probabilidades para cada nodo y alli la probabilidad indica qué tanta influencia
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recibe cada nodo, de manera que la mas alta corresponde al nodo que recibe la mayor
influencia por parte de la red. Otra manera de ver esto es pensando no en las llegadas sino
en los origenes para lo cual se obtendria otro vector en el que se clasifican los nodos segin la
cantidad de influencia que ejercen sobre la red. Por supuesto hay otros algoritmos diferentes
al PageRank y uno de ellos es el anteriormente mencionado PWP cuyo resultado son dos
vectores: uno clasificando los nodos por influencia recibida de la red (dependencia indirecta)
y el otro por influencia ejercida sobre la red (influencia indirecta).

Debido a que la metodologia de Influencias Indirectas se aplica en Teoria de Grafos y las
Redes Complejas estan intimamente relacionadas con la misma entonces es de interés analizar
cémo se pueden aplicar los algoritmos de Influencias para obtener informaciéon de Redes. Este
documento se centra en el algortimo PWP.

1.1. Planteamiento del problema

En muchos paises el movimiento de grupos de personas en busca de nuevos lugares para vivir
representa una situacion que abarca problemas econdémicos, sociales, politicos, ambientales,
entre otros. Estd el caso de los Estados Unidos con los inmigrantes latinos que cruzan la
frontera mexicana, llegan a las costas de la florida en bote o arriban de alguna otra manera.
Estan los grandes grupos en medio oriente huyendo de las guerras en sus naciones. Estan los
desplazados colombianos llegando a las capitales de los departamentos buscando sobrevivir.
También estan quienes buscan, simplemente para mejorar su estilo de vida, mudarse a un
lugar con mejor calidad de vida.

El fenémeno es tan pertinente que los académicos le han dedicado estudios en diferentes
ramas de la ciencia. En matemadtica aplicada se pueden encontrar articulos como [9] 10, 15 [34]
los cuales utilizan la metodologia de Redes Complejas, otros como [7] tienen un enfoque
estadistico, en [I] se detallan varios modelos matemdticos de migracién. Otros documentos
relacionados son [16] 24], 26].

La necesidad de moverse a otro lugar en busca de mejores condiciones nos acompana desde
los inicios de la humanidad, ya sea por violencia, mala economia, esperanza o cualquier otro
motivo. Ahora entendemos ciertas partes del fenémeno: sus causas, sus efectos, etc. pero no
podemos, entre otras cosas, ni predecir cuando sera la préxima migracién masiva, ni sabemos
cémo controlar los efectos de manera efectiva o mucho menos evitarla.

Observando un caso cercano tenemos el evidente problema de la ciudad de Bogota. Al ser la
capital del pais es el destino preferido por los colombianos que buscan mejores oportunidades.
Los problemas de seguridad, transporte, cultura ciudadana, precios de inmuebles y demés
son sintomas de que estd sobrepoblada. Los municipios cercanos: Soacha, Fusagasuga, Chia,
etc. han mostrado un crecimiento acelerado en los tltimos afios. {Sera que la gente ahora
llega a ellos en vez de ir a la capital o la gente del distrito se ha ido a los lugares aledanos?
El fenémeno esta en pleno auge alli, pero nos interesa construir un modelo més simplifica-
do y con mejores datos para poder concentrarnos en los detalles que nos interesan. En el
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departamento de Valle del Cauca se estan observando los primeros indicios de un evento
similar. Ademas, se cuenta con datos apropiados para realizar un estudio con cierto nivel de
precision. Por ello el estudio de caso se concentrara alli.

De manera que planteamos la siguiente pregunta de investigacion: ;Es posible explicar me-
diante Influencias Indirectas la observacién empirica de que las ciudades aledanas a la ciudad
capital experimentan un crecimiento acelerado cuando esta tltima ya no es de tanto interés
para el migrante?

Este documento se enfoca en la red de municipios del Valle del Cauca para encontrar res-
ponder esta pregunta en este caso especifico. Para lo cual se construyé una red dinamica
que modela mediante un sistema de Filippov el fenémeno migratorio la cual se resolvié de
manera numérica. Ademas, se utilizan Influencias Indirectas con el objeto de calcular sobre
esta red los indicadores de relevancia para resolver la pregunta de investigacién. Los datos
de poblacién y las tasas netas de mortalidad y natalidad se tomaron de las proyecciones para
2010 del censo del DANE realizado en 2005 [§].

1.2. Justificacion

Varios estudios de migracién poblacional utilizan conceptos de redes sociales y capital social
para tratar de explicar las observaciones empiricas que se dan, por ejemplo en el caso de
migracién de México a Estados Unidos como se describe en [31]. Alli, el autor muestra que a
pesar de que una migracion suele iniciar principalmente por razones econémicas prontamente
se convierte en un fenémeno social debido a las relaciones que existen entre los primeros
migrantes y los que les suceden. Por lo que inherentemente a la migracién existen redes
sociales que funcionan como un canal de recursos para el individuo que considera migrar.
Dichos recursos son de diferente indole y pueden ser econémicos, logisticos y hasta politicos.
La complejidad de simular redes sociales radica en que su estructura (topologia) estd en
constante cambio y ademas deben tenerse en cuenta los recursos de la red en términos de
capital econémico y social.

El modelo propuesto en este documento hace uso de los conceptos clasicos de la migracion
poblacional y hace uso de las ideas que aparecen desde las redes sociales y el capital social que
poseen para determinar de qué manera se efectia la migracion desde un casco urbano a otro.
No se hacen explicitas las redes sociales subyacentes al modelo por razones de simplicidad y
el concepto de capital social se aborda desde lo que se conoce como la capacidad de carga de
los municipios. Esto nos da cierta capacidad para poder hablar de las Influencias Indirectas
de la red pero nos limita para hablar en detalle de las redes sociales inherentes.

Asi pues, como se plantea el modelo para la red del Valle del Cauca nos da herramientas
para poder hablar del movimiento de las personas entre nodos y permite dar respuesta a la
pregunta de investigacién planteada anteriormente. Ademas permitira deducir una manera de
utilizar los métodos de Influencias Indirectas, en particular el PWP, en los estudios basados
en Redes Complejas.



1.3 Objetivos 5

1.3. Objetivos

Se plantea como objetivo general establecer una primera aproximacion al estudio de Influen-
cias Indirectas dentro del ambito de las Redes Complejas aplicado al fenémeno migratorio
dentro de una red de asentamientos urbanos que sera entendido de una manera simplifica-
da para poder observar los resultados de Influencias en un modelo béasico que permita una
extrapolacion a la vida real.
Los objetivos especificos son:

= Explorar los elementos socio-econémicos que estan involucrados en el fenémeno de
migracién no forzada dentro de una red de poblaciones humanas.

= Identificar los aspectos claves de Redes Complejas que permitan aplicar la metodologia
de Influencias Indirectas.

= Establecer una metodologia para la aplicacion del método PWP, de Influencias Indi-
rectas, a una red compleja particular.

= Determinar si los datos arrojados por Influencias Indirectas aplicadas a la red compleja
del Valle del Cauca presentan informacion representativa del fenémeno migratorio.

1.4. Metodologia

Para realizar esta investigacion se observd en primera medida un sintoma interesante en
varias redes de ciudades en las que se conoce hay migracion de personas. Cuando la ciudad
objetivo de la migracién no puede expandirse mas los cascos urbanos vecinos comienzan a
recibir toda la atencién de la migracion y experimentan un crecimiento acelerado. Se compa-
raron las observaciones con los estudios académicos de migracién buscando una explicacién
tedrica al sintoma encontrando varios conceptos bien fundamentados pero ain carentes de
un nivel cuantitativo. Esta revisién se exhibe en la Seccion ([2.1]).

Posteriormente se reviso a literatura disponible sobre Sistemas de Filippov y Redes Com-
plejas. Dentro de la extensa documentacion se identificaron los conceptos clave en los cuales
se podia enfocar la implementacion de los algoritmos de Influencias Indirectas. Se construyé
un modelo de red compleja para migracion simple que permitiera identificar caracteristicas
de este tipo de redes. Todo este andlisis se encuentra en las Secciones y (2.3).

Luego se realizo una consulta acerca del estado del arte de las Influencias Indirectas. Dentro
de los distintos algoritmos se considerd que el método PWP es el mas adecuado para este
trabajo, aunque varios de los otros algoritmos pueden utilizarse sin problema. Una vez iden-
tificadas las herramientas y los conceptos se procedio con el diseno e implementacion de un
algoritmo que permitiera calcular influencias en la red compleja de migracion. Este proceso
se muestra en la Seccién (2.4)).
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A continuacién se procedio a realizar la simulacién con la red del Valle del Cauca. Alli se
graficaron los resultados de poblacion, influencias y dependencias indirectas. En el Capitulo
(3) se muestran los resultados y su respectiva interpretacion.

Finalmente, se establecieron las conclusiones de la investigacion. También se realizé la dis-
cusion de los resultados encontrados y se contrastaron con algunos estudios realizados sobre
la misma problemética desde otras dreas de la ciencia. Estas se presentan en el Capitulo (4)).
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2.1. Redes Sociales y Capital Social en la Migracion
Poblacional

Tanto los modelos clasicos como los modelos més contemporaneos reconocen en el fenémeno
migratorio una componente social que afecta directamente el problema [31], 25 24] 26].
Si bien, dice Pérez en [31], la migracién suele comenzar como respuesta a un problema
econémico para luego convertise en un asunto de indole social. Cuando un individuo toma
la decision de migrar lo hace basado en las migraciones previas y esta influenciada por las
experiencias de su circulo cercano de familia, amigos y conocidos. Es decir, para decidir el
individuo observa su red social intima y de ella captura los recursos que precisa para ello.
Ademas compara las redes sociales a las que pertenece en su localizacién actual y las del
lugar al que planea llegar con el fin de comparar el capital social presente en las mencionadas
redes y deducir si es beneficiosa la movilizacién.

Aqui el capital social es como lo define Portes [29]. Por lo que cada red social tiene un capital
social en términos de recursos econémicos, logisticos, politicos, culturales y demés. Ademas,
por las condiciones naturales del desarrollo social, una comunidad humana posee un mayor
capital social cuando hay mayor cantidad de habitantes.

La manera clasica de modelar matematicamente la migracion entre regiones a una escala
macro es mediante Modelos de Interaccién [I] que de manera general se expresan mediante

f(RH A])

M, = k
’ (d; ;)

(2-1)
en donde M;; representa el nimero de migrantes de la regién i a la regién j, f representa
una funcién de fuerzas repulsoras (R;) en la region de origen y fuerzas atractoras (A;) en la
region destino. La funcién ® depende de la distancia d;; entre las regiones consideradas y &
es un coeficiente de proporcionalidad. De todos los posibles modelos de interacciéon uno muy
popular, en fisica social, es el gravitacional el cual asume f(R;, A;) = PiP; y ®(dy;) = d3; en
donde P, y P; son las poblaciones (masas) totales en las regiones ¢ y j respectivamente. La
falencia principal de este modelo es su simetria (M;; = M;;) que no es consecuente con las
observaciones empiricas. Asi que, como en el modelo fisico de la gravitacién universal, un
individuo se va a sentir atraido hacia una region si su poblacion es lo suficientemente grande
y su distancia al punto de origen es lo suficientemente pequena. Esto coincide entonces con
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los conceptos dados mediante redes sociales y su capital social relacionado en donde un
individuo va a preferir una region en donde se cuente con un buen capital social (recursos) y
esto es frecuente en regiones donde la cantidad de habitantes es considerablemente grande.
En este estudio se usa el modelo de interaccion gravitacional con una ligera modificacién que
elimina la simetria. Se detalla esta construccién en el caso de estudio del Capitulo [3

Cabe aclarar que aunque las redes sociales son un tipo de red compleja en este documento
solo alude a ellas para justificar el proceso migratorio y el modelamiento empleado para tal
fin. La red compleja relevante en este estudio es la que conforman los municipios de una
regiéon y sus vias de transporte; es decir, el medio fisico en el que habitan las redes sociales
involucradas en la migracién.

2.2. Sistemas de Filippov

El primer concepto matemaético a trabajar es el de los Sistemas de Filippov. Esto debido
a que la red compleja construida en el Ejemplo del Capitulo , que nos permite
modelar la migracién de poblaciones al igual que la red del Capitulo 7 esta basada en un
sistema de ecuaciones diferenciales de este tipo.

2.2.1. Definiciones y conceptos

Un sistema de ecuaciones diferenciales

dz
— = f(x), zeR" 2-2
ar =) (2-2)
es un sistema suave a trozos [21] si f esta definida a trozos, es decir

fW(z) sizes CR”

f@(z) size S, CR"

flz) = (2-3)

fM(x) sizes, CR®

en donde {S;}i—12. m es una familia disyunta de subconjuntos abiertos, conocidas como
regiones, de R™ separados por fronteras, conocidas como regiones de conmutacién, (n-1)-
dimensionales. La unién de la familia {S;} y todas las fronteras ¥ es igual al espacio de
estados del sistema. Ademas, se supone que las funciones £ y las fronteras son suaves.
Ahora, un sistema suave a trozos discontinuo, o sistema de Filippov, es aquel en el cual
fO(x) # fU(x) para v € ¥;;. Esto es, a un punto z en la frontera ¥;; que separa a S; de
S; le corresponden dos vectores @ distintos: f®(z) y fU)(x).

La manera usual de definir el vector en la frontera ¥;; es usando el método convexo de
Filippov [17]. Hay dos presentaciones equivalentes de este método. La primera de Kuznetsov
et. al. [21] y la segunda de Guardia et. al. [19].
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Bajo la notacién dada en [21], para ciertos i y j distintos, se tiene que la frontera que separa
las regiones S; y S es

siendo H una funcién escalar con gradiente H, no nulo en ¥ y las regiones dichas estan
definidas mediante

S;={x eR": H(z) <0} (2-5)
S;={xeR": H(z) > 0}

De manera que el vector que se asigna a x en X;; es

g(x) = AfD (@) + (1= A) f9(), (2-6)

(Ho(2), f9(x))
(Hao(), fO(2) = fO(2))
y el paréntesis (-, -) representa el producto escalar usual.
En la notacién de [19], la frontera se denota ¥, la regién S; se nota X, la regién S; se nota

(2-7)

>~ y la funcién H se escribe f. De manera que el método convexo se escribe

Y f(p)X(p) - Xf(p)Y(p) i
S ST TR =

en donde p = x es el punto de la regiéon de conmutacion, X (p) = f9(z), Y(p) = f@(x),

X f(p) es la derivada de Lie de f respecto al campo vectorial X en p, que estd definida como
X(p) - Vf(p). Ademés, los productos son productos escalares.

No es complicado verificar que g(z) definida como en la Ecuacién es igual a Z4(p)
definida como en la Ecuacion . En este documento se usara la segunda notacion un
poco modificada.

Finalmente, debido a que el espacio de estados estd divido en varias regiones y fronteras,
los puntos de equilibrio de un campo vectorial X; = f® pueden estar o no en la regién S;.
De manera que si z es un punto de equilibrio de X; y x € S; decimos que x es un punto de
equilibrio real y en caso contrario decimos que es un punto de equilibrio virtual.

2.3. Redes Complejas

2.3.1. Concepto formal

Una red dindmica es un grafo de nodos y aristas ordenadas junto con una dindmica asociada
en los nodos. Si N = {1,2,...,n} es el conjunto de nodos de un grafo y E C N? es el
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conjunto de aristaﬂ la dinamica en un nodo ¢ esta dada por

Wi fiw) + a0 Y Aygla) (2-9)

dt :

JEN

J#i
en donde x; es la variable de estado del nodo ¢, f; es una funciéon que describe la dindamica
interna del nodo 7, ; es una constante que representa la “intensidad” de las conexiones entre
1y sus vecinos, A es la transpuesta de la matriz de adyacencia del grafo y g; es una funcién
que describe la dindmica que recibe ¢ de los otros nodos. En caso de ser necesario es posible
anadir un término estocdstico a esta ecuacion.
Una red compleja suele entenderse como un grafo que tiene una dinadmica asociada a los
nodos, aristas e incluso a la topologia. En este documento se usa tanto red compleja como
red dindmica de manera indistinta.

Si consideramos los vectores © = (z1,...,2,), [ = (fi(z1),..., fu(zn)), @ = (a1,...,00) ¥
g =1(9g1,...,9,) entonces se puede escribir la ecuacién vectorial

dx

S = F(&) + adg(x) (210

que describe la dindmica en toda la red.

La Ecuacion es usualmente un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE).
Esta puede resolverse de manera analitica en varios casos sencillos utilizando las metodo-
logias para resolver ODEs. Para resolver numéricamente la red se pueden encontrar distintos
paquetes de software, algunos de ellos son [27], 32]. Los métodos empleados para la solucién
numérica de ODEs se pueden aplicar sin problema en Redes Complejas.

2.3.2. Ejemplos

Se desarrollaron dos ejemplos de distinta dificultad que muestran las técnicas y conceptos
necesarios para realizar el estudio de migraciones que se presenta mas adelante.

Ejemplo 2.1. Veamos una red sencilla que ilustra los conceptos mencionados. Sean N =
{1,2,3,4} y E =1{(3,1),(3,2),(4,2), (4,3)} los conjuntos de nodos y aristas del grafo diri-
gido:

1

N}

(2-11)

J~——-—-4

1Una arista puede representarse por un par ordenado (i, 7). Si el grafo es dirigido se entiende este par como:
la arista parte de ¢ y llega a j.
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Ahora considérese la dindmica por nodo dada por

dl’i !
o o jzl Aijg(@i, ;) (2-12)

en donde g(z;, ;) = 2 (z; — x;) y A es la matriz

o O o O
O O O O
S O = o=
O = = O

Se tiene entonces el sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias

( dx
d_tl =21 + 521 — 23)
dz
d_tQ =T9+ %@2 —x3) + %(b — Ty)
(2-13)
dl’3 1
E I$3+§($3—l’4)
diL‘4
—_— =7
\ dt 4

que puede resolverse analiticamente usando los métodos de ecuaciones diferenciales o de
manera numeérica como problema de valor inicial.
La solucion analitica obtenida es

ezt 0 —lezt el —edt 4 Leat
0 e —e 4 et el — eat

= |0 T P T (2-14)
0 0 0 et

en donde z(0) es el vector de valores iniciales para los cuatro nodos. La Figura muestra
la grafica de las soluciones analiticas con valores iniciales z1(0) = 10, z5(0) = 8, z3(0) = 12
y 24(0) = 7. El tnico punto de equilibrio es (0,0,0,0) y es un equilibro repulsor ya que los
valores propios de la matriz jacobiana son todos positivos: A\; = 3/2, Ay = 2, A\3 = 3/2,
A =1

Ejemplo 2.2. Este ejemplo se construyé como una simplificacién a dos nodos del modelo
que se estudiard con mas detalle en el caso de estudio presentado en el Capitulo . Esta
red tiene dos nodos y una unica arista. Se considera entonces el grafo dirigido:

l— 9 (2-15)
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Figura (2-1): Gréfica de la solucién de la red del Ejemplo (2.1)) con valores iniciales z1(0) =
10, 22(0) = 8, x3(0) = 12 y 24(0) = 7.

con nodos {1,2}, tnica arista (1,2) y dindmica por nodo dada por

dxi ZT; 2
o Qi <1 - N) — filx:) + ZAz'j%jfj(l'j) (2-16)
(A ]:1

donde z; > 0 representa las variables de estado, |a;| < 1 es el crecimiento poblacional neto,
N; = k;x;(0) es conocida como la capacidad de carga de cada nodo expresada como k; veces
la poblacién inicial del nodo i, 0 < 7;;,x; < 1 son la preferencia de migracién de j a ¢y
el porcentaje de poblacién que migra de i respectivamente, 0 < ¢; < 1 es la condicion de
migracion y
0 six; <N

filw:) = { Kix; six; > ¢;N;
es la migracion de 1.
Entrando en detalle, las variables de estado son entonces x; v x5 que representan la poblacion
en cada nodo. Se considerd un crecimiento logistico a;x; <1 — ﬁ—i) debido a que este modela de
manera mas pertinente el aumento poblacional en la realidad. El parametro «; representa el
crecimiento neto, tasa de natalidad menos tasa de mortalidad, de la poblacién x; anualmente
y el parametro N; se conoce como la capacidad de carga de la poblacion respectiva. La
solucion a este crecimiento logistico es bien conocida y s6lo mencionaremos que dicha solucion
tiene una tendencia asintotica hacia la capacidad de carga.
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Para hablar de migracion se tiene que considerar una salida de la variable de estado z; a
otros nodos. Por ello se resta f;(x;) al crecimiento logistico. Esta funcién f; la llamamos
migracion del nodo ¢. Tiene como parametros la capacidad de carga N;, el porcentaje de
migracién k; y ¢; que conocemos como la condicion de migraciéon. En pocas palabras f;
verifica si x; ha alcanzado un porcentaje de la capacidad de carga dado por ¢;IN; v en caso
de ser asi se le resta x;x; al crecimiento logistico. Por ejemplo, si la poblaciéon en el nodo i
ha alcanzado el 90 % = ¢; de la capacidad de carga una cantidad k;x; de individuos migran
a los nodos vecinos. Este es un modelo rudimentario de migraciéon ya que no considera otros
factores que afectan al individuo a la hora de migrar sino tinicamente el hecho de que la
capacidad de carga de su localidad esta saturada. Cuando se discute el calculo de Influencias
Indirectas mediante PWP en la Seccion se muestra el modelamiento mediante el modelo
de interacciéon gravitacional.

La dinamica interna de cada nodo estd dada entonces por el crecimiento logistico menos la
migracion.

Para establecer la dindmica que ejercen los nodos vecinos sobre el nodo i se consideré la suma
de las migraciones f;(z;) provenientes de los nodos vecinos multiplicadas por el pardmetro
7i; que denominamos la preferencia que hay de migrar desde j hacia i. Es decir, la migracion
de un nodo j tiene como destino nodos vecinos y hay cierta preferencia +;; que favorece mas a
unos nodos que a otros. Debe cumplirse, para todo nodo 7, que >\ | v;; = 1 para garantizar
que toda, y no mas, la cantidad de individuos que migran desde j encuentran destino y no
se agreguen individuos al modelo. Por lo tanto, la dindmica exterior que afecta cada nodo
representa la suma de los porcentajes de migrantes desde los nodos vecinos. Debido a que
en este modelo s6lo hay un arista de 1 a 2 se tiene que 757 = 1 que quiere decir que todos
los individuos que salen de 1 van a 2. Este concepto de preferencia se aborda de una manera
sencilla en este ejemplo pero debe recordarse que este obedece a unas condiciones dadas por
las redes sociales que hacen parte del fendmeno migratorio y el capital social de cada una. En
la Seccién se muestra como estd relacionado el concepto de preferencia con el modelo
de interaccion gravitacional.

El sistema de ecuaciones para el modelo que consideramos en este ejemplo es entonces:

dx T
d_tl = o1 (1 — Fll) — fi(zy)

dx T
d_t2 = (o <1 — ﬁi) — fa(x2) + Y21 f1(z1)

(2-17)
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y como f estd definida a trozos se obtiene el sistema suave a trozos:

4
% - 1T (1 — ]1\:[—11) six <Ny
dt ajxy | 1— ﬂ —Kkixr1 six; > M
\ Ny
( X
09Ty (1 — FZ) six; <N, i={1,2}
: (219
% B Qo9 (1 — %) — Koo sixy < ClNl, To > calNy
X
dt a9 (1 — ﬁ) + Yo1K121 sixy > Ny, x5 < calNy
2
o To (1 — %) — K22 + V21K121 six; >coN; 1= {1, 2}
L 2

Este sistema tiene dos regiones de conmutacién, una vertical dada por ¥, = {(z1,x5) € R?*:
x1 = ¢; N1} y una horizontal dada por X = {(xy, 22) € R? : 15 = ¢y N, }. Para estas se tienen
las funciones escalares f,(x1,22) = x1 — 1 N1y fu(21,22) = 29 — o Ny cuyos gradientes son
va(xlva) = (1’0) y th(xlva) = (O’ 1)'

Ahora, ¥, y ¥j, parten el primer cuadrante del plano x5 en cuatro regiones, Figura ,
para las cuales corresponden los campos vectoriales:

¥ 1T (1 — %) ¥ 11 (1 — ]:%—11> — K121
1= 2 =
Qoo (1 — %) Qo9 <1 — ]$V_22> + Y21K1Z1
(2-19)
1T (1 — %) [O5¥A] (1 — ﬁ—i) — R1T1

X3 = Xy =
x x
Qo9 (1 — FZQ) — RaX9 QT2 <1 — Fé) — KoZg + Y21K121

El sistema, presentado en la Ecuacion , es un sistema de Filippov ya que los campos en
las cuatro regiones son distintos sobre las dos regiones de conmutacién. Esto es, X;(x1, zo) #
Xi(z1,20) sii # Jy (x1,22) € Epp 0 (21, 22) € .

Como ¥, y Yj, son perpendiculares, ver Figura , deben calcularse cuatro campos vecto-
riales de acuerdo a las regiones en las que esta dividido el plano: uno a la derecha, otro a la
izquierda, otro arriba y el tltimo abajo de la interseccion de las dos fronteras. Para calcular
estos campos vectoriales sobre las regiones de conmutacién utilizamos el método convexo de
Filippov presentado en la Ecuaciéon (2-8|). Para este ejemplo en particular se tiene entonces
que el campo vectorial sobre las regiones de conmutacion, entre las regiones S; y S, esta
dado por:

X f(x1,29) Xi(w1, 02) — Xy f (21, 29) X (1, 72)
Xjf<$1, xz) - Xif(ﬂfh $2) '

Xij (!1017 5152) = (2‘2())
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Figura (2-2): Regiones de conmutacién (en azul) y campos vectoriales (numerados) asocia-

dos al Ejemplo .

Luego de calcular, los campos vectoriales sobre las regiones de conmutacion que se obtuvieron

son:
(-%)
T - —
Xisg(x1, 22) = o Ny
0
"
Q1T — - | — k1%
X24(9E27$2) = i N H
0
(2-21)
0
X =
12(21,72) QT (1 — %) + V2100171 (1 - f\f_ll)
0
X. =
34({L‘1,l‘2) Q9 (1 — %) — RoZ2 + 210121 (1 - ]'1\.[_11)

Buscando los puntos de equilibrio para cada una de las regiones se obtuvo, con ay,as > 0y
K1, ko > 0, que:

» X; tiene como punto de equilibrio repulsor a (0,0), puntos de equilibro tipo silla a
(N1,0) ¥ (0, N3) v como punto de equilibro atractor a (N7, N2). El tnico punto de
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Figura (2-3): Puntos de equilibrio para el campo vectorial X;. Reales en azul y virtuales
en rojo.

equilibro rea]E] es (0,0), los demds puntos son virtuales. Se muestran en la Figura
(12-3)).

» X, tiene el punto de equilibrio repulsor (0, 0), el punto silla (0, N3) y los puntos dados
por

1
<N1 (1_2)7_<N2:}:\/N22+4721H1—M (1_ﬂ>)> (2-22)
(03] 2 [6%) (0%}

de donde: si K1 = «; se obtienen de nuevo los puntos de equilibrio (0,0) y (0, N2)
y si k1 = 0 se obtienen el punto de equilibrio silla (N7,0) y el punto de equilibrio

atractor (N1, N3). Ahora, la raiz en la segunda componente del punto de equilibrio es
real siempre que k1 < ;. Para que el punto dado en la Ecuacién sea real se
necesita que la primera componente sea mayor que ¢; N7 y la segunda componente sea
menor que c2Ns. Mostrados en la Figura (2-4).

= X3, con ag > Kg, tiene como punto de equilibrio repulsor a (0,0), puntos de silla a

(O, N, (1 — @)) y a (Np,0) y como punto de equilibrio atractor a (Nl, N, <1 — @)) )
&%)

.. e K9 .
El tnico equilibrio real es [ 0, Ny [ 1 — — si ke < (1 — c9)an, de otra manera es
6%)]

virtual. Se muestran en la Figura (2-5).

2Se llama asi cuando el punto est4 dentro de la regién, en caso contrario se dice virtual.
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0 10 20 o 40 a0 Al

Figura (2-4): Puntos de equilibrio para el campo vectorial X5. Reales en azul y virtuales
en rojo.

Figura (2-5): Puntos de equilibrio para el campo vectorial X3. Reales en azul y virtuales
en rojo.
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Figura (2-6): Puntos de equilibrio para el campo vectorial X,. Reales en azul y virtuales
en rojo.

» X tiene el equilibrio repulsor (0,0) y el punto silla (0, Ny (1 — @>> y los dados por
(%)

1 2 N;N.
w(-m) NQ(l_@)#N;(l_@) e
aq 2 (6% e ) o

(2-23)

de donde: si k; = ay se recuperan los equilibrios (0,0) y (0, Ny (1 — Z—z)) Para que
el punto dado en la Ecuacion (2-23) sea real se necesita que la primera y segunda
componente sean mayores a ¢ N1 y co Ny respectivamente. Si tanto k; como kg son

iguales a cero, se tiene el punto de equilibrio, estable y real (N7, Ny). Mostrados en la

Figura (2-6]).

Ahora, si simulamos el sistema con valores iniciales z(0) = (10, 30), « = (0,04, 0,02),
k= (0,003, 0,0015), N = (50, 100) y 721 = 1 obtenemos la solucién mostrada en la Figura
. Alli podemos observar que las soluciones tienden al equilibrio (46,25, 99,4741) que se
encuentra en Xj.
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Figura (2-7): Soluciones del sistema dado por la Ecuacién 1} con valores iniciales 10 y
30.

2.4. Influencias Indirectas

2.4.1. Presentacion

El estudio de Link Analysis se conoce con el nombre de Influencias Indirectas desde [11], en
donde se estudian tres métodos conocidos en comparacién con uno nuevo llamado PWP.
Los métodos MICMAC, PageRank y Heat Kernel han sido estudiados y usados ampliamente
desde hace tiempo [18, 5, 22]. E1 PWP, ya ha sido estudiado y utilizado en varios documentos
académicos [11}, 13], 12], y fue el método seleccionado para este documento. Esta decisién se
debié al interés de aumentar los estudios que utilizan PWP ademéas de que este método es
més flexible que los otrog’|

Estos métodos funcionan de la siguiente manera: se toma la matriz D que se conoce como
la matriz de influencias directadf] y se calcula la matriz 7' = T(D) conocida como la matriz
de influencias indirectas. En esta esta codificada la manera como se afectan indirectamente
los nodos entre si. Al sumar las columnas o las filas de T' se obtiene un vector que representa

3El método MICMAC es Titil inicamente para encontrar los caminos de tamafio k£ en un grafo, el método
PageRank es til sélo con matrices de niimeros positivos y Heat Kernel anade influencia de un nodo a si
mismo aunque no haya ninguna arista de ese tipo en el grafo.

4Esta suele ser la transpuesta de la matriz de adyacencia, excepto para el PageRank que la construye como

una matriz de columnas estocdsticas [22].
5En la construccién dada en la Seccién 1} D es diferente a A.
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las influencias o dependencias indirectas de los nodos. Esto establece dos érdenes o rankings
para los nodos, el primero en términos de la influencia que ejercen y el segundo en términos
de la dependencia que obtienen en todo el grafo.

La diferencia entre los algoritmos radica en la manera de calcular T'. Para el MICMAC es

T(D) = D* (2-24)
con k un entero positivo. Para Heat Kernel es

T(D) = P (2-25)
siendo I la matriz identidad de tamano apropiado y 0 < A < 1. Para PageRank se tiene

T(D) = lim [pD + (1 - p) B, (2-26)
—00

donde n es la cantidad de nodos, 0 < p < 1, D se obtiene de la matriz de columnas

estocasticas D reemplazando todas las entradas de las columnas formadas tinicamente por

ceros por 1/n y E, es una matriz cuyas entradas son todas 1/n. Finalmente, PIWWP calcula

T como

(D) = —— (2-27)

con I y A como en la Ecuacién ([2-25)).

Observaciones

Las influencias o dependencias indirectas calculadas mediante el PWP no estan necesaria-
mente relacionadas con los nodos mas conectados del grafo. Para ver esto considérese el grafo
dirigido

N

Claramente el nodo 1 es un el nodo mas conectado de la red pero el calculo, mediante PWP
con A = 1, de influencias indirectas arroja el ranking descendente: 2,1,3,6,4,5,7 y el de
dependencias indirectas da el ranking descendente: 7,1,5,4, 6, 3,2. De manera que el nodo 2
es el que ejerce mayor influencia y el nodo 7 es el que posee mayor dependencia en el grafo.
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Calculando para este grafo el algoritmo hits [23], que nos da los hubs y las autoridades, se
tiene que el nodo 2 es el que presenta el mayor coeficiente de hub y el nodo 1 es el que
presenta el mayor coeficiente de autoridad. De hecho, la clasificacion segin el coeficiente de
hub es: 2,1,6,5,4,3,7 vy segun el coeficiente de autoridad es 1,7,4,3,5,2,6. Por tanto el
método PWP nos da otro tipo de informaciéon que poco se relaciona con las autoridades y
los hubs.

También es de anotar que el orden de los nodos dado por las influencias indirectas no es
necesariamente el inverso del orden dado por las dependencias indirectas. El mismo Grafo
exhibe esta afirmacién.

Una tultima observacién consiste en pensar en la matriz D de influencias directas como una
matriz con entradas reales muy grandes o muy pequenas para un estudio numérico preciso.
Para ello se puede considerar un escalamiento de D a unos valores mas convenientes para
simular. Actualmente no se cuenta con una demostracién, excepto para el método MICMAC,
que verifique que las influencias y dependencias no seran afectadas al escalar la matriz pero
la evidencia numérica es suficientemente fuerte para ciertos valores de .

En el caso particular del PWP escalar la matriz D es multiplicar D por un valor ¢ y por lo

tanto la férmula quedaria
AeD I
e
er —1

y al multiplicar por e’ — 1 en numerador y denominador se obtiene

- eAcD_I e)\c_l _ eAc_ 1 T)\c
er—1 ere — 1 er —1

en donde T). es la matriz de influencias de D calculada con parametro Ac.

T =

Es decir que la matriz de influencias indirectas de ¢D, calculada con parametro A, se puede
obtener como la matriz de influencias indirectas de D, calculada con parametro Ac, multipli-
cada por un escalar. Esto nos indica que cambiar el parametro A es casi lo mismo que escalar
la matriz de entrada. Por ello el estudio de estabilidad del PWP esta centrado en la variacion
de este parametro. Se han realizado avances en este sentido bajo ciertas condiciones de D y

de X [13].

Ejemplo 2.3. Veamos un caso particular en donde las influencias y dependencias indirectas
no se afectan al variar A\. Considérese la matriz de influencias directas

01 01

2 011
D=

0 3 01

00 0O

para un grafo. Calculamog?| PWP con 0,01 < A < 5 tomando 100 valores igualmente separa-
dos y observamos para cada caso el ranking que se obtuvo. El ranking otenido de influencias

SEn [I1] el valor recomendado para A es 1.
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Figura (2-8): Valores de dependencias indirectas del Ejemplo (2.3)).

indirectas es 3,4,1,2 y el ranking de dependencias indirectas es 3,2,1,4 en cada uno de los
distintos valores de A, es decir que en ningun caso el ranking cambia. En las Figuras y
se observan los valores de dependencias e influencias indirectas de cada nodo al variar
A. Es de notar que los valores mas bajos de influencias y depedendencias indirectas esta muy
por debajo de la escala de la grafica y por tanto no se alcanzan a visualizar.

Ejemplo 2.4. Para ilustrar un grafo en el que no se tiene estabilidad de PWP para ciertos
valores de A consideremos la matriz de influencias directas del Grafo (2-2§)). En este caso los
rankings de influencias y dependencias indirectas tienen varios cambios cuando 0 < A < 1
y a partir de A = 1 se estabilizan en 2,1,3,6,4,5,7 para influencias y 7,1,5,4,3,6,2 para

dependencias. La Figuras (2-10)) y (2-11]) muestran los valores de dependencias e influencias

indirectas respectivamente.

2.4.2. Influencias y dependencias indirectas en Redes Complejas

Aunque todos los métodos de influencias tienen sus ventajas y desventajas deben ser cal-
culados sobre matrices de ntimeros reales, es decir en grafos donde las aristas posean pesos
reales y constantes. Esto representa una complicacion si se quiere realizar un estudio de in-
fluencias y dependencias en Redes Dinamicas ya que las relaciones entre los nodos cambian
con el tiempo, por lo que se deberian adaptar los métodos a este nuevo ambiente o idear una
manera de obtener informacién de la red en cada momento.

En el caso particular de una red de migracién, como la considerada en el Ejemplo ([2.2),
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Figura (2-9): Valores de influencias indirectas del Ejemplo 1)
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Figura (2-10): Valores de dependencias indirectas del Ejemplo (2.4)).
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Figura (2-11): Valores de influencias indirectas del Ejemplo 1)

los pesos de las conexiones entre los nodos vienen dados por la cantidad de personas que
viajan de un nodo a otro en cada unidad de tiempo. Para calcular esto recurrimos a la
matriz A que es la transpuesta de la matriz de adyacencia de la red y a los valores de
x(t) = (z1(t), 22(t), ..., zn(t)).
Para modelar la cantidad de personas que viajan entre dos nodos se usé una modificacién del
modelo de interaccion gravitacional del cual se hablé en la Seccién (2.1f), por lo que, ademés
de lo anterior, debe considerarse la distancia entre los nodos.

Segun el modelo clasico de interaccién gravitacional la cantidad de personas que migran de
un nodo j a un nodo 7 es
PP,

&2

y por ende se tiene una simetria M;; = Mj; lo cual no pasa con frecuencia en la realidad.

M;; =k (2-29)

Debe prestarse atencion a la constante de proporcionalidad k£ que debe ajustarse segtun el
caso de estudio que se esté abordando. Por razones de simplicidad consideramos £ = 1 por
lo que nuestro modelo se asemejara al propuesto por George Zipf [36].

Para corregir la simetria del modelo gravitacional calculamos una ponderacion de las pobla-
ciones del nodo de partida y sus adyacentesﬂ es decir, si se toma j como el nodo de partida
entonces

0 _ 0

Ti(t) + D penayy T(t)  xi(8) + 2001, Arjri(t)

"Aqui entendemos como nodos adyacentes a j aquellos a los que la poblacién del nodo j puede ir.

Wy(t) = (2-30)
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representara la relevancia de la poblacion del nodo j en el tiempo ¢ respecto a sus adyacentes
y

Aiji(t) _ Aiji(t)
() + P penayy Tr(t) () + 2 p_y Arjar(t)

serd la relevancia de la poblacién del nodo 7 en el tiempo ¢ respecto a la adyacencia del nodo

Wi e) = (2-31)

de partida. Nétese que Wi(t) + 3 icaay(s) W () = 1y asf esto que llamamos relevancias
corresponde a un porcentaje de representacion de la poblacion que se considere respecto a
la localidad del nodo de partida.
El modelo de interaccion gravitacional modificado es entonces

' xi(t)z;(t)
My(t) = W2 (W (6) =5 (2-32)

ij

y representa la cantidad de individuos migrando de j a 7. Usando esta construccion M;; # M
ya que el calculo de cada uno depende de las poblaciones de los nodos adyacentes del nodo
origen.
La cantidad total de individuos migrando desde un nodo j sera

;(t)
B =M= YD My = W 3w (2l 2 (2-33)
i€Ady(j) i=1
cuando se haya superado el 90 % de la capacidad de carga del nodo j.
Asi que, al poner en contraste este modelo de interaccién con el modelo propuesto en el
Ejemplo (2.2)), se tiene

i}y Zi(E)
Ry = Wi Y W (0~ (2-34)
i=1 ij
y
W{]}( ) <z;lg)>
Vi = Uy (20 (259
S W) (42)
de manera que se mantiene la condicién ) | 7;; = 1 propuesta en el Ejemplo
La matriz vy(t) = (7;;(t)) es la matriz de preferencias de migracién y cada una de sus

componentes se calcula mediante los parametros de distancia d;;, poblacién z;(t) y relevancia
Wi{j}(t).

La matriz D que necesitamos para calcular el método, PWP, por cada unidad de tiempo, es
entonces D = (M;;) = vF en donde F es la matriz diagonal diag(fi(x1), fa(z2), ..., fu(xn)).
Debido a que generalmente las entradas de D son muy grandes se presenta dificultad a la
hora de realizar la simulaciéon por computador ya que los valores que se van obteniendo se
salen del rango admitido por la maquina. Para resolver esta dificultad escalamos la matriz,
teniendo en cuenta lo mencionado en las observaciones de la Seccién [2.4] multiplicdndola por
% en donde s es la suma de todas las entradas de D.
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Ejemplo 2.5. Ilustramos la construccion anterior a partir de un calculo en una red de
migracion sencilla. Considérese una red con matriz de adyacencia transpuesta:

o O O O
o O O O
S O = =
O = = O

con parametros x(0) = (50, 70, 30, 18), a = (0,04, 0,02, 0,015, 0,025), N = (200, 280, 120, 72),
¢; = 0,9 para i = 1,2, 3,4 y matriz de distancias

o o O O
~ O O O
w O O Ot
S W = O

Debe tenerse en cuenta que debido a que el grafo es dirigido se entiende que la migracion se
da en un solo sentido por lo que desde los nodos 1 y 2 no habra emigrantes. En los primeros
instantes de tiempo, debido a que las poblaciones no alcanzan atn el 90 % de su capacidad
de carga, no hay movimiento de individuos. El primer nodo en pasar el 90 % de su capacidad
de carga es el nodo 1 pero debido a que este no tiene nodos adyacentes no hay fenémeno
migratorio en la red. El segundo nodo en sobrepasar el 90 % de su capacidad de carga es
4 que tiene como nodos adyacentes a 2 y a 3 y lo hace en t = 132. Se tiene entonces que
x(132) = (196,97864, 230,5452, 84,815874, 64,81077) y por lo tanto

0 0,5124824 0
0 0,4875176 0,8060530
0 0 0,1939470
0 0 0

7(132) =

o O O O

Ademaés se obtiene f(2(132)) = (0, 0, 0, 144,3816) y asi la matriz de influencias directas es

0
116,37921
28,002385

0

o O O O
o O O O
o O O O

que al escalarla da
0

0,806053
0,193947
0

D*

Il
o o oo
o o oo
oo oo
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Figura (2-12): Solucién numérica del Ejemplo (2.5).

Con D* calculamos influencias y dependencias indirectas usando PWP. Los valores de in-
fluencias son 0,0,0, y 1 y los valores de dependencias son 0, 0,8060, 0,1932 y 0 para los
nodos 1, 2, 3 y 4 respectivamente.

Para obtener las influencias y dependencias indirectas de la red este proceso debe hacerse con
cada uno de los valores del tiempo durante el proceso de integracién numérica. Las Figuras
(2-12)), (2-13]) y (2-14)) muestran la evolucién de las poblaciones y los valores obtenidos de

influencias y dependencias indirectas.

2.5. Conclusiones de capitulo

Se mostraron los conceptos clasicos para los modelos de migracién y se analizaron varios
estudios en comparacion con el trabajo que se desarroll en este documento.

Se presentaron los conceptos y definiciones de Sistemas de Filippov utilizados més adelante
en la Seccion ([2.3)).

Se present6 el concepto formal de Red Compleja o Red Dindmica que se usa méas adelante en
este documento. Se mostraron dos ejemplos de distinta dificultad que muestran las técnicas
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Figura (2-14): Influencias indirectas del Ejemplo ‘)
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y metodologias utilizadas al trabajar con redes. Cabe mencionar que hay més metodologias
y técnicas en este tipo de estudios pero no se trataron durante el estudio de caso.

El Ejemplo fue mucho méas completo y complejo que el Ejemplo pero ambos
exhiben la manera en la que se trabaja con redes dindmicas. En el Ejemplo las ecua-
ciones relacionadas a la dinamica de la red conformaban un sistema lineal, mientras que en
el Ejemplo las ecuaciones conformaban un sistema no suave con crecimiento logistico
para ambos nodos.

En el Ejemplo se consideraron las condiciones de migracién ¢;. Estas juegan un papel
importantisimo en el modelo migratorio ya que permiten establecer cuando un punto de
equilibrio del sistema es real o virtual. Al variar estos parametros los equilibrios reales se
pueden volver virtuales y viceversa. Esto permitiria definir unas politicas migratorias que
permitan al modelo converger a una solucién estable dependiendo de los parametros que se
consideren. Discutiremos esto més adelante en el Capitulo (3)).

Se introdujeron los conceptos que soportan el estudio de Influencias Indirectas y se observaron
cuatro algoritmos relacionados. Se presentaron consideraciones a tener en cuenta cuando se
trabaja con esta metodologia y se definié la manera de calcular influencias y dependencias
para una red de migracion y se ilustro esta construccién con un ejemplo.



3 Caso de estudio: Valle del Cauca

3.1. Nodos y dinamica de crecimiento poblacional

Para realizar este estudio de caso se consideraron como nodos los cuarenta y dos (42) mu-
nicipios que forman parte del Valle del Cauca con dindmica poblacional interna dada por el
crecimiento logistico:

Gi(w:) = i (1 - fv—) (3-1)

en donde, como fue mencionado anteriormente, a; es una constante que representa el creci-
miento neto poblacional del nodo i (esto es, la tasa bruta de natalidad menos la tasa bruta
de mortalidad anuales), z; es la funcién que describe la cantidad de individuos del nodo i en
el tiempo t y IV; es una constante que representa la capacidad de carga del nodo .

Si bien el crecimiento poblacional «; de una ciudad o municipio es variable cada ano obe-
deciendo a factores socio-econémicos se ha considerado constante en este caso con el fin de
concentrarnos particularmente en la dinamica del movimiento poblacional en la red. De la
misma manera, la capacidad de carga N; es en la realidad una variable que depende de la
infraestructura propia de cada nodo al igual de factores econémicos, sanitarios, geograficos
entre otros; sin embargo consideramos estos valores constantes e iguales a cinco veces la
poblacién inicial en cada vértice de la red. La seleccién de este parametro es arbitraria pero
se escogencia se debe a que permite ver en las simulaciones la evolucién del sistema sin ex-
cederse en la cantidad de individuos al final de la simulacién. El parametro N; se compone,
ademas de lo mencionado, del capital social que poseen las redes sociales presentes en el
nodo .

3.2. Aristas y condicion de migracion

Las aristas de la red se seleccionaron a partir de un mapa vial del departamento haciendo la
siguiente discriminacion: son aristas las vias que llevan directamente de un municipio a otro.
Si, por ejemplo, para ir del municipio a al municipio b se debe pasar antes por el municipio
¢ entonces se consideran unicamente las vias que llevan de a a ¢ y de ¢ a b.

Para poder realizar el estudio de influencias indirectas se asigné a cada lado una ponderacion
de la cantidad de personas que migran anualmente por esa ruta de acuerdo en lo descrito
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en la Seccion . Se establecié que la condicion de migracion ¢; fuera igual a 0,9 para
1 =1,2,...,42 de manera arbitraria. La seleccion de este parametro obedece al hecho de que
generalmente los individuos no migran de un nodo si ven que las condiciones son favorables
en este; es decir, la capacidad de carga del nodo es mucho mayor con respecto a la poblaciéon
actual. Pero cuando las condiciones ya no son tan favorables (capacidad de carga muy cerca
a la poblacién actual) comienzan a buscar mejores opciones. Asi pues, la migracién es

filxi) =

{ 0 si z; < 0,9N; (32)

R;X; si Z; 2 O,QNZ
y aqui k; es como se construyé en la Seccién (2.4)):
n
_ (G} Zilt)
kj = Wj(t) ZWZ' (t)y-
i=1 ij
Este caso particular asume que los individuos se desplazan cuando la capacidad de carga se
estda agotando pero podrian estudiarse otro tipo de desplazamientos, como por ejemplo un
desplazamiento forzado.
Se ha escogido una condicién del 90 % para que se dé la migracién pero es posible consi-
derarla variable. Esto permitiria establecer unas politicas gubernamentales con respecto al
movimiento de las personas con el fin de convertir los equilibrios virtuales del sistema en
equilibrios reales como se observé en el Ejemplo ([2.2]).

3.3. Dinamica de migracién

Ahora tenemos que hay individuos saliendo de los nodos hacia los vecinos pero deben esta-
blecerse preferencias para los destinos porque no todos son igualmente atractivos ya sea por
condiciones econémicas, sociales, etc. Este modelo define una matriz de preferencias que van
acorde al modelo de interaccién gravitacional contruido anteriormente, para ello utilizamos

la construccion definida en la Seccién (2.4.2):

Para determinar la cantidad de individuos que llegan a un nodo ¢ desde otro nodo j recurrimos
a los valores 7;; v fj(x;) para obtener v;; f;(x;) = M;; que da la cantidad de individuos que
van de j a i. Finalmente, usando

> vl =Y, My
)

JjEAdy(7) JEAdy(i

encontramos el total de personas que llegan a ¢ desde todos los municipios vecinos en cierto
tiempo.
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3.4. Modelo para la dindmica de la red

Podemos escribir ahora la ecuacion diferencial que describe la dindmica poblacional en cierto
nodo ¢ de la siguiente manera

R () RO S ) (3:3)

N; . .
jEAdy(7)

Para simplificar la integraciéon numérica damos una ecuacion vectorial que describe la dinami-
ca poblacional en toda la red. Definimos v = (;;) la matriz de preferencias de desplaza-
miento, = (1 T2 ... xy49) el vector de poblaciones, N = (N; Ny ... Nyo) el vector de
capacidades de carga y a = (ag as ... ay9) el vector de crecimientos netos. Definimos la
funcién f, que da la migracién, como f(x) = (fi(z1), fo(z2), ..., fi2(z42)). De esta manera
podemos escribir

dx

& = G(@) + (v - D) (3-4)
En donde, G(z) = (G1(x1), Ga(x2), ..., Gaa(x42)) € I es la matriz identidad de tamano 42 x42.
La matriz A no es considerada ya que 7 incluye de manera implicita la topologia de la red.
La Ecuacién (3-4)) representa la dindmica poblacional en toda la red y su integracién por
método numérico es mas sencilla de realizar.

3.5. Solucién numérica e interpretacion

Analizando la red con los algoritmos estandar de Redes Complejas obtenemos la distribu-
ciéon de grados para entender la topologia y la centralidades por grado, por cercania, por
intermediacién y por comunicabilidad para obtener los nodos representativos dentro de la
red.

La distribucién de los grados permite entender mejor cémo esta conectada la red. Se calcula
a partir del grado de cada nodo que es cuantas aristas del grafo conectan con él. Luego se
cuentan cuantos nodos tienen grados en comun y se visualiza mediante un gréafico. Para el
Valle del Cauca se encontré la distribucion mostrada en la Figura . Alli se puede ver que
hay tres nodos, uno con grado 8 el cual corresponde Cali, otro con grado 7 que corresponde
a Buga y el ultimo con 6 correspondiente a El Cerrito. También hay 14 nodos con grado 3
y 5 nodos con grado 1 entre los que figura Palmira.

La centralidad por grado de cada nodo corresponde a la fracciéon de nodos a los que se
encuentra conectado y se calcula dividiendo el grado del nodo por la cantidad total de
nodos. Para la red en cuestién se obtuvieron los valores mostrados en la Figura (3-2)). Los
dos nodos con mayor centralidad por grado son Cali y Buga.

La centralidad por cercania de cada nodo se calcula a partir del reciproco de la suma de las
distancias mas cortas desde él hasta los demés nodos. Da la nociéon de qué tan cerca esta



3.5 Solucién numérica e interpretacion

33
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Figura (3-1): Distribucién de grado del Valle del Cauca
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Figura (3-2): Resultados de centralidad por grado del Valle del Cauca
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Figura (3-3): Resultados de centralidad por cercania del Valle del Cauca

cada nodo al resto de la red. Para la red del Valle se muestran los resultados en la Figura
. Los nodos con mayor centralidad por cercania son Buga, Tulua y San Pedro.

La centralidad por intermediacién de un nodo se calcula a partir de los caminos més cortos
del grafo que pasan por dicho nodo. Permite determinar cudles nodos estan mayormente en
los caminos més cortos del grafo. Para el Valle del Cauca se tienen los resultados de la Figura
. Los nodos con mayor intermediacién son Cali y Cartago.

La centralidad por comunicabilidad de un nodo es calculada mediante la suma de las distan-
cias de todos los caminos cerrados que comienzan y terminan en ese nodo. Los resultados se
muestran en la Figura . Los nodos con mayor comunicabilidad son Cali, El Cerrito y
Buga.

A partir de estas cuatro medidas de centralidad se calcula un promedio con el fin de obtener
los nodos mas representativos de la topologia de la red. Cabe mencionar que estos calculos
de centralidad realizaron sin tener en cuenta la distancia real entre los municipios para hacer
énfasis en la topologia. Se escalaron los valores de cada centralidad y se promediaron obte-
niendo los resultados mostrados en la Figura . Los seis municipios mas representativos
en orden descendente son entonces: Buga, Cali, El Cerrito, Tulud, Cartago y San Pedro. Los
siguientes seis son Ansermanuevo, Palmira, Andalucia, Zarzal, Yotoco y Ginebra.

Para la integracion numérica se utilizé el método de Runge-Kutta de orden cuatro con un
paso fijo de 0,1. obteniendo las soluciones numéricas para todos los nodos pero se muestran
las de los nodos mas representativos de la red.
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Figura (3-4): Resultados de centralidad por intermediacién del Valle del Cauca
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Figura (3-5): Resultados de centralidad por comunicabilidad del Valle del Cauca
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Figura (3-6): Promedio de las centralidades del Valle del Cauca
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Figura (3-7): Evolucién de las poblaciones en los seis municipios representativos del Valle del
Cauca
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Figura (3-8): Evolucién de las poblaciones en los siguientes seis municipios representativos del
Valle del Cauca

Puede verse que el crecimiento poblacional en la ciudad de Cali es muy veloz comparado con
el de los otros municipios esto debido no solamente a su poblacién inicial sino que también,
debido a las preferencias de desplazamiento, recibe gran cantidad de individuos desde los
nodos cercanos. Para los demés se nota un crecimiento mas bien prudente que luego se
estabiliza.

Hay una cuestion interesante cerca del tiempo 50 y es un comportamiento no suave en las
graficas de Cali y Palmira. En ese punto la capacidad de carga del primero se ve alcanzada
por el alto nivel de crecimiento y migracién por lo que una gran cantidad de individuos se
desplazan a otra ciudad que podemos decir que es Palmira. A partir de alli la poblacién de
Cali no aumenta mas y se estabiliza en un valor cercano a siete millones de habitantes. El
caso de Palmira es distinto, se observa que su capacidad ha sido rebasada por mucho y la
poblacién se estabiliza por encima de ese nivel en poco menos de tres millones quinientos mil
habitantes. Para intentar explicar este comportamiento realizaremos un estudio de influencias
indirectas.
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Figura (3-9): Evolucién de las dependencias indirectas en los seis municipios principales del Valle
del Cauca

3.6. Analisis de influencias y dependencias indirectas

Se intentara ahora explicar, mediante influencias y dependencias indirectas, el comporta-
miento que exhibe la red. Las matrices usadas para este cdlculo se tomaron, de acuerdo a lo
mencionado en la Seccién (2.4.2), como D(t) = v(t)diag(f(x(t))) que muestran la cantidad
de personas viajando de un nodo a otro en un tiempo determinado. Debido a que los niimeros
en estas matrices son del orden de decenas de miles se requiere un escalamiento para poder
realizar el andlisis, asi pues para cada momento del tiempo se calcula D*(t) = LD en donde
> D es la suma de todas las entradas de la matriz D.

Los resultados, para las doce ciudades mas representativas del departamento, de calcular de-
pendencias indirectas se muestran en las Figuras y y los de influencias indirectas
en las Figuras (3-11)) y (3-12]).

Revisando las dependencias indirectas vemos que mientras las poblaciones en los nodos van

creciendo hasta alcanzar el 90 % de su capacidad de carga ninguno tiene una dependencia
dentro de la red. Cuando han pasado cerca de 25 unidades de tiempo, algunas ciudades han
logrado la condicién de migracion y se ve la clara dependencia de Cali para el movimiento
poblacional. Esto puede interpretarse de la siguiente manera: entre 25 y 60 unidades tempo-
rales Cali es una ciudad en crecimiento, con una poblacién altisima comparada a las demas
por lo que el movimiento de individuos esté orientado hacia ella. Luego de que Cali alcanza
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Figura (3-10): Evolucién de las dependencias indirectas en los siguientes seis municipios princi-
pales del Valle del Cauca

su capacidad de carga en aproximadamente 52 unidades de tiempo, el movimiento pobla-
cional se orienta al municipio de Palmira, que no mostraba mayor relevancia anteriormente,
por lo que la dependencia del primero tiene una caida dréastica y la de la segunda muestra
un crecimiento instantaneo superando la del primero. A partir de alli se establece Palmira
como el centro de las migraciones con un coeficiente de dependencia de 0.46, mientras que
por debajo se ubica la capital del departamento con un coeficiente de 0.41. Debe tenerse en
cuenta que entre estos dos municipios se comparten el 87 % de la dependencia.

La revisién de las influencias indirectas muestra algo diferente. Para los nodos mostrados
se observa que en aproximadamente 50 unidades de tiempo Palmira muestra un pico que
rapidamente desciende y corresponde a la no suavidad que se ve en la funcion de poblacién.
Casi inmediatamente después la gran poblacion que comienza a salir de Cali influye en toda la
red y hace que disminuya la influencia de Palmira a un coeficiente de 0.36 de influencia total
sobre la red. A partir de alli se establece la capital como principal influyente de migracién

con un coeficiente de influencias de 0.49. Estas dos ciudades suman el 85 % de la influencia
de la red.
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Figura (3-11): Evolucién de las influencias indirectas en los seis municipios principales del Valle
del Cauca

3.7. Discusion

Debido a la naturaleza del modelo no todos los aspectos migratorios estan cubiertos. Podria
considerarse una resistencia a migrar por parte del individuo por diferentes razones, llamense
tradicion o apego e incluso podria anadirse una funcién de costo que permita al individuo
hacer una comparacion costo-beneficio. También puede tenerse en cuenta algin factor que
modifique uno de los parametros de uno o varios nodos como podria ser un desastre natural,
violencia de algin grupo armado, politicas de gobierno para atraer personas, entre otros.
Otro asunto a considerar es el hecho de que los municipios fronterizos del departamento
pueden tener preferencia por las capitales de los departamentos vecinos por lo cual se podria
ampliar el modelo con dichos nodos.

Los resultados de poblacién, influencias y dependencias indirectas muestran un comporta-
miento dentro de la red que se puede observar de manera empirica en la realidad. Cuando
se cuenta con una ciudad con altas capacidad de carga y poblacién respecto a las demas la
tendencia migratoria es hacia ella y hay una pequena preferencia por ciudades clave dentro
de la red. Una vez la ciudad principal se satura, la atencién se redirige hacia una ciudad
vecina a la principal que ain cuente con un margen de capacidad, pero los individuos que
llegan alli provienen principalmente de la principal.

Una evidencia para esta situaciéon es el caso de Bogota, una ciudad que para 2012 era muy
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claro que estaba saturada y era notoria la entrada de otras opciones cercanas, como son los
municipios de Soacha, Mosquera, Facatativa, Fusagasuga, Chia y otros, que han tenido un
crecimiento relevante la tltima década.

La preferencia por ciudades con mayor cantidad de habitantes es justificada por lo que se
conoce en sociologia como Capital Social [4, 29, 25|, 30]. Este mide la capacidad de una
sociedad para trabajar en conjunto mediante colaboracién y accion colectiva, y todos los
demds parametros que permiten la prosperidad de la colaboracion y el uso de las oportu-
nidades resultantes de las redes sociales conformadas dentro de ella. Asi, una ciudad con
mayor poblacién posee un capital social mayor, entendiéndose desde una perspectiva positi-
va como una mayor cantidad de oportunidades sociales, econémicas, politicas, lidicas, etc.
Este Capital Social es generado y aprovechado por las mentadas redes sociales, las cuales se
encuentran en mayor medida en las ciudades méas pobladas.

El cambio del comportamiento en la red se da cuando esa ciudad con tantos beneficios ya no
puede albergar a mas habitantes. Es comin en las ciudades sobrepobladas la inseguridad, la
insalubridad, el caos en el sistema de transporte, los altos costos de vivienda y otros factores
que ahora influyen la decision de migrar del individuo esté o no en la ciudad principal. La
preferencia se redirige entonces a las ciudades vecinas que cuenten con un alto capital social
ya que al estar cerca un trayecto intermunicipal a la principal no es costoso, en términos
monetarios y de tiempo, y es posible aprovechar también las redes sociales con su capital
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social existentes en la principal. Un aspecto interesante es que tanto las influencias como las
dependencias en la red se estabilizan con valores muy altos para Cali y Palmira. Entre las
dos ciudades sigue existiendo un movimiento constante y considerable por lo que podemos
decir que efectivamente los individuos en ambas ciudades buscan aprovechar el Capital Social
presente alli. De hecho, volviendo a la grafica de poblacién de Palmira se ve que el punto de
estabilidad para esta evolucion se encuentra muy por encima de la capacidad de carga de
ese nodo. De alguna manera la atraccion de ese municipio es suficiente para que la poblacién
supere por mucho los niveles aceptables e impida que los individuos vuelvan a sus lugares
de origen.

También resulta de interés el hecho de que segiin las medidas de centralidad Palmira no
tiene alguna caracteristica de interés en comparaciéon con otros nodos. Por lo que de nuevo la
informacién que arroja el método PWP resulta novedoso y coherente con las observaciones
empiricas.

3.8. Conclusiones de capitulo

Se presento el caso de estudio para Valle del Cauca. Se calcul6 la solucion de la red a partir de
pardametros obtenidos de las proyecciones poblacionales del DANE [§] y otros supuestos. Se
encontro que el calculo de influencias y dependencias indirectas arroja informacién relevante
sobre la dindamica de la red del caso y permite explicar ciertos fendmenos que se observan de
manera empirica.
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4.1.

4.2.

1.

Conclusiones

Se exploraron los elementos socio-econémicos que estan involucrados en la migracion
no forzada de poblaciones dentro de una red.

Se identificaron los aspectos clave en Redes Complejas que permiten calcular Influencias
Indirectas. Estos son: la matriz de adyacencia de la red, el tipo de informaciéon que se
transmite a través de la red y las condiciones iniciales.

Se establecié una metodologia que permite el calculo de influencias y dependencias
mediante PIWP en una red de migracién poblacional.

Se determiné que los datos arrojados por Influencias Indirectas de la red del Valle del
Cauca explican ciertas caracteristicas de la red que se observan de manera empirica.

Se establecié un primer estudio de Influencias Indirectas dentro de la metodologia de
las Redes Complejas en un modelo de migraciéon poblacional y este permitié extrapolar
los resultados de simulacion en la vida real.

Recomendaciones

Seria de mucho interés anadir una funcién de costo al modelo de interaccion modificado
que se presentd ya que podrian presentarse cambios en los resultados presentados en
este documento.

Muchos de los parametros de la red fueron considerados en este trabajo como constan-
tes. Un estudio posterior podria considerar varios de estos pardametros como variables
extendiendo a un estudio de bifurcaciones.

La red del Valle del Cauca se puede extender con las capitales de los departamentos
vecinos y posteriormente con todos los municipios del pais. Un estudio de este nivel es
posible pero el nivel de computo requerido es mucho mas grande.

Anadir eventos (cambios drasticos en los pardmetros de la red o ciertos nodos) en el
modelo permitiria simular sucesos de la vida real que escapan a este estudio.
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5. Definir para otro tipo de red compleja la manera de calcular Influencias Indirectas.
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