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INTRODUCCION

Este trabajo es una recopilacion de avances recientes en el campo de los
endomorfismos de anillos de series formales. 5Su forma de presentacién
asume en el lector Gnicamente nociones bésicas de dalgebra conmutativa

y de la topologia general, muchas de las cuales se recuerdan en el texto.

Sea R un anillo conmutativo con unidad; a los endomorfismos {resp.
automorfismos) de R[x] que restringidos a R son la identidad, se les
llama R-endomorfismos (resp. R-automorfismos) de R[x] .  Estas defini-
ciones también se hacen para R[[ x]] y R[[ x1,...,xn]] . Los principales

resultados de este trabajo son las caracterizaciones de los R-automorfismos

de R[X] ’ RU:X]] Y R[[%(1,...,Xn]] .

El primer capitulo se encarga de los R-automorfismos de R[x] . En él
recopilamos diversos resultados sobre el tema, entre los cuales destacamos
el siguiente:

n

St t = § t x' es un polinomio de R[x] vy 1’t es el R-endomorfis-
=0

mo de R[x] tal que ft(X) = t , entonces: ft es un R-automorfismo

de R[x] si y solo si t1 es una unidad de R vy ti , para i=2,..,0 ,



es nilpotente en R. Obsérvese que la Gltima condicién es equivalente a
decir que ft = to + P x con P invertible en R[x] . Anotamos
también que en este capitulo, los métodos de demostracién son netamente

algebraicos.

En el primer numeral del capitulo 2 , estudiarﬁos una clase especial de
homomorfismos de R[x] en S5[x] para R y § anillos conmutativos
con identidad. En el segundo numeral de este capitulo, citamos los resul-
tados de Gilmer relativos a R-endomorfismos de R[x] cuando R es un
anillo conmutativo con algin elemento regular y posiblemente sinidentidad.
Durante nuestro estudio intentamos una caracterizacién de los R-automor-
fismos de R[[x]] cuando R es un anillo conmutativo con algin elemen-
to regular; sin embargo, dificultades de tipo topolégico nos impidieron
llégar a algln resultado final. Advertimos que no sabemaos si este problema

esta resuelto.

Si R es un anillo conmutativo con unidad, una caracterizacién de los
R-automaorfismos de R[[x]] es la generalizacién natural del resultado

valido para R[x] . Asi, se tiene que dado un R-endomorfismo z# de

. m -
R[[x]] tal que t%(x) =? - Z b, <, #} es un R-automorfismo de
i=0 .

R[[x]] si y solo si b,] es una unidad de R ; nétese que esta condicién

es equivalente a decir que %B(x} = bD + P x con P invertible en R[[xn

Aunque esta caracterizacién es una extensién simple del resultado semejan-

te de R[x] , su demostracién requiere seguir un largo camino que se



presenta en los capitulos 3, 4 y 5 ; el resultado citado sélo se probara en

el capitulo 6.

l.a existencia y la unicidad de endomorfismos de anillos de series formales,
siempre dependen de las estructuras topoldgicas que se definan en esos
-anillos.  En el capitulo 3 presentamos las nociones topolégicas que se
necesitan en este trabajo; el principal concepto topolégico que se define
es el de completacién de un anillo topoldgico. Verémoé, por eiemplo,
que R[[x]] con la topologia (x)-&dica, es la completacién de R[x] con

su correspondiente topologia (x)-adica.

Para llegar a la caracterizacion de los R-automorfismos de R[[x” , Bs
_ 00 .

necesario estudiar previamente el caso particular en que %(x) = g b.l x!

izk

con k=1 . Esto se hace en el capitulo 4.

Los capitulos 5 y 6 son la parte central del trabajo. Como el objetivo

principal es recopilar resultados, nos dedicamos en estos capitulos a presen-

tar y explicar los articulos [11] y [12] de O'Malley y de O'Malley &

Wood respectivamente. En el capitulo 5 aparecen ademas resultados sobre

R[[x1,...,xn]] tomados de [5] .

Podemos identificar el articulo [1’1] con el uso de topologias (bo)—édicas

y el articulo [12] con las topologias t?nédicas; en los dos casos,

. m .

l? = E bi x' es un elemento de R[{x]] . El articulo [11] trabaja
i=0 '



fundamentalmente con estructuras topolégicas en R vy el articulo [12]

con estructuras topoldgicas definidas en subanillos de R[[x]] . Ambos
articulos caracterizan los R-automorfismos de R[[x]] , pero el articulo
[11] debe poner como condicidén que (R,(bo)) sea Hausdorff. El articulo
[12] logra, de manera muy elegante, suprimir esta condicién y nos dé la
caracterizacién enunciada antes. Esperamos que el orden de la exposicién
en estos capitulos, muestre el contraste que existe entre los dos métodos

de trabajo y lo bien que se complementan.

El capitulo 7 es la generalizacién que hemos hecho nosotros de algunos,

de los resultados del capitulo 6. Nuestro resultado principal es:

Si 3? : R[[x]] _ S[[x]] es un homomorfismo de anillos tal que

{)' R es un isomorfismo de R en S, entonces i) es un isomorfismo
00

si y s6lo si t#(x) = E bi X con b1 invertible en S, (0o lo que es
<5

equivalente, c#u(x) = bo + Px con P invertible en S[[x]] ).
El método que utilizamos es una extensién del presentado en el capitulo 2
para el caso similar en anillos de polinomios, combinado con las propieda-

des topoldgicas que conlleva el trabajar en anillos de series formales.

Es wvoluntaria la omisién de referencias a endomorfismos de anillos de
polinomios en varias variables. El motivo es que los endomorfismos en
estos anillos son todavia un problema abierto a las conjeturas y al estudio

de los investigadores. Resultados parciales y ejemplos sobre el tema, se



puedenconsultar en los trabajos [9], [13] y [14] .

Todo el trabajo se caracteriza por el detallismo en las pruebas; lo quisi-
mos asi, porque su objetivo es la recopilaciéon de resultados con fines

docentes y de consuita,

Las Gnicas notaciones que utilizamos en el texto y que creemos se deben

mencionar expresamente, son éstas:

N representa al conjunto de los enteros positivos.

NO representa al conjunto de los enteros no negativos.



1. R-automorfismos de R(x}

Nos proponemos presentar el resultado de Gilmer que caracteriza los

R-automorfismos de R[x] . (Ver [4] pag. 331). Este resultado dice asi:
n

Sean t = E 4 x' € R[x] vy ft el R-endomorfismo de R[x] tal
i=0

que ft(x) = t. Entonces: ft es un automorfismo de R[x] si y solo si

t1 es una unidad de R y ti , para i_>= 2 , es nilpotente. Ademads,

cada R-automorfismo de R[x] es de la forma ft para algin t .

1.1 En este capitulo R es un anillo conmutativo con identidad y R{x]

es el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en
R. Obsérvese que la variable x es independiente, es decir, el conjunto
%’I,x,...,xn,...> es linealmente independiente sobre R . Empezamos recor-

dando algunos asuntos bésicos sobre el anillo de polinomios R[x] :

1.1.1  El grado de un polinomio no nulo f de R[x] es el mayor entero
n - tal que el coeficiente de x" es no nulo; escribimos grad (f) = n.

Definimos ademas, grad (0) = -0 .

El orden de un polinomio f no nulo es el menor entero no negativo n

_ n -~ -
tal que el coeficiente de x  es no nulo; escribimos off) = n. Definimos



tambien orden para el polinomio nulo: es + oo

1.1.2 Proposipién: Propiedad universal de los anillos polinomios.

Dados un anillo conmutativo con identidad S , un homomorfismo
% R ~—— S unitario y un elemento t € $, existe un Gnico homomor-
fismo kP : R[x]——> S tal que: i) Wir) = (gy(r) para todo r € R y

ll) LP(X) =t .

n
.. En efecto, si para cada polinomio p = g r; x' de R[x] , definimas
n ' i=0
Wp) = g %(ri) t' , facilmente se prueba que W es el Gnico homomor-
i=0

fismo de anillos que satisface las condiciones mencionadas.

1.1.3 Observaciones:
i) La proposicién anterior proporciona un método para construir
homomorfismos con dominio R[x] que serd de gran utilidad en este.

trabajo.

ii) A la imagen de | la denotamos Im(ly) = Im(C!') [t] . Pero
ésto no significa que Im(l]U) sea un anillo de polinomios; se necesitaria

que t fuera una variable independiente sobre Im(x{)) .

En el caso en que S = R[x] y c;g =1 dR , la propiedad universal de los

anillos de polinomios garantiza la existencia y unicidad de un R-endomor-

fismo de R[x] , que denotamos f_, tal que ft(x} =t . Al rango de



f, lo denotamos R[t] .

El lema siguiente nos da condiciones necesarias y suficientes para que ft

sea sobreyectiva o inyectiva,

1.2 Lema:
Supongamos que t € R[x] , T € R y u es una unidad de R .

es sobreyectiva si y solo si f es sobreyectiva si y solo si f

r+t

8? ft ut

es sobreyectiva.

b) f. es inyectiva si y solo si f es inyectiva si y solo si fut es

t r+t

inyectiva.

Una prueba de este lema puede verse en [4] pag. 329.

1.3 Observacion:

n
Sea t = g 3 x! ; el lema anterior dice que estudiar a f, es lo
i=0
mismo que estudiar a ft a y entonces, sin pérdida de generalidad, se
o

puede trabajar con a, = 0.

Sea t' =t - a, El caso en que a, es unidad de R es especialmente

1
importante porque el lema anterior dice que es lo mismo trabajar con t'

que con a,

t' . Es decir, se podria asumir que a, = 1.



Los R-endomorfismos sobreyectivos de R[x] se caracterizan facilmente

si R es .un dominio entero:

1.4 Teorema:

St R es un dominio entero y qS es un R-endomorfismo de R[x] R

entonces:

i) Si t%z es sobreyectivo, (é(x) =a+bx con ab &R y b inverti-
ble en R .

ii) Si t%) es sobreyectivo entonces (f: es inyectivo,

iiki) Si #z(x) =a+bx con abER y b es inverfible en R , enton-

ces ?5 es sobreyectivo.
El corolario siquiente es una consecuencia inmediata del teorema anterior.

1.5 Corolario:
Si R es un dominio entero y 35 es un R-endomorfismo de R[x],
entonces: 4) es un R-automorfismo de R[x] si y solo si (%)(X} = a + bx

con abER y b wunidad de R .

1.6 Nota:
Se pueden consequir homomorfismos inyectivos que no son sobreyecti-

vOs.
Ejemplos:
a) Si R es un dominio entero y t € R[x] es un polinomio no cons-

tante, entonces ft

es inyectivo. Por tanto si n € Z vy }nl > 2,



entonces el Z-endomorfismo (f) de 2Z[x] tal que +(x) = nx es inyec-
tive. Sin embargo, la forma como se escogié n implica que fjﬁ no es

sobreyectivo.

b) Si R es un anillo conmutativo con unidad, el R-endomorfismo qg
de R[x] tal que %\(x) = ’xn , para n € N - {1? , es inyectivo pero no

es sobreyectivo.

El teorema siguiente es una primera generalizacién de 1.4 ; caracteriza
los R-endomorfismos sobreyectivos de R[x] cuando R es un anillo

conmutativo con unidad.

1.7 Teorema:
Sean R un anillo conmutativo con unidad y t = % t; x' un

elemento de R[x] . Entonces: ft es sobreyectivo si y solo si t1 es

‘una unidad de R vy ti para i_>2 , es nilpotente.
Omitimos su prueba; puede verse en [4] pag. 329

Con un poco de trabajo adicional (ver [&] pag. 330), se demuestra una

segunda generalizacién del teorema 1.4 :

1.8 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con unidad vy t = % ti x' un

elemento de R[x] . Entonces:

10



i) Si f, es sobreyectivo entonces f,  es inyectivo.

ii) ft es un automorfismo si y solo si t, es una unidad de R vy l:i ,
para i>2, es nilpotenté. Cada R-automorfismo de R[x] es de la

forma ft para algin t € R[x]

1.9 Nota:

Son varias las estructuras algebraicas en las cuales la sobreyectividad
de los endomorfismos es condicién suficiente para la inyectividad. Estu-
diando &lgebras universales se puede probar un resultado del cual la parte

i) de 1.8 es un caso particular. (Ver [13] pag. 4 y siguientes).

i



2. Otros homomorfismos de anillos de polinomios

En la primera parte de este capitulo aplicamos los resultados del capitulo
anterior al estudio de algunos homomorfismos entre anillos de polinomios.

.. En el segundo numeral, damos cuenta de otra aplicacién de esos resultados.

21 Sean R y S dos anillos conmutativos con identidad, x una varia-
ble independiente sobre cada uno de ellos y (% : R[x}—> S[x] un

homomorfismo de anillos tal que (%1[ R es un isomorfismo de R sobre S.

Sea [ : R——>S el homomorfismo definido asi: {(r) = 43(11) para cada

r€ R. Como [ es un isomorfismo de R sobre § , existe su funcién

. ~=1 i . . .
inversa L~ ¢+ § —> Ry también es un isomorfismo de anillos.

S[x] vy el elemento x de S[x],

Para el homomorfismo M R:R
la proposicién 1.1.2 afirma que existe un Gnico homomorfismo de anillos

Y R[x] —>5[x] tal que:

UNIVERSIDAD NACTONAL
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) Wr) = ¢(r) para cada r ER y

i) Y = x
n n n_
. , i ' i i
Ademas, si a, x € R[x] , y ( a, x ) = g %(ai)x
l:g [:[] [:D
n .
= E E(ai)xl
i=0

Consideremos ahora el homomorfismo @T: § ——— R[x] definido asi:

T b) = C-1(b) para cada b € S,

~Para @ vy el elemento x de R[x] , nuevamente la proposicion 1.1.2

garantiza la existencia de un Unico homomorfismo f : S[x] ——> R[x] tal

que:

i) f(b) = @ (o) paracada bE S y

ii) j)(x) = X
Ademais, si
n n n n
% b, x! S s[x] , P< Z b, xl> = Z (l/(bi) x' = z E_Q(bi)xl
= i=0 =0 | i-0 '

- Claramente, f R :‘IdR[ x] y L{Joj; = IdS[x] . Concluimos que existe

un dnico isomorfismo U de R[x] sobre S[x] tal que:

i) W) 4)(1‘) para todo r E R y

1}
X

i) Yix)

Con base en lo anterior, probamas el siguiente resultado:

13



2.1.1 Teorema:

Sean R,5 vy ‘}S como en el numeral 2.1. Existe un dnico

S-endomorfismo tga‘ de S[x] tal que el diagrama

R[x] L 5{x]

|

S[x]

conmuta.  Ademas, 4: es sobreyectiva (inyectivo) si y solo si 9&‘ es

sobreyectivo (inyectivo).

sea $'=doy’;sibES,

o) = &(L}Jﬂq(b)) = c}((:'q(b}) - CC'o) = b . Luego #}' es un

S-endomorfismo de S[x] ; su unicidad se debe a la de .
l.as Gltimas afirmaciones del teorema son evidentes. i

Los resultados del capitulo anterior y el tecrema 2.1.1 , permiten caracte-
rizar la inyectividad y la sobreyectividad de los homomorfismos ¢ de

R[x] en S[x] tales que cga ] R es un isomorfismo de R sobre S.

2.1.2 Teorema:

Sean R y S anillos conmutativos con identidad,
t=t + &, X + . + tn <" € S[x] y c;) : R[x] — S[x] un homo-
morfismo de anillos tal que r%:(x) =t y 56 J R es un iscmorfismo de

R sobre S. Entonces:

14



i) 4} es sobreyectivo si y solo si t1 es una unidad de 5 vy 5:i , para

i >»2 , es nilpotente.
i) Si (T’) es sobreyectivo entonces %} es inyectivo.

A partir de los teoremas 1.7 , 1.8 y 2.1.1 el resultado es inmediato. &

22 Cuando R es un anillo conmutativo sin unidad pero con un ele-

mento regular (es decir que no es divisor de cero), los resultados
del capitulo 1 permiten conseguir importantes resultados acerca de los’
endomorfismos de R[x]

(Se pueden consultar en [4] pag. 332 y siguientes).

l.a existencia de un elemento regular en R  es necesaria; el propio

Gilmer se encarga de probar ésto al final de su articulo. (Ver [4]

pag. 335).

15



3. NOCIONES TOPOL.OGICAS

Sea R un anillo conmutativo con identidad. Suponiendo que en R[[x]]

los R-automorfismos ib son de la forma f_ con ‘#(x) = t vy se pueden

t
caracterizar de alguna manera, es natural esperar (analogia con lo que
pasa en R[x] ) que esa caracterizacién le exija al coeficiente de x en

Sb(x) que sea una unidad de R .

En particular, si suponemos que existe un R-endomorfismo- | de R[[x]]
tal que Y(x) = b + x para algin b € R , esperamos que Y sea un

automorfismo de R[[x]] .

00

Sea f = Zaixi > R[[x]] .

1=0

Como estamos suponiendo que Y actda como la funcién f(b-x—x) en

R[x] , entonces :

m . oo >
Wwif) = y (1220 a.lx1 ) = % ai_(b + )"

2
a  + a1b + azb + eea

2
+ x(a1 + Zazb + 333b + e )

+ x2(82 + 383b + 6aqb2 F oeee )

+ aeen



00

Denctemos  W(f) = E rix1 ; el célculo anterior muestra que los coefi-
i=0

cientes r; de W(f) son "series formales en b" y para que sean elemen-

tos de R se ve necesaria la introducciéon de alguna topologia en

n

R oen R[b] =% > cibi/nENO,ci€R>.

I=

Estudiamos enseguida algunas nociones basadas en la topologia que son
necesarias para el trabajo posterior con R-endomorfismos en anillos de

series formales.

Después de este numeral, veremos lo apropiadas y (tiles que son las
estructuras topolégicas en R, R[[x]] y R[[x1,...,xn}] que se escogen
en cada caso. En particular, refiriéndonos a la funcién W supuesta al
principio, el teorema 5.10 vy el lema 6.1.3 estableceran condiciones para
b que son suficientes para que una tal funcién exista y sea un

R-automorfismo de R[[x]} .

3.1 Un grupo G abeliano (escrito aditivamente) en el cual estd dada una
topologia, se dice que es un grupo topoldgico (con respectoc a la topo-

logia dada), si las aplicaciones

g:Gx G —>G y h: G — G

(%,Y)  ——3 Xty X e =X

son continuas.

17



Un anillo R dotado de una topologia se dice que es un anillo topolégico
i si las aplicaciones
g:RxR ———m R y h:Rx R——> R
y) b———> x -y (x,y)  F————> xy

son continuas. , .

En ambos casos decimos que la estructura algebraica y la topoldgica

son compatibles.

3.2 5Sea G un grupo topoldgico. Si
B = {U+a/a€G y U es un entorno de cero en G}

entonces B U H&} es una base para la topologia méas pequefia que con-
tiene a B ., (Ver [2] pag. 67). Claramente esta topologia queda deter-

minada univocamente por los entornos de cero en G .

3.3  Nota:

No todo grupc topoldgico es Hausdorff; un grupo G con més de un
elemento, dotado con la topologia indiscreta, es un grupo topolégico que

no es Hausdorff. El lema siguiente aclara esta cuestidn,

34 Lema:

Sea G un grupo topoldégico vy H la interseccion de todos los

entornos de o en G. Entonces:

18



i) H es un subgrupo de G

ii}y H es la clausura <0> de {0}
oy 3

iii) /H es Hausdorff

iv) G es Hausdorff si y solo si H = <0> .

La prueba puede verse en [1] pag. 113.

3.5 Sean R un anillo conmutativo con identidad, NL un ideal de Ry

B = { IVC + a / a € R %
Claramente B cumple los requerimientos de su andlogo en 3.2 . La
topologia que tiene a B U %(i}} como base, se denomina topologia

I\/t-édica o Gnicamente Nttopologia.

Con ella R es un anillo topoldgico.

3.6 Nota:

Una importante fuente de resultados y de métodos de trabajo en
el campo de las topologias Ivtédicas, es el libro de Greco y Salmon

referenciado con el nGmero [6] en la bibliografia.

19



Escribiremos (R,IVL)/ para indicar que estamos considerando a R como

anillo topolégico con su topologia Ivtédica.

3.7 Consideremos el anillo topoldgico (R,IVL); Nos proponemos encontrar
una condicién necesaria y suficiente para que (R,I\/R sea un espacio

meétrico,

3.7.1  En primer lugar definimos una aplicacidn
viR — N0U<oo>
de la siguiente forma: dado x € R , v(x) =oo si x E ﬂ NC
: n=0
0 n
(IVL = R) y wx) = sup % n € N, / x € NL } en otro caso. Entonces

tenemos que si  v(x) es finito, x € NC(X) E{E NL(X)H. Ademas,

v(x) =00 si y solosi x € QIVL si y solo si xE {o}.

l.a funcidén v es llamada funcién de orden en el anillo R .

3.7.2 Lema:

Sean x,y € (R,NQ. Entonces:
i) v(x + y)> min { v{x), »v(y)}
i) vixy) = v(x) + v(y)

oo
Si v(x):v(y):oo ,xeg%yyeml\/c;entonces

n
00
x +y €E ﬂl\fL y xy€nO1NC. Luego w(x + y) = v(xy) =ma vy asi
se cumplen i) y ii) .
o , , j
Si .V(x):oo y vy =j, xeng NL y yel\/l)/;luego x +y EM
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0o
y xy € m M™ L 1o que indica que se cumplen 1) vy ii.
n=1

Finalmente, supongamos que v(x) = n > j = v(y) . Entonces x € I\/C y

’y,ENﬁ; x+y€N€yxy€NCNd:NC+j.Luego

v(x +' y) = min JIV(X), V(y)> y  vixy) > v(x) + vy). H

3.7.3 Ejemplo:

i) Forma de trabajar de la funcién de orden v en [R[[x]] ,(.

0o
En primer lugar, [] )7 = (0).
n=1

En efecto:

00 n 00
Si g = g 9; x' € m1 )" , g€ )" = (x™ para cada n € lNO .
i=0 n= ”
Dade n &€ N, g.le para O0<Ci<<n . Por tanto g =10.
Concluimos que g = 0 si y solo si v(g) =00 . Supongamos ahora g % 0.

Entonces tenemos: v(g) = sup % n € NO / g € (X)n]k

A v(g) se le llama orden de g vy se le nota ofg).

i) En (R[x] ,x):

oo
También tenemos ﬂ (x)n = (0) . Por tanto v(g) = oo si y solo si g = O.
n=1

Ademaés, cuando g + 0 , se tiene nuevamente v(g) = ol(g) .
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3.7.4 A partir de la funcién de orden v , definimos en R la siguiente

pseudométrica:

-v{x- . -00
(x-y) 5 convenimos en que e g.

it

dix,y) - e

La desigualdad i) dellema 3.7.2 nos permite concluir que d satisface

la siguiente desigualdad:
d(x,z) << max {d(x,y), d(y,z) } m
En efecto: como x -z =(x -y) +{y - z), de i) vemos que
v(x - z) = min % vix - y), vy - z)} 5
-vix - 2)<< - min % vix - y), vy - 2) } = max { ~vix - y), vy - z)}
y como la exponencial con base mayor que 1 es funcién creciente,

concluimos que es cierta la desigualdad anotada.
Nétese que de (1) la desigualdad triangular es evidente.

- 3.7.5 Proposicién:

Sean R un anillo conmutativo con identidad y I\/L un ideal de R.
a) (R,IV‘Q es Hausdorff si y solo si d es métrica.
b) En caso de que R sea Hausdorff, su Nttopologia se puede definir

con la métrica d.

Para la parte a). Sabemos que el que d sea métrica significa que si

dlx,y) = 0 entonces x =y .
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00
Sea x € ﬂa (\/Ln ; vx) = v(x - 0) = oo ; pero ésto implica que d(x,0) = ©
=

yasi x =0 .

508

NC: 40} . S dx,y) = o ,

v(x - y) = o0y por tanto x-y€<o>

Ahora, si R es Hausdorff,
n

Para la parte b). Veremos que si d es una métrica en R , entonces la

topologia inducida por d es igual a la topologia de (R,NQ '
Para n € NO , definimos
5 (0) = 2{ x ER [/ dx,0)< e }

La familia {Sn(o)> nE N_ es una familia de entornos de cero en R 'y

determina univocamente la topologia de R inducida por d.

n : .
Veremos que para cada n € NO ) NL = Sn—’i(o) . (Ver figura). En efecto:

Sea x E NC ; entonces v(x)>n -1, -v(x)<<-(n - 1) vy por tanto

e-v(x)< e-(n'ﬂ y asi x € Sn-‘l(o) .

Ahora, si x € Sn_q(o) , e-v(x)< e-(n-i) ; luego  -vix) << -(n-1) y por

tanto v(x)>n - 1. Gi xSéNC, vix)<gn - 1.

Luego x € IVC .

23



MR I
st

Eianiaais

o Tow ] a ] e . -

i NN
- AN

T8 us,

o=u
00

=

0Iso ojund

TeooT aseg

24



3.8 Recordamos que un espacio topolégico es completo si toda sucesién

Cauchy de elementos del espacio converge en él.

Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Una funcién f : X — Y se
dice que es una inmersion de X en Y si f es inyectiva y define un

homeomorfismo de X sobre f(X).

Ahora, sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos. Una funcién f : X——Y

- es llamada una isometria si d'(f(x),f(y)) = d(x,y) para todo (x,y) € X= V.

Una inmersion isométrica de (X,d) en (Y,d") es una inmersién que

también es isometria. De gran importancia es el siguiente resultado:

3.9 Teorema:

Dado un espacio métrico (Y,d) , existen un espacio métrico completo
T . s .
(Y,d) y una inmersién isométrica i : Y ———Y tales que i(Y) es un

~
subconjunto denso de Y . Ademas, si (Yo’ do) es un espacio métrico
completo, j : Y-————}YO es una inmersion isométrica y j(Y) es un

subconjunto denso de YO » entonces existe un homeomorfismo isométrico

N
htVYe—> YO que hace conmutar el siguiente diagrama:
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Una prueba detallada de este teorema se puede ver en [8] pag., 153 vy

siguientes.

Ao~
El espacio métrico completo (Y,d) es llamado completacion del espacio

(Y,d).

3.10 A continuacién definimos completaciones para anillos topoldgicos

de la forma (R,NQ , con R un-anillo conmutativo con identidad

os)
y ‘M, un ideal finitamente generado de R tal que nQ] Nl? = (0) , donde
rvf = R. Una definicién méas general de completacién de un anillo topolos-
gico se puede ver en [11] pag. 62. La definicién que presentamos
enseguida es »suficiente para explicar las completaciones de anillos topol6-

gicos que se estudian en este trabajo.

* *
Sean R un anillo conmutativo con identidad y b un ideal de R
*
Decimos que (R, b) es una completacién de (R,NQ si se cumplen las

siguientes condiciones:

i) R es un subanillo de R"

), (R*, ) es completo

iii) La thopologia de R es equivalente a la topologia inducida en R
por la jb—topologia de R*

iv) Cada elemento de R* es el limite de una sucesién Cauchy de R.

%
v) (R, p) es Hausdorff,
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3.11 Notas
i) Las completaciones se definen Unicamente para anillos topolégicos

Hausdorff, que son espacios métricos por proposicién 3.7.5.

' *
ii) La condicién iv) es equivalente a decir que R es denso en R .

3.12 Una completacién para el anillo topoldgico (R,Np;,se puede construir

asis

~Sea S el conjunto de sucesiones Cauchy de R. Entonces S con las

o‘peraciones usuales {xn} + <yn> = {Xn + Y, } y <xn} {yn}» = <xn yn}‘,

es un anillo conmutativo con identidad.

' \
Sea Q. el conjunto de sucesiones de S que convergen a cero. Entonces
G es un ideal de S en efecto: si <rn> y <Sn> son elementos de

d., <rn + Sn} es elemento de C.

Si L €S, b {tn} = {rn tn> s dado j € N, existe M tal
gue FHQNG para n=>M ., SI n=2M, rntnEI\/e pues I\/ﬂ es

ideal; luego {rn tn} E C.

o) ) . ) ) .
/d es un anillo conmutativo con identidad. La funcién Y : R — S/d

l‘l——-——}<>

que a cada r € R le asigna la clase de la sucesién constante {r} , €s

27



un homomorfismo de anillos inyectiva.

Para cada j € NO , el ideal l{J(NLj)(S/d} es la extensiéon del ideal Nﬂ

i\e

que se nota (I\/L{) . Ademas se cumple que y(lve)e = (M\?)i para cada

JEN_ . (Ver (1] pag. 12)

El anillo (S/d: N[?) es completacidén para (R,I\/L; veamos algunos resultados

utiles en este contexto.

3.12.1 Proposicion:

Para cada i € N, (NLi)e = Bild, con B, = %{ri} €S / existe
=

k,rnel\/t> .

k € N tal que si

En efecto:

m

Sea T € (Nﬂ)e - q_J(Mi) (S/CQ . T = Z#‘j% {lij% ieN donde para cada
j=1

- i .
j= 1 eeesm aj [ NL s %aj.} es la clase de la sucesién constante <aj>

y { lij> N ©s la clase de alguna sucesién de S .

’n

S e e E 2

j=1 j=1

m
como a. e NLI , g aj lij € I\/t para cada j=Tlse.,m .
j=1

Luego T € B/C{, .
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Ahora:
8, TR
‘Sea T E 1/d; T = <rj>j€lN: <rj>j€N+d“

o . i
Existe k € N tal que si n> k, rnEZNL

T = <r1,r2,...,rk_1,o,0,...> + 4 Oy «+305 T 5Ty, qooee } + CL
k-1

= {o,...,o,rk,rk”,... } + CL  pues la primera sucesién es de c..

- Supongamos que tvt es generado por el conjunto {a,l,az,...,am} .

m
Si jz=k, r = g l. a_ con ljn € R ; sea ljn = 0 si j=10.,k-1

) jn - n
n=1
m m
T = 411"‘ n}looo-k(i: Z{ank{lm%;}:o%—d_
n=1 n=1
m —
=S e {1}.n}J€N e M)®
n=1

3.12.2 Proposicion:
(S/(i,f‘/c3 ) es Hausdorff.

Sea <r> € m (I\/te)j = ﬁ (IVLj)e . Entonces para cada j € N,
! iEN JEN

<I‘i> £ Bj 0 sea existe kj tal que st n ;;kj » T e NL{ . Es decir,

{ri} ——> 0 o lo que es iguai,{r& € C.. Luego @: C.

. S . e . e, ..
Por proposicion 3.7.5, /d es un espacio meétrico y su topologia NL-adtca
es la correspondiente a esa métrica.

* *
Sean v su funcién de orden y d  su métrica.
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13.12.3 Proposicion:

Sea r € R ; entonces 41‘} € (I\/Ll)e si y solosi € Nt .
. ie B. . ‘o
En efecto: si %r} € (I\/L) = I/CL’ existe k £ N tal que el n-ésimo r

estd en Nt para todo n_ >k . Esto indica que r € Nt .

3.12.4 Carolario:

La funcion Y : R —— S/d es una inmersién isométrica.
r— {rp
Primero veamos que es una isometria.
Sean r,s €R . Si r=s, drs =0 = d*(g>,<s——>).
Supongamos r # s , de manera que V(r -s) fo0 y v {r—} - (s_}) $00 .
Supongamos d({ } } J , €s decir, v*(<r-s>):j .
{r-sp o) %r-s% %:Ovu’”
Segin 3123, r-s€M y - 4: M*1 1o que indica que

v(ir - s) = j, de manera que d(r,s) = e-j = cf*( {T} , {:}) .

Ahora: Y es una isometria sobreyectiva de R en W(R) vy por tanto es
una funcién abierta. (Ver [8] péag. 140). Luego R vy WR) son

homeomorfos, lo que indica que Y es una inmersidn isométrica.

3.12.5 Nota:

El corolario anterior muestra semejanzas entre la completacion de
un espacio métrico y la de un anillo topoldgico. Ademdés nos indica que

podemos identificar a W(R) con R como se hace en el siguiente teorema.
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3.12.6 Teorema:
La topologia M-adica de R es equivalente a la topologia inducida

en R por la !\f-topologia de S/d.

Es suficiente probar que (Nﬂ)e ﬂ R = r\/LJ,
Como S/Q tiene unidad, Nﬂ c (M)® . Como también lv]} C R, se
tiene que (Ne)e n R D Nﬂ . |

[R———

Sea {“jhem e R M0 ; {_r;} € R ,{:} e (Nﬁ)e ‘

Como <Pj> € R, existe r € R tal que Fj = r para todo j € N,
{r} ) (l\/LJ)8 ; pero (Nﬂ)e = Bj/d. (Ver 3.12.1). Luego existe k tal que
si n>k, T e Kvt . Por tanto r € I\/e y también {r} e Nlj

3.13 Nota:

~

*
Una completacién de un anillo topolégico R se denota R 6 R,

Si la topologia de R es la I\/L—édica , también se escribe
Pl ' * *
(R s M) a (R ’NL)

El lema siguiente es de gran utilidad cuando se trabaja en anillos topolé-

‘gicos con un estilo especial de topologia &dica.
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3.14

l_ema:

Sean S un anillo conmutativo con identidad , b € S y (5/(b)) el

anillo topoldégico S con la topologia (b)-adica. Si <ap> nEN €8

una sucesién Cauchy de (5,(b)) , entonces existe una subsucesi6n
n .
i
{Cnr nen 9 #’n% nen Blque c = § r, b para cada
i=0

n € N, donde riES para todo iEZINO.

" Sea <an>n€N una sucesién Cauchy en S. Entonces, para gada k € No’

existe un entero s

k+1
y tal que a - a_ € (b""") para nm=>s, -

No se pierde generalidad si pedimos sog 31<

.. i+1 .
Si i €N, a -aS.E(b ) pues 8,122 8 + Para i EN_,
i+1 i
denaotemos por r. al elemento de S tal que a - . b1+1
i+1 ) . i+1
i+1 ‘
para i € N, sea C; =8 Y finalmente, hagamos ry =
i .
Tenemos entonces:
c,,:\as :aS +r1b=ro+r1b
1 0
3 B 2 2
cz_asyas+r2b r0+r1b+r2b
2 1
n -
c = a = a +r_ b" = r. b!
n ) S n i
n n-1 =0
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3.15 Nota:

Sean S un anillo conmutativo con identidad y b € S ; supongamos
que (5,(b)) es Hausdorff. Si {an> ncpN B8 una sucesion Cauchy en
(5,(b)), el lema anterior dice que hay una subsucesién <Cn> AEN de

n

_ 1 .
<an} nEN dada por c, = g T b con T € S para cada |i.
i=0

5i <Cn> converge, {am& converge al mismo limite. Como la notacién

n 00
. E— i 2 i .
acostumbrada para lim r, b" es T b" , concluimos que el
n=> 0 j=q 1=0

limite de cualquier sucesién convergente <8n> de (5,(b)) es una serie de

potencias de b,

3.16 Ejemplo:
Presentamos en detalle un ejemplo fundamental de completacion:
Dados R un anillo conmutativo con identidad y x una variable indepén-

diente sobre R , entonces

—T T
(R[x] ,0) = (R[[x]] ,0).
Nétese que al lado izquierdo de la igualdad, (x) = x R[x] vy al lado dere-
cho, (x) = x R[[x]] .
) R[x] es subanillo de R[[x]] de la manera obvia. _
i) (R[x] ,0) y (R[[x]] ,(x)) son anillos Hausdorff. (Ver ejemplo 3.7.3)

i) (R[x] ,(x) es denso en (R[[x]] ,(x)
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Sea f = ifi < e R[[x]].

i=0

n
Para cada n € N, definimos f(n) = % 1’i x!
i=0

LLa sucesi6n {f(n) } nEN " es una sucesion de (R[x] ,(x)) que converge

a f.

En efecto:

Sea NEN. Si n>N,

‘ (o8]
oS e ™o e
i=n+1

f(n)

Luego lim = f .

n
En particular, como %f(n}} nEN  converge en { R[[ X]] 1(x)) %(n)} nEMN
es una sucesion Cauchy de (RI[ x]] ) y ésto implica que {f(n)} nEMN

es una sucesién Cauchy de (R[x] ,(x)) .

iv) (R[[x]] () es completo.

Sea {Fn} nENO una sucesion Cauchy en R[[ xn Por lema 3.14 , existe

n
.. i
una subsucesién {Gn% nEN tal que Gn = g Hi X para cada n € NO,
o i=0
m -
donde Hi = g hij x e R[[XH
=0
G =H +H, x + H xz + FH X"
n 0 1 2 n
x j ® j+1 - j+2 G j+n
= E hoJ X+ E h1J X + § h21 + + % th X
j=0 j=0 j=0 j=0



= X
0o
+ (h + h, ) ><1
o1 1o
+{ ., +h,. + h, ) ><2
2 11 2
+
+ (h + h 4 vesees + D + h )xn
0,Nn 1,(n-1) n-1,1 n,o
n+1
+ (ho,m’l + h’l,n F evenessenes vererrens + hr\,1) X
n+2
+ (ho,m»z 1,041 F vaeecers ceveranee + hn,Z) ><.
+

’ 00
. _ X j n+j B
Es decir, Gn = ; Tj X+ E Pm. X donde T]. = 50 hi,(j-i}’

i=0,1,00.n-1 Y Pnj = Z 5 hi,(n+j-i) » ) E NG

1=

Consideremos la serie formal T =

Sea NEN. Si n=N,

Q0

s )

T. x! y veamos que lim G_ = T.
] n n

T-.-G = E T.xJ-E p X" g (xn)C(xN)
n ] - nj

j=n

Como la sucesion Cauchy {F

a T, {Fr} ncp  converge a T.

pleto.

j=0

n} neEiN

35

tiene una subsucesidén convergente

L.uego (R[[x]] ,(x)} es com-



3.17 Nota:

Recordemos que al principio de este numeral estuvimos suponiendo
la existencia de un R-endomorfismo sustitucién Y de R[[x]] tal que .
Wx) = b + x con b € R y que encontramos necesaria alguna estructura
topolégica para poderlo definir. Ahora vemos que si pedimos que (R,(b))
sea un anillo topolégico‘Hausdorff completo, entonces R[b] tiene su
completacidn en Ry asi los coeficientes de UW(f) que son "series for-

males en b", resultan elementos de R bien definidos para cada

fe R[[x]] .

Estas ideas se precisan y amplian mas adelante. (Ver teorema 5.10 vy

lema 6.1.3).

RO
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4. Un R-endomorfismo particular de R[[x]]

Nuestro objetivo es caracterizar los R-automorfismos S{: de R[[x]] para

00
el caso particular en que r%](x) = g b, x! con k>1. El resultado
i=k ‘

que obtenemos serd necesario para hacer la caracterizacién general en el

capitulo 6.

00
4.1 Recordamosque si f = E bi x' € R[[x]] , entonces: f es una
i=0

unidad de R[[x]] si y solo si b, es una unidad de R .

Sea ? = E bi xi € R[[x]] , k>=1. En este caso se puede defi-

nir un R-endomorfismo #1 de R[[x]] tal que (fs (x) :(B y se encuen-
tra una sencilla caracterizacién para cuando + es un automorfismo.
La existencia del endomorfismo (i) se prueba utilizando en R[[x]] la

topologia (x)-&dica.



4.2 Teorema:

Sean R un anillo conmutative con identidad y

00
B = Z b, x' € R[[x]], k=>1. La aplicacién
i=k

% : R[[x]] ——— R[[x]] definida por z;a% (% a; xi)z %0: a, i?i

es el dnico R-endomorfismo + de R[[x” tal que (#)(x) = i? .

La existencia de la aplicacién 4) se garantiza de la siguiente forma:

00

Sean = 2 x4 = 4 = 9. Como oB)>= 1,
9Tt ST %Y % =2 ° P>

gq(F?) es una serie formal con orden Z=q o es la serie nula.

n

Consideremos la sucesién %hn> nen  dada por h_ o= _2_ gq(i?) para
o -
g=0

cada n € NO . Esta sucesién es de Cauchy en el espacio R[[x]T,6M

que es completo.

« n
Definimos (%;}(g) = lim hn = lim E aq l?q . Es natural notar

n—* oo n—r 0o q:[]
00
(@ = a. BY
9 = > 247
. q=0 ~

Por supuesto é;}(x') = l? y 355(1') = r para todoc r € R . La unicidad
del limite de la sucesidn <hn> en el espacio Hausdorff completo

R[[x]] ,(x)) , nos garantiza la unicidad de +
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En segundo lugar, probamos que é) es un R-endomorfismo de R[[x]] .

~5

188 . 00 .
Sean f = % f.x' y g= _2_ g «' elementos de R[[x]] . Sean

i

1= i=0
n n
f(n)(X) = f; x'y g(n)(x) = g 9 x' 3 por supuesto
i:U ]:U

q\‘?(f) = lim f(n}(f?) y tf.:‘}(g) = lirrx‘i g(n)(Fé) . Ademés,
n -

~ f(n)(F?) + g(m(Fé) = z (fi + g.l)F%l = (f + g)(n)(Q) . Luego
i=0

) R (5 VR O (s MR
r%»%(fn%(g)‘_mg @)+ lim g <3>-1,gq[f ® + g ® ]

e i . n -
= lim (f + g (I?)-f%;?(fnug).

8 8]
- _ ] <
También: fg = _;_ hj X caon hj = > f.l 9
j=0 i+l=j
0< LI<n
2n

n . i
(fg)(n)(x) - Z hj XJ : (f(n)()())( g(n)(x)) - z h] X]
j=0

j=0
con hj = 5 fi 9 - Es decir,

1+1:j

O<ilgn
(f(”)(x))[ g(n)(x)) _ Zﬂ N ZZ"‘ hoxd = (f )(n)() i h. x)
SN g =
=0 j=n+1 j=n+1

Como

ot = tim (VR 40 gytar = (i ) Ctim o)) , para

¢

probar g’oa(fg) = 4) (f zﬂa%(g) basta probar que

?
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im | (V@) () - ™ | 0

() V®) - o™ m - f h B

j=n+1

Como o> 1, s?j € (x)) para cada j € N .

Sea mEMN;si n>m , Bn e xMcC {xm) y por tanto

2n

j m
Zhjl?Ei(x).

j=n+1

Luego li;n [( f(n)(i?))( g(n)(F?)) - (fg)(n)(l?):] =0

4.3 Teorema:
m »
Sea B = E b, x' € R[[x]] , k>1. Entonces:
i=k

r# es sobreyectivo si y solo si k = 1 vy b’l es unidad de R.

Supongamos que 43 es scbreyectivo.

o0 . n
Sea = g r; x' tal que 5{’ (f) = x . Entonces lim g ry l?l = X .
i-0 | ? " oo
n . »
Dado j>1, existe N tal que g r ?l -x € (D) para n> N,
: i=0

n 0o n

: i i i j

rO+r,lF?~x+ .gzria-ro-f g r1bix~x+ %r.ll? e )
i= j=2
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Reciprocamente, supongamos que k = 1 vy b,I es unidad.

o0
E i .. .
Dada f = 8 X encontramos los coeficientes de una serie
i=0
m -
i . .
g = E r, X para que ¢ (g) = f . Lo haremos con un proceso inductivo.
i=0
n

Como 4)(9) = lim E r. A , dado - j > 1 debe existir N tal que
nN—00 =0 :
1=

n 00
: :: ry Fél - g a, x' € (x)) si n>N. De aqui deducimos que
- i=0 i=0

-1 2,-1
I, =8, Tq = 8 b1 y Ty = (a2 - Ty bz)(b,‘) .

Asi, si suponemos conocidos los coeficientes Ty para
0cik -1, el coeficiente Ty estard dado por
_ k 2 k 3
T = [ak -1y by - rz(coef. de x° en Fé ) - rj(coef. de x en F?)
' k k-1 ky-1
m e - rk_1(coef. de x en l? )] (b’l} .

A + (f) también la notamos f(}?} .

El lema siguiente nos permite saber cuindo es la funcién n}l,\ un R-auto-

2

morfismo.
4.4 lLema:
Sean R,l? y (f) como en el teorema 4.2 ; supongamos también

bk $0.Si (#; no es inyectivo, entonces bk es un divisor de cero de R.
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00
Si ‘%F? no es inyectiva, existe f = g c, x' € R[[x]] no nula tal
i=0

t% (f) = f(l? e sigue que c_ = 0.

Supongamos que off) = t =1 . Entonces c, % 0 . El coeficiente de

Kkt
X

H

en f(Fz) es c, b 0. Como c 0, bt es un divisor de cero

k
en R vy por tanto bk es un divisor de cerc en R .
4,5 Observacion:

0
Noétese que si R es un dominio entero, F?'-_— E bi x" , k=1 vy
i=k

({: es el R-endomorfismo de R[[x]] tal que + (x) = !? , entonces r%:

2

es inyectivo.

El siguiente teorema es el principal resultado de este capitulo. En el
capitulo siguiente encontramos una caracterizacién semejante para
. X H

R-endomorfismos mas generales.

4.6 Teorema:
00

Sean R un anillo conmutativo con identidad, FZ = E bix1 [ R[[ x]],
i=k

k>1 vy (%Fé el R-endomorfismo de R[[x]] tal que Lf:B(x) :CB .
Entonces: zf) es un R-automorfismo de R[[x]] si y solo si k =1 vy

b1 es una unidad de R .

Es una consecuencia inmediata de 4.3 y 4.4,
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4.7 Nota:
El método de trabajo en la prueba del teorema 4.2 y la caracteri-
zacion dada por el teorema 4.6 , nos deben servir de guia para el trabajo

posterior; los capitulos 5 y 6 mostrardn varios resultados que tienen

a estos teoremas como casos particulares.
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5. R-endomorfismos de anillos de series formales

5.1 Sean R un anillo conmutativo con identidad, x wuna variable

00
independiente sobre Ry 3 = g bi x' € R[[x]] . 51 gueremos
i=0

definir un R-endomorfismo qS de R[[x]] tal que ci)(x) = l? , ya no

podemaos trabajar como en el capitulo anterior porque no necesariamente

bo = 0 . GSi intentamos imitar un R-endomorfismo de R[x] , digamaos
n n
E i . . . S i
tf) = ft , que a cada f = fi x le asigna el polinomio > fi t
i=0 i=0
m .
donde ?S(X) =t = a, x' , nos encontramos con que ahora
i=0

00

00
f = g f x' ?SCX) = ? y la "extrafia serie"” :: f. l?‘ carece de
i=0 i=0

sentido pues no podemos explicar las sumas infinitas" de elementcs de

R que deberia tener por coeficientes.

00

Para darle sentido a la expresidn fi l? , imaginamos necesaria una
i=0

estructura topolégica en R o en R[[x]] o en ambos. Pero, ;cédmo

escoger esa o esas topologias?



La clave para responder esta pregunta la da el lema 5.9 de este trabajo,

enunciado por O'Malley como lema 4.1 en [11] . Este lema dice, en su

primera parte, que el coeficiente de xk en ?mk es un elemento de
(bg) , el ideal de R generado por bg ;s k y n son enteros positivos
arbitrarios.
00
La posibilidad de conseguir una explicacién para ";_ fi ;‘}l cuando bozﬂ
i=0

. . . n .. .
y la repetida presencia de los ideales (bo) en relacién con los coeficien-

00
tes de las potencias de F? , sugieren la conveniencia de tener ﬂ1 (bg):(U)
M=

y de escoger a la familia %(bg)} 2?1 para generar en R la topologia

(bo)—édica.

La segunda parte del lema citado, confirma la bondad de las presunciones
anteriores .al exhibir sucesiones Cauchy del anillo topolégico (R,(bo)) que,
de ser completo este espacio, tendrian como limites a elementos de R

gue seria natural tener como coeficientes en una serie formal que podemos

00

<™ i
notar ':0 fi F? .
I=

Una segunda clase de estructuras topoldgicas que usamos en este trabajo,
es la de topologias (F?)~édicas definidas en subanillos de R[[x]] A pesar
de los buenos resultados que proporcionan (ver por ejemplo la proposicién

5.4), no conocemos caracterizaciones de R-automorfismos de R[[x]] que
usen estas topologias y que no se apoyen en los resultados obtenidos utili-

zando la primera clase de topologias.
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En este capitulo estudiaremos la existencia y la unicidad de endomorfismos
de anillos de series formales. Los resultados que se obtienen, aunque
muchas veces son naturales, es frecuente que requieran demostraciones

largas. A ésto se debe la longitud del capitulo.

Al final estudiamos algunos resultados sobre R-endomorfismos de anillos

de series formales en varias variables.

5.2 A continuacién recordaremos y estableceremos notaciones y definiciones,

Si I? S R[[x]] , entonces R[ I?] es el subanillo de R[[x]] que consiste

n
en todas las sumas finitas de la forma g ry F?l donde ri € R,
i=0

i=0,7,0.0,n .

Si I? S R[[ xﬂ y si T es un subanillo de R[[x]] que contiene a R[I?],
entonces (I?n T) denota el ideal de T generado por '?n, y (T,(I?T))

es el anillo topolégico T con la topologia (%T)-édica.

Si T = R[[x]] , escribimos simplemente (l?n) y (R[[x]] ,(?)) para
denotar el ideal de R[[ x}] generado por ?n y el anillo topolégico

R[[x]] con la topologia (lé)-édica , respectivamente.

00
Sea ? € R[[ x]] y supongamos que m (‘?n R[I?]) = (0) , es decir, que

(R[I?] B R [ r?] )) es Hausdorff.
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Si T es un subanillo de R[[x]] que contiene a R[F?} , basados en 3.10

podemos decir que (T,(F(I,T)) es una completacién de (R[l?] ,(ﬁ R[?] ))  si

se cumplen las siguientes condiciones:

i) (T,(P? T)) es completo. -

ii) La topologia inducida en R[ Fé] por la topologia (I?T)-édica de T,
es equivalente a la topologia ((? R[l?} )-4dica de R[?] .

iii) Cada elemento de T es el limite de una sucesidn Cauchy de R[?]

iv) (T,(@ T)) es Hausdorff.

5.3 Nota:

0
La condicién Q} (?n R[Fé]) = (0) es esencial porque las completa-
N=

ciones de anillos topolégicos se definen dnicamente cuando éstos son

Hausdorff.

La proposicién que sigue nos muestra que los R-endomorfismos de anillos

de series formales son continuos de una manera natural.

5.4 Proposicitn:
Sean R un anillo conmutative con identidad, !3 e R[[xn y + un

R-endomorfismo de R[[x]] tal que L}g(x) :? . Si T es un subanillo de

R[[ x]] que contiene al rango de n;z , entonces z%) es una aplicacién con-

o0
tinua de  (R[[ x]] ,(x)) en (T,(B T) . Ademas, si f = E f. x' 'y si
: i=0

(n) - i
00 = g fi x" para cada n , entonces z#(f) es un punto limite en

i=0
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(T,(l? T)) de la sucesidn %f(n)(!?)> nENO .

Veremos primero que r#((xk)) = Bk #)(R[[ «11) .

f € f#((xk)) significa f = mfp(h) con h = xX h, vy h € R{[x]] ; es

decir, = §9 fin) = B fh)) € BRI .

Por otro lado, si f € ?k é(R[[ x1]), f= ﬁb(x)k 4>(h) con h € R[[x]] ;

R O Cal IR O
Sea g € R[[x]] . Veamos que ‘}5 es continua en  g. Sea +(g) + (;?kT)
una vecindad de %(g) en (T,(i? ™.

g+ (xk) es una vecindad de g en (R[[ x]1,(x) y

da + KN = 9 + D

= t}{‘(g) + f?k t%\(R[[x”)AC %(g) + (l?k T) . Luego c%s es continua.

Para la segunda parte:
Sea N EN; si n>N, f- f(n)(x) e (xn”) C (XN) , es decir,

lim f(n)(x) = f en la topologia (x)-&dica. También:

N~ 00
r‘ v n -

ri)(f(n)(x)) - E: fi (}g(x)l - E fi ;?‘ = f(n) (i?) . Finalmente, como r%) es
i=0 i=0

continua, c{;(f) = lim cl:(f('n)(x)) = lim f(n)(I?) . Es decir, 4)(f) es un

N300 n—00

punto limite en (T,(F? T)) de la sucesién 4f(n)(f?)> nO:D .
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5.5 Observacion:

Si en la proposicién anterior tenemos adicionalmente la hipotesis

1«

n
nEN %

T) = (0) , es decir, que (T,(Pé T)) es Hausdorff, podemos con-,

cluir que de existir algin R-endomorfismo 4} de R[[x]] tal que
é(x) = ? , éste tiene que ser Unico. Cuando se presenta este caso, el

R-endomorfismo L;l se nota ({J y se llama aplicacién sustitucion.

00
Obsérvese también que la condicién ﬂ (!?n T) = (0) es natural, pues
n=1

0

ﬂ xM = (@ y como F? = r;z(x) , podemos esperar que x Y ? tengan
n=1

un comportamiento parecido.

El teorema siguiente dice que si (T,(F? ™ es completo ademas de

Hausdorff, entonces existe una tal aplicacidn sustitucién q& .

5.6 Teorema:
Sean ? e R[[’xn y T un subanillo de R[[x:l] que contiene a
R[l?} tal que {T,(l? T)) es un espacioc Hausdorff completo. Entonces exis-

te un R-endomorfismo 43 de R{[x]] tal que c%;(x) = ? y &(R[[x]]) cT.

Si %%}tO es una sucesion de elementos de Ry si para cada n ,
n .

definimos f(n)(?) = g f. l?l , entonces la nueva sucesién %f(n)(i?)> ®
=5 i n=0
i=

es una sucesién Cauchy de (R[?} ,(E? R[?] ).
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En efecto; dado N, si nZ>m>= N se tiene:

n

gy - (™) > rele @™ RlED @ rlg).

i:m+1

e's]
Por supuesto, 4f<n)(F2)$ =0 también es sucesién Cauchy de (T,(% ™.
Como este espacio es Hausdorff completo, la sucesion {f(n)@)% converge

en T vy su limite es Unico.

Definimos la funcién f# de la siquiente manera:

00
Dado f = 2 fi e RI[x1], ﬁh(f) = lim f(”)(?) donde
i=0

n .
f(n)(l?) = fi I?l . EL limite se toma en (T,(i? T) . Por eso

i=0

(#(R[[x]]) CT.

Debemos probar que ?’3 es un R-endomorfismo de R[[x]] tal que

é(x) = ? .

i) Es claro que ﬁz(x) ? y que restringido a R es la identidad.

ii) Sean E f X} y g_E g x' elementos de R[[x]]. Enton-

n

ces f(n)(x): % f. X! y g(n)(x) = g 9; k! para cada n .
i=0

i=0

Repitiendo la prueba hecha para el tecrema 4.2 tenemos que

z%)(f + Q) = c%:(f) + (fs(g) . Ademés, siguiendo las notaciones de la prueba de

4.2 , vemos que para probar (}E(fg) = #)(f) (fn(g) basta demostrar que
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. () (n) (n) _ . «
hrr‘n [(f ((?))(g (?)) - (fg) (i?)] = 0 . EIl limite se toma en (T,(i? ™.

Veamoslo:
Zn
g™ @) - (0@ = (10 ie) + n B - (1@
k=n+1
2n o )
n+1 -(n+1
- ? Z hy ? )
k=n+1

Si (i?m T) es una vecindad de 0 en (T,(l? T)) , entonces para n>m-1

_ tenemos:

2n
(f(n)(l?))(g(n)(‘?) ) i (fg)(n)(l?) _ I?n+1 Z h ?k-(nﬂ)

k=n+1

c (@"‘” RBIHc @™ M.

5.7 Nota:
Obsérvese que decir que (T,(? T)) es un espacio Hausdorff completo,

: 0o
significa que las sumas infinitas g T l? , con T, £ R, tienen sentido,

i=0
y es por €sto que se garantiza la existencia de qS? .
5.8 La definicién de un R-endomorfismo de R[[x” también puede

hacerse asi:

Sea b € R y supongamos que M ") = (0). Notaremos (R,/L) al
0 nEN 0

espacio (R,(bo)) y (R*,fl*) a su completacién.
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* *
Obsérvese que segin 3.12 S L. es la topologia inducida en R por la
sucesion de ideales %bn R* de R* y el teorema 3.12.6 dice
0 nEN

que bg R ﬂ R = (bg) para cada n € N .

Usaremos las notaciones (R,(bo)) , (R*,(bOR*)) , (R[[X]] ’(boR[[x” Dy
(R*[[XH ,(bOR*[[ x]] ) para denotar a cada uno de esos anillos con su

‘topologia (bo)-e’idica.

»

.. Para cada i€ NO definimos una funcidn ‘ﬁ’l de R[[xﬂ en R de la

siguiente forma: T!/i(f) es el coeficiente de x' en f . Por tanto

oo
f = ‘20 Wi(f) X! para cada f € R[[x]] y se tiene que f = g sivy
i= :

solo si Tri(f) = ﬂ'li(g) para todo i € ND . Se verifica facilmente que

ﬂ/i es un homomorfismo sobreyectivo de R-mddulos. Ademas,

i
T{/i (fg) = «Z Tf/}.(f) T?’i_j(g) para toda f,g € R[[x]] y todo i € NO.

j=0
5.9 Lema: o
Sean bo ER vy ? = % c; xi S R[[x]] con c_ € (bo) ; supon-

gamos que ﬁ (br;) = (0) y consideremos a R como espacio topoldgico
nEN '

con la topologia (bo)-édica.

a) Si k,n € NO , entonces Wk(l'?“mk) e (br(;) .
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e

b) Si {fi% icn €S una sucesion de elementos de R y si para cada
o

i
i € NO s f(‘) = g fj x) , entonces para todo k € NO ,
j=0

{Wk(f(i)(l?))> iENO_ es una sucesion Cauchy en (R,(bo)).

a) Fijamos k € No . Por induccién sobre m se prueba facilmente que
para todo m &€ N , el coeficiente de xk en ‘?m es una suma de tér-
rninos y cada uno de ellos consiste en un producto de m elementos del
. ] }
conjunto \CO’C'I""’CR
. k k+n
Sea n € NO . Entonces el coeficiente de x en F()» es una suma en

la que cada sumando tiene k + n factores pertenecientes al conjunto

{co,cv...,ck} . Un sumando es asi:

e,
l«

. con ij € NO para cada j vy i. = k.
J j=1
5i C, aparece menos de n veces en un sumando, habrd mas de k

ii‘s no nulos que sumardn mas de k: jcontradiccion!

Luego ¢, aparece n 6 mas veces como factor en cada sumando, lo que
dice que cada sumando es elemento del ideal (cg) . La suma de ellos

también estd alll. Como (cg) c (bg) , concluimos que el coeficiente de

XK en '?mk es un elemento de (bg) y ésto lo escribimos asi:

n
PG EICHR
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b) Sean kENO y (br:)) una vecindad de o en R.

Si r >=s >n+k , entonces, por ser 'ﬂ/k un homomorfisma de R-mddulos

se tiene:
r

ey - ey - W - e - Trk( > Le,‘)

i=s+1
r .
- 2> T

i=s+1

Sios+1 <<igr, n+tkgi y entonces i=k+n con n=n. Por

. n.
parte a) , vemos que ﬁ/k(l?l) e (bol) . Como n; = n , concluimos que

Tf/k(i?i) € (b’;) y ésto implica que la sucesi6n 4'|\rk(f(i)(l?))} iENO os

Cauchy en la topologia (bo)-édica de R.

Cuando (R,(bo)) es un espacio Hausdorff completo, en el.teorema siguiente

veremos que el lema anterior nos permite definir un  R-endomorfismo

i
c; Xy ¢ € (bo) . En

Ve

sustitucién 4) de R[[x]] , para ?.:

particular, este teorema proporciona una condicidén suficiente para que exis-
ta un R-endomorfismo sustitucién | de R[[ x]] como el supuesto al

principio del capitulo 3.
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5.180 Teorema:

Sean R un anillo conmutative con unidad, bo ER ¥y

00
‘ ? = % ¢ x'  con c, € (bo) 3 si (R,(bo)) es un espacio Hausdorff
i=0

completo, entonces existe un dnico R-endomorfismo (i) de R[[x]] tal

que cfsg(x) = ? .
) Definicién de 4:

00
Si f = g fi x' € R[[x]] , consideramos la sucesidn %f(l)%

iEINO en
i=0

R]:x] dada por f(l) = E fj x) para cada i € Né . Por lema anterior
=0 |

{Wk(f(’)(?))% iEN_ es una sucesién Cauchy en (R’(bo)) para cada k € N .

Sea pk(f) = lir;ﬁvl\(k(f(i)(?)) . Definimos:

00
i
f#ﬁ(f) = g p,()x
i=0
00
A #ﬁ(f) también lo notamos f(B) 6 : fi? .
i=0
i) :%J restringido a R es la identidad de R.

0o
Sea f:% fixl€R;entonces f:foyfi:O para 1 € N .
i=0

W P e o fosik=0
R A fox = f =¢; (V@) =1 (f) =
.ZJ o <P ko Osik$0
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. ' f st k=20
f - l ‘H’ (i) = i 'l\r = 0
Dk() lim k(f (?)) llrin k(fo) { 0 e w % .

il

00
Luego (#ﬁ(f) = Z pk(f) ><k = f
k=0

- p
s8]
Zfixl con fi=0 si i41 y f;=1.

=0

—

-

- o =xs g =B T e - Tﬂ{(ﬁ) - ¢,

9]
=~

il

O

pX) = lim Tf’k(f(i)(p)) = lim

Luego %(x) :‘ﬁ .

RIL
m . m .
Sean f = % fi x| y g= _;_ g. x' elementos de R[[x]] .

i=0 i=0
Q i
(f+g)(‘)=z(ijJDXJ y
j=0
: ~
0, O ijx]+ Z g, ¥ Z (1 +g)x —(f+g)(1)
j=0 =0

Luego (f + g)m@ BYCOMR g“))(;) _ f("@ ; g(‘)@ y asi

W g)(i)(ﬁ)) SUBGRCIERAERE
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It

v Rt e @ = lim W o)
(i)(p) = p () + p (g

it

lim Tl/k(f(i)(ﬁ) - tim (g

00 . 00
Z pk(f + Q) x = Z (pk(f) + pk(g)) xl<
k=0 k=0

3]

Luego %) (f + 9

= ¢ ()« t?) (9)
s
. Veamos ahora que ¢ (fg) = CP (f) ¢ (g) . Seré suficiente mostrar que para
2 25

" todo k € N_, T (§(fg) = Tr’k&pﬁ(f) $.(a) .

2 &
Pero Tf/k(%(fg) = pk(fg) = I%m ﬂ/k((fg)(i)(P) y

k

k
™ @ () 4 () = T (T, (J(Q) = p.(f) p, (q)
g0 D = S THO (G0 = > v 0
k
Z [ lign Tr’j(f(‘)(?))] [li;"n g k_j(g(‘)(?))]

=0

k
. (i) (i) ] o Wy 0
i [% e 6 Pen | = im0 Ve (Ve

i

l‘i_m ﬂ/k ((f(l')g(l))(?)) . Para terminar la prueba debemos mostrar que
i

. () (i) (i)
f -

lim [, (Vg @) - T (9 en ]
e (i) (D) (i)
. ll{n['ﬂ/k((flgl(ﬁ) - (f9B) ]

. ORONEING'
=1im [ T (VY - (19xp)] = 0

i

Sabemos que (fg)(l) = hj x), donde hj = E fr 9 mientras
, Z}:

r+s=j
OIrsgi
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j=0 j=0 j=0
(. 2i I3
- Ve S .
- ]
]:l+1
(i) (M (. ‘ , :
Luego f7 g - (fg) tiene por lo menos orden i+1 para todo i € N_.
Sea (bg) una vecindad de cero en (R,(bo)) ; escogemos cualquier 1 con

la condicién i k+n .

2i
v L@ O ofym 12 7 [ | j}
L@ g ] j%;m?
21
- j n
] %1 T e ).

‘Como i+1 > k+n , en cada sumando se aplica el lema 5.9 a) .

v) Unicidad

Supongamos que U,J es un Re-endomorfismo de R[[xn tal que UY(x) = ?

o0
Veremos que (f) = ¢ (f) para todo f = Z f, x' € R[[x]] ; para

‘.9 i=0

hacerlo, mostramos que Tr'k((tg(f)) = 'I\rk(LlJ(f)) para todo k E NO.

Sea k€ N .
0

Tl’k(qS (f) = pk(f) = liim ﬁ/k(f(i)(g)) ; por otra parte, dado i € N_,

a
7 () = T{k@J ( i g g >>

j=0
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00

(5 ) e )

j=0 j=i+1
_ «n/k( j:; flwe )+ HU( %1 f.x )) = T[/k(f(i)(?) + Lp( i f W D
= ’ﬂ’k(f(i)(?)) + Tr’k( L}J( 1:2 f ) )) .

o0
Luego 'ﬂ'k(L}J(f)) = li_lm Wk(lp(f)) = liri‘n [‘W/k(f(i)(?) +“ﬂ“k(t}l( Z f]. x]))}

j=i+1
2 oD [ - i \)
. 1 .
= h_!m W (?)) + l;m { K\ Lp( j:i%T fj X >}

00

00
_ ; j _ - j
= p () + lim Trk< Y ( Z fi x )) = “ﬂ/k((ﬁp(f)) " urir("ﬂ‘k( L{J(Z f x )))
j=i+1 j=i+1
Para mostrar que Wk(L}J(f)) = Tf/k(cfx (f)) es suficiente mostrar que
o) Y
{T(k (lp( 2: fj x) >)} ey €S una sucesién nula de  R.
j=i+1 0
e Nyl < e
j i+ ol j
HJ ( il fj X ) ( ) (Z f]+1+’l _} Lﬂ( Z fj+i+'lx )
j=i+1 | i=0 =
Sea (bg) una vecindad de cero en (R,(bo)) ; escogemos i = k+n . Si

Y ( i fis Xj) = i % «), entonces Wk<w( i 5 a ))

= j=0 j=i+1

Trk( ?M i e, o Z [’I‘f’u(?iﬂ) 1L ( i e, ! )} -

k
j=0 u=0 i=0

[V
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k .
N Z ﬁ/u(?‘m) ®k-u

Como i+1 > k+n , escogemos m € N tal que i+ 1 =k +n +m. Si

u € {G,’[,...,k} , 1+#1T = u + (k-u) + n + m .

El lema 5.9 a) dice que

WU(?.‘”) - T(u<?u+ [ k-u+n+m ] ) e (blg-u+n+m) c (b‘;)

k
Luego g ﬁ/u(?‘”) €y € (bg) y asi
u=0

fj x) ))%'@N tiende a cero.
j=i+1 o

Los lemas siguientes, que en si mismos tienen interés, servirdn también
para probar un resultado importante: todo R-endomorfismo de R[[x”

* *
se puede extender a un R -endomorfismo de R [[x:l] .

El primero de estos lemas nos muestra como la propiedad de que R es

denso en R* es heredada por R{[x]] en R*[[x]] .

5.11 Lema:
Sean R un anillo conmutativo con identidad, (R,<" L) el anillo

topoldgico (R,(bo)) con la condicién ﬂ (bg) = (0) vy sea (R*, Jf)
nEid

su completacién. Entonces R[[x]] es denso en (R*[[ x]] ,(bOR*[[x]] ).
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* *
Ya sabemos, {ver 3.12), que _(1* es la topologia (bOR )-adica de R .

00
Sea g = E di ' € R*[[x]] y sea g + b: R*[[x]] alguna vecindad
i=0
de g . Como R es denso en R* , existe, para cada - i € INO , un
k %
elemento t, de R tal que t; - di e bo R . Entonces
m . | CD . k *
t = % t; ' € RI[x]] v t-g-= E (ti - di) x' € by R [[x]] -
i=0 i=0

Es decir, t € g + b‘; R*[[ x}] . Esto nos permite concluir que cada

abierto basico que contiene a g tiene interseccién no vacia con R[[x]];

por tanto la prueba estd completa.

5.12 Lema:
Sea R un anillo conmutativo con unidad, (R,f L) el anillo topols-

gico (R,(bo)) con la condici6n ﬂ (bz) = {(0) vy sea (R*, _ﬂf) su
nEnN

4

completacién. Si <gi> e €S una sucesion Cauchy de (R[[xﬂ,(boR[[xﬂ)),

entonces {gi‘r e converge a algin elemento g de (R*[[ x ] ,(boR*[[xn)).

Supongamos que %gi‘r oy €S una sucesién Cauchy de (R[[ x]],(bOR[[xH))
00 ) .

dada por 9; = g aij x) para cada { € N ., Entonces si bOR[[xN ’
=0

es una vecindad de cero en R([[x]], existe N, >0 tal que
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oo
j k
9, - 9, = E (anj --amj) e bGR[[x]] para nm >N, . Luego
j=0

k . . . ce
anj - amj (X bOR si n,m> N1 , lo que implica que la sucesidn

. * *
J{aiﬁ ey ©s Cauchy para cada j € N . Como (R', 1) es comple-

*
tacién de (R,S L) , entonces, para cada j € N, existe dj € R tal

1i N
que xim alJ J

EOO j * . .
Sea g = dj x) € R [[x]] . Veamos que lim 9, =9 . El limite
j=0 !

. * * N k * .

se toma en (R [[x]] o R[]I . si b R~ es una vecindad de cero

* *
en R , entonces existe N € N tal que a . - a_. E ka para
nj mj 0

nm>= N y todo j € N. Ademés, para cada | € N, , existe Nj> N

(=]

’

tal que dj-a. € b

*

R para n >z Nj . Por tanto, si j € NO y

o X

)& bl;R* para m_>= N .

n>N. , a.-a.:(a.-dj)+(d.-anJ

mj nj mj )
De aqui concluimos que amj - dj € bl;R* si mz=N.

Finalmente, si m > N ,

lo que dice que g es el limite de %g# en En R*[[x]] .
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5.13 Observacidn:
Sabemos que si X es un espacioc métrico, Y es un subconjunto

denso de X y cada sucesiéon Cauchy de elementos de Y converge en
* . ” .

X, entances X es completo. Como R [[x]] s un espacio métrico

(ver proposicién 3.7.5), los dos lemas anteriores nos permiten concluir que

R [[x]] ,(bOR*[[ x]]1)) es completa.

5.14 Lema:

Sean R un anille conmutative con unidad, (R, L) el anillo topo-

légico (R,(bo)) con la condicién ﬂ (br;) = {(0) y sea (R*, ﬂ*} su
nEN

completacién. Entonces (R* [[x]] ,(bOR*[[ x1]1) es la completacién de

(R[[x]],(boR[[x]])) .

Revisaremos una a una las propiedades de toda completacién y veremas

que se cumplen en este caso.

) R[[x]] es subanillo de R*[[x]] .

Se tiene porque R es subanillo de R”

i) (R*[[x]],(boR*[[ x1])) es completo .

l.o dice la observacién 5.13

iii) La topologia (bOR[[ x]])-édica de R[[xﬂ , €5 equivalente a la topo-

logia inducida en R[[x]] por la topologia (bOR*[[x”)-édica de R*[[x]]
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El teorema 3.12.6 nos dice que, para todc n € N, bnOR*ﬁ R = (bg) H
de esta igualdad, deducimos facilmente que bgR*[[x]}ﬂR[[xj]: br;R[[x]];

y ésta Gltima es suficiente para que se cumpla el enunciado.

*
iv) Cada elemento de R [[ x” es el limite de una sucesiéon Cauchy de

RI[x]] .

Sea g €& R*[[x]] ; dado k € N, existe fk € R[[x” tal que

f -g € blgR*[[x]] . (Lema 5.11).

k

La sucesidn <fk> ke converge a gy por ser convergente, es Cauchy.

v) (R*[[x]],(boR*[[x]])) es Hausdorff .

00
Sea f = % f. x¥) € ﬂ (bnR*[[x]]) s entonces para cada n € N,
j=0 ) nEN .

n% . . . Nne*
fe boR [[x]] . Esto implica que para cada j y n en N, fj € bOR .

Luego f. € m (bnR*) = (o) y asi f. = 0 para todo j € N. Con-
J neN ° J

cluimos entonces que f = 0.

5.15 Corolario:
Con las hipétesis del lema 5.14 : (R,(bo)} es completo si y solo si

R[[x]] ,(bOR ([x]]) es completo.
Supongamos que (R,(bo)) es completo; entonces es su propia completacién

R* . Aplicando el lema anterior, encontramos que (R[[ xﬂ,(boR[[x]]))

también es su propia completacién; en particular, es completo.
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Reciprocamente, supongamos que (R[] x ] ,(bOR[[ x]] )) es completo.

Sea {ai} o una sucesion Cauchy de (R,(bo)). Como también es suce-

00
sion Cauchy en R[[x]] , existe f = g fi x € R[[x” tal que
i=0

Sea (br;) una vecindad de cero en R. Entonces existe N tal que si

-f € br;R[[x]] . En particular, a - f_ € bgR = (br;) y

k k

por tanto {ai}———-%fo en (R,(ba)) . Concluimos pues que (R,(bo)) es

completo.

5.16 Nota:
Obsérvese que f debe ser la constante fO: como para cada n € N,

a, - f € br;R[[ x]] para k suficientemente grande, f.l E(bg) para

todo i>=1. Luego,si i=1, fi (S (br;) para cada n € N, es decir,

fi [ QN (bg) = (0) . Esto lo podemos enunciar asi: Las sucesiones de
n . .

constantes convergentes de R[[x]] tienen una constante por limite.

5.17 Lema:
Sean R un anillo conmutativo con unidad y t € R . Si Y es un

R-endomorfismo de R[[x]] , entonces U es continuo en

R[] (R[]
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Consideremos un  R-endomorfismo Y de R{[ x]] . Veamos que es

continuo en 0 con la topologia (t)-adica de R[[x]]

Sea t'R[[ x]] una vecindad de cero; si f € tnR[[xH , f=t"g con

g € R[[x]] vy

Wif) = L{J(tng) = l{J(tn) Wg) = t" W(g) € tnR[[x]] . lLuego
Lp(tnR[[x]]) C tnR[[x]] y ésto dice que eé continuo en 0 en el

anillo topolégico (R[[ x]] LR([ x]])) ; luego es continuo en todo R[[x]]

Los homomorfismos entre anillos topoldgicos y las completaciones de estos

anillos se relacionan de la siguiente manera:

5.18 Lema:

Sean (R, ﬂ,l) y (S, -m—z) anillos topolégicos Hausdorff con topo-
logias A&dicas inducidas por los ideales finitamente generados C. y b
respectivamente. Supongarhos que (l;.,f—:l—,]) y @,ﬁz) son completacio-’
nes de (R,—mﬁ) y (S’n?) respectivamente y que | es un homomor-

fismo continuo de (R,—r\—ﬁ) en (S,flz) . Entonces | se puede exten-

der a un homomorfismo l{J* de (F”{,f_j-ﬁ) en (5, flz) . Si adicional-
mente se tiene que la topologia ﬁ—z es la topologia l\/tédica de S,

donde NL es un ideal finitamente generado de S, y que la topalogia

e .. = . *
CC.adica de R es equivalente a ﬂ1 , entonces W es un homomor-

fismo continuo de (F{,ﬁa) en (E,ﬁz) .

La prueba se esboza en el siguiente diagrama; las funciones j‘l y j2 son

las inclusiones respectivas.

66



i > Yy
i iy
. *
R Y 5 S
T=lim r, | G- lim L}J(r‘i)
1

Sea r € R . Entonces existe una sucesién Cauchy %ri} N de (R,I‘L,‘)

tal que hgn r,=T. Como Y es continuo, %ly(ri) } e €S una suce-

sibn Cauchy de S vy por tanto existe s € S tal que lim L;J(r‘i) =8 .
i
* _ e
Definimos Y : R —— S asi:

W'E = lim Yr) =S €S

La buena definicién de U y la unicidad del limite, garantizan la buena

* * :
definicion de Y ; comao’ j1 y jz son inclusiones, |  extiende a

*
y como U es un homomorfismo de anillos, L{J también es un homomor-

fismo de anillos.

-Supongamos ahora que la topologia ﬁz es la topologia fvtédica de S
y que la topologia CE.4dica de R es equivalente a ﬂ1 . Veamos que

% ,
L{J es continuo en 0 .

Sea l\/t{ un entorno de cero en (S, ﬂ1) : entonces Iv]i( m S es una
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vecindad de cero en S y como Y es continuo en 0 , existe cl , una
*
vecindad de 0 en (R, ﬂ,]) tal que U @ - L;J(CD) c I\/Lkﬂ S. Por

tanto (Y€ ]° = (W ]® c M MscM . Comola topologia
C°.adica de R es equivalente a ﬂ,l , existe V vecindad de cero en

(R, f:\_,l) , tal que V C (@™M® . Tenemos entonces:
g e e [yeh ] e M

*
y ésto indica que Y  es continuo .
El teorema siguiente es consecuencia de los lemas vistos anteriormente.

5.19 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con unidad, (R,(bo)) el anillo topd-
légico R con la topologia {bo)-édica y (R*, f\f) su completacién. Sea
& € R[] x]] . Si Y es un R-endomorfismo de R[[ x]] tal que

*
Wx) = of , entonces Y se puede extender a un R -endomorfismo de

*

RO[[x]] .

Por lema 5.17, Y es un R-endomorfismo continuo de R[[xﬂ y por lema
5.14 , (R*[[x]],(boR*[[x]]))eS completacién de (R[[x]],(boR[[xn)) . L.uego
por lema 5.18 , W se puede extender a un R*—endomorfismo continuo

de R*[[x]] .

Para poder caracterizar los R-automorfismos de R[[x]] utilizando las
topologias (bo)—édicas , nos falta todavia establecer una condicién necesa-

ria y suficiente para la existencia de R-endomorfismos de R[[x]] .
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5.20 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con unidad y bo € R ; supongamos

bi ><i € R[[x]] , entonces existe un

M:

B
bn - . S prng
que ng 6P =@ . si B >

R-endomorfismo U de R[[x]] tal que l{J(x):? si y solo si (R,(b_ )

es completo. Cuando (R,(bo)) es completo, Y es Gnico y es igual a + .

Ya sabemos (teorema 5.10), que si (R,(bo)) es completo, existe un dnico

R-endomorfismo de R[[x]] que es [#B tal que &(X) ::(B .

Veremos ahora que la existencia de un R-endomorfismo Y de R[[x]]

tal que (P(x) :(B , implica que (R,(bo)) es completao.

Sea <8n> aeN  Una sucesion Cauchy de (R,(bo)). Debemos encontrar

un elementoc t € R tal que lim a =t.
n

Por lema 3.14 existe una subsucesién {c % de %a % tal que
n{ neEN n

c_ = g r. b) para cada n € N,
nooc j o
m .
Sea f = g r. x € R[[x” . Por teorema 5.19 U se puede exten-

* * * * * ‘
der a Y , un R -endomorfismo de R [[x]] . Como R ,bR) es

*

) *
completo y U (0 = W) :ﬁ , el teorema 5.10 dice que U es un

00
*
R -endomorfismo sustitucién y que lp*(f) = W) = g pk(f) ><k , donde
' o k=0

69



n
pk(f) = l;]m Tfk ( - rjﬁ ) , k € N . Cada limite de éstos existe
J:

por lema 5.9 y se calcula en (R’(bo)) .

n n

j 3 ] _ . .
Como ’ﬂ’o ( :>: "15 > = j-é rj b, =c_ , existe lim c, Vv es

=0
po(f) . Ademéds, W(f) € R[[x]] , por tanto po(f) € R ; ésto indica que

Jcn} neN  Cconverge en R . Como {a{* N ©S Cauchy y %Cn} nEN

es subsucesidn convergente de %an> , %an} converge al mismo limite.

Esto dice que (R,(bo)) es completo.

5.21 Observacién:

El teorema anterior resume de muy buena forma la unién de la topo-
logia y el algebra en el estudio de los R-endomorfismos de R[[xn Otro
enfoque de esta unién es el teorema siguiente, en el que trabaja'ndo con
topologias ﬁ-édicas sobre subanillos de R[[x“ , también se obtiene una

caraterizacidn para la existencia y unicidad de un R-endomorfismo o}w

de R[[x]] tal que 43(x) :ﬁ .
5.22 Teorema:
Sean R un anillo conmutativo con identidad, ? € R[[xﬂ y T

un subanillo de R[[ x]] que contiene a R[?] y satisface las siguientes

condiciones:

i) (T,(?T)) es un espacio Hausdorff completo.
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ii) Cada elemento de T es el limite de una sucesion Cauchy de

(R[ B ] ,(5R[ ﬁ] ) .

Entonces existe un Gnico R-endomorfismo c% de R[[x]] tal que %(x) =ﬁ

y T=8R[[x]D.

Recfprqcamente, sea é) un R-endomorfismo de R[[x]] tal que (#(x) :?.

Si T = JP(R[[ x]]) vy si anN (?nT) = (0) , entonces T es un subanillo

de R[[x]] que contiene a R[?] y que cumple las condiciones 1) y ii)

Sea T un subanillo de R[[x” que contiene a R[P] y que satisface
las condiciones 1) y ii). Por tecrema 5.6 , existe un R-endomorfismo tf)
de R[[x]] tal que t%)(x) =ﬁ y %(R[[x]]) C T . Veamos que

T CHR[[x]]) -

Sea g € T ; debemos encontrar h € R[[x]] tal que g = é(h} .
La condicién ii) dice que existe una sucesién Cauchy {fn% nEN de
(R[?] ,(PR[?] )) que converge a g . Por lema 3.14 , existe una subsu-

n

cesion {dn> nEN de <fn> de la forma dn = E g; ﬁ.i para cada n,
i=0

con g, € R[ﬁ] para i € N_ .

:%) restringido a R[x] es un R-homomorfismo y r#;(R[ x]) = R[ﬁ]

Luego para todo i € N, » existe h, € R[x] tal que cfﬁ(h.l) =g

n n n

4 = E—_giﬁi: q_(ﬁ(hi)#(xi): (%’ ( > hyx ) para cada n € N .
. IZU 1:0 120
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n

La sucesién 4 Z h, xiEnEN es Cauchy en (R[[x]],(x) :

Sea kEMN;si n2m>k1 ,

n m n

. , . K
g hi x' - % hi x' = % hi x' € (me) C (x) .
i=0 i=0 i=m+1

Como (R[[x]] «{x)) es completo, (ver ejemplo 3.16) existe h € R{[x]]

n

. i . .. .
tal que lim % h, x = h. Como qg es una aplicacidén continua de
1 .
n—m Sf

R[[x]],x) en (T,(?T)), (proposicién 5.4) ,

n n n

by = tim 43(% h x ) =lim > ) 600" = tim i:zo 9, B

i=0

= lim d
n n

Pero ademds, (T,((BT)) es Hausdorff; la subsucesién {dn} de la sucesién
convergente {fn} debe tender al mismo limite. Por tanto g zﬁ(h) y

queda probado que T = #(RHX]]) .

Por dltimo la observacién 5.5 justifica la unicidad de la funcién t{) .

Reciprocamente: supongamos que f%: es un R-endomorfismo de R[[x]]
) =T

tal que q‘x(x) :(B y sea ﬁb(R[[x”
(T,(‘BT)) es Hausdorff.

Supongamos ademas que

Claramente, T es un subanillo de RUX]] que contiene a R{(FB] . Veamos

que cumple las condiciones 1) y ii) .
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i) Sea 4fn> hEN  Una sucesion Cauchy de (T,(ﬁT)) ; entonces por lema

3.14 ex1‘ste una subsucesidn %dn% nEN de %fn}nEN de la forma

n

dn = g g.“Bl para cada n € N , donde g; € T para todo i€ NO.
i=0

Como T = @(R[[x]]) , para cada i € {NO existe hi € R[[x]] tat que ‘

1=

n n n
R a i iy i
t%:(hi) =g . Luego d_ = % gi(B = g t%)(hi) cf)(x) = C})( % h, x )
; i=0 i=0
para cada n € N . Como en la prueba de la primera parte, podemos ver
o
L. i
que la sucesidn J g h. x }nEIN es Cauchy en R[[x]],x) que es
' =0
complete. Si h E R[[x]] es su limite, la continuidad de (#1 como
eplicaciéon de (R[[x]],(x) en (T,ﬁT)) , (proposici6n 5.4), nos permite
concluir que lim d_ = +(h) . Como %f } es sucesion Cauchy, tiene que
n n n

ser convergente y llnrn f = I;m d, = é(h) .

m .
ii) Sea g€ T = %(R[[xu). Entonces existe h = Z hi x' € R[[x]]
« i=0

n
tal que ?g(h) =g . Sea h(n)(x) = 5 hi x' para cada n € N . La
i=0

sucesién {hm)(x)} Lo €s Cauchy y 1irr1;\ h(n)(x) =h.

El limite se toma en (R[[x]],(x)) . Por proposicién 5.4 , (i) es una apli-
cacién continua de (R{[x]],(x)) en (T,(ﬁT)) y entonces

g :'ﬁb(h) = lif[T_l'l qS(h(n)(x)) = lirrP h(n)(?) . Como %h(n)(?)% en & sucesidn
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de Cauchy en (R[E] ,(BR[?] )) , la prueba estd completa.-

5.23 El teorema anterior tiene su analogo en R[[xq,...,xn]] . Antes de
enunciarlo, recordaremos y estableceremos notaciones, definiciones

y proposiciones necesarias.

Sea R un anillo conmutativo con unidad; escribimos R(n) y R((n))

para denotar al anillo de polinomios R[x,[,...,xn] y al anillo de series

formales R[[xq,...,xn]] respectivamente; en ambos casos las variables

independientes XqpeensX conmutan,

R(n)

Un polinomio de de la forma

es llamado monomio y su grado se define como la suma 11 o + in.

n . .
R( ) es una dnica (salvo el orden) suma de monomios.

Todo polinomio de
El grado de un polinomio f no nulo es el maximo de los grados de los
monomios de los cuales es suma. Si todos los monomios en esta suma

tienen el mismo grado, entonces f se dice que es homogéneo o que es

una forma.

Un polinomio no nulo f de grado m se puede expresar univocamente de

-la siguiente manera:
f=f +«f, + ..+ f

o 1 m

donde cada f, es o cero o una forma de grado i y f_ +0.
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R

Cada serie formal f de se puede expresar de manera Unica asi:

donde, para cada 1 € NO ’ fi es o cerc o una forma de grado i . A
esta descomposicién de f se le llama descomposicién homogénea y cada

’ fi es llamada componente homogénea de f .

00
~ Sea f wuna serie formal no nula de R((n)) y f = E fi su descompo-
o~ i=0 \

sicién homogénea. El orden de f , notado off) , es el entero no negativo

minimo n , tal que fn es no nulo.

El orden de la serie formal nula es + oo .

()

Las unidades de se caracterizan de forma similar a las de R[[x”

(ver [16] pag. 130).

Un endomorfismo (automorfismo) + de R((n)) tal que ({1(1‘) = r para

R

todo r € R, se llama R-endomorfismo (R-automorfismo) de

Sean 061 yoory oék € R((n)) ; el subconjunto de R((n))

n
i i
E 1 k -
% rood ...o(k /n@ﬂ\lo,ri iER,leZNO}

i=1 "1k 1M

lo notamos R [ O(’I’"" O<k1 . Se dice que es el subanillo de R((n))
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generado por R y la coleccién 4(1&]} j‘—<1

()

Consideremos un subanillo T de que contenga a R[oé1,...,o(,k]

y denotemos con (i al ideal de T generado por 4%}1_‘; ; ya sabemos

que (T,af) es Hausdorff si y solo si ﬂ c" - (o).
nEMN

La definicién 3.10 la podemos enunciar para estas condiciones especificas:
Supongamos que ﬂ [ (of el IR[ oL, ] ] M - (o) . Decimos
mEM 90200 PEREL 2

que (T,0) es una completacién de (R[o{1,...,oék], (051,...o[k)R[o(1,...05k] )

si se cumplen las siguientes condiciones:

i) (T,0) es completo

ii) La topologia inducida en R[0L1,...,o{/ por la topologia C-adica de

]
T, es equivalente a la topologia (051,...,04k)R[oé1,...,oék] -adica de
R[oé,l,...,o[k]

iii) Cada elemento de T es el limite de una sucesién Cauchy de

(R[Oé,I,---,Oék] H (0617‘"904k)R[061)'")04k ] )

iv) (T,8) es Hausdorff

LLos simbolos End(R((n))) y Aut(R((n))) los usamos para denotar los con-
R((n))

juntos de R-endomorfismos y de R-automorfismos de respectiva-

mente.
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€ R((n)).

5.24 Sean o{q,...oén L.a existencia de un R-endomorfismo «%)

de R((n» tal que c{:(xi) = o,

- i = 1,2,...,n , se justifica de manera

parecida a como se hizo en 5.6 para una variable:

R((n))

Sea T un subanillo de gue contiene a R[OéV"'Oén} y tal gue

(T,&) es un anillo topolégico completo Hausdorff; C. es el ideal de T

n

generado por %cﬁi} -1

" Sea f € R((n)) y sea E f}. su descomposicién homogénea. (Ver

JEN
o]
: " ir')
5.23). Si f, = g T M + x, » donde . . ER vy
J =1 12 n 1 “n
i1 + 12 I in = j para cada i = 0,1,...,.k , es una componente homo-
‘ | : i1 in
génea de f , definimos fj(oéq,...,odn} = _2— T 2 odn
- 1"""'n
, i=0

m
LLa sucesidn % ‘%B fi(oé,',...,oén)} meEN_ es una sucesién Cauchy de
1=

(T,(j.) ; por tanto converge a un Gnico elemento de T , gque denotamos

f(041,...oén).
Definimos la funcidn 4) de la siguiente manera:

Si f = Z fj e r) , Sﬂ(f) = f(o(1,...,odn) . La prueba de que t%s
JEN

es un R-endomorfismo de R((n)) tal que s%(xi) = o(j'i y 1=l4eyn , €5
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semejante a la prueba de 5.6.

m

Como las sucesiones Cauchy de la forma % % fi(D(V""Oén)}mSNO
’ i=0

tienen sus limites en (T,0) , es evidente que qg(_R((n))) cCT.

La unicidad de ?5 , definida .de esta manera, se puede probar de forma

analoga a como se hizo en R[[x” .

()

5.25 Denotemos por X al ideal ,(x1,...xn) de generado por

{x}.z . Es facil ver que 1 %™ < (o) .
b= mEN

()

Ademas, todoc R-endomorfismo de resulta continuo de una forma

natural:

5.25.1 Proposicitn:
rUAD)

Sean R un anillo conmutativo con unidad, cé1,u.,oén e

y %) € End(R((n))) tal que ?g(x.!) = D(fi y i=1y0,n . Si T es un subanillo

de R0 que contiene al rango de ?B , entonces (‘f) es una aplicaci6n

continua de (R((n)),éé) en (T,0), donde C. es el ideal de T generado

por <Oél> .l; . Ademas, si f = E fj £ R((n)) , (ia(f) es un punto
jEN_

m
limite en (T,0) de la sucesidn % % fi(oéq,...,oén)}men\l .
i=0 o
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5.25.2 Notas:

a)
b)
c)

d)

Las notaciones en el enunciado son las de 5.23 y 5.24.
La prueba de la proposicion es semejante a la de 5.4,
Como en 5.24 no solo se cumplen las hipdtesis de esta proposicién
sino que también (1,0 es Hausdorff, entonces tenemos que el

R-endomorfismo cﬁa definido en 5.24 es el UGnico elemento de

End(R((n))) tal que ?g(xi) = o(,i y 1=T,eees.

En particular, si (% € Aut(R((nD) , entonces

i

ARCAA

M m
mEN mEN gD

3]

m m
(#( m@N (x1,...,xn) ) = 4)( m@N *7)

H

8((0))= (o)

Por tanto 55 , en este casoc también es dnico como Re-endomorfismo de

(O

tal que 4)(xi) = o{,i , d=Tl,e.,n .

El teorema analogo a 5.22 para varias variables puede enunciarse ahora.

Su prueba es semejante y la omitimos.

5.26 Teorema:

de

Sean R un anillo conmutativo con unidad, 051,...,041 elementos

() )

y T un subanillo de que contiene a R[o{,l,...,ozn]

y que cumple las siguientes condiciones:
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i) (T,0) es un espacio Hausdorff completo; C_ es el ideal de T gene-

rado por {oél% :1 .

ii) Cada elemento de T es el limite de una sucesién Cauchy de

(R[oé1,...,c>én | (0&1,...,0(:”) R[o(1,...,o(n ] ) . Entonces existe
r{(n)

un Gnico R-endomorfismo (} de

y [%(R((n))} =T.

tal que Sﬁ(xi) = OCi y i=1y0e0yn

Reciprocamente, sea r}S € End(R((n))) tal que 4)()(1) = o(,i , i:1,..;,n .

S5i T es el rango de %’ y si QEZTN c™ = (o) , entonces T es un suba-
m

R((n))

nillo de que contiene a R[od1,...,o{,n] y que cumple las condi-

ciones i)y ii) .
5.27 Los R-endomorfismos inyectivos de R[[x]] y de R((n)) también

los podemos caracterizar. Este es el Ultimo paso antes de entrar en

el estudio de los R-automorfismos.

Sea ﬁ e R x]] . El proximo teorema establece condiciones necesarias

y suficientes para que exista un R-endomorfismeo inyectivo f) de R[[x”

tal que t]ﬁ(x) :; .

Noétese que a partir de los teoremas 4.2 y 4.6 se pueden construir

facilmente R-automorfismos de R[[xﬂ : 51 P E R[[x]] y aPy>=2,

el R-endomorfismo é) de R[[x]] tal que qg(x) =x + P, es un

* R-automorfismo de R[[x]] .
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El teorema mencionado y su lema previo ilustran bien la forma de trabajo

con el subanillo R[?] y su topclogia (B—édica.

5.28 Lema:

Sean R un anillo conmutative con unidad, (B = g a; ><‘l € R[[x]]

y sea I+J el R-homomorfismo de R[x-] - sobre R[(B] definido por

n

. n .
Y ( g r. x! ) = E rs (B’ . Entonces | es inyectivo si y solo si
i=0

i=0

Q - a, es regular en R[(B]

Para la primera parte, supongamos que LIJ es inyectiva y que

n n
( z T Bk )({B - ao) = 0 . Debemos probar que Z £ 5k =
k=0 ' ' k=0 .
n
A R R
k=0 k=0
es inyectiva, ( ) (x - a ) . Pero x - a, es regular en

R[x] (Ver [4] pag. 330) ; entonces Z Ty K =0 y ésto implica
n

e > B

k=0
Supongamos ahora que ﬁ -a, es regular en R[ﬁ] . Sea
n

n
z Ly e R[x] vy supongamos que UrJ(f) = Z r Bk =0.
k=0

k=0
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n n

W(f)=2rk[ao+(ﬁ~ao)]k=Esk(ﬁ-ao)kzo donde

k:U kZD
n

i -k
s = rj(&) acJ) para cada k=0,1,2,...,n .
j=k

(Para poder escribir los enteros (g{) en esta suma, consideramos al grupo

abeliano R como I;Z-médulo en la forma usual).

Por induccién sobre k , probamos que S, = 0 para k=0,1,..,0 .

n n
Como Z Sk(B - ac‘)k =0 , s = - Z Sk(ﬁ - Bo)k
k={) k=1
n
= - (& - a,) Z sk(§ - ao)k"1 .  Como o(er -a)>=1 y s  ER,
k=1

concluimos que 8, = 0 . Supongamos que S = 0 para k = 0,1,...,t-1 .

Veamos que 8, = 0.
n n

0 = Z sk(g - ao)I< - (B - ao)t Z sk(ﬁ - ao)k‘t . Como /B - a,
k:U k:t

es reqular (hipGtesis), (ﬁ - ao)t también es reqular y asi

n
sk(a -a )Xt 20 . De esta igualdad vemos que
0
k=t
S k-t - k-t-1
_ i o ] i t-
s, % sk(ﬁ a,) = ({B a.) > Sk(5 a) .

k=t+1 k=t+1

Nuevamente, como o((B - ao) =1 y s, € R, concluimos que s, = 0.

Queda probado por induccién que S, = 0 ‘para k = 0,1,..,0n .
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Pero s_ = r. (J>al'n = r_ ;luego r_=20.
n Sjun 0 n n
j=n
Por induccidn sobre k  probamos que Fk = 0 para k=0,1,...,n .
Ya lo tenemos para k = 0 . Supongamos que P = 0 para k=0,1,...,t-1.

n
- 'z j j-(n-t) _
St = Fj (n-t) a’ =t rn_t+1(n -t + 1 a,

j=n-t

(n~t+2)(n—t+1)82+

" Thete2 o = Tnet
2
Y ya sabiamos que St = 0 . Por lo tanto r = 0 para k=0,1,..,n vy
n

asi f = E rl; xk = 0, lo que implica la inyectividad de Y

k=0
5.29 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con unidad y ﬁ = :: 3, x' € R[[x]] .
i=0

Existe un R-endomorfismo inyectivo :%: de R[[x]] tal que %(x) :ﬁ si

y solo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

i) ﬁ - a_ es regular en RLB]
ii) Existe un subanillo T de R[[x]] tal que (T,(?T)) es una comple-

tacién de (R[f)] ,(?R[B] N .

Supongamos que ﬁb es un R-endomorfismo inyectivo de R([ x]] tal que

83



:%;(x) =ﬁ . La funcidn Y = ‘fSIR[X] cumple las hipétesis del lema ante-

rior y por tanto ﬁ -a, es regular en R[?]

Sea T = t#(R[[ x]]) . Veremos que (T,(f}T)) es una completacion de

(R[E],(?R[?])) . Como cf) es un isomorfismo sobre T ,
@ = (] &« =[] " - "y,
0 4) nQN " nEMN : SS(X) } nQN (? :

y por tanto (T,(BT)) es Hausdorff. El teorema 5.22 nos dice que

(T,(ET)) satisface las condiciones i) , iii) y iv) de la definicién de comple-
tacion. Probaremos que la topologia inducida en R[ﬁ] por la topologia

@T)—édica y la topologia @R[ﬁ]%édica , son equivalentes:

it

BN NRBI = ' RIKID N BRI
$CRIxIT (1 RIxD)
= %(ka[x])

:ﬁkR[?] .

Esta igualdad es suficiente para concluir la equivalencia entre las dos topo-

logias. Nétese el uso que se hace de la inyectividad de 15 .

Veamos ahora la otra implicacién. Si T es un subanillo de R[[x” tal
que (T,@T)) es una completacion de (R[ﬁ} ,(ﬁR[ﬁ] )) , entonces por teo-
rema 5.6 , existe un R-endomorfismo ri) de R[[x]] tal que gb(x) :5 .

Probaremos que 4) es inyectivo .

00 ,
Sea f = Z r. x' € R[[x]] tal que r#(f) = 0.

i=0
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Sea k E INO ; mostraremos que r; = 0 si i=0,1,....,k . Como (T,(ﬁT))
es una compietacién de (R[B],’(BR[ﬁ] ) , la topologia inducida en R[ﬁ]

por la topologia (ﬁT%édica es equivalente a la topologia (ﬁR[ﬁ])-édica.

Por lo tanto, para k € NO , existe m € N tal que

@™ NRIB] C k’“1R[§ . Como N =0 y {a(f) = lim > B,
i=
(teorema 5.6 , el limite se toma en (T,(ﬁT))),existe Nm £ N, Nm;;z Kk,
n
' tal que E ry /B‘ € (ﬁmT) para n>> Nm . Comao
i=0

n

) V
% ry ?' € R[ﬁ] , entonces i 15 € D ﬁ , es decir,

E P ke i -
T B = ﬁ. % s; ? donde s; € R - para i=0,1,...,1 .

l
i=0 i=0-
Como- B - a, es reqgular en R[ﬁ] y W= HR[X] satisface las hipé-

tesis del lema anterior, entonces |J es inyectivo. Pero

n ) n ' e I o
%riﬁ=¢(%rix> ( 123 ),lug

i=0

y asi r, = 0 para i=0,1,...,k . (Recordamos que n>=N_> k ). Como

m

k era arbitrario, se sigue que r, = 0 para cada i € NO y asi f=20.

£
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5.30 Notas:

i) Obsérvese lo natural que es escoger T = é(R[[x]]) en la primera

parte de la prueba: ‘

Por ser %3 inyectiva, R{x] vy R[ﬁ] = (%J(R[X]) son isomorfos; por la

misma razén, R[[x]] y @(R[[x]]) son isomorfos. Ademds, como

(R[[x]] {x)) es completacién de (R[x],(x)) , esperamos que sus respecti-

vas imagenes isomorfas por 35 , conserven entre ellas la misma relacién.

ii) La demostracién de este teorema es un buen ejemplo de cémo se debe

trabajar en R[ﬁ] ; cuando se llega a la igualdad

. i k+1 l i
i + i
> BT > s
i=0 i=0
no se puede concluir r, = 0 para i=0,1,...,k , como se hubiera podido
hacer si se sabe que ﬁ es una variable independiente. Tuvimos que llegar

a una igualdad semejante en R[x] para poder sacar la conclusién; y para

encontrar esta igualdad tuvimos que acudir a la hipétesis ﬁ - a, es

regular en R[‘B]

R

5.31 A continuacidn enunciamos un teorema andlogo a 5.29 para

Sean 0(1,...,0Cn e R((n» y sea W la funcién de R(n) en R((n))

k
definida asi: si f = % fj es la descomposicién homogénea de un
j=0
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k

: . . (n)

polinomio de R" , entonces W(f) = E fj(oé1,...,oén) donde
j=0

fj(061,...,06n) es la evaluacién en 061,...,06n de la forma fj . (Ver 5.24).

(Q))

l.a funcidn qJ es el Gnico R-homomorfismo de R(n) en R tal que

Wix) = o, 5 i=lhenn

5.32 Teorema:

Sean R un anillo conmutative con unidad y 051,...,0({” e R((n)) .

Existe un R-endomorfismo inyectivo 4) de R((n» tal que %(xi) = Oéi

para cada i, si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

) W es inyectiva

()

ii) Existe un subanillo T de tal que (T,G) es una completa-

cién de (R[oc’,l,...,oc'n] , (041,...,ocn) R[o<f1,...,oén] ) , donde C.

denota el ideal de T generado por {061,...,04_‘}

R((n))

Supongamos que 4} es un R-endomorfismo inyectivo de tal que

gg(xi) = o(i para cada i . Como cHR(n) =, (ver 5.31) , entonces ya

tenemos la condicién i) .

Sea T = c}(R((n))) . Veamos que (T,0) es una completacién de (R[O((],..,ozn],

_ (oﬁ1,...,oén )R[od,],...,ocn} ) , donde (. denota el ideal de T generado
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por {o(,{,...,o(n} .

Se cumple la siguiente cadena de igualdades:

@ =411 x™) = [ [doo]™ - N [ar]

mEN mEMN mEN

Esto se debe, en primer lugar, a que (# es inyectivo.

Y en seqgundo lugar a que :f)(%) - a..

Luego (T,Q) . es un anillo topolégico Hausdorff y con base en el teorema
5.26 , concluimos que (T,0) satisface las condiciones i), i) y iv) de

la definicién de completacién.

Pero la condicién ii) también se cumple, pues

@™ () Rl e, ] = (9601 ™ &) 1 4R
- JomRN ) Ry
_ ¢(me\((n)) N R(n)) - é(*mR(n% _ é(%)m qB(R(n))

= 409™ R[oC pyurnscl ] = A" R[oC el ]

m
= (@ qpmtC) R[od1,...,04n3

Por tanto (T,0) es una completacidén de

(S CAPCAN I C AR N A A D

La prueba de la otra implicacién es andloga a la de 5.29 y la omitimos. #
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De 5.26 y 5.32 se deduce la siguiente caracterizacién para R-automorfismos

de R((n)) .

5.33 Teorema:
Sean R un anillo conmutative con unidad y D“/’1""’Oén e r(M) -
R((n))

Existe un R-automorfismo q'a de tal que é(xi) = o(i para cada
i siy solo si (R((n)),(c)(1,...o(fn)) es una completacién de
(R[o{v...,oé’n] , (051,...,oén) R[od,l,...,odn ] ) y el anico R-homomorfismo

Y de R(n) en R((n)) tal que K{J(xi) = q{.l para cada i, es inyectivo.

Si z%) es un R-automorfismo de R((n)) tal que (%)(xi) = oéi para cada

i, el teorema 5.32 dice que (R((n)),(o{,‘,...,oén)) es una completacion de
(R[OC1,---,050] , (051,...,0:5”) R[o(:1,...,oén] )y que W= tf) t R s inyec-

tivo.

Reciprocamente, supongamos que (R((n)),(oé,l,...,oén)) es una completacidn
de (R{c<’,1,...,oén} , (061""’060) R[o&1,...,cxjn 1) y que el Gnico

()

R-homomorfismo Y de R(n} en tal que l]U(xi):o[i es inyec-

tivo.

Por teorema 5.26 , existe un Gnico R-endomorfismo sobreyectivo 95 de
R((n» tal que z%)(x.!) = o(,i . La funcidn ?5[ R(n) tiene que ser igual a

HU Y por tanto es inyectiva. Aplicando nuevamente el teorema 5.32 y
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concluimos que !}g es inyectiva.

5.34 QObservacion:

He aqui un punto culminante en este trabajo: una caracterizacién

Q)

de los R-automorfismos de . Y estda basada en el concepto de
completacion, uno de los mas importantes en el estudio de anillos topold-

gicos.

Para trabajar casos particulares, es dificil usar el teorema 5.33 y se ha

vuelto necesario buscar otras caracterizaciones para R-automorfismos de

RO

. Inclusive, varios resultados tedricos se han obtenido solo a partir

de otros enfoques del tema; uno de ellos es la respuesta a la pregunta de

{(n)

si los R-endomorfismos sobreyectivos de R son inyectivos. (Ver [5]

pag. 33 y 41 ).

R((n))

Para estudiar otros aspectos sobre R-endomorfismaos de se reco-

mienda consultar el articulo [ 5] de la bibliografia.
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6. R-automorﬁsmos‘ de R[[x ]]

La éaracterizacién de los R-automorfismos de R[[ x]] la hacemos de dos

maneras distintas.

En primer lugar consideramos R-endomorfismos  de R[[x]] tales que

00 s
Wx) = g b; x' , donde Q (bo)l = (0) . Apoyados en los resultados
i=0 1=

que se obtienen por este camino, determinamos en segundo lugar los
R-automorfismos Y de R[[x]] tales que W(x) = B sin condiciones

preestablecidas sobre el término constante de ? .

6.1 Utilizando las funciones T : R[[x]}] ———> R definidas en 5.8,

obtenemos el siguiente lema:

6.1.1 Lema:
Sean R un anillo conmutativo con identidad, g € R[[x:l] y

olg) > k . Entonces:
i) Para cada f € R[[x“ , ﬂ/k(gf) =0

ii) Para cada f € R[[x]], Wk((f + g)i) = ﬂ/k(fi) .



i=0
00
n
gf = g hn X donde hn = . g bi Cj
n:O 1+J:n
Wk(gf) = h, = E b. c. =0 vy se tiene i) .
- i
l+j=k
0<i<k
0< i<k

o

~ Por lema 5.9 parte a), Trk((f + g)l) es una suma de términos y cada

uno de ellos consiste en un producto de i elementos del conjunto

{bo+co,b1+c1,,..,bk+ck} = {co,...,ck}; por tanto
i i
T+ ) = T .

El teorema siguiente es intuitivamente muy claro; dice que si en una serie

formal f de R[[x]] se remplaza x por a, + X v a la serie resul-

tante se le remplaza x por la serie g , se obtiene la misma serie que

si se cambia directamente en f a x por a, + 9.
La prueba del teorema se encarga de recordar el trabajo tedrico que hay

por debajo de todo R-endomorfismo sustitucién en R[[X:H .

6.1.2 Teoremas:

Sean R un anillo conmutative con identidad, a, ER,

. o0
i
g = EO g, x € R[[ x]] con g, € (ao) y supongamas que (R,(ao)) es
1=

92



Hausdorff y completo. Sean U , C vy (# los R-endomorfismos de

R[[x]] definidos asi:
W(f) = f(ao +qg , L= f(aD + %), c%;(f) = f(gy) para cada f € R[[x]] .
Entonces U = 4)0 C.

00
Sea f = 2 f. x' € R[[x]] . Para probar que W) = (4; o X)) ,
i=0

debemos mostrar que ﬁ/k(L}}(f)) = ﬁ/k((\b o L(f)) para cada k r€ NO .
- i .
f(l) = Z f. XJ .

Sea k € NO fijo; para cada i € NO , definimos J
=0

m .

. Por teorema 5.10 ,  U(f) = % Bj x) , donde 'EJ. = lim Trj(f(l)(ao + g)
: i
j=0

para cada j € NO

. ) m
) . . _ _ _ i
También t = C(f) = f(ao + X) = ' 5 t}. x’ , donde
. i=0
m -
t, = g f ( P\\ a) paracada jE N
J - r lJ;, © o]
r=)
w .
_ ) n
f(aO + X) = g fj(ao + x) = fo + f1(30 + X)) F e * fn(ac + X))+,
=0

_ 2
_f0+f1ao+fzao+...

+(f1+2f280+3f3a§+...)x

' 3 4 2 2
+(f2+,<2) f330+<2> f 8, + o) X
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o0 00 : 00 i
- ~ r < r r- r r-j j
= > fr ao«;'< > fr (o) a )x +...+< % fr(j)% )x

r=0 r=1 r=j

Los coeficientes binomiales se pueden escribir porque implicitamente se

cuenta con la estructura de Z-médulo de R .

[os) . )
Por tanto ¢o C(F) = (M) = ¢ ( Z 2 XJ> = b(v) = o) = E s "
j=0 r=0

donde s = lim 'Wr(t(l)(g)) para cada r € N_
L -

Luego ’W)k(lp(f) - (#)o C) = P - S,

= 1iim Trk(f(i)(ao + Q) - li{ﬂ T(k(t(i)(g)}

i

im T+ g - g .

; 0

Para mostrar que Y(f) - 4’0 C(f) = 0 , probamos que este Gltimo limite
es cero.

Sea (ai) una vecindad de cero; veremos que existe N &€ N tal que

'ﬂ’k {:f(n)(ao + Q) - t(n)(g)} S (az) para n_> N .

Sea N = k + s vy fijemos h>N . Entonces

o0 N g+i-1 \ ] ’
ty, = E fr (;) ag . Si (I: = E fr (f} ag"* para cada i
r=h r=i

entre o y h , por definicion de t:i tenemos que
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r=i r=i

. ) al € (az) . Por tanto ﬁ/k[f(h)(ao + g). - t(h)(g)]

= ‘ﬁ/k f(h)(aa + Q) - ti) gi}
- - i=0
- - h
-7, | %+ g dq |- (@ - t) T (@
- i=0 - i=
h -
Como CI; -t € (ai) para i=0,1,...,h , Z (Gji - ti) ’W/k(gl) € (az)-
i=0

Luego para mostrar que ﬂ'k[f(h)(ao + Q) - t(h)(g) ] £ (ai) es suficiente

h
(h i s
probar que TT’k[f )(aO +q) - Clj1 g ] £ (ao) .
i=0
k ZOO i
Sean P =9, + 9y X+ . +g X y g = gixl
i=k+1

Como ofg) >k, olq)>k s v>0 'y entonces Wk(qv) =0.

Por lema antertor, 'ﬂ/k [f(h)(ao + g)] = Tfk[f(h)« a, + p) + q)]
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h .
= Z f. ﬂ/k [(ao + p) J = Trk [ f(h)(a0 + p)] . Ademas,
Ma )= Teap+ah= < [+ )= aWe
= Wk( C[T pi) para cada i € INO , aplicando también el lema anterior.

. h
h i s
Por tanto, para mostrar que 'ﬂ/k [f( )(ao + Q) - % Q/l g ] € (a),

0
i=0

h
es suficiente mostrar que ﬁ/k [f(h)(a0 + p) - Z Cl'lJ pl :\ e (az) )

i=0
(h) h - h h . . . .
-1\ i
Ahora, f (ao+p): % f.l(ao+p)l = g( E fj (f) acJ) )p
i=0 i=0 j=i
h h s+i-1
. i j j-i i
Y también <Il/ p = E ( fJ <1> a ) p por defini
i=0 i=0 j=1
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j
h-s+2

h
j j-(h-s+1)
2 fi (h—s+1> %

j-(h-s) j )
ao fj (h-s
j=h-s
j-(h-s+1)
0
]::h-S+1
( 2) h+1
j-th-s+2) zi
) % fJ (
j=h-5+2
(het) s+h-2
j-th-1 j
% T 2 f; (h-’l)
j=h-1

j

a}(h-s+2) \ ph—s+2

° /
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h-s+2

-(h=1)
o
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j=h+1

s+h-1 '
- £ (1) ah h

> P

j=h+1 ‘

h-s h NN h g N ey
- J J-1 L j -y i
=S (S () 2 (= () )

i=0 j=s+i izh-s+2 j=h+1

h .
: E jy i sy .,
Para o<i<h-s, o fi (1) ay e (ao) ;  luego
}=8+1
h-s ( h N\ .. .
j j=i i s 2

LS (S (1)) e w @

=0 jesti ;
También:

h s+i-1 . . _
i) g

m> 5 (1)) e ]

i=h-5+2 j=h+1

h . . .
= Z ( Z fj (1]) aé'l )Wk(p!) y como h—s+2<i§: h

y  h>>k+s , entonces 1>>k; luego por lema 5.9 , ﬂ/k(pl) - rﬂzk(p(l-khk)

€ (ao)l-k para cada i .

Ademas, como j>=h+1 vy hZ=kss,

S+i-1

iﬂ/k(pi) e (@M1l

h+1-Kk
(a
) 0 o

) C (az) .

—h
TN
—_——
N
m’\_‘
]
e
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Concluimos entonces que

h s+i-1

L (> s ()8 ] ew@ >

i=h-s+2 j=h+1

De (2) y (3) se deduce (1) vy con ésto termina la prueba.

E! resultado que buscamos es del mismo estilo del teorema 4.6 ; el lema
siguiente es una primera extension de ese teorema y aparte de servir para
probar otros resultados, también nos permite conciuir que el R-endomorfismo
sustitucion Y de R[[x]] supuesto al principio del capitulo 3 , es en

efecto, un automorfismo de R[[x]] .

6.1.3 Lema:
Sean R un anillo conmutativo con identidad, a, € Ry suponga-
mos que (R,(ao)) es un espacio Hausdorff completo. Si L[ es el

R-endomorfismo de R[[ x]] tal que Cix) = aO + X , entonces C es

biyectivo.

Para probar esta biyectividad, mostramos que I el R-endomorfismo de
R[[x]] tal que j{(x) =-a, + x, es funcién inversa para L[ . Es decir,

que si I es la identidad en R[[x]], entonces )LoE = EOﬂz I.

Si g = -ag + X, entonces, en la notacidén del teorema 6.1.2 tenemos que

=11y c,t'azﬂ Luego I:){ol:.
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* ~ ¥ *
Para mostrar que 1 = C 0 M s observamos que si HU , Ly (%3 son los

R-endomorfismos de R[[x]] definidas por L%J*(f) = f(-ao + g,

E*(f) = f(-ao + X))y tfl*(f) = f(g) = 41(9) , doﬁde TT/O(g) € (ao) , entonces

*

* * o
Si g=a +x,entonces Y =1, c¥; =C y LC = {. Por tanto

El teorema 6.12 y el lema 6.1.3 nos permiten encontrar un resultado que
es extensiéon para series formales de su analogo para polinomios. (Ver

lema 1.2) .

6.1.4 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con identidad,
B = g b, x' € R[[x]] y supongamos que (R(b_) es Hausdorff

completo. Si denotan los R-endomorfismos de R[[xﬂ

(P(B y L#B-bo

tales que f%: (x) =

ﬁ y érgb

i) c{) es sobreyectivo si y solo si #) b o sobreyectivo.
0

x) = , entonces:

i) t# es inyectivo si y solo si (}ﬁ b ©s inyectivo .
0

Sea g :ﬁ - bo . En la notacidén del teorema 6.1.2 tenemos que
b(F) = b, + @) = WA y %)B'b (f) = (@) = §() ; por tanto ¢
o

5 ﬁzf?fbf[
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. . =1
Por lema 6.1.3 , [ tiene inversa [ y entonces claramente, se cumplen

Doy i) .

El teorema siguiente nos muestra que para ciertos R-endomorfismos de

R[[ x]] y ser sobreyectivos es condicién suficiente para ser biyectivos.

6.1.5 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con identidad y

5’
KP, = g bi '€ RI[ x]] . Supongamos que (R,(bo)) es un anillo
i=0

topolégico Hausdorff y que LP es un R-endomorfismo de R{[ x]] tal

que WY(x) = p . Entonces:

) Y es sobreyectivo si y solo si b1 es una unidad de R .

i) Si b1 es una unidad de R , entonces Lp es inyectivo.

Por teorema 5.20 , R es completo en la topologia (bo)-édica y W es
el dnico R-endomorfismo ¢ de R[[x]] tal que ?E(X) :? .

El teorema 4.3 vy el teorema 6.1.4 nos permiten concluir i) ; el lema

4.4 y nuevamente el teorema 6.1.4 , nos dicen que ii) es cierto.

6.1.6 Nota:
Son varias las estructuras algebraicas en donde la sobreyectividad

de algunos endomorfismos es condicién suficiente para su inyectividad.

Ejemplos cercanos a este trabajo se presentan en los anillos de polinomios
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en una o varias variables. Un estudio sistematico de estos y otros ejem-

plos, se puede ver en [13] pag. 4 y siguientes.

El teorema siguiente es un punto culminante en este trabajo y ya sabemos

que su sencillez es solo aparente. Es una consecuencia inmediata del

teorema 6.1.5.

6.1.7 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con identidad y

00 _ 00
P = Z bi x' € R[[x]] ; supongamos que ﬂ1 (br;) = (0) y que Y
i=0 n=

es un R-endomorfismo de R[[ x]] tal que Wix) :(B . Entonces: Y es

un automorfismo si y solo si b’l es una unidad de R.

6.1.8 Nota:

Esta es la dltima extensién del teorema 4.6 . A semejanza de 1. 8.
y 4.6 , el coeficiente de x debe ser una unidad de R ; pero ahora se
necesitan - condiciones sobre el término independiente y no se necesitan

sobre los demias coeficientes.

6.2 Los dos enfoques para el estudio de los R-endomorfismos de R[[x]]

00
i oo
se mezclan ahora. Sea (B = E 8 X3 los resultados siguientes
i=0

muestran que el uso de la topologia (ao)-édica es necesario para consequir

conclusiones fundamentales relativas a un R-endomorfismo (# de R[[ x]]

102



tal que (%)(x) :ﬁ , cuando se estudia utilizando topologias (ﬁ)-édicas.‘
Los resultados finales tienen la ventaja de no exigir condiciones especiales

para el término constante de (B .

Recordamos que el radical de Jacobson J de un anillo R es la inter-
secci6bn de todos los ideales maximales de R . Se puede caracterizar
como sigue: x € J siy solosi 1 - xy esunaunidad de R para todo

y ER . (Ver [1] pag. 6) .

6.2.1 Lema:

Sean R un anillo conmutativo con identidad vy l]U un R-endo-

00
morfismo de R[[x]] tal que Y(x) = % bi x' . Entonces bo estd
i=0

en el radical de Jacobson de R .

Como las unidades en R[[ x]] son las series formales con una unidad de
R como término constante, (ver 4.1 ), entonces para tado r € R ,

1T + rx es una unidad de R[[x]] . Como W es un R-endomorfismo
m -

de R[[x]] , W+ rx) = 1+ rx) = 1 +1b o+ T % b; x' es una
i=1

unidad de R[[x]] para todo r € R ; por tanto 1 + rbo es una unidad
de R para todc r € R y ésto dice que bO estd en el radical de

Jacobson de R . (Ver [1] pag. 6).

En el lema siguiente se generaliza uno de los resultados de 6.1.5 , pues
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en su hipdtesis no se exigen condiciones para el término constante de (B .
El poderoso método algebraico Eie pasar a un anillo cociente, muestra aqui
nuevamente su efectividad; recordamos que con este mismo método se
puede probar uno de los resultados centrales de la primera parte de este

trabajo, el teorema 1.7. (Ver [4] pag. 329)

~

Finalmente anotamos que -es a través de este lema que las caracteriza-
ciones para R-automorfismos de R[[x}] que veremos después, dependen

del teorema 6.1.5 .

6.2.2 Lema:

Sean R un anillo conmutative con identidad,

(x) .
? = g a x' € R[[x]] v C.= m (@") . Si existe un R-endo-
el nEN  °

morfismo sobreyectivo cf) de R[[xﬂ tal que %‘:(x) :ﬁ , entonces  a,

es una unidad de R .

.Podemos definir una funcién 35* de (R/d[[x]] en si mismo, de la

siguiente manera:

00
Sea f' = g ?ixl € (Rfdz[[x]] ; con base en f' construimos
i=0

0o (o]
f = %D fi x' € R[[x]]. Para f existe g = g g; x' € R[[x]]
i= i=0

1

tal que ({)(f) =qg.
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i=0
m - m .
E — —
Sean f' = : fi X = g hi x = h' y supongamos que
1=0 i=0
00 o0 00 Q0
i Cod i i
(Zf.x): . X (Z h.x):Zt‘x
(g) i=0 1 % gl Y 4) 1=0 1 i=0 i
Debemos probar que —1 = 'E—l para cada i € N_, es decir, que

n
g -t € a = r@N(ao) .

Sea n € N ; como fi = E para cada i , fi - hi € C y en particu-
lar fi - hi € (ar;) para cada i .
Sea f. - h, =, 82 para cada i . Entonces

S )= 4( S el ) ang (S )

i=0 i=0 , i=0

00

| | . ’
Pero también % < 'Z (f, - h) x') - Z (g, - t) x'
i =0

1=
Luego g - 4 £ (ag) para cada i € FNO . Comao n es arbitrario,

concluimos que 9; - ti € Q..

* R :
En segundo lugar, mostramos que c%: es un ( /)-endomorfismo de
2 \
( /dz[[x]] .

N _
+ (r) = ?(r) =T paratodc r € R .
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m - m .
. - E T ! v E PN
Ahora: sean f,l = TR fz = f2i x 5 luego

i=0 i=0
88 . 00 . 0o .
f= > X, = >y ‘#“1)"91: > g,
i=0 i=0 i=0 .
28] N . ) — . )
t%(fz) =g, = Z 9 x' . Por tanto %*(f%) = Z <P 'y
i=0 i=0

[8.9) o0 o0
t Yy _ _ 1
3“{1 + iy = 2 (g5 + 9pp) x = E 993 % * E 9p;i X
i= i=0 i=0

b + 47y

00
i
Sea f,‘fzkh_ g hix .

i=0

o) = 46, 1 = K R s g gy S by
i=0

i

donde p, = g g1j ng

jrk=i
[ = ( ®
* * oy i — i )
+(f1)‘§’(f2)"’\2 g1i">\§ 921 X
IO i=0
00
—_— : *
- E p, X' = 4 (Ff1) .
i=0
* o= i
Nétese que ?l» (x) = % 7;1: x' , que si :%) es sobreyectivo entonces
i=0 ‘
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* ) m —.\n —~ . R
(11) es sobreyectivo y que (@) = (o) . Es decir, el ( /dZ-endo—
nEN o

morfismo de (R/dz[[x]] satisface las hipdtesis del tearema 6.1.5 y pode-
. ' . R : —
mos concluir que a; es una unidad de /Ci, . Luego existe u , una
. R —— = )
unidad de /d.’ tal que u a, = 1 o equivalentemente, u a, - 1 € G..
Por tants u a, - T=r a, donde r € R . Pero el lema 6.2.1 dice que

a, estd en el radical de Jacobson de R y por tanto u a, = 1T +r a,

.. es una unidad de R . (Ver [1] pég. 6). Esto dice que a, es unidad

1

de R vy asi termina la prueba.

6.2.3 Lema:

00
Sean R un anillo conmutative con identidad y ? = g 8 x!
i=0

e R[[x]]., donde a, es una unidad de R . Existe un R-endomorfismo

1

(R-automorfismo) (%) de R[[x]] tal que ‘%J(x) ::(F} si y solo si existe un

R-endomorfismo (R-automorfismo) /3 de R[[x]] tal que )o(x) =a - X

Supongamos que existe un  R-endomorfismo 35 de R[[x]] tal que

‘%J(X) =ﬁ . Como a, es unidad de R , existe un R-automorfismo L[

, 00
de R[[ x]] tal que [(x) = Z (-ai) x' = a, —ﬁ . (Ver teorema 4.6).
i=1

~ -

Luego E-1(30 - ?) = x ; ademds, }3 =L o 4} es un R-endomorfismo de

R[[x]] tal que f(X) = E_q(aa + (? - ao)) =a - E—1(ao -(B) =a - .
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Si z%) es un automorfismo, claramente }3 es un automorfismo.

Reciprocamente, supongamos que existe un R-endomorfismo f de R[[x]]

tal que })(X) =a_ - x . La funcién c’ﬁ =C Of , donde [ es el auto-
o

morfismo definido antes, es un R-endomorfismo de R[[ x]] tal que

t#(x) :(F} . Ademas, si }3 es un automorfismo, :;) también lo es.

6.2.4 Lema:
Sea R un anillo conmutaivo con identidad; supongamos que existen

R-endomorfismos %1 y ‘#2 de R[[x]] tales que
[c%l,l 0 352 J6o = [4)20 %1 1(x) = x . Entonces (%’I y %2 son automor-

fismos y son inversos uno del otro.

Es suficiente probar la dltima afirmacion.

00
Sea f= > e R[[x]].
i=0
1 - | . |
bo b0 = 4, (?52 ( ZD - )) _ +1( ED fi(t}l»z(x))x)
1= I=
00 , 00 . |
= Z fi(r]fz,l 0 <§)2(><))l = ‘z f, x' = f .
i=0. i=0
Analogamente se ve que %20 56,[ =1

6.2.5 Observacion:

Nétese que en la prueba anterior es esencial la continuidad estudia-

da en la proposicion 5.4 .
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6.2.6 Corolario:
Sea R un anillo conmutativo con identidad y supongamos que

existe un R-endomorfismo /3 de R[[ x]] tal que j)(x) = a - X

Entonces /o es un automorfismo.

Como )o of(X) = a_ -(ao -x) = x , el lema 6.2.4 permite obtener la conclu-

sibn buscada. Obsérvese ademas que j) es su propio inverso.

Los tres teoremas siguientes establecen propiedades que caracterizan a los
R-automorfismos t%) de R[[x]] cuando no se exigen condiciones para el

término constante de tf;(x) .

6.2.7 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con identidad y

0
? = g a, x' € R[[x]] . Entonces existe un R-automorfismo ?g de
i=0

R[[x]] tal que «%}(x) ::(B si y solo si se cumplen las siguientes condicio-

nes:

i) (R[[x]] ,(ﬁ)) es un espacio Hausdorff completo.

i) a, es una unidad de R .

Ademas, cuando existe un automorfismo #3 con estas caracteristicas, es

Gnico e igual a l#

Supongamos que 35 es un R-automorfismo de R[[x]] tal que r}‘)(x) :(B .
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La condicién 1) se deduce del teorema 5.29 y la condicién i) a partir

del lema 6.2.2 .

Reciprocamente, supongamos que se cumplen las condiciones 1) vy ii) .
Por teorema 5.6 , existe un  R-endomorfismo l% de R[[ x]] tal que
?S(x) =ﬁ ; por lema 6.2.3 existe un R-endomorfismo }3 de R[[x]] tal

.-

que }o(x) = a, - X, que es un automorfismo segdn corolario 6.2.6 .

- Finalmente, utilizando otra vez el lema 6.2.3 , vemos que r}L es un auto-

morfismao.
La unicidad del automorfismo ?{] estd explicada en la observacién 5.5 .

6.2.8 Nota:

Si la condicién i) se remplaza por la condicidén siguiente:
i) Existe un R-endomorfismo (# de R[[x]] tal que ?!x(x) :ﬁ .
Entonces a partir de 1') y i) se puede probar que c;) es un automor-

fismo; basta con repetir la dltima parte de la prueba del teorema anterior.
El teorema siguiente agrupa importantes resultados sobre R-endomorfismos
sobreyectivos o inyectivos de R[[ x]] . Depende directamente del lema

6.2.2 y por tanto del teorema 6.1.5 .

Resaltamos en él, que no se piden condiciones sobre el término constante

de la serie formal ﬁ .
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6.2.9 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con identidad y

4

00

(B = g a x' € R[[xﬂ . Supongamos que 4) es un R-endomorfismo
i=0 .

de R([[x]] tal que (%)(x) :(B . Entonces:

i) (f) es sobreyectivo si y solo si a, es una unidad de R .

ii) Si %) es sobreyectivo entonces ?5 es inyectivo.

iif) t%: es un automorfismo si y solo si a,; esuna unidad de R .

l.a prueba de i) es usar el lema 6.2.2 para una implicacién y la nota

6.2.8 para la otra.
Probar ii) es repetir nuevamente el argumento de la nota 6.2.8 .

Finalmente, usando i) y 1ii) se deduce iii) .

6.2.10 Observaciones:

Miremos de nuevo las introducciones de los capitulos 3 y 5.

En la introducci6n del capitulo 3 , notédbamos la aparicién de las sumas
0 .
infinitas E c b' donde c € R y b es el término constante de

i=0-

la imagen de x por un endomorfismo supuesto. Este hecho muestra in-

tuitivamente la necesidad de tener a (R,(b)) Hausdorff y completo.
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Similarmente, en la introduccién del capitulo 5 , las sumas infinitas gue
o ‘

aparecian eran de la faorma g fi Pl con /B £ R[[x]] y fi £ R ;
i=0

ésto, intuitivamente, nos obligaba a pensar en que (R[[ x ]] ,gB)} debia

ser Hausdorff y completo.

El teorema 6.1.7 nos dice que si (R,(bo)) es Hausdorff y suponemos la

existencia de un R-endomorfismo Y de R[[x]] tal que

- [os) :
Wix) = P = g b, x' , entonces: Y es un R-automorfismo de
i=0

R[[x]] si y solo si b, es una unidad de R . ;Qué pasé con la comple-

1

tez de (R,(bo)) ? EIl teorema 5.20 responde esta pregunta: la existencia

del R-endomorfismo Y garantiza que (R,(bo)) sea completo.

Por otro lado, el teorema 6.2.9 dice que dado un R-endomorfismo
00

de R[[ x]] tal que Lp(x) :ﬁ = Z bi xi , gntoncesz Lp es un

i=0
R-automorfismo de R[[x]] si vy solo si b1 es una unidad de R . ;Qué
pasé con las condiciones topoldgicas esperadas ? Nuevamente la existencia

del R-endomorfismo W las garantiza. (Ver teorema 6.2.7 y nota 6.2.8).
Como Gltimo teorema en esta parte del trabajo, presentamos una caracte-

rizacién para R-automorfismos de R[[ x]] semejante a la del teorema

5.33 para R-automorfismos de R[[x,l,...,xn]] .
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6.2.11 Teorema:

Sean R un anillo conmutativo con identidad y (B e R[[ X ]] .
Entonces existe un R-automorfismo 4) de R[[x]] tal que +(x) :ﬁ,
st y solo si- (R[[ x]] ,(ﬁ)) es una completacion de (R[f_’)] ,((BR[ﬁ]))
Ademas, cuando (R[[ x ﬁ)) es una completacion de (R ﬁ],(BR[‘B] »,
']‘u es Unico y es igual a +

B

Supongamos que ?& es ‘un R;automorfismo de R[[x]] tal que r%(x) :(B.
n n _
0= 0 gor=4( 0 ) =do =0

Concluimos entonces | .que. (R[[ x”]},(g)) es un espacio Hausdorff. El

teorema 5.22 y la prueba de 5.29 indican que (R[] x]],(LB)) es una com-

pletacién de (R[{B],EBR[IB] )i

Ahora: supongamos que (R[[xﬂ,(ﬁ))' es una completacién de
<R[KB] ,‘(BR[ﬁ] )) . Por teorema 5.22 , existe un R-endomorfismo sobreyec-
tivo ¢ de R[[ x]] tal que é(x) = By por teorema 6.2.9 , c# es un

automorfismo.

Cuando (R[[x]],(}l‘)) es una completacién de (R[ﬁ] ,(IBR[ﬁ] ), la unici-

dad de 55 la garantiza el teorema 5.22 .
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7. Otros homomorfismos de anillos de series formales

Estudiaremos ahora homomorfismos de anillos de series formales que

pueden nao ser endomorfismos.

Sean R y S anillos conmutativos con unidad, x una variable que es
independiente sobre cada uno de ellos y é) : R[x} — S[x] un homo-
morfismo tal que MR es un isomorfismo de R sobre S . En ‘2.1 se
prueba que existe un S-endomorfismo 4}’ de S[x] que es inyectivo
o saobreyectivo al mismo tiempo que t%x . En este capitulo obtenemos un
resultado nuevo para series formales en'una variable que es la generaliza-
cion del presentado en 2.1 . Para conseguirlo, serd indispensablé fa si-

guiente extensidon de la proposicién 5.4 :

7.1 Proposicion:

Sean R y S anillos conmutativos con unidad, 5 S S[[x” y
supongamos que existe un homomorfismo c% de R[[x]] en S[[x]] tal
que I%J(X) =fB . Si T es algin subanillo de S[[ x]] que contiene al

rango de 4) s entonces ?} es una aplicacién continua de (R[[x]],(x)) en

00
(T,(ﬁT)) . Ademés, si (T,\(BT)) es Hausdorff, f = Z f. x' € R[[x]]
i=0

n
y si f(n)(x) = i fi x| para cada n € NO , entonces sﬁ(f) es el
L=



limite en (T,(ﬁT)) de la sucesién %q&(f(n)(x)) } eN
)

La prueba es semejante a la de 5.4 y la omitimos.

7.2 Nota: .
Como c}! es un homomorfismo de anillos, <£1(f(n)(x)) = #( Z fi xi)
{=
n ) :
= > ) g0t
i=0

o

- m N . . .
A #}(f) = lir;;\ #(f(n)(x)) la notamos % t}g(fi) +(x)l 6 Z (#(fi) (E’)l-

1=

7.3 Sean R y S anillos conmutativos con unidad, x una variable
independiente sobre R y sobre S y [ : R ——>5 un isomorfis-

mo. Definimos una funcién Y : R{[x]] —— S[[x]] de la siguiente

forma:
m -
Sea f = g f, x' € R[[x]] ; es facil ver que la sucesi6n
i=0
n

%

completo  (S[[ x]],(x)) y por tanto es convergente. Entonces definimos

C(fi) x! } AEN es una sucesion Cauchy del espacio Hausdorff
i=0 0

n
W) = lim ( Z E(fi) x! > ; el limite se toma en (S [[x]],(x)} . Ademas,
i=0

n

Ve

segin nota 7.2 , UKf) = E(fi) X .

i=0

La proposicién siguiente destaca a la funcién que acabamos de definir.
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7.4 Proposicion:

Existe un Gnico homomorfismo Y de R[[x]] en s[[x]] tal que:

) W) = L) para todo rER y

i) W)

i

X .

Claramente la funcién U definida en 7.3 satisface 1) vy i) .

Veamos que l{J es un homomorfismo.

lim f7 = WF,)
n n , n_ .
(f, + fz)(“) = > Clhy v ) X = > B %+ Z C(5,)
i= i=0 i=0

. {n) . (n) (n) I (2) R (1)
L f f =1 f f.)r =1 f f =1 f l f
uego  U( gt 2) lgﬂ ( g+ fy 1r;1 [ 1+ T ] 1nm G, 1nm 9

= l}’(f1) + qJ(fz) .

00
i
Ahora: sea f1f2 = g hi x donde hi = % . f” ka 3
j+ =1 )

i=0
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' (n) i
(f'] fz)n = 2 E(hl) X .

i=0
Pero L(hi) =L ( E qu f2k> = % L(f“) L(ka) y
j+k=i j+k:i
(") {n) - i S |
n [{n) _ i L
7 5 = E t, x donde 't = - E(f‘Ij) E(fzj) . Luego
i=0 jrk=i
() () (n ZZ" |
n) (n n i
f,] f2 = (f,] fz) + ti X
i=n+1

Sabemos que (F,) Y (f,) = (lim f(:))(l‘hm f(;)) = lim (f(1n) f(zn)) y

Wi, f,) = lim (f, fz)(”)

Veamos que lim [fﬁn) fg‘) - (f,l fz)(n)] 0 para concluir gque
n

WE)) WY = UK, 1) :

Sea mEN;si n>=m,

(") () () = ‘ T i(n+1)

n n n i n+ i-{n+

f,I fz - (f,I fz) = g tx = x g t, x
i=n+1 i=n+1

e <" c ™.

Veamos la unicidad de Lp :

Sea 4@ un homomorfismao de R[[x]] en S[[x]] tal que:
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H o al) = Ce) ‘para todo r €ER vy
' ‘ ll) G{X) = ¥

00 n .
Sean f = Z fi x' € R[[xﬂ y f(n)(x): Z fi x! (newo).

i=0 i=0
n * n .
Nétese que df(n)(x)) = Z foi) \il{::()l = E(f‘:) x' = L}J(f(n)(x)).
. {:O i:U

Ademas, segin 7.1 , lef) = lirﬂn G{f(n)(x)) .
Luego  f) = Y(f) y queda probada la unicidad de U .

Como [ es un isomorfismo de R sobre S , el homomorfismo LP

también es un isomorfismos:

7.5 Teorema:

Existe un dnico isomorfismo ) de R[[x]] sobre s{[x]] tal que:

C(r) para todo rER vy

il

D Yo
ii) l{)(x) = X .

Utilizando el mismo método de 7.3 , definimos un homomorfismo }o de

(0.0]

00
i o~ i
gix‘): g L(gi)x.

=0

i=0

1

S[[xﬂ en R[[x]] tal que )0 (

Veamos que /0 es la funcidén inversa de LP :

m .

Sea g = E 9; x' € S[[x]] .
. =0
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( > Eq B S (o -1 ) P
Yo pKa) = S e K )= ST @ K -
i=0 i=0

“.
Vs
A
4
Hi
[Fs)

*

También, si f € R[[x]], ()oolp)(f) - f

El siguiente teorema es anélogb alv teorema 2.1.1 ; dice que algunos homao-
morfismos de R[[x}] en S[[x]] se. pueden estudiar a partir de S-endo-
morfismos de S[[x]] . Veremos que este teorema y los resultados del
capitulo 6 nos permiten encontrar importantes caracterizaciones para algu-

nos homomorfismos de R[[x]] en S[[x]] .

Sean R y S anillos conmutativos con unidad, 4: : R[[X]]—>S[[X]]
un homomorfismo de anillos tal que zHR es un isomorfismo de R sobre
S v L:R— S el isomorfismo definido asi: C(r) = 35(1“) para cada

reR.

Sabemos que existe un Unico isomorfismo Lfl de R[[x]] en S[[x]] tal

A 00 ‘ 00 ' 00 )
que U ( z f. x! ) = 2 E(fi) x' = Z f%a(fi) x!
i=0 i=0 i=0

Con base en este isomorfismo enunciamos el teorema:

7.6 Teorema:

Existe un dGnico S-endomorfismo (f)' de S[[xﬂ tal que el diagra-
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s{[x]]

es conmutativo. Ademas, 4) es sabreyectivo (inyectivo) si y solo si x%a'

es sobreyectivo (inyectivo),
La prueba es semejante a la de 2.1.1 y la omitimos.

Terminamos este capitulo con las caracterizaciones anunciadas para algunos

homomorfismos de R[[x” en S[[x” .

1.1 Teorema:
Sean R y S dos anillos conmutativos con identidad y

00
B= g b, x' € s[[x]] . Entonces existe un isomorfismo b de
i=0

R[[ x]] en S[[xﬂ tal que :Ji:(x) :(B si y solo si se cumplen las dos

condiciones siquientes:

ol xH ,‘(B)) es un espacio Hausdorff completo.

i) b,l es una unidad de S .

Ademas, cuando existe un isomorfismo é} con estas caracteristicas, es

Unico.

120



La prueba consiste en aplicar los teoremas 6.2.7 , 7.5 y 7.6 .

7.8 Teorema:
Sean R y 5 dos anillos conmutativos con identidad,

-

| pz Z bi xi € S[[x]] y ‘#:R[[X]] ———%S[[X]] un homomoerfismo
i=0

de anillos tal que &(x) :(Fy y 33, R es un isomorfismo de R sobre S.

Entonces:

i) ?5 es sobreyectivo si y solo si b1 es una unidad de S .
ii) Si r}L es sobreyectivo entonces ?5 es inyectivo.
iii) ?5 es un isomorfismo de R[[x” sobre S[[x]] si y solo si b1 es

una unidad de S .
Considerando el S-endomorfismo %)’ de S[[ x]] definido en un-teorema

anterior, vemos que las tres afirmaciones de este teorema son consecuen-

cias inmediatas de 6.2.9 y 7.6 .
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