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La Figura 6-28 presenta el comportamiento de la presiéon con la profundidad vertical que
permite validar los resultados presentados en la Figura 6-27, se evidencia un cambio
gradual en la presion con profundidad, esto al peso de la formacion superior sobre la
formacion en estudio, es importante resaltar que al afo de produccion (8760 horas) la
presion del sistema es 0.

Figura 6-28: Comportamiento de la presion con profundidad a diferentes tiempos de

produccién — Caso MCC.
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Comportamiento del Esfuerzo Efectivo.

La Figura 6-29 presenta el comportamiento del esfuerzo efectivo con presion para la
simulacion elastica y elasto-plastica. Se puede observar la diferente magnitud de ambas
curvas, relacionado a la diferencia de magnitud en las deformaciones volumétricas
totales de la roca que impactan directamente en la aproximacion al estado de esfuerzos
de la roca. Al relacionar las curvas de esfuerzo efectivo promedio con la presién es claro
que a menor presion, el esfuerzo efectivo promedio sera mayor, esto relacionado con la
definicion de esfuerzo efectivo, que es la diferencia entre el esfuerzo total y la presion de

poro relacionada con la constante de Biot.

Es visible un cambio de comportamiento a las 1300 horas de produccion
aproximadamente, donde empieza el comportamiento plastico del material, he influye en
la respuesta del esfuerzo efectivo, debido a las componentes adicionales incluidas en el
célculo del estado de esfuerzos. Antes de las 1300 horas se presenta una magnitud

similar en ambas curvas, relacionado al comportamiento elastico de la roca.

Figura 6-29: Comportamiento del esfuerzo efectivo promedio y la presién con tiempo en
la cara del pozo a 1880 ft — Caso MCC.
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En la Figura 6-30 se presenta el comportamiento de los esfuerzos totales con radio, estos

resultados son para el ultimo tiempo de simulacion a la profundidad media de formacion
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de 1880 ft. Recordando que el estado de esfuerzos es isotropico (Tabla 6-3) es evidente
que al aumentar la profundidad radial los tres esfuerzos totales tienden a estabilizarse en
un valor de 1300 psi aproximadamente, y al hacer un zoom de los primero 10 ft del
yacimiento en direccion radial, se evidencia un comportamiento curvo del esfuerzo total
tangencial en la cara del pozo, el cual ha sido relacionado a comportamiento plastico de
la roca [34]. La deformacién plastica tiene efecto en los primeros 3 pies del yacimiento,
influyendo en un cambio permanente de la formacién productora en esta zona, dicho
cambio irreversible es incidente en el dano por presion de la formacién que tiene como

reflejo el cambio de la permeabilidad y por tanto de presion a medida que produce el
pozo.

Figura 6-30: Comportamiento del esfuerzo total con radio al afio de produccion a 1880 ft
— Caso MCC.

1800 1800

1600 1600

1400 1400

—

\

-
N
(=}
(=}

1200

Esfuerzo Total (psi)

Esfuerzo Total (psi)

— Esfuerzo Radial

—Esfuerzo Radial

1000 .
- Esfuerzo Tangencial 1000 - Esfuerzo Tangencial

= Esfuerzo Vertical - Esfuerzo Vertical
800

800
0 50 100 150 200 250 300 0 2

Radio (ft)

4 6 8
Radio (ft)

10

En la Figura 6-31 se presenta el comportamiento del esfuerzo efectivo promedio con el
radio, a diferentes profundidades y tiempos de simulacién. La disminucién en el perfil de
esfuerzo efectivo con radio se debe a que la caida de presiéon es mayor en la cara del

pozo, y lo por tanto alli se alcanza el valor maximo de esfuerzo efectivo promedio.

De igual manera se puede observar el aumento del esfuerzo efectivo con el tiempo como
respuesta a la produccion de fluidos en el yacimiento. Para los tiempos de simulacion
analizados, es evidente que el esfuerzo efectivo aumenta con profundidad como

consecuencia del aumento en el esfuerzo total debido al peso de los estratos superiores.

Figura 6-31: Comportamiento del esfuerzo efectivo promedio con radio diferentes

tiempos de produccion y profundidades — Caso MCC.
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En la Figura 6-32 se presenta el comportamiento del esfuerzo efectivo con tiempo a
diferentes radios y diferentes profundidades, es evidente que en la cara del pozo se
evidencian los valores mayores de esfuerzo efectivo, debido a la relacion con la mayor
caida de presion, a medida que se aumenta en el radio la magnitud de esfuerzo efectivo
disminuye, igualmente es evidente que a mayor profundidad el esfuerzo efectivo

promedio es mayor.

En la Figura 6-33 se presenta el comportamiento del esfuerzo efectivo con profundidad
en la cara del pozo. Con esta grafica se corroboran los resultados anteriores donde es

evidente el incremento del esfuerzo con profundidad.

Figura 6-32: Comportamiento del esfuerzo efectivo promedio con tiempo a diferentes

radios y profundidades — Caso MCC.
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Figura 6-33: Comportamiento del esfuerzo efectivo promedio con profundidad a

diferentes tiempos de produccion — Caso MCC.
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Comportamiento de la Permeabilidad.

En la Figura 6-34 se presenta la comparacion para la permeabilidad entre la simulacién
elastica y la elasto-plastica usando el modelo modificado de Cam-Clay, y donde es
evidente la gran diferencia entre ambas curvas, que se relaciona a la estimaciéon de las

deformaciones plasticas adicionales en el modelo acoplado elasto-plastico.
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Figura 6-34: Comportamiento de la permeabilidad con tiempo en la cara del pozo a 1880
ft — Caso MCC.
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En los primeros tiempos de simulacion se observa una caida de la relacion de
permeabilidad, relacionada a las caidas de presién experimentadas al abrir el pozo a
produccién, recordando que la formacién esta abierta totalmente y el impacto en la
permeabilidad es mayor. Hasta aproximadamente las 1300 horas de produccion la
permeabilidad para el modelo elastico y elasto-plastico son similares, validando asi lo
presentado en el esfuerzo efectivo promedio, y relacionado a que en estos tiempos no

hay evidencia aun de comportamiento plastico en la formacion.

En las Figura 6-35 se presentan los perfiles de permeabilidad con radio, a diferentes
tiempos y profundidades de la formacion. La permeabilidad disminuye con el tiempo
como respuesta al esfuerzo efectivo promedio, el cual aumenta como consecuencia al
peso de los estratos superiores. La permeabilidad aumenta con el radio debido a que la
presidon se mantiene a medida que avanza el perfil radial, y los mayores cambios en la

permeabilidad se evidencian en la cara del pozo.

Figura 6-35: Comportamiento de la permeabilidad con radio diferentes tiempos y
profundidades — Caso MCC.
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En la Figura 6-36 se presenta el comportamiento de la permeabilidad con tiempo a

diferentes radios y profundidades. Se puede observar que la permeabilidad es menor en

el radio del pozo y aumenta en cuanto se aleja de la zona de mayor caida de presién del

sistema. También es evidente que la permeabilidad disminuye con la profundidad como

respuesta a la disminucidon del tamano del poro por procesos de compactacion,

relacionado al peso de las capas superiores de la formacién analizada.

Figura 6-36 Comportamiento de la permeabilidad con tiempo a diferentes radios y

profundidades — Caso MCC.

800 800

750 750
=) =)
E700 ‘ E700
o -
3 3
650 2650
- a2
© ©
[ Q
£600 £600
E £
¢ d =1800 ft =1880 ft

550 [ —2=1800 ft ——2=1880 ft 550 2'1960 & =

—
—2=1960 ft 0.28 ft
500 500 ‘
0 1500 3000 4500 6000 7500 9000 0 1500 3000 4500 6000 7500 9000
Tiempo (h) Tiempo (h)

800 800

750 750
) a
E700 | E700
3 3
2650 | 12650 \
= 2
3 :
£600 £600
K 8 ——2=1800 ft ——2z=1880 ft

550 [ ——;-=1800ft ——2=1880 ft 550 | —2z=1960 ft

=
500 221960 ft o0
0 1500 3000 4500 6000 7500 9000 0 1500 3000 4500 6000 7500 9000
Tiempo (h)

Tiempo (h)




94 Modelamiento Geomecanico en Acoplado a Fluido en Medio Poroso en
Yacimientos de Crudo Pesado Bajo Produccidn en Frio

Para los tiempos de simulacion analizados, la permeabilidad disminuye con profundidad
debido al aumento del esfuerzo efectivo, el cual aumenta como consecuencia del peso

de los estratos superiores como se puede observar en la Figura 6-37.

Figura 6-37: Comportamiento de la permeabilidad con profundidad a diferentes tiempos
de produccién — Caso MCC.
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Comportamiento de la Deformacién Eldstica.

En la Figura 6-38 se presenta el comportamiento de la deformacion con radio a diferentes
tiempos y profundidades de la formacion. Se puede observar que a medida que aumenta
la profundidad radial del yacimiento la deformacion elastica es menor, con las mayores
deformaciones en la cara del pozo. Respecto al tiempo de produccion es notable que a

mayor tiempo de estar abierto el pozo la deformacién sea mayor en toda la formacién.

Figura 6-38: Comportamiento de la deformacion elastica con radio diferentes radios y
profundidades — Caso MCC.
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En la Figura 6-39 se presenta el comportamiento de

la deformacion total para cada

direccién, donde se puede observar que la deformacion vertical disminuye de acuerdo a

la profundidad radial, la deformacién tangencial no cambia considerablemente con el

radio como respuesta al bajo impacto de flujo en direccién angular, y por ultimo la

deformacion radial tiende a disminuir a medida que aumenta la profundidad radial, pero

en las cercanias al pozo se evidencia un cambio en la deformacion elastica (50-100 ft en

profundidad radial) que impacta la deformacion volumétrica presentada anteriormente.

Figura 6-39: Comportamiento de la deformacién elastica con radio al afio de produccion
y a 1880 ft — Caso MCC.
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En la Figura 6-40 se presenta el comportamiento de la deformacion elastica con el tiempo
a diferentes radios y profundidades verticales de la formacién. Se puede observar que la
deformacion registrada en la cara del pozo es mayor y que aumenta gradualmente con el
tiempo debido al proceso de produccion constante del yacimiento. El comportamiento de
las curvas esta marcado por saltos en diferentes tiempos de simulacién, esto se relaciona

con la solucién numérica del sistema de ecuaciones.

Figura 6-40: Comportamiento de la deformacion eléstica con tiempo a diferentes radios y
profundidades — Caso MCC.
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En la Figura 6-41 se presenta el comportamiento de la deformacion elastica con
profundidad, es evidente que al aumentar la profundidad la deformacion tiende a
aumentar, a excepcion de los limites base y tope donde esta empieza un proceso de
disipacion tendiendo a cero, esto relacionado a la condicion de limite externo del
yacimiento donde el cambio de deformacién es cero, asi en los limites del dominio

externo la deformacion debe alcanzar dicho valor.

Figura 6-41: Comportamiento de la deformacién elastica con profundidad a diferentes
tiempos de produccion — Caso MCC.
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En la Figura 6-42 se presenta el comportamiento de la deformacion a diferentes angulos,
este analisis se hace por la necesidad de identificar el comportamiento angular de la
deformacién. Debido a la escala del grafico no se evidencia un cambio visible en la
deformacion, esto relacionado al predominio del flujo radial y por tanto la ausencia de una
respuesta tangencial, traducido en la poca evidencia de cambio en el esfuerzo la
permeabilidad o la presion.
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Figura 6-42: Comportamiento de la deformacion elastica con el angulo a diferentes
profundidades y tiempos de produccion — Caso MCC.
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En la Figura 6-43 se presenta el comportamiento angular de la deformacién para

diferentes radios validando los resultados de la Figura 6-39 donde se encuentran a

diferentes profundidades radiales, diferencias en la magnitud de la deformacion total.

Figura 6-43: Comportamiento de la deformacion elastica con el angulo a diferentes
radios a 1880 ft — Caso MCC.
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En la Figura 6-44 observa que las mayores deformaciones del sistema se presentan en la

cara del pozo, zona donde la caida de presién es mayor y donde se presenta el esfuerzo

efectivo promedio de mayor magnitud. Es evidente de igual manera que en a las 12
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horas de produccion no se tiene una presencia de deformacion total de sistema. El

comportamiento de la deformacion plastica en referencia al radio, tiende a disminuir

como respuesta a que la caida de presion en las lejanias a la cara del pozo se reduce.

Figura 6-44: Comportamiento de la deformacion plastica con radio diferentes radios y

profundidades — Caso MCC.
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En la Figura 6-45 se presenta la comparacion de la deformacion plastica del sistema

versus la deformacion elastica, en escala logaritimica. Es apreciable la similitud en la

tendencia de ambas curvas, dejando claro que la deformacion total del sistema esta

ligada claramente a las dos componentes de deformacion de la roca.

Figura 6-45: Comparacion de la deformacién elastica lineal y elasto-plastica con el

tiempo en la cara del pozo a 1880 ft — Caso MCC.



100

Modelamiento Geomecanico en Acoplado a Fluido en Medio Poroso en
Yacimientos de Crudo Pesado Bajo Produccidn en Frio

1.E+00
1.E-01
1.E-02
1.E-03
1.E-04
1.E-05

1.E-06

Deformacion Volumétrica Plastica

1.E-07

1.E-08

=—=E|4stica

Plastica

0 1500

3000 4500 6000 7500 9000
Tiempo (h)

En la Figura 6-46 se presenta el comportamiento de la deformacion plastica total en

funcién del radio del yacimiento a las 8760 horas de produccién a la profundidad media

de la formacion. La deformacion tangencial se presenta poco variable debido al poco

impacto angular que hay en la producciéon del yacimiento, por ultimo la deformacién

vertical disminuye al aumentar la profundidad radial, respuesta que esta relacionada al

impacto de la deformacién tangencial y radial, ya que como se mostré en el desarrollo del

modelo matematico cada desplazamiento tiene una influencia importante en el otro, y

esto se ve directamente reflejado en las deformaciones.

Figura 6-46: Comportamiento de la deformacion plastica con radio al afio de produccion
y a 1880 ft — Caso MCC.
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En la Figura 6-47 se presenta el comportamiento de la deformacion plastica con el tiempo
a diferentes radios y profundidades verticales en el yacimiento. Como se observo en las
figuras anteriores, en la cara del pozo de presentan los valores mas altos de deformacion
plastica y a medida que aumenta el radio de estudio la deformacion plastica disminuye,
esto relacionado a la menor caida de presion y magnitud del estado de esfuerzos en
cada punto del yacimiento. En los tiempos iniciales de simulacién no hay presencia de
deformaciones permanentes del material, estas deformaciones se evidencian a las 1300
horas de produccién aproximadamente, donde comienza un incremento gradual en la
magnitud de dichas deformaciones.

Figura 6-47: Comportamiento de la deformacion plastica con tiempo a diferentes radios y
profundidades — Caso MCC.
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En la Figura 6-48 se presenta el comportamiento de la deformacion plastica a diferentes
profundidades verticales. Se puede observar un comportamiento similar al de la
deformacion elastica que muestra una sensibilidad particular en las fronteras del dominio
interno del yacimiento, lo cual se relaciona a las condiciones de deformacion cero en el
limite externo del yacimiento. Igualmente es evidente que a medida que se aumenta en la
profundidad vertical, la deformacién aumenta de magnitud, de acuerdo al peso de los

estratos superiores.
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Figura 6-48: Comportamiento de la deformacion plastica con profundidad a diferentes
tiempos de produccion — Caso MCC.
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En la Figura 6-49 se presenta el comportamiento de la deformacién plastica en funcién
del angulo de la malla cilindrica. No se evidencia un cambio respecto al angulo de dicha
propiedad, esto relacionado a que no hay impacto de las lineas de flujo angulares que
definan un cambio de periodicidad respecto a este gje.

Figura 6-49: Comportamiento de la deformacion plastica con el angulo a diferentes
profundidades y tiempos de produccion — Caso MCC.
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Por ultimo en la Figura 6-50 se presenta el comportamiento de deformacion total plastica
respecto al angulo, que como se explico anteriormente no presenta una alteracion

angular en respuesta a que las lineas de flujo predominantes en el sistema son radiales.

Figura 6-50: Comportamiento de la deformacion plastica con el angulo a diferentes
radios y a 1880 ft — Caso MCC.
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6.1.3 Resultados Sensibilidades.

En esta seccion se presentan los resultados relacionados a las sensibilidades hechas
con base en las variables geomecanicas correspondientes a cada uno de los modelos

plasticos usados.

El estudio de las sensibilidades se divide en dos, inicialmente se hace sensibilidad de
valores relacionados a variables geomecanicas, y posterior a esto se sensibiliza la

diferencia entre propiedades de los dominios del sistema.

» Resultados Sensibilidades Criterio Drucker — Prager.

Las sensibilidades con el modelo Drucker-Prager se realizan para el modulo de Young, la
razon de Poisson, la cohesién y angulo de friccién interna. Estas variables definen la
ductilidad y resistencia de la roca, por lo cual son esenciales y predominan en los

resultados generales de simulacién. Cada valor presentado en la .

Tabla 6-4 es escogido desde la literatura como valores propios de rocas poco

consolidadas, considerando unas formaciones mas competentes que otras.

Tabla 6-4: Valores de las propiedades geomecanicas a sensibilizar. Caso D-P.

Variables de Sensibilidad Maximo |Minimo

Médulo de Young (psi) 2.00E+07 | 2.00E+05
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Razén de Poisson 0.35 0.25
Cohesion (psi) 1000 100
Angulo de friccion interna (Grados) 43 26

En la Tabla 6-5 se presentan los resultados relacionados a la presién y la deformacion
plastica al ano de produccion (8760 horas), a una profundidad de 1880 ft, en la cara del

pozo.

Tabla 6-5: Resultados porcentuales de la sensibilidad a las variables geomecanicas.

Caso D-P.
Presion Deformacion Plastica
% Valor %Valor Valor Valor

Variable Maximo Minimo Maximo Minimo
Modulo de Young 95.9 72.3 41.7 32.2
Razon de Poisson 48.8 2.5 1.1 21.3
Cohesion 161.2 59.3 67.2 25.8
Angulo de Friccion Interna 59.2 48.8 25.8 21.3

Los porcentajes son obtenidos considerando una diferencia porcentual del valor de
deformaciéon plastica volumétrica y de la presion obtenidas en el ultimo tiempo de
simulacion (8760 horas) en el caso base, (que es supuesto como real) y las obtenidas en
cada una de las corridas de sensibilidad. Como los valores estan presentados en forma
porcentual, es facil acercarse a un analisis del impacto de la resistencia y la

consolidacion de la roca de acuerdo a las diferencias en cada variable.

En la Figura 6-51 se presenta el comportamiento con el tiempo de las simulaciones
realizadas para los valores minimos y maximos de cada variable geomecanica, es
importante mencionar que los resultados de presion con tiempo son evaluados en la cara
del pozo a la profundidad media de la formacion 1880 ft. Acompanando el perfil de
presion con tiempo esta un grafico de comportamiento porcentual que permite ver la
incidencia de cada variable en la presion registrada en la formacién al afio de produccion
(8760 horas).

Se puede observar que cuando el material presenta menor consolidacion y menor

resistencia, la caida de presién es mayor, relacionado a la alta factibilidad en rocas
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menos competentes de sufrir deformaciones permanentes lo que conlleva a una
reduccion mayor en la presion. Igualmente es posible identificar que las variables con
mayor sensibilidad son la cohesion y el modulo de Young, las cuales relacionan

directamente la competitividad del material.

Figura 6-51: Comportamiento con el tiempo y porcentual de la presién para cada variable

sensibilizada — Caso DP.
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Para acompafar el analisis de la presion, se presenta en la Figura 6-52 el
comportamiento de la deformacién volumétrica plastica con tiempo y de igual manera de
forma porcentual. Es evidente que al tener una propiedad geomecanica de resistencia o
consolidacién de menor valor, la energia del yacimiento se consumira aceleradamente lo
que lleva a caidas de presion debido a la produccion del sistema mas altas y por tanto
deformaciones permanentes o plasticas que reducen la energia de la formacion y tienden

a presentar ya un dafio geomecanico en la roca.

Figura 6-52: Comportamiento con el tiempo y porcentual de la deformacién plastica

volumétrica para cada variable sensibilizada — Caso DP.
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= Resultados Sensibilidades Criterio Cam — Clay modificado.

El estudio de sensibilidad para el modelo modificado de Cam-Clay se realiza usando las
propiedades geomecanicas de resistencia y elasticidad de la roca, que en este caso se
relacionan a las variables de presion efectiva de confinamiento y el angulo de estado

critico, que estan implicitas en el modelo presentado en el Capitulo 3.

Los valores especificos presentados en la Tabla 6-6 relacionados con el modelo de Cam
— Clay modificado son supuestos de acuerdo a los valores del caso base obtenidos de la
literatura [26], [27], [28] y [29], lamentablemente estas variables no son comunes en
estudios geomecanicos elasto-plasticos y la falta de pruebas de laboratorio complica la

delimitacion adecuada de estas.

Tabla 6-6: Valores de propiedades geomecanicas a sensibilizar. Caso MCC.
Variables de Sensibilidad

Maximo [Minimo

Madulo de Young (psi) 2.00E+07 [2.00E+05

Razoén de Poisson 0.35 0.25

Presién efectiva de confinamiento
(psi) 5000 500

Angulo de estado critico (CSL)
(Grados) 40 10

En la Tabla 6-7 se presentan los resultados porcentuales para las 7373 horas (307dias)
de simulacién, en la cara del pozo, a una profundidad de 1880 ft. El andlisis se realiza en
este tiempo debido a que en este punto el yacimiento perdié su energia y no pudo
continuar produciendo naturalmente el petréleo, por tanto se toma como valor de

referencia para el analisis de sensibilidad.

Es evidente que las variables que afectan de manera significativa la respuesta de
presion, son las relacionadas a la propiedad de resistencia, presion efectiva de

confinamiento y a la competitividad de la roca ejemplificada en el médulo de Young.

El impacto del cambio de magnitud de las variables sensibilizadas se presenta en forma

porcentual mayor en la presion, esto se ve fundamentado bajo el proceso iterativo que
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esta impuesto en la solucion del sistema de ecuaciones, ya que para el calculo de la
presion se tienen en cuenta cambios en permeabilidad, estado de esfuerzos, entre otros
que en si tienen una relacion directa con la deformacion volumétrica de la roca, pero

ademas tienen otras variables que posibilitan esta diferencia porcentual de mayor
magnitud.

Tabla 6-7: Resultados porcentuales de la sensibilidad a las variables geomecanicas.

Caso MCC.

Presion Deformacion Plastica

% Valor % Valor % Valor % Valor

Variable Maximo Minimo Maximo Minimo
Modulo de Young 83.2 84.2 7.1 20.1
Razdn de Poisson 94.8 38.9 22.6 9.3
Presidn Efectiva de Confinamiento 187.9 61.1 23.3 14.6
CSL 63.8 52.6 15.2 12.5

En la Figura 6-53 se presenta el perfil de presion con el tiempo y se acompana del grafico
de la diferencia porcentual entre el caso base inicial y el trabajado con los nuevos valores
de los parametros geomecanicos. Se puede observar una disminucion en presion
respecto al caso base inicial cuando se consideran parametros de resistencia y de
consolidacion menores a los del caso base, dejando asi como conclusion que a menor
resistencia de la roca tiende esta a presentar deformaciones permanentes mayores que

inciden en la perdida de energia del yacimiento.

Figura 6-53: Comportamiento con el tiempo y porcentual de la presién para cada variable

sensibilizada — Caso MCC.
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En la Figura 6-54 se presenta el perfil con tiempo de la deformacién plastica volumétrica

y la relacion porcentual entre el caso base y el simulado con cada variable sensibilizada



108 Modelamiento Geomecanico en Acoplado a Fluido en Medio Poroso en
Yacimientos de Crudo Pesado Bajo Produccidn en Frio

para las 7373 horas de produccién. Se puede evidenciar la diferencia en los tiempos en
los que inicia a presentarse la deformacion plastica en la roca, esto relacionado con la
resistencia y consolidacion que presente el material para cada caso especifico.
Inicialmente los mayores tiempos de inicio de deformacién plastica estan asociados a los
valores maximos de las variables médulo de Young y angulo de estado critico. De
acuerdo al diagrama porcentual estas dos variables tienen un impacto considerable
cuando se cambian, debido a la relaciéon directa que tienen con la consolidacion y

resistencia de la roca.

Figura 6-54: Comportamiento con el tiempo y porcentual de la deformacion plastica

volumétrica para cada variable sensibilizada — Caso MCC.
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6.1.4 Resultados Sensibilidad de los Dominios.

La segunda parte del estudio de sensibilidad se realiza para los dominios del sistema, ya
que autores como Gutierrez et al. [47] han manifestado el impacto en la presion y otras
variables por la diferencia de propiedades geomecanicas en los dominios del sistema.
Con base en lo expuesto anteriormente se plantea el estudio de la sensibilidad usando

dos arreglos diferentes que son presentados en la Tabla 6-8.

Tabla 6-8: Arreglos para el Estudio de los Dominios.

Arreglos para Sensibilidades con los Dominios

Dominio interno se comporta mas

Arreglo 1 deformable que el dominio externo.

Dominio externo mas deformable que el

Arreglo 2 dominio interno.
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De acuerdo a los arreglos expuestos anteriormente, a continuacion se presentan los
resultados para el modelo de plasticidad de Drucker — Prager, que sera una referencia en

el impacto de las diferencias de parametros geomecanicos en los dominios.

En la Tabla 6-9 se presentan las variables para cada dominio, donde se trabajan
parametros relacionados a la resistencia de la roca y a la consolidacion. El arreglo 1
define el dominio interno menos consolidado y con menor competitividad contrario al
dominio externo que se presenta de mayor resistencia. Por su lado el arreglo 2 presenta
el dominio interno mas resistente a esfuerzos y deformaciones y el dominio externo

propenso a mayores deformaciones permanentes.

Tabla 6-9: Valores para la Sensibilidad de Arreglo 1y 2.

Arreglo1 | Arreglo 2
Cohesién dominio interno (psi) 100 500
Cohesién dominio externo (psi) 500 100
Angulo de friccién interna dominio interno (Grados) 26 33
Angulo de friccidn interna dominio externo (Grados) 33 26
Maodulo de Young dominio interno (psi) 2.00E+05 [ 2.00E+06
Maodulo de Young dominio externo (psi) 2.00E+06 [ 2.00E+05
Relacion de Poisson dominio interno 0.30 0.25
Relacién de Poisson dominio externo 0.25 0.30
Compresibilidad del esqueleto dominio interno (1/psi) 8.00E-11 8.00E-09
87F|;T;Fi))re3|bllldad del esqueleto dominio externo 8.00E-09 8.00E-11

En la Figura 6-55 se presentan los resultados de presion, ya que como se mencion6
anteriormente es la variable que recoge el comportamiento de la permeabilidad, asociada
al estado de esfuerzos que depende del comportamiento directo de las deformaciones de
la formacion. Para acompafar estos resultados en la Figura 6-56 se presenta el
comportamiento de la deformacién plastica volumétrica con tiempo para los arreglos y el

obtenido en el caso base.
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Es evidente que al considerar el dominio interno mas deformable, existe una fuerte
disipacion en las deformaciones del sistema, o que ayuda a mantener la presion de la
formacion. Por otro lado cuando se considera la formacion mas resistente que el dominio
externo, se incrementan las deformaciones en lugar de disiparse dando como resultado
una pérdida de energia de la formacioén, mostrandose asi como una caida de presion

mayor.

La Figura 6-56 permite ver que las deformaciones permanentes de la formacion inician
en diferentes tiempos de produccidn, como consecuencia de la resistencia con la que se
esté considerando el arreglo. En comparacion con el caso base, el arreglo 2 presenta un
inicio en las deformaciones plasticas mas temprano que el arreglo 1, debido a la
diferencia en consolidacion de ambos arreglos para ambos dominios, o que permite
analizar que cuando se tiene una formacion mas débil como dominio externo del sistema

este perdera rapidamente su energia productiva.

Figura 6-55: Comportamiento de la presién con el tiempo de produccién. Caso D-P.
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Figura 6-56: Comportamiento de la deformacion plastica volumétrica con el tiempo de

produccién. Caso D-P.
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6.2 Resultados CMG.

En esta seccién se presentaran los resultados obtenidos con CMG para el caso base.
Estos resultados se presentan con la intencién de identificar el comportamiento acoplado
de flujo de fluidos y geomecanica del simulador comercial CMG y de igual manera
realizar una comparacion entre los resultados de dicho simulador y el construido en este
trabajo. En el Anexo 8 se presenta una compilacion del sistema de trabajo del simulador

CMG y sus alcances con la simulacion geomecanica.

= Datos de Entrada Simulacion CMG.

El trabajo con el simulador CMG se enfocd en el analisis del comportamiento
geomecanico de una formacién poco consolidada que esta produciendo un crudo
pesado. El estudio se hace usando un modelo elasto-plastico tipo Drucker-Prager y un
modelo tipo Cam-Clay modificado, con la intencion de realizar un analisis comparativo de
los resultados obtenidos en cada modelo, y también para encontrar las diferencias entre
las suposiciones realizadas por la compania CMG en su simulacion numérica y el

simulador desarrollado en el trabajo de investigacion.

= Modelo Drucker-Prager. Inicialmente se evalua el comportamiento geomecanico del
material usando el modelo de cedencia de Drucker-Prager con las caracteristicas
presentadas en la Tabla 6-3.

» Modelo modificado de Cam-Clay. Para la puesta en marcha de la simulacién del pozo

considerando el modelo modificado de Cam-Clay es necesario tener en cuenta los
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parametros presentados en la Tabla 6-3 y los referenciados a continuacion en la
Tabla 6-10.

Tabla 6-10 Parametros de Entrada Modelo Cam Clay Modificado. [42]

Indice de Swelling 0.018
Indice de Compresién 0.13
Relaciéln entre |'ndic§,s de 10
tension y compresion
Hardening Inicial (psi) 50

Los datos de la Tabla 6-10 estan relacionados con las condiciones de cedencia del
material, dentro de estas condiciones se consideran fenomenos como compresion de la
roca, hinchamiento o Swelling de la formacion y un proceso de Hardening o
Endurecimiento de la roca. Para este caso, y debido a la complejidad de la obtencion de
los parametros descritos en la Tabla 6-10, los cuales son muy especificos del material y
son conocidos por pruebas de laboratorio, se usan los valores del ejemplo referenciado
en la guia de usuario del médulo STARS [44]. Los datos relacionados al modelo Cam-
Clay modificado difieren de los utilizados en el modelo computacional construido en este
trabajo, debido a la simplificaciéon del modelo de falla donde solo de consideran como
parametros de entrada la presion efectiva de pre consolidacion y el angulo de estado
critico [25], [26] y [27]. Es importante aclarar que estas dos propiedades tienen

intrinsecas las variables trabajadas por el simulador CMG.

= Resultados CMG Modelo Drucker - Prager.

Para el analisis de resultados provenientes del simulador CMG se presentan las curvas
de perfil de tiempo de produccion para la presion, el esfuerzo efectivo promedio y la
deformacién plastica volumétrica del sistema, acompanando a estas graficas estan los
diagramas bidimensionales que permiten ver el comportamiento radial y vertical del

cilindro evaluado, al ultimo tiempo de produccion (8760 horas — 1 afo).

En la Figura 6-57 se presenta el comportamiento de la presiéon y el esfuerzo efectivo
promedio al ultimo tiempo de simulacién, donde se identifica una distribucion de presion

mayor en las lejanias del pozo y menor en las cercanias a este, relacionado con la
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produccién continua a la que se sometié el pozo, por su parte el esfuerzo efectivo
promedio presenta las mayores magnitudes en la cara del pozo y las menores a
profundidades radiales mayores, lo cual es equivalente al comportamiento de la presion,

esto considerando la definicion de esfuerzo efectivo que relaciona la presion de poro del

sistema con la componente de Biot y el esfuerzo total.

Figura 6-57: Comportamiento de presién y esfuerzo efectivo promedio al ultimo tiempo
de simulacion. Simulador CMG - Caso D-P.
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En la Figura 6-58 se presenta el comportamiento de esfuerzo efectivo promedio y
presion relacionados a los resultados obtenidos mediante la herramienta CMG, es
posible observar que a medida que el pozo esta abierto a produccion la caida de presion
aumenta considerablemente, la caida de presion al afio de produccion es de 625 psi esto
considerando las deformaciones plasticas del sistema. Por su parte el esfuerzo efectivo
promedio aumenta considerablemente con el tiempo debido a liberacion de energia de la

formacion que permite comprimir en mayor magnitud la zona de estudio.

En la Figura 6-58 es posible observar también los resultados obtenidos con la
herramienta construida para la presion de fondo del pozo y el esfuerzo efectivo promedio.
Este montaje de resultados obtenidos con las diferentes herramientas se hace con el fin
de dar una posible validacion a la respuesta obtenida por la herramienta de flujo de

fluidos acoplada a geomecanica desarrollada.

Se identifican diferencias en la magnitud de la presién de fondo y del esfuerzo efectivo,
teniendo una menor caida de presion para la corrida con el simulador CMG por lo cual el

esfuerzo efectivo promedio es menor que el obtenido con la herramienta desarrollada.
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Estos resultados diferentes se esperan debido a las consideraciones base de las que
parte cada herramienta de simulacion, como lo es la simulacién totalmente acoplada

obtenida con la herramienta desarrollada y la simulacién desacoplada que brinda CMG.

Figura 6-58: Comportamiento de presion y esfuerzo efectivo promedio con el tiempo en
la cara del pozo a 1880 ft. Simulador CMG - Caso D-P.
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Para acompanar los resultados de presion y esfuerzo efectivo, se presenta en la Figura
6-59 los perfiles con radio y tiempo de la deformacion plastica del sistema, donde se
puede observar un inicio de deformacion a las 5100 horas aproximadamente de
deformacién permanente lo que conduce a un dafo de la formacion mayor que aumenta
la caida de presion. Igualmente es importante considerar que el sistema antes de las
5100 horas presenta deformaciones elasticas que aportan igualmente a la caida de

presion en la formacion.

Al comparar los resultados para la deformacion volumétrica plastica con los obtenidos
con CMG es evidente la diferencia en magnitudes que da como resultado cada
herramienta, esto relacionado a lo observado en la Figura 6-58, donde hay una mayor
presion al afo de produccion del pozo como respuesta a una deformacion permanente

menor.

Figura 6-59: Comportamiento de deformacion plastica al ultimo tiempo de simulacién y

perfil con tiempo de produccién. Simulador CMG - Caso D-P.
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A continuacion se presentan los resultados obtenidos con la herramienta CMG para

presion, esfuerzo efectivo promedio y deformacion plastica, usando el modelo de

cedencia Cam — Clay modificado.

En la Figura 6-60 se presenta el comportamiento de presién y esfuerzo efectivo en una

seccién del cilindro simulado en CMG, se puede observar la distribucion radial y vertical

de la presion y esfuerzo efectivo promedio al ultimo tiempo de produccién analizado

(8760 horas — 1 afio). Es evidente que la caida de presién registrada se alcanza a

observar en los bloques cercanos al pozo, donde de igual manera se presentan los

mayores valores de esfuerzo efectivo en el sistema.

Figura 6-60: Comportamiento de presién y esfuerzo efectivo promedio al Ultimo Tiempo
de simulacién. Simulador CMG - Caso MCC.
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Para acompanar los resultados de la Figura 6-60 se presenta el comportamiento de la
presion con el tiempo e igualmente el esfuerzo efectivo con el tiempo en la Figura 6-61,
donde se evidencia la caida se presion del sistema producto de la producciéon sostenida
de petroleo de la formacion en estudio. La caida de presion registrada es de 648 psi
aproximadamente a un afio de produccién. El esfuerzo efectivo promedio en relacién a la
presion de la formacion aumenta considerablemente, llegando a un valor de 1318 psi. Es
importante mencionar que estas magnitudes son analizadas en la cara del pozo a una
profundidad media de 1880 ft.

Comparando los resultados obtenidos con CMG y los de la herramienta desarrollada, se
puede observar que la caida de presion es menor con el simulador CMG, donde se
alcanza una presion al ano de produccion de 300 psi aproximadamente, comparado con
lo obtenido en la herramienta desarrollada donde no es posible seguir bajo produccion
natural para extraer el petréleo. El comportamiento del esfuerzo efectivo, ligado
directamente a la respuesta de presidn es menor con la herramienta CMG que el
obtenido con el simulador desarrollado relacionado en su totalidad a la menor caida de

presidn experimentada en la produccién de un afio con este simulador.

La diferencia en resultados radica en la simplificacion realizada para el modelo de

cedencia Cam-Clay antes mencionada.

Por ultimo en la Figura 6-62 se presenta el comportamiento radial y vertical al ultimo
tiempo de simulacion de la deformacion volumétrica plastica y se acompafia de un perfil
de dicha deformacién con tiempo. Del perfil de deformacién con tiempo es evidente que
la deformacién permanente del sistema se presenta aproximadamente a las 4000 horas
de produccién continua de petréleo, este inicio en la deformaciéon permanente marca una
tendencia a incrementar con el tiempo, que relaciona directamente el incremento en los
esfuerzos totales de la roca reflejados en el esfuerzo efectivo promedio y en la caida de

presion del sistema.

Al comparar los resultados de las deformaciones plasticas volumétricas obtenidas con
cada simulador, es evidente la diferencia en magnitudes de cada una, relacionada
directamente con la caida de presion y el comportamiento del esfuerzo efectivo. Esta
diferencia radica en las consideraciones que toma el modelo Cam - Clay modificado para

definir la consolidaciéon y dureza de una roca. El andlisis trato de hacerse en rocas de
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similares caracteristicas, pero la complejidad de las propiedades enmarcadas en pruebas

de laboratorio deja un punto de analisis mas riguroso en este caso.

Figura 6-61: Comportamiento de presion y esfuerzo efectivo promedio con el tiempo en
la cara del pozo a 1880 ft. Simulador CMG - Caso MCC.
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Figura 6-62: Comportamiento de deformacion plastica al ultimo tiempo de simulacion y
perfil con tiempo de producciéon. Simulador CMG - Caso MCC.
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7.Conclusiones y Recomendaciones.

En este capitulo se presenta una recopilacién de los puntos mas concluyentes de todo el
desarrollo en este trabajo. También se realiza una lista de recomendaciones para

fortalecer el modelo de simulacion.

7.1 Conclusiones

A continuacién se presentan las conclusiones del presente trabajo, donde se desarrollé
un modelo conceptual, matematico, y computacional que permitié obtener resultados de
simulacién, que fueron comparados con resultados de una herramienta comercial de

simulacion.

* La teoria de elasto-plasticidad es un concepto base para entender el
comportamiento de arenas de baja consolidacion y ha sido desarrollado a lo largo
de varias décadas por sus buenos resultados en cuanto a la caracterizacion de
este tipo de arenas.

* Las diferencias expuestas entre la simulacién acoplada elastica lineal y elasto-
plastica y la simulacién desacoplada, permite concluir la necesidad de realizar
caracterizacion de yacimientos usando simulaciones acopladas, que llevan un
concepto mas general del comportamiento de este tipo de yacimientos.

* La diferencia entre los resultados elastico lineales y elasto-plasticos son visibles,
se alcanza a diferenciar el comportamiento de las deformaciones, esfuerzos,
propiedades y presidn, con esto es concluyente que el método elasto-plastico es
mas aproximado en cuanto al comportamiento mecanico de la formacion.

* El modelo modificado de Cam-Clay ha sido desarrollado para analizar el
comportamiento de cedencia de formaciones no consolidadas, pero para el uso

de este modelo se hace necesario tener valores reales representativos del
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material en estudio, por tanto se concluye que el uso de este tipo de criterios esta
ligado a un manejo adecuado de los datos caracteristicos de la roca.

Los resultados de las sensibilidades permiten identificar que una variable
altamente sensible a los cambios es el médulo de Young, igualmente variables
plasticas propias de cada modelo generan cambios altamente bruscos en los
resultados de simulacion.

El manejo de diferentes propiedades geomecanicas en cada uno de los dominios
permite aproximar a la realidad el comportamiento de la roca y da a conocer la
importancia de hacer un estudio mas riguroso en este aspecto.

Los resultados obtenidos con el simulador comercial CMG son similares, en su
generalidad, con los obtenidos mediante la herramienta de simulacion
desarrollada. Es concluyente por tanto que el simulador desarrollado es una
herramienta competitiva para hacer caracterizaciones de un yacimiento de arenas

poco consolidadas.

7.2 Recomendaciones

Los resultados presentados en este trabajo de investigacién son una aproximacion inicial

al comportamiento mecanico de yacimientos de baja consolidacion, por esta razén en el

desarrollo de la herramienta computacional quedan aun pendientes diferentes desarrollos

y consideraciones para lograr su mayor uso. A continuacion de enumeran algunos puntos

pendientes:

El caudal con el que se trabajé el caso de simulacion es constante, sin embargo,
normalmente este es variable en toda la vida productiva de un pozo debido a la
disminucion de la presion del yacimiento. Por esto, se recomienda introducir la
historia de produccion en el simulador y asi tener una respuesta mas acercada
del comportamiento de la presion del fluido en el yacimiento y de la deformacion
total de la roca.

En el desarrollo matematico, nhumérico y computacional se consideré solo una
fase fluyente, petrdleo pesado. Para robustecer el conocimiento de un yacimiento
se hace necesario considerar flujo de agua proveniente de algun acuifero vecino

a la formacion productora.
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Es importante generar aplicativos en la herramienta de simulacion que permitan
predecir fendbmenos geomecanicos en la roca asociados a el comportamiento
plastico del material, en este sentido se recomiendo replantear la condicion de
frontera del tope de la formacion con el fin de estudiar procesos de subsidencia
acoplados a la compactacién de la roca.

El desarrollo numérico en diferencias finitas de las ecuaciones de equilibrio de
geomecanica es muy extenso y complejo de manejar en un lenguaje
computacional como lo es la version Compaq Visual Fortran 6.6, donde es muy
factible incurrir en errores de signos y de escritura, por tanto se recomienda
cambiar la programacion del sistema de ecuaciones a una version actualizada del
Fortran, o implementar otros métodos de discretizacion como lo son elementos
finitos, volimenes finitos, etc.

El método de solucion planteado para dar solucion al sistema de ecuaciones de
flujo de fluidos y geomecanica es PSOR. Este método permiti6 encontrar la
convergencia de cada sistema de ecuaciones en tiempos aproximados por corrida
de 24 a 48 horas, por tanto se extiende la necesidad de implementar métodos de
solucion mas eficaces en cuanto a tiempo para dar solucién a estos sistemas de

ecuaciones.
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A. Anexo 1: Modelo Diferencial de
Flujo de Fluidos.

Ecuacion de Continuidad
Para describir correctamente el modelo de flujo de fluidos se debe garantizar
conservacion de la masa del fluido y del sélido. Para asegurar que esta condicion se

cumpla, se aplica el principio de conservacion de la materia en forma infinitesimal.

* Ecuacién de conservacién de la masa de fluido.
La ecuacién de conservacion de masa de fluido se obtiene a partir de un balance de

masa para un elemento de volumen infinitesimal del medio poroso.

Considérese un elemento infinitesimal de volumen poroso de espesor radial Ar, de ancho
Af y altura Az a través del cual ocurre flujo de fluidos en las direcciones radial, tangencial
y vertical, tal como se ilustra en la Figura A- 1 Haciendo un balance de masa durante un

incremento de tiempo At se tiene:

Figura A- 1: Balance de esfuerzos en volumen infinitesimal.

A

prUs:

prUso

m—(vﬂ; B pfl'/,. + A(/)/l'_,,.i

Lol

/Jf(vf: — .A(/lf(vf« )
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masaentra])At_masasale)At T masasyente o sumideros)ac = acumulacion o agotam (A-1)

Notando la densidad y el volumen de fluido como p; y Vy, respectivamente, se tiene que

la masa de fluido esta dada por:

masas = piVr = peAtransversar (Pur) At (A-2)

En la Ecuacion (A- 2), Aransversal €S €l @rea transversal al flujo, ¢ es porosidad y ur es la

velocidad del fluido.
Teniendo en cuenta la Ecuacion (A- 2) y que existen componentes de flujo radial,
tangencial y vertical, los términos masacnpira)ar Y Masasqie)a: de la Ecuacion (A- 1)

pueden ser escritos de la siguiente forma:

AB
masaentra])m: = pf(¢ufr)(rA0AZAt) + pf((l)ufH)ArAZAt + pf(d)ufz)? [(r+ Ar)z - rZ] (A- 3)

masagge)ae = [Pe(Pusr) + Alpedus, ) [[A0(r + Ar)AZIAL + [pe(Puso) + Alpsdusg)|At

AG A-4
+ [p(puy,) + Apepuy, )] - [(r 4+ Ar)? —r?]At (A-4)

En las Ecuaciones (A- 3) y (A- 4), usr, usg Y us, son las velocidades del fluido en la

direccion radial, tangencial y vertical, respectivamente.

La masa que entra por fuentes o sumideros esta dada por:

MmasQsyente o sumideros)At = gV At (A-5)

En la Ecuacion (A- 5), V; es volumen total del elemento infinitesimal y ¢ la cantidad de

masa que entra o sale por fuentes o sumideros, respectivamente, por unidad de volumen

total por unidad de tiempo de observacion, el cual esta dado por:
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_ MASQfyente o sumideros

= VAt (A-6)

El término acumulacion o agotamiento en la Ecuacion (A- 1) esta dada por:

acumulacion o agotamiento),, = A(pV,P) A (A-7)

Reemplazando las Ecuaciones (A- 3) a (A- 7) en la Ecuacién (A- 1), despreciando los
términos infinitesimales de orden mayor (producto de cinco incrementos), simplificando

términos y dividiendo por V;At = rAGArAzAt, se encuentra la expresion para el balance

de masa:
PPy, N A (pf¢u r) 3 lA(pf‘l’ufe) A (pf¢u z) _ 1A(pV:) e
r Ar S Az v, o Y (A-8)

En la Ecuacion (A- 8), g > 0 hace referencia a produccion de fluidos y Gy < 0 para el
caso de inyeccion de fluidos. Tomando limites cuando Ar -0, Az—- 0y At—>0 vy

aplicando la definicion de derivada, la Ecuacion (A- 7) adquiere la forma diferencial:

10 (pepuy,r) 10 (peuy,) 0(pibuy) 10(p Vi)
B b > =7, P/ (A-9)

La Ecuacion (A- 9) es la ecuacion de continuidad para el flujo de fluidos en un medio
poroso en coordenadas cilindricas. Obsérvese que en yacimientos sensitivos a esfuerzos
y deformaciones, V. y ¢ son parametros dependientes del tiempo, contrario a la

suposicion generalmente aceptada en simulaciéon convencional de yacimientos.

e Ecuacion de conservacion de masa del sélido.

Considerando que la masa del solido esta dada por la ecuacion (A- 10).

masas = ps(1 — PlusArransversatAt (A-10)

Donde p; es densidad del sélido y u, es velocidad del sdlido, siguiendo un procedimiento
analogo al balance de masa del fluido y teniendo en cuenta que la masa del sélido puede

ser expresada como:
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se obtiene la siguiente ecuacion de continuidad del sélido:

. 1 6[{75(1 B ¢)usrr] . la[ps(l - ¢)use] . 6[ps(1 B ¢)usz] _ 1 a[ps(l B ¢)] + &
T ar " 96 9z Vv, ot fs (A-11)

En la Ecuacion (A- 11), ug,., Usg Y Us, Son velocidades del sélido en la direccién radial,
tangencial y vertical, respectivamente y §; cantidad de masa de sdlido que entra o sale
por fuentes o sumideros, respectivamente, por unidad de volumen total por unidad de

tiempo de observacion.

Ecuacion de Difusividad

Usando la ley de Darcy para el flujo de fluido a través del medio poroso del sistema, la
velocidad real del fluido en direccién radial y vertical se puede expresar de la siguiente

manera:

En direccion radial:

PO
Ur = A, upor (A-12)
En direccion tangencial:
_9s _ kel
Pupp = 2.~ w700 (A-13)
En direccion vertical:
_9z_ k0P
Purz = A, upoz (A-14)

En las Ecuaciones (A- 12) a (A- 14), q,-, g9 Y g, Sson caudales de fluido en direccion radial,
tangencial y vertical, respectivamente, A, es area ftransversal, k., kg ¥ k, son
permeabilidades en la direccion radial, tangencial y vertical respectivamente, u; es
viscosidad del fluido y p es presion. Dado que el sdlido puede encontrarse en

movimiento, la velocidad relativa del fluido se expresa como:
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ar

Usrelativa)r = ¢(ufr usr) = At (A-15)
4o

ufrelativa)@ = ¢(uf9 - use) = A_t (A-16)
q

ufrelativa)z = ¢(ufz - usz) = A_Zt (A-17)

En las Ecuaciones (A- 15) a (A- 17), Usreiariva)i €S Velocidad relativa del fluido con
respecto al soélido en la direccion i=r,0,z, respectivamente. Combinando las
Ecuaciones (A- 12) a (A- 17), se obtienen las ecuaciones para la velocidad del fluido a

través del medio poroso:

k, ap
Urr P = Usp P — iy o (A- 18)
k-10dp
Urg = Usp P Tu 70 (A-19)
b = b — k ap
fz sz Hf 9z (A- 20)

Reemplazando las Ecuaciones (A- 18) a (A- 20) en la Ecuacién (A- 20) y reorganizando

términos, se obtiene;

1[0 k, 0p +10 k,.10p +0 k, dp
r|or rpf,ufar rd6 pfufrae 0z pf,ufaz

- ?a_r(rpf )+ 790 25 erdua) *52 (pf¢ufz) o At 2 (oyVid) + 1y

(A-21)

La Ecuacion (A- 21) se puede escribir de la siguiente manera:

K 10 o
v.{ oy EVP = V. (prdpus) + V.3t (prVed)+ay (A-22)
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El operador V en la Ecuacion (A- 22) es conocido como divergente, y K es el tensor de
permeabilidades. El simbolo VU representa el gradiente de una propiedad U en

coordenadas cilindricas y se expresa:

au_. 10U. 0dU-
VU=—1+ +Ek (A-23)

or r 00
Donde 7,7,k son los vectores unitarios en direccién radial, tangencial y vertical,
respectivamente. El simbolo VU representa el divergente de una propiedad U en
coordenadas cilindricas y se expresa:

10(rU. 10U au
- ( r)_I_ 0+ Z

v.U= r Oor r 00 dz (A-24)

Donde U,, Uy, U,, son las propiedades dependientes en la direccion radial, tangencial y
vertical, respectivamente. Derivando el primer término del lado derecho de la ecuacién

(A- 22), se tiene la siguiente expresion:

K 10
v. (Pf EW) = usV. (pcd) + prdV. (us) + V.ot (prVed)+ay (A- 25)

El término usV - (pr¢) es una componente convectiva y puede ser despreciada, pues este
producto es un valor pequeno con respecto a los otros términos, ademas fisicamente,
esto implica que el yacimiento estd sufriendo deformaciéon, pero se mantiene

estacionario. La ecuacién (A- 25) se expresa como:

K 19 )
V. pr EVP = prPV. (us) + V.ot (prVed)+ay (A- 26)

El primer término del lado derecho de la Ecuacion (A- 26) puede ser expresado utilizando
la ecuacion de conservacion del solido (Ecuacién (A- 11)), organizandola de forma similar

a la Ecuacion (A- 22) y despreciando el término de componente convectiva se obtiene:
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B 1 10 1 q
V. (ug) = WX ETOVAL (psVe(1—¢)) — ¢) (A- 27)

Desarrollando la derivada indicada en este término, se tiene que:

1 19 11 ps(l $)10

I AT GG iy ey Tl (Pth<1—¢>>)— — Vot (A- 28)
1 1

‘ps(1—¢)V n 2 (o1 - ) = EPCETY: 2 (pevi(1 - qb))—va(vt) (A-20)

Reemplazando la densidad del sélido por su definicion en la expresion anterior:

1 10 v _ 1 0 10 v
PR TAAGGS ¢))_——,%(1 7\, - AR (A-30)

Donde V; es volumen del sdlido. Expresando la porosidad en términos de los volumenes

total y del sdlido, la ecuacién anterior se puede escribir como sigue:

1 10 ( A ))__ Vs a[l<1_(vt_vs)>]_l
PN A (1=9)= (1_(Vt; V;))&‘t v, Ve Ve (A-31)
t

1L 1o, _ 20 19,
_ps<1—¢>vtat(ps (1=9)) =~ f%[v‘t]‘ﬁm( 2 (A-32)

Derivando el primer término del lado derecho de la ecuacion anterior y simplificando:

1 10 _ 1 9V, 10V,

_ps(l mpS ST (PSVt(l - ¢)) =-V; <V_§W> _Vt% (A- 33)
1 10

AT PV 9) =0 (A-34)

Por tanto, la Ecuacion (A- 27) se puede expresar de la siguiente manera:

s

V. (us) = —m (A-35)
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Reemplazando la Ecuacion (A- 28) en la Ecuacion (A- 26):

K (pehqs)
V. (pf EVP> Psz q¢) Vot (PthQb)‘HZf (A- 36)

El segundo término del lado derecho de esta ecuacién puede escribirse de la siguiente
forma:

10 ¢ 0
Vat(pf V) = pr at(Vt)+¢at(pf) (A- 37)

De la definicion de compresibilidad de un fluido puede demostrarse:

0 10
Cr 5 ®) = py ot 52 (er) (A- 38)

El término ¢, en la Ecuacion (A- 38), es la compresibilidad del fluido. Llevando la

Ecuacion (A- 38) a la Ecuacion (A- 36) se tendra:

A at 3 (eri9) = lv AOREET (p)l (-39)

Finalmente, reemplazando la Ecuacion (A- 39) en la Ecuacién (A- 36) se obtiene:

K (pehqs) 10 d _
v. (Pf ;Vp> = _ps(;t——qb)Jr pro leE (%) +er 5 (P)l +4y (A- 40)

La Ecuacion (A- 40) es la primera forma de la ecuacion de flujo de fluidos. En este
modelo el flujo de fluidos depende del estado de esfuerzos al que estd sometido el
yacimiento, ademas de la presion de poro y de las propiedades de roca y fluido. Por esta
razon es necesario expresar la ecuacion de flujo en funcion de estas variables. Para tal
objetivo se utiliza la siguiente expresidon deducida con base en la teoria de

compresibilidad de medios porosos de Zimmermman et al. [32]

Vipd_"v -2 @e-ca+ )L~ (e - c)%(fj)] (A 41)
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En la ecuacion (A- 41), ¢, es la compresibilidad del esqueleto de la roca, c,. es la
compresibilidad total de la roca, definida con base en la variacion del volumen total con
respecto a la presion de confinamiento, a presion de poro constante y g, es la

deformacion volumétrica.

Sustituyendo la Ecuacién (A- 41) en la Ecuacién (A- 40) y reagrupando términos

semejantes se obtiene:

) (pf¢CIs)

rXCET)) + P [(Cbc cr(1+ ¢)) — (Cpe — cr)%(:—;)] +ir  (A-42)

K

La Ecuacion (A- 42) es la forma final del modelo de flujo de fluidos, la cual esta
expresada en términos de la presion de poro y de la deformacién volumétrica, siendo
valida para todo tipo de fluido: compresible, levemente compresible e incompresible. En
la ecuacion (A- 42) ¢, = & — cp., €sta muestra que las propiedades de la roca y el fluido

son funcién de la presion de poro o del estado de esfuerzos o de ambas.






B. Anexo 2: Modelo Diferencial de
Deformacion Geomecanica de la
Roca.

El modelo de deformacion geomecanica esta basado en el siguiente conjunto de
relaciones:

= Relaciones de equilibrio de esfuerzos

= Relaciones deformacion — desplazamiento

»= Relaciones esfuerzo-deformacion-presion.

De acuerdo a la relacion esfuerzo — deformacion es importante dejar en claro que este
modelo lo considerara como elasto-plastico, por lo cual se trabajara como si el sistema se
comportara elastico o plastico con pequenas deformaciones.

El equilibrio de esfuerzos se plantea sobre un elemento de volumen infinitesimal en
coordenadas cilindricas, el cual representa el estado tridimensional de esfuerzos Figura
B-1

Figura B- 1: Balance de esfuerzos en volumen infinitesimal.

> o+
Z =

Relaciones de Equilibrio de esfuerzos: Para conservar el equilibrio de fuerzas después
del cambio en la presion se deben cumplir las siguientes ecuaciones de equilibrio de

esfuerzos [44]:
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dof of —og 1005 005, O0Ao,. Ao.—Acy 10Acg,. 0Ag,. Jalp
+ + - + + = (B-1)
or T r 06 0z ar r r 00 0z or

da’, 20°% 1003 002 0AcS. 10Ac, JAo, 2A0. 1daA
6 ro  —99% 7920 or , 2229 oz LA p_

30 1 790 "az T ar ro8 | az R T (B-2)
do,, o0y, 1doy, 0dof O0JAc,, Ao, 10Acs, 0Ag, Odalp
or + r +r a0 0z or + r r 00 0z + 0z =0 (B-3)

En las ecuaciones (B- 1), (B- 2), y (B- 3) Ag;, i = 1,0,z es el esfuerzo total incremental en

la direccion i; Ag,.,, Ag,-g and Aagg, son los esfuerzos de corte incrementales.

Ecuaciones deformaciéon - Desplazamiento: Los desplazamientos incrementales y las

deformaciones incrementales se relacionan de la siguiente manera [44].

e, — d0Au,

& = or (B-4)
Aeg = l(Au 6Au9> B-5

o=\ T e (B-3)

Ae. — dAu,

&z = aZ (B' 6)
A 1 (aAuT ) N 10Aug

0 =5 Ta9 ") T2 ar ®-7)
Ae. = 1 (aAuZ N ('?Aur>

frz =2 or Tz (B-8)
A 1 (1 0Au, aAu9>

%:=3\7738 " oz (B-9)
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En las ecuaciones (B- 4) a (B- 9), Ag; ¥ Au;, i=r1,0,z son las deformaciones
incrementales normales y los desplazamientos respectivamente, en la direccion i; Ag,g,
A, and Aeg, son deformaciones de corte incrementales. La matriz deformacion se

puede expresar:

[D] = |€or €0 <oz (B-10)
La expresidn que describe la deformacion volumétrica es:

Ju, 1
£”=8r+€9+82=_6r +;<ur+

6Aur) 4 du,

20 or (B-11)

Donde
& &g ¥ €, = Deformaciones en la direccién radial, tangencial y vertical respectivamente.
&6, €z V €9, = Son las deformaciones de cizalla.

u, ug yu, = Desplazamientos en las direcciones radial, tangencial y vertical,

respectivamente.

Ecuaciones de esfuerzo-deformacion-presién para un sélido.

En primer lugar se presentan las ecuaciones entre esfuerzos y deformaciones para el

caso elastico. [45] Los esfuerzos para cada direccién seran:

Esfuerzo en direccion radial

o, = 2G&, + Ag, = (2G + Mgy + Aeg + ey (B-12)

Esfuerzo en direccién tangencial
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g = 2Geg + Ae, = Ag. + (2G + Deg + Ay (B-13)

Esfuerzo en direccion vertical:

0, =2Ge, + Ag,, = ey + Aeg + (2G + A, (B-14)

Los esfuerzos de cizalla estéan dados por:

En direccién r@

org = 2G(&rg) (B-15)

En direccién rz

orz = 2G(&rz) (B- 16)

En direccioén z6

ogz = 2G(&gz) (B-17)

En las ecuaciones (B- 12) a (B- 17), G es el modulo de cizalla, A es el parametro de
Lame.

De manera matricial las anteriores ecuaciones estarian expresadas asi:

Oy A+2G A A 000 Er
Op A A4+2G 2 0 0 0] ¢
al|l_| 2 A A42G60 0 0 || e
ool | 0 0 0 2G0 0 ||ere (B-18)
Orz 0 0 0 0260 ||&z
Toz 0 0 0 0 02Gileoz

De una manera mas sencilla se puede expresar como
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0ij = [Dcleij (B-19)

Donde [D.] es denominada la matriz elastica.

Ecuaciones geomecanicas para un medio poroso.

El conjunto de ecuaciones (B- 12) hasta (B- 17) se emplean para la descripcion de la
deformacién de un cuerpo solido (no poroso), contrario a lo necesario para este estudio,
por tanto para relacionar estas ecuaciones a medios porosos saturados de fluidos, se
debe incluir el concepto de esfuerzo efectivo y trabajar con base en este, el cual

considera el esfuerzo total y la presion de poro. [45]

El esfuerzo efectivo se define asi:

0ij = 0jj —ap (B- 20)

Donde

o;j = Esfuerzo total
a =Coeficiente de Biot

p = Presién de poro

Teniendo en cuenta la definicion de esfuerzo efectivo planteada anteriormente, para el
caso elastico las ecuaciones (B- 12) a (B- 17) se pueden expresar de la siguiente

manera:

o', =2Ge + Ag, (B-21)

a'yg =2Geg + gy, (B-22)
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o', =2Ge, + g, (B-23)

Al extender la aplicacién de la definicion de esfuerzo efectivo, en los esfuerzos de
cizalladura no se produce ningun cambio, pues en el caso de estos, el esfuerzo efectivo
es igual al esfuerzo total dado que la presién de poro actua en direccién normal a la

superficie de la roca. [45]

Las ecuaciones (B- 21), (B- 22) y (B- 23) se tienen para el caso de tener una deformacion
elastica de la roca. Para hallar las expresiones correspondientes al caso elasto-plastico,

se requiere de un analisis diferente que se presentara a continuacion.

Incremento de la relacién Esfuerzo-Deformacién-Presién

Un material puede ser clasificado como elasto-plastico si después de ser cargado mas
alld de cierto limite (limite de cedencia del material), se presenta en el mismo una
deformacién permanente (plastica), una vez se ha liberado de la carga a la que
inicialmente estaba sometido. El incremento de desplazamiento total en el caso elasto-
plastico, esta compuesto por una parte elastica y otra plastica, como se muestra a
continuacion [45]:

_ e 14
de;j = dejj + deg; (B- 24)
Los incrementos en los esfuerzos y las deformaciones elasticas estan relacionados por la
ley de Hooke generalizada, como se presenta en la ecuaciéon (B- 26):

dsij = [De]_ldO'ij + dSZ (B- 25)

Ademas, el vector de incremento en los esfuerzos esta dado por:

daij = [Dcl(de;j — def; (B- 26)
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Donde dsipj son los incrementos de la deformacion plastica.

De acuerdo a la regla de flujo, los incrementos en la deformacion pueden ser derivados a
partir de la funcién llamada potencial plastico, y representada por Q [45]. Primero se
asume que esta funcion existe y que los incrementos en la deformacién plastica son
proporcionales al gradiente de Q, por lo tanto:

dQ

P _
dej; =4 do; (B-27)

Donde 4 es una constante de proporcionalidad a ser determinada. Se dice que la regla
de flujo es asociada cuando dQ se hace idéntica a una funcion df; en caso contrario, se
dice que la regla de flujo es “no —asociada”. La regla de flujo no asociada se trabaja
cuando la formacién de interés presenta una dilatancia significativa, en este caso para
estudiar la compactacién del sistema se dispone del caso mas simple que es la regla de

flujo asociada.

Para un modelo tridimensional, se tiene que:

dQ _ d0 dQ 4@ dQ d@ adQ

doij - do‘i]"dO'ij, dUij’dGij:dJij'dUij (B' 28)
df
p _ qzp 1
dgij = dgij doy; (B- 29)

Donde ds'g. es el incremento en la deformacion plastica efectiva.

La funcion f es una funcion escalar de los componentes de los esfuerzos contenidos en
el vector g;; ¥ f = f(0,), en donde g, es el esfuerzo de cedencia inicial. Para un valor
dado de g, la funcion f forma una superficie en el espacio de los esfuerzos principales.
Existen varios modelos para definir el parametro ¢, de acuerdo a varios autores, como lo

son, por ejemplo Mohr-Coulomb y Drucker-Prager.
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Reemplazando la ecuacién (B- 29) en (B- 26) se obtiene:

df
do;; = [D,] (dgij —dé}; T ) (B- 30)
ij

=\T

Multiplicando a ambos lados de la ecuacién (B- 30) por el término (%) , se tiene lo
ij

siguiente:

- T =\T
df df df
—_— .=|=——]| [D —_— -
(dO'ij> do_l] (do-ij) [ e] (del} dgl] do—l]) (B 31)

La regla de endurecimiento de un material especifica la respectiva modificacion de la
superficie de cedencia inicial durante la deformacion plastica. Con respecto a lo anterior,
se tienen varias reglas disponibles.

Una de las mas simples es la llamada regla de endurecimiento isotrépico la cual plantea
que las superficies de cedencia posteriores pueden estar representadas por la siguiente

expresion:

floy) =7,k (B-32)

Donde k* es el parametro de endurecimiento y se asume que es funcién de la

deformacién plastica efectiva défj. Dado que k* es funcidn de &7, la ecuacion (B- 28)

l]’

puede ser escrita de la siguiente forma:

floy) = a5 (B- 33)

Donde g, es el esfuerzo promedio.

A partir de la ecuacion (B- 33), se puede obtener que:
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doy;) ~ dE?, doy, (B-34)
Resolviendo:
- T _p
df - dsij
(E) dojj = da,; = @ds” = Sde'g- (B- 35)

Donde S es la pendiente de la curva esfuerzo-deformacion plastica efectiva, la cual se

muestra a continuacion:

Figura (B- 1) Relacion efectiva esfuerzo — deformacion o, vs €. E = o_l]/Efi

Q

4

O |

&P £° &y

Figura (B- 2) Relacion efectiva esfuerzo-deformacion @, vs E_ﬂ: S = do,,/dz};
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En las Figura (B- 1) y Figura (B- 2) 5,/ y g, representan el esfuerzo y la deformacion

efectiva respectivamente, los cuales son cantidades invariantes expresadas en términos

de las componentes de esfuerzos y deformaciones, como se muestra a continuacion:

1
__q /2
Oy = {E[(Un — 022)% 4 (022 — 033)% + (033 — 011)?] + 3(012% + 043% + 0232)} (B- 36)

1
1 /2
g = {E [(e11 — £22)% + (e22 — €33)% + (33 — &11)%] + 3(e12” + 13 + 5232)} (B-37)

La relacion entre el esfuerzo efectivo y la deformacion efectiva puede ser establecida al
llevar a cabo una prueba uniaxial en laboratorio. Dichos parametros son cantidades
invariantes expresadas en términos de las componentes de esfuerzos y deformaciones
[45].

Reemplazando la ecuacion (B- 35) en la (B- 31) se tiene que:

T -
o (df o df

Sdégj; = (E) [D.] (dsij - dgif@) (B- 38)

Sd&P = d_f_ T[D lde;; _d_f_[D ]dg?’,d_f B- 39
ij do—ij € Y dO'ij € Y dO_ij (B-39)
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Resolviendo la ecuacién (B- 39) para ds‘f’j:

] df \" . df \_(df\'
d&‘lpj (S-l-(a) [Dda)—(ﬁl]) [De]dgij

=T
d
(T{J) [De]
— T
dgij = df T p — dSij = Wijdgij
S+ (dO'U> [D ] do—ij
En donde:
- T
L) .
T dO'ij
A
S+ (d0'”> De dO'l']

Combinando las ecuaciones (B- 30) y (B- 41) se obtiene:

af
doyj = [D,] ([De] — [D W] E) deij = [Dep]de;;

(B- 40)

(B-41)

(B- 42)

(B-43)

Donde el término [D,,] es conocido como la matriz de elasto-plasticidad. Al examinar las

matrices involucradas, se puede demostrar que [Dep] es simétrica (dado que se esta

trabajando con una regla de flujo asociada).

~ 11— awi L
[Dep] = 1De] = 11w 5=

(B- 44)

Cuando se trabaja con una regla de flujo no asociada, se puede realizar un

procedimiento similar al anterior, pero la matriz [D,,| sera asimétrica.

Funcion de cedencia.



150 Modelamiento Geomecanico en Acoplado a Fluido en Medio Poroso en
Yacimientos de Crudo Pesado Bajo Produccidn en Frio

Dentro de la evaluacion del comportamiento plastico de un material, es necesario definir
el criterio de cedencia para evaluar la derivada relacionada con este. Para calcular la

matriz de elasto-plasticidad presentado en la ecuacion (B- 44), es necesario evaluar el

o df . . - L.
término % llamado usualmente vector de flujo [45]. Primero, se debe escribir la funcion
i

de cedencia en la forma:

f= f(h. U, 90) =0 (B- 45)

Dénde:
J1 = Primer invariante del tensor de esfuerzos.

J'» = Segunda invariante del tensor de esfuerzos deviatoricos.

Derivando la funcion f con respecto a g;;, y aplicando la regla de la cadena, se obtiene

que:

of af ajy  of aU'DY2 af 06,

= + -
anj d/; dO'ij 8(1’2)1/2 Oaij 690 aO'ij (B-46)
Donde
i=123j=123
De la ecuacion anterior, es necesario hallar la derivada de % , donde el término 6, se
ij
conoce como el angulo de Lode, que esta representado por la siguiente expresion:
1 -3v3 J, ]
7T/ <0y ==sen”!|———— <”/
6="0 3, |= /6 (B- 47)
3 2 (g7

En donde;

J'5 = Tercer invariante del tensor de esfuerzos deviatoricos.
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0 —1sen‘1 33T ]
3 2 U (B-48)
Lo cual equivale a decir que
-3v3 /'

sen(30) =—————— .

ST gy =
Por lo tanto:

’ ;83 l 11 -3

lsen(30p] —33s0 ] _avaal/a (U] | & 50

aO'L'j - 2 aoi]- B 2 aO'ij

1
090 _ _3\/§ ' ' 1/2 _46(]’2) 2 , 1/ -3 61,3
3cos(3eo)@_7{—3]3((j D) TU+{U 2) 2} 30, (B- 51)
Despejando el término % de la ecuacion anterior se tiene:
)
1

06, -3 1 9y 35 9(,) /2

= - B- 52
aO'ij 2COS(390) 0(1’2)3/2 aO'ij (112)2 aO'l'j ( )
Resolviendo
of _ofoh , _of 00'2)1/2_( V3 ) 107
dojj 0], 0oij 6(]’2)1/2 doy; 2 cos(36,) 6(]’ )3/2 06, doy;

2
(B- 53)

V3 J3 af 0('y)"
+ 2 COS(390) (112)2 a6, dO'ij

Agrupando
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of _of afl+' of ( 3v3 )1'3 af]a(rz)l/z

= +
6al-j d/1 aO'ij _8(1,2)1/2 2COS(390) (]/2)2 a9, aO'ij
I _ (B- 54)
N ( V3 ) 1 8f]6]’3
2 360 31,00, 00;;
_ cos(36,) 6(]’2) /206, | 00y;
Despejando el término J';
—2sen(360,)(J’ )3/2
'y = LAY (B- 55)
3V3
Sustituyendo la ecuacion (B- 55) en la (B- 54) y simplificando se obtiene:
of _ of o, N of | tan (36) of a(]’z)l/z+ ( V3 ) 1 of
0oy ooy Lo o'y 90 day T |\2cos300)) 5y v 060 %)
2
La expresidn (B- 56) se puede expresar de la siguiente manera:
of ok 002 o
6al-j B ﬁl aO'ij + ﬁz aO'ij + ﬁ3 aO'ij (B- 57)
Donde
of
B = A (B- 58)
g, = af tan (36,) df
2 a(]’z)l/z a(],z)l/z 890 (B- 59)
p ( V3 1 af
37 \2cos(36 3/, 00 (B- 60)
( 0) a(] 2) 2 0
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aj, () y s

, deben ser resueltos una
a()'ij adij adij

En la ecuaciones (B- 58) a (B- 60) los términos

vez se haya establecido un determinado criterio de cedencia. Los términos asociados a

las invariantes de esfuerzos son definidos de la siguiente manera:

J1 =011+ 032 + 033 =01 + 0, +03 (B- 61)
, 1 2 2 2 2 2 2
J2= g[[(gn — 032)° + (022 — 033)° + (033 — 011)*] + (012° + 013° + 023 )] (B-62)
I3 = §U'ijff’jk0'ki =0'10'30'3 (B- 63)
Donde
, 1
ai=01—§(01+02+a3) (B- 64)

Es de tener en cuenta que en la ecuacion (B- 57) las constantes B4, B, y B5 definen el
criterio de cedencia que se desee tomar, dada una funcion de cedencia f en particular

propuesta por algun autor [45].

A continuacioén se presentara el desarrollo para el criterio de cedencia de Drucker-Prager,

en donde la funcién de cedencia esta dada por:

- 1
f=n+(",) l2_g, (B- 65)

En la ecuacion (B- 65) aparecen las constantes n y g, que estan definidas como:

_ 6cospc
B V3(3 — sen¢)

0o (B- 66)

_ 2seng
= V3(3 — sen¢) (B-67)
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Es importante mencionar que las constantes definidas anteriormente dependen de la

cohesion ¢ y del angulo de friccion interna del material ¢.
Empleando la definicion de las invariantes de esfuerzos en la ecuacion (B- 65) se tiene

que:

1 2 2 211/, —
n(oy + 0y +03) + NG [(01 — 02)° + (02 — 03)° + (03 —01)°] 12 = 0, (B- 68)

La ecuacion (B- 68) representa la superficie de cedencia en el espacio de los esfuerzos

principales.

De acuerdo con las ecuaciones (B- 58), (B- 59) y (B- 60), los coeficientes del vector de

flujo para el criterio de cedencia de Drucker-Prager, estan dados por:

of

S TR (B-69)
8, = of +tan (36,) af B

: 6(1’2)1/2 0(1,2)1/2 06, (B-70)

V3 1 af _o

Ps = Tcos30y) A (B-71)
De esta manera la ecuacion (B- 57) queda expresada de la siguiente manera:

of _ oh 00"

aO'l'j aO'l'j 6aij (B-72)
Los termlnos Ly 6({;2) deben ser determinados en la ecuacion (B- 72).

gij
De acuerdo a la definicion del primer invariante de los esfuerzos, el término :1 esta
ij

dado por:
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F ),
doq1
d/1
00y,
0/
/1 0033

oy~ |0h |~
do4,
d/1

90,3
d/;

| 0031 |

(B-73)

SO O Pk =

De acuerdo a la definicion la segunda invariante de esfuerzos deviatoricos puede ser

expresada asi:

1 [(011 — 053) — (033 — 011)]
6 1 1
(") 2] {3[(611 — 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)?] + 3(032% + 033% + 5232)}
901, 1 [(022 — 022) — (031 — 023)]

131 6 1 1/
M {g[(ffn = 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)?] + 3(012% + 0452 + 0232)}

60221 1 [(035 = 011) — (022 — 033)]
) 6(112) /2 6 1 1/
a('y) /2 | 0033 | _ {g[(fﬁl — 022)% + (022 — 033)? + (033 — 011)%] + 3(012° + 043° + 0232)}
doy; 6(]’2)1/2 1 012 (B-74)
do. 61 !
, 121/ {g[(on — 022)% + (022 — 033)2 + (033 — 011)?] + 3(0422 + 0132 + 0'232)}
a(] 2) 2 1 0.23
doy3 T
1
a(]'z)l/z {g[(ffu = 032)2 + (022 — 033)% + (033 — 011)%] + 3(012 + 0432 + (7232)}
| 60'31 | 1 J31

Y

61
| {g[(all —022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)?] + 3(012% + 0432 + 0232)}

Llevando las ecuaciones (B- 73) y (B- 74) a la ecuacién (B- 72) se tiene:
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1 [(011 = 022) — (035 — 014)]

1
1 /2
{g[(C’n — 022)2 + (023 — 033)? + (033 — 011)?] + 3(0122 + 0432 + 0232)}

1 [(022 = 022) — (011 — 027)]

T
1 /2
{g[(Uu — 032)2 + (033 — 033)? + (033 — 011)?] + 3(0122 + 7932 + 0'232)}

n 1 [(033 — 011) — (025 — 033)] a
= |7 1 2 2 2 2 2 2 /2 b
Of _In N {g[(ffu = 022)% + (022 — 033)* + (033 — 011)?] + 3(0122 + 013% + 023 )} e
30'”- - 0 1 (V) - d (B- 75)
0 1 1/, e
0 {g[(Un — 022)? + (033 — 033)% + (033 — 011)?] + 3(012% + 0432 + 0232)} f
1 023
1 Y,
{g[(Un — 022)? + (022 — 033)% + (033 — 011)?] + 3(012% + 0457 + 0232)}
1 031
61

}1/2

| {g[(Un — 022)2 + (023 — 033)? + (033 — 011)?] + 3(0122 + 0132 + 023%)

Con el objetivo de hallar la matriz correspondiente al estado elasto-plastico [Dep], es

necesario obtener el término Wg

Recordando que Wg =

Donde [D,] corresponde a la matriz en estado elastico y esta dada por:

A+2G A A 000
A A+2G 2 00O
D,=| A 2 A+26000
e 0 0 0 2600 (B-76)
0 0 0 02GO0
0 0 0 0 002G
El termino
=T
of
— = d -
(aai) l[a b ¢ e f] (B-77)

Resolviendo para Wi§ se obtiene lo siguiente:
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W = [a(2G +A)+bA+cA;b(2G+2)+ar+cA;c(2G + A1) + al + bA; 2dG; 2eG; 2fG]
U T ST a2(26 + A) + 2aA(b + ¢) + b2(2G + A1) + 2bcA + c2(2G + A1) + 2d%G + 2¢2G + 2/ %G (B-78)
Asi, para la matriz elasto-plastica se tiene la expresion:
af
[Dep] = [D.] - [De]a_Wi’; (B-79)
O-ij
Sustituyendo la ecuacion (B- 76) en la ecuacion (B- 79).
A+2G A A 00O a(2G+ A1)+ bA+ch
A A+2G A 000 b2G+A)+al+cA
[D ]_ A A A+260 0 0| [c2G+A)+al+bA wr
ep 0 0 0 2600 2dG g (B-80)
0 0 0 02G0 2eG
0 0 0 0 026G 2fG
Que también puede ser expresada de la siguiente forma:
[Dep| = [De] — [A] (B- 81)
Donde la materia elasto-plastica puede ser expresada asf:
A+26 A A 000 A1 A1z A1z A1s Ags Age
A A+2G 2 000 Ay App Apz Apy Azs Ay
[Do,] = A A 24260 0 0| [Az1A32A33A34 435436
P 0 0 0 260 0 Agq Ay Anz Agy Ays Ay (B-82)
0 0 0 0260 Asy Asp Asz Asg Ass Ase
0 0 0 0 026) LlAg; Agp Ags Ags Ags Age
Donde los términos de la matriz [A] son:
(@(2G+2)+bA+cA)?, (b(2G6+A)+al+cA)(a(2G+A)+bA+ch).
A = s Ap = v )
(c(2G+A)+aAr+bA)(a(2G+A ) +bA+ch), 2dG(a(2G+A)+bA+cA) |
Az = v ;s Ay = ) (B- 83)
2dG(a(2G+A1)+bA+cA) . 2fG(a(2G+A)+bA+cA)
Ags = v ; A6 = v
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(b(2G+A)+ad+cA)(a(2G+A)+bA+cA), (b(2G+A)+ad+cA)?,
Az = v ; Agy = i )
(c(2G+A)+aA+bA)(b(2G+A)+aA+ch), 2dG(b(2G+A)+al+cA) .
Azz = yAgy = ; Ags =
Y Y (B- 84)
2dG(b(2G+A)+al+ch) 2fG(b(2G+A)+ar+cA)
; Age =
Y Y
_ (c(2G+A)+ar+bA)(a(2G+A)+bA+ch), _ (c(2G+A)+ar+bA)(b(2G+A)+ar+cA,
2
Ass = (c(2G+A)+ar+bA) : Agy = 2dG(c(2G+A)+aA+bA) A = 2dG(c(2G+A)+a/1+b)l); (B- 85)
P Y Y
2fG(c(2G+A)+ar+ch)
Az = i
2dG(a(2G+A)+bA+cA) | 2dG(b(2G+A)+al+cA) . 2dG(c(2G+A)+al+b)
Ay = s Asp = W y Agz = 0 )
4d262 ad 2 2 (B- 86)
A, =& — ddeGT. 4 A6
44 n » 4145 " y 4146 P
2eG(a(2G+A)+bA+c?) . 2eG(b(2G+A)+al+ch) . 2eG(c(2G+A)+aA+bA) .
A5y = ; Asy = v ; Asz = " )
(B- 87)

4deG? 4e2G? 4efG?
A54=—¢ ; Ass = m ,Asez—w

2fG(a(2G+A)+bA+cA) . 2fG(b(2G+A)+ar+cA) . 2fG(c(2G+A)+ar+bA) .
A = y Agz = ; Agz = )
A MG, 4fG% a6
64 P y 4165 P ) 4166 P

Y 1 esta definida por:

Y =a%?(2G + 1) +a2A(b +¢c) + b?(2G + 1) + 2bcA + c?(2G + 1) + 2d?*G
+2e%G +2f?G + S

(B-89)
Como se puede observar el término ¥ esta dado en funcién del parametro S conocido

como Hardening.

La matriz [A] es una matriz simétrica cuyas entradas estan expresadas de forma
generalizada para cualquier criterio de cedencia que se desee trabajar, en donde habran
unas determinadas expresiones para las entradas de la funcion de cedencia f dadas por
a,b,c,d,e yf de acuerdo al criterio de cedencia seleccionado. Estas entradas estan
dadas en funcién de los coeficientes del vector de flujo, presentados en las ecuaciones
(B- 58) a (B- 60).
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De la ecuacion (B- 43) se conoce que:

doy; = [Dep|de;; (B- 90)

En donde el vector

(dsij)T:[dsrr deg, dez, derg, degy, degy] (B-91)

Sustituyendo la matriz [Dep] y el vector (de;;) en la ecuacion (B- 43) se obtiene:

do, [RG + 1) — Ayqlde, + [A — Agpldeg + [A — Ayzlde, — Ajgderg — Agsde,, — Ajedey,
dog [A —Aplde, + [(2G + 1) — Azzldeg + [A — Apslde, — Ayyderg — Azsde,, — Azedeg,
do, | _|[A —Azlds, +[4 — Azyldeg + [(26G + 1) — Agzlde, — Azqderg — Azsde,,. — Azgdeg,

- B- 92
dovg —Aydey — Ayydeg — Aysde,y + (26 — Agldzyg — Assde,y — Aggdes, (B-92)
day, —As de, — Asydeg — Agzde,, — Aguderg + [2G — Asslde,,. — Asedeg,
dagr —Ag1der — Agadeg — Agzdezr — Aaderg — Agsdezr + [2G — Aggldeg,

En un medio poroso, lo que se deforma de la roca es el esqueleto solido de la misma, el
cual esta siendo sometido a un esfuerzo efectivo, por lo tanto las ecuaciones
desarrolladas para solidos son validas para medios porosos, siempre y cuando se
cambie los términos de esfuerzos totales por esfuerzos efectivos siguiendo la definicion

de este O-,ij = 0jj — aP.

A continuacién se presentan las ecuaciones de esfuerzo-deformacion-presion en forma

incremental.

En direccién radial.

AO'-r = [(ZG + A) - All]AsT + [/1 - Alz]Aé'g + [A - A13]A€Z - A14A€r9 -

(B- 93)
AisAe,r — Areleg, + A(ap)
En direccion angular
Aog = [A — Ap1]Aer + [(2G + A1) — Apz]Agg + [A — Ag3]Ae, — Azslerg (B- 94)

- AZSASZT - A26A392 + A(ap)

En direccién vertical
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Ao, = [A — Azq]Ae, + [A — A3zz]Aeq + [(2G + A1) — A3z]Ae, — Azslepg — AzsAey,

(B- 95)
— Azeleg,
En direccion ro
Aorg = —Ayrder — AypAeg — Agze, + [ZG - A44]A5r9 — AysAez — Ayeleg, (B-96)
En direccion zr
AO_Z‘)‘ = —A51A8r — A52A89 — A53ASZ7« - A54A87-9 + [ZG — ASS]ASZT - A56A892 (B- 97)
En direccion 6z
Aog, = —Ag1Aer — AgrAeg — Ag3Desr — Agalerg — AgsAezr + [2G — Agg]Agy, (B-98)

Esfuerzos incrementales en funcién de los incrementos en los desplazamientos
En direccion radial

aMu, 1 an dhu,
80 = [(26 +2) = A B4 [ = Ay (2 (e +220) ) 4 2 — 1,1 2
1 (0Au, 10Auy
A (ZT(

dz
_ _ 100y, | dAur\) 1(130u, | dAug (B-99)
20 Au9)+2 ar ) A15<2( ar oz )) AlG(z(r %6 T oz ))+
A(ap)

En direcciéon Angular

Aoy = (4 — A1 22 126+ 1) — Ayl 1(A +6Au9) = 4,00
% = I — Al 5 2]\ 8w+ g S

2 (1<6Aur A )+16Au9> p 1(6Auz+aAur>
2#\zr\ag ") T2 Tor 25\ 2

or 0z
2 1 (1 dAu, 4 aAug) LA
26\2G 796 " "oz (ap)

En direccién vertical

(B-100)
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0Au 1 0Auy 0Au
AO'Z = [A — A31] arr + [A - A32] (; (Aur + 69 )) + [(ZG + /1) - A33] aZZ
2 ( 1 <6Aur A ) 4 1 aAu9> 2 1 <8Auz 4 aAuT) B- 101
4\2r\ a0 ") T3 Tor s5\2\ar " oz (B-101)
1/10Au, JAuy
~ A3 (E (? 20 oz ))
En direccién ro
dAu, 1 0Aug 0Au,
Aorg = —Ayq ar — Ay ;(Aur EY: ) 4375
+[26 -4 ](1 (aAur A >+ wAu@) (B-102)
“\2x\ 9~ M) T2 or
2 1 <6Auz 4 aAuT) 2 1 (1 dAu, 4 aAug)
»\2\ or 9z *\2\r 96 0z
En direccién zr
d0Au, 1 JdAug JdAu,
oy = —dsi =g = e 7 (B +755) | = 455 5
1 /0Au, 10Aug
_ (T _ _ B-103
Asa <2r< 90 Au@) oo ) (B-103)

1126 — Acc] 1 (aAuz N aAur> A 1 (1 dAu, N aAug)
2\ or dz 6\ 2\r 00 0z
En direccién 6z

0Au, 1 JdAug dAu,
Aoy, = —Ae1 - Ag2 ;(Aur + ) — A3

00 0z

A <1<6Aur A ) 16Au9> 2 1<8Auz aAuT) B- 104
~Ae\2r e ) T2 ) s 3\ T (E-104

1/100u, 0Aug
126 = Ag] (E(? 36 ' oz ))

Con las ecuaciones de equilibrio planteadas en las ecuaciones (B- 1), (B-2)y (B- 3) y
tomando en cuenta la definicion de cada esfuerzo incremental en cada una de las

direcciones se puede obtener la ecuacion de equilibrio para cada direccion de esfuerzos.
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'y , . Ao,—A
En la ecuacion (B- 1) el término =~ esta dado por:

dAu,
([2G+2) = A —[4 — Ay ) ——+[1 — Ay,

or

Ao, — Aoy 1
T o

1 dA
(26 + 1) — Ayl <; (Aur +Wf“’)) + A = Al

JdAu 1 s0Au 1 0Auy
-4 _AZS]?Z_(APL_AZAL) (Z( aer—Aue)+— - ) (B-105)
1/0Au, OJAu,
(415 = Ass) (E( ar + dz ))

110,  dAug
~ (16 = A20) <E<? 06 oz ))]




C. Anexo 3: Stencils Ecuaciones de

Geomecanica.

En este anexo se presentan los stencils asociados a cada ecuacion de equilibrio, como

se ha mencionado a lo largo del texto, se desarrolla una discretizacion en diferencias

finitas en nodo centrado. Debido a la extension del procedimiento de discretizacion en

este texto solo se incluyen los resultados de este.

Stencils de la ecuacion de Equilibrio Radial.

F F F; F; F:F F:F
k ylsi,j,k N k yzsi,j,k J y16i,j,k N J y26i,j,k N J k y4'5i,j+1,k Ik y45i,j—1,k

Buyjr = —
Tijk Tijk Tijk Tijk Ti T (C-1)
F F
z y52i,j,k—1 k yssi,j,k—l
_|_ -
T T
- F ..F F, Ci1Vyy,. 1, F.F F,F
S _ y14l,j,k j y24l,j,k j j y42i,i—1.k J 441,]42,k k iy54iyirk+1 k fy54i,j,k—1 (C-2)
Urijk = z T 7 7 + 7 + -
T; T; r; T T; r;
F; F, F,
w _ Yz TV "1 (C-3)
Urijk = CicaVqq, 1., — - -
2,]: ri_l ri r,-
F; F, F,
_ ly12i+1lj’k tY11i‘ij ly21i,j,k (C- 4)
EuTi,j,k - Ci+1Y11i+_1 ik + + -
2 Tit1 L T
YisijuF . VoujiF, FiVy,,. it Vil FiF, Ve,
N _ j + j ij+1k o ] ijk+1
Ui jk = 2 2 - 2 2 -
T T T T i (C-5)
F,F,
Lo y54i,j,k—1
_|_

r;
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F F F; F; F.F F.F
KVisg e FkVosg o FiViey TiVaegn Ti Yasgan 1 kY4505 1k
Tupjr =— + - + - +
Tijk Tijk Tijk Tijk T i (C-6)
F V.. F
z y52i,j,k+1 k yssi,j,k+1
- +
ri T;
Cupijr =— Eu. , +Wu,  +Nu,. +Su, . +Tu, , +Bu,
c c e (C-7)
— . + . + —_— -
l+1y11i+%,j,k i 1y11i—%,j,k 1'?

1
- F (Cj+1 y44i,j+%,k + ijl y44i,i<%,k):|

14
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o o
90riji1k Ugri,j—l,k)

— _F.(lgo.. . —qgo.. . )—
Fu,;, =-F; (”rrz+1,;,k ”rrz—l,j.k) = T

o 0 pa— 0
Fy (”zri,j,k+1 ”zri,j,k—l)

0 — 0
Orriji~ %600ijk Fj (

Yizii1k (

+ FiFi[ Aug; qji1p— Au9i+1,j—1,k)

i+1

Vi2; 4
i-1jk
T (Auﬂi—1,j+1,k - Auei—u—l,k)]

+ FiFy [1’13”1,,-_,( (Auli+1,j,k+1 - Auzi+1,j.k—1)
Y134k (Auli—l,j,k+1 - Auli—l,j,k—l)]
Ll (a A )
™ Viajqjp \BWritajrae — BUrivaj-1k

- Y14,-_1J-,k (Auri—l,j+1,k - Auri—l,j—l,k)] - Ci+1y14,-+;_j_,,Au8i+1,j,k

— (Ci+1)’14i+;,ﬁk + C.--1Y14,._;J.'k) Aug; ) + Ci—1Y14,._;Jva"az-1,,:k + Fi¥ 1411011,k

- Fiy14i,j,kAu9i—1,j,k>

- (FiFk [Y15i+1,i_k (Auri+1,j,k+1 - AuTi+1,j,k—1)

BREETETT (Auri—l,j,k+1 - AuTi—l,j,k—l)] - Cl'+1y15,-+;,]-_kAuZi+1,j,k

- (Ci+1)’15i+; + Ci—lylsi_;)Auzi_j_k + Ci—1Y15i_;'j’kAuzi_1_j,k)

- (FiFk [Y16,-+1J-_k (Auﬂi,j,k+1 + DUy jhr1 ~ Aoyjh-1 Au9i+1,j,k—1)
BRETTETT (Auei—1,j,k+1 +Aug; g — Do qjp1— Auoi,j,k—l)]

FiFy

T [Vlaiﬂlj,k (Auli,j+1,k F AUy~ AUz — Auli+1,j—1,k)

BRETTEYT (Auli—l,j+1,k F AU g~ DU g™ Auli,j—l,k)])

F; F,
ylZi,jvk J (A A ) YZZ,'J',k YZZ,',,-,k J (A A )
72 Ugijrie ~ Bloij_1x) — 2 - 2 Ugijrie — BUggj_1k
4 13 13
F, F,
y13i,,',k k ( ) y23i,,‘_k k ( & )
T Ay ipeq = DU 0 4 ) — T Ay, g =AU
4 )
Viagu Vaaiju i i FiYisin
A ——A +—A ——A ——A
72 UY; j 1 72 WY, j 1 2r, Woir1,k 2r, Uy 1,k ™ Uziv1jk
13 13
Fi ylsi,j,kA +Fi y25i’l.'kA +F|' y25i.i.kA
— M, t—— Dy, —— Ay,
r; =1, r; t+1,), r; -1,

(C-8)
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(F L] [}’41”“ K (Auri+1,j+1,k_Auri—l,j+1,k) }’41” 1k (A"ri+1,j—1,k'Auri—1,/—1,k)])

Civ1 V4,

l]+ k 1
- —r? Aug, g g~ 3 (Cj+1 Vazg 1, * Cj1 Vazy; 1, Augy;
Cj1 V4z,,_2k
+ Aug, .
rl? ij-1k
F;F,
- _( [}/43”“ " (Auli,j+1,k+1 - Auli,j+1,k—1)
- V43,] 1k (Auli,i—l,k+1 - Auli,j—l,k—l)])
FF;
+— y44,]+1 § (Au9i+1,j+1,k - Auﬂi—1,j+1,k) )/44” 1k (Au9i+1,j—1,k - Auei—l,j—l,k)]
F; V44,
J.k
2 (Auﬂi,jﬂ,k - Au9i,j—1,k)
Ti
F;F;

-t _ _
T Yas,jpan (Auli+1,j,k T AU e~ Aliq Auli—l,j+1,k)
BRLITEY (Auzi+1,j—1,k F AU ae DUy jgp Auzi—l,j,k)]
F, Fk

[ }/45”+1 " (Auri,j+1,k+1 - Auri,j+1,k—1) Yas,; 1 (Auri,j—l,k+1 - AuTi,j—l,k+1)]

F;F
+ k

[y46,,+1 " (Auﬂi,j+1,k+1 - Au@i,j+1,k—1) Yas,j 1 (Auai,j—l,kn - Auei,j—l,k—l)]

Cjs1 746”+ &
+—2Nu

1
Zij+1,k ;(Ci*rl y46,-j+;k + €y y46ij_;k)AuZi,j,k
f J+o o

(4 Vae;j_1,
Ay,

( FiFy [ ]/51”k+1 (Auri+1,j,k+1 - AuTi—l,j,k+1) - y51i,l-,k_1 (AuTHl,j,k—l - AuTi—l,j‘k—l)]

(F iFi

[ V52,441 (Auﬁi,j+1,k+1 - Auﬂi,j—1,k+1)

ySZUk 1 (Auei.iﬂ.k—l - A“Bi,i—1,k—1)])>
— (Ck+1 ys3i’j,k+;Auz,-J-,k+1 - (Ck+1 ]/53”_'“; +Cp_q ys3i'i’k_;) Auzi,i,k

+ Cr-q 753,-,]»,,(_;Au2i,j,k—1)

F.F,
( [V54,,k+1 (Auri,j+1,k+1 - Auri,j—1,k+1) V5401 (A“ri,j+1,k+1 - AuTi,j—l,k—l)]
+ FF; [754,-']-,“1 (Au9i+1,j,k T AU g aesr — Ao~ Auei—l,j,kn)

y54,1k 1 (Au’9i+1,j,k+1 + AU g g~ By jpog — Auﬂi—l,j,k)]
Fi Vsaijk
- (Auﬂu,kn - AuGi,j.k—l)

+ +F;F) [VSS Lkt (Auli+1,j,k+1 - Auli—l,j,k+1) VS5 k-1 (Au2i+1,j,k—1 - Auli—l,j,k—l)]
- (Ck+1y56i'j’k+;Au9i,i.k+1 - (Ck+1}’sa,~j,k+; + Ck—lyss,-,,-,k_;) Aug; ;)

+ Ck—lysf,i .k_lAuo.-,,-,k_l

FFk

+

[VSGU Tied (Auli,j+1,k+1 - Auli,j—l,k+1) “Vs61jh-1 (Auli,j+1,k—1 - Auli,j—l,k—l)])
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Stencils de la ecuacién de Equilibrio Tangencial.

Fi Yeaijk

Buﬂi,j,k = FiFk)/46i+1J'1k - FiFkY46i_1,j,k - - + Ck—1Y66l.]. k—-;— (C-9)
i Js

Ci- o1
ij420i,j,k Fk}'460i’j’k J 1),221,]7,1( F]'yz‘l'i,j,k C-10
Sugijr = 7 T - + 7 - 2 (€-10)
T i)k T LI
W C L F Fi]/4-4oi,j,k F.F
0ijk i 1V44i —;,j,k iVaaijk T kY y64z,1,k+1 (C-11)
+ FkFi y64i,j,k_1
c (c +c ) Toijk
Up: i1, = — : 1. i— A -
0ij k l+1y44l+7,],k i 1)’441_2‘]‘,( rl_z
1 Cc +C (C-12)
72 j+1Y22iJ.+%,k j—1Y22i’j_%k
—-|C + Cy—
< k+1y66ij,k+%_ k 1}’661.,].,,(_%
E c F n Fi)’44oilj,k F.F
0i,j.k l+IY44i+%,j,k iVa4ijk ) kL y64l,],k+1 (C-13)
+ FkFi Y64i,j,k—1
C:
ij420ijk FkY46oijk ]+1yzzi,]'+%,k FjY24-ijk
Natgy e = — Lk _ g - — (C-14)
LI Tijk L L
Fy Yeaijx

Tugijx = —FiFiVaeiqj0 + FiFkVae;_qj5 + Ck+1y66i’j’k+% (C- 15)

i
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o
O.o.. F;
m0ijk o o J( 0 0
Fuﬂi,]'.k = T + F; (GT0i+1,j,k - Urol-_l,j,k) + r_l (006,',1'4.1’]( - 609,"1'_1’]()
0 0
+ Fi (azGi,j,ku Oz0 i,j,k—l)

- (Ci+1 V41i+1].‘kAur,-+1,j‘k - (Ci+1 Y41i+%‘].‘k +Ci4 V41i_%,j1k)Aur,-,j,k

2

+Ci4 V41,-_%,-,kAuri—1,j,k)

Vaz;,4;
i+1,jk
- <FiFi Ties (Au9i+1,j+1,k - Au9i+1,j—1,k)

}/42,'_1‘]"]{ Fi y4‘2i+1,]',k

Tiq (Auﬂi-1,j+1,k - Auai—l,j—l,k)] + Ti+1,jk
i

Fi y42i—1,j,k Au
Ti—1 Ti-1,j,k

it

- (FiFk [Y43i+1,j,k (Auzi+1,j,k+1 - AuZi+1,j,k—1)

- Y4'3i—1,i,k (Auli—l,j,k+1 - Auli—l,j,k—l)])
FF; (C-16)
+ ( T [y44i+1,j,k (Auri+1,j+1,k - Auri+1,j—1,k)

“VYa4i_qjk (Auri—1,j+1,k =AUy )])

- (FiFk [y45i+1,j,k (Auri+1,j,k+1 - Auri+1,j,k—1)

“Vasi—1jk (Auri—1,j,k+1 - Au"i—l,j,k—l)] + Ci+1y45,-+%‘]-,kAuZi+1,jk

- (Ci+1)/4si+% + Ci—1}’45i_%) Aug, ;)\ + Ci—1y45i_%,j,kAuzi—l,j,k)

- (FiFk [V46i+1,j,k (Au9i+1,j,k+1 - Au9i+1,j,k—1)
~Va6i-1jk (Auoi—l,j,k+1 - Auai—l,j,k—l)]

FiF)
+ [y46i+1,j,k (Auzi,j+1,k T AU g~ DUy p — AuZi+1,j—1,k)

~VYa6i_1jk (Auzi—l,j+1,k + AuZi,j+1,k - A“li—1,j—1,k - Auli,j—l,k)])
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- (FiFk [VGli,j,k+1 (Auri+1,j,k+1 - Auri—1,j,k+1)
~ Vetijk-1 (Auri+1,j,k—1 - Auri—l,j,k—l)])

r;

[V62i,j,k+1 (Auﬂi,j+1,k+1 - Auai,j—l,k+1)
— Vezijr-1 (Au9i,j+1,k—1 - Auei,j—l,k—l)]
+= A A

s (V62i,j,k+1 Urijk+r ~ Yé62ijk-1 uTi,j,k—l)
- (Ck+1 YG3i,j,k+%Auzi,j,k+1
—\{C + Cy - Au,. .

( k+1 Yeai,j'k% k-1 V63i‘j'k_% Zijk

+ Cy-1 y63i,j,k—%Auzi'j'k_1>

(FKF]-

™ [764 ijk+1 ((Auri,j+1,k + Auri,j+1,k+1 - Auri,j—1,k

- Auri,j-1,k+1)
~ Ye4iji-1 (Auri,j+1,k+1 TAU g~ DU g T Auri,j—l,k))]

+ FF; [V64i,j,k+1 (Au9i+1,j,k+1 - Auei—l,j,k+1)
~ Ye4ijr-1 (Au9i+1,j,k+1 - Auei—l,j,k—l)])

Fy
- r_i(YGSi,j,k+1AuTi,j,k+1 - V65i,j,k—1Auri,j,k—1)
+ FiFy [Vﬁsi,j,kﬂ (Auli+1,j,k+1 - Auli—1,j,k+1)
~ Yesijk-1 (Auzi+1,j,k—1 - Auli—l,j,k—l)])

F/F,
+ [)/66i,j,k+1 (Auzi,j+1,k+1 - AuZi,j—1,k+1)

~Ye6ij k-1 (Auzi,j+1,k—1 - Auzi,j—l,k—l)]
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FF;

o [72111+1 k (Au7’1+1]+1 oAUy k) ~ Y2151k (Auri+1,j—1,k_Auri-1,j—1,k)]
1A

j
+ r2 (yzzi,j+1,kAuTi,j+1,k yzzi,j—l,kAuTi,j—l,k)
13
F F
k
_|_

[}'23u+1 k (Au2”+1 k+1 Auli,j+1,k—1)

~ V2355 1k (Auzi,j—l,k+1 - Auzi,j—l,k—l)]

1+1Yz411+;k

Uu,. .
T? ij+1,k

1
_—<Cl+1)’z4 w T Ci-1Y2a, i-Lp )Auri‘i,k
j—IYZ4iJ~_%'k

+——Z Au,, .
T? ij-1k

i
F;F;
T _[YZ411+1k (Au91+11+1k Augl 1j+1, k)

~ Y2451k (Au9i+1,j—1,k - Auﬂi—l,j—l,k)]

F/F,
( [YZ51]+1k (Aurl] k1 T Aurl]+1 k+1 Aurl]k 1

=AUk )

—V2s5j_1k (Auri,j—1,k+1 T AU g — DU g g Auri,j,k—l)]
F F,;
+— [72511+1k (Au21+11k T AU g g~ Blzig i — BlUzy_g g, k)

~Vasijk (Auzi+1,j—1,k DUz e~ Blzygjogpe Auzi—l,j,k)])

F;F,

7 [y261]+1k(Au911+1k+1 Auai,j+1,k—1)
A

C
j+1 V26”+1/2k

5 Au

~ Y261k (Auﬂi,j—1,k+1 - Auai,j—l,k—l)] + Zij+1,k

ri
1
——| C; Ci_ Au,. .
ri2 ( j+1 sti’j%’k +Cj1q sti’]._%'k Zijk
C;
j-1 V26” 12,k

Uu,. .
+ riZ Zij-1k
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Fiy410i‘jlk Fiy410i,j,k y420i,j.k
- r; Urii1jk T ri—1jk | rlg Tijk
Fky4-3oi']-lk A A
N Tk ( Urijh+1 — u"i,j,k—l)
ij440i,j,k A A
r—z( Urijerk ~ u"i,j—l,k)
i
Fky450,-,j,k FiY4So,-,j‘k
- ( Urijker — Aurijk—1) + Uziv1jk
Tijk 7 7 T 7
FiY450iJ-,k FjY460i’j,k Fiyzlﬁoi,j‘k
- T Zi-1jk | T Uzijrrn T T Uzij-1k
Stencils de la ecuacion de Equilibrio Vertical.
Bugijk = Cik-1 V3302 (C-17)
F;F F;F F; C;_
K ssis L kYs6i—1jk 1156045k Lo Veoij—1/2k (- 18)
uZl’J’k - r. r. r. r.
i i il il
" c Fiveso e TiF Vesijinn +F iFVesij 14 (C-19)
Uzije = Li- N - -
zijie = Li 1V55,_7],k T T T
c C +C 1 C +C
Ui+ = — . . —_— . .
zi,j,k l+1]/55i_'_; i 1y45i—% T j+1 y66i,j-|—;,k j-1 y66i,j—%,k (c- 20
—-|C 1+ Cy— 1
< k+1 y33i,]',k+=z k-1 y33i,j,k—2-
Fivssoijn  FiFiVesjan  FiFiVes;j a1y
Eugiji = Ciy1Vsgs, 1., + cLude JELE J1, (C-21)
7 H_Z’]’k r; T r;
FF F;F F; C;
Ch¥sisae T UKYSsiaj | I seouik | i1 Vo6iji1/zik (C-22)

Nug; i =
LIk r; ri ri ri



