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IX

Resumen

En la presente tesis de maestria se estudia detalladamente la paradoja de Klein en dos
dimensiones dentro del contexto de la mecanica cudntica relativista, para los casos de
fermiones masivos que inciden tanto sobre un potencial paso como sobre una barrera de
potencial. Se calculan los coeficientes de transmisién y reflexion, determinando cuél es
el papel que tiene el espin de los fermiones incidentes y comprobando la validez de la
conservacion de la probabilidad. Para el caso del potencial paso, se demuestra que la
probabilidad se conserva solamente en casos especificos de energia, potencial y angulo de
incidencia. Para la dispersién sobre la barrera de potencial, se estudia la dependencia del
coeficiente de transmision con respecto a la masa del fermién, la altura y el ancho de
la barrera; en este caso si se conserva la probabilidad, en concordancia con lo reportado
previamente. Los resultados obtenidos, para el caso de la barrera de potencial, permiten
estudiar de forma novedosa la paradoja de Klein en el grafeno monocapa con gap, donde
los portadores de carga adquieren una masa efectiva diferente de cero. Con el fin de
verificar la consistencia de los coeficientes de transmisién obtenidos, se considera el caso
particular de fermiones no masivos, demostrando que el formalismo desarrollado en esta
tesis reproduce exitosamente el tunelamiento Klein en grafeno monocapa puro. Para la
dispersiéon en grafeno con gap, se demuestra que en el caso de incidencia normal, el
coeficiente de transmisién es diferente de 1, a diferencia de lo que sucede en grafeno
monocapa puro, y se demuestra que el gap limita la existencia de angulos de transmision
maxima.
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Capitulo 1

Introduccion

La dinamica cudntica de un electron relativista esta descrita por la ecuacién de Dirac,
la cual se propuso como una extensiéon a la ecuacion de Schrédinger para el estudio del
electrén, pero con el objetivo de que fuera consistente con las transformaciones propias
de la relatividad [1]. La formulacién de Dirac fue exitosa porque logré reproducir en pri-
mera aproximacién el espectro del dtomo de hidrégeno [1]. Sin embargo, la solucién de
la ecuacién de Dirac condujo al problema de tener estados de energia negativa que no
tenian una explicacion satisfactoria. En su momento, Dirac propuso que los estados de
energfa negativa estaban asociados a protones [2], pero la diferencia de masa del protén
con respecto a la del electrén invalidaba esta suposicion, y por ello posteriormente plan-
ted la existencia de una nueva particula elemental a la que llamé “antielectrén”, la cual
tiene la misma masa pero carga opuesta la del electrén [3]. Finalmente, el antielectréon (o
positrén, como es llamado hoy en dia) fue descubierto por Anderson en 1933 [4], lo cual
representé un logro definitivo de la ecuacién de Dirac.

A partir del formalismo de la ecuaciéon de Dirac, Klein en 1929 estudié la dispersién de
electrones que inciden sobre un potencial paso de naturaleza electrostatica, y encontré
que cuando la altura del potencial es mayor a la energia de incidencia de las particulas,
existe una corriente transmitida, la cual persiste incluso cuando el potencial tiende a in-
finito [5]. Este sorprendente resultado, que no es posible de lograr a partir de la ecuacién
de Schrodinger no relativista, es conocido como “Paradoja de Klein”. Cabe mencionar
que la paradoja de Klein desperté mucho interés en la época en que fue propuesta [6]-[8],
y mas recientemente, la busqueda de una explicacién satisfactoria acerca del mecanismo
fisico que la produce también ha sido motivo de gran interés [9]-[21].

Existen varias aproximaciones tedricas que explican por qué se produce el tunelamiento
de los electrones en la paradoja de Klein, o tunelamiento Klein. Una de éstas, plantea que
debido a la naturaleza misma de la ecuacién de Dirac, que describe un espectro de energias
negativas asociado a las antiparticulas, existe interaccién entre el electrén incidente de
energia positiva y un electrén de energia negativa en la regién de potencial [9, 18], de tal
forma que esta interaccién hace que se produzca una corriente de particulas transmitida
cuando el potencial es mayor que un valor critico [18]. Otra posible explicacién para éste
fenémeno, es que debido a la presencia de un potencial critico, se generan espontanea-
mente pares electrén-positrén en la regién del potencial [7, 8], con lo cual surgen varias
hipotesis sobre el efecto que tienen los electrones incidentes sobre la tasa de creacién de



2 1 Introduccion

pares. Una de estas hipdtesis es que la particula incidente extrae positrones del potencial
[19], o que estimula la creacién de pares [20]. Otra hipétesis es que el electrén incidente
inhibe la tasa de creacién esponténea de pares [21]. En cualquier caso, es importante tener
en cuenta que se requiere de una corroboracién experimental para confirmar la validez de
cualquiera de las anteriores explicaciones.

El tunelamiento Klein sobre potenciales paso y barrera ha sido estudiado para los casos
unidimensional y bidimensional [5]-[15]. Cuando la trayectoria de los fermiones incidentes
forma un angulo de incidencia igual a cero, se hace referencia a la paradoja de Klein
unidimensional, y como ya se menciond, para el potencial paso se obtiene una corrien-
te transmitida incluso cuando el potencial tiende a infinito [5]. Adicionalmente, para el
potencial tipo barrera unidimensional se obtiene un resultado similar, pero ahora se tie-
nen condiciones de resonancia para el momento de la particula, de tal modo que si esta
cantidad fisica toma ciertos valores, la barrera se vuelve transparente (es decir, todos
los electrones son transmitidos) [11]. Por otra parte, cuando el dngulo de incidencia es
diferente de cero, se hace referencia a la paradoja de Klein bidimensional, problema que
ha sido estudiado tanto para potencial paso como para barrera de potencial [13]-[15].
Concretamente, el tunelamiento de Klein bidimensional para potenciales paso y barrera
ha sido estudiado en funcién del espin de las particulas [13], habiendo sido propuesto que
existe inversién de espin de los electrones cuando interactian con los potenciales [13].
Particularmente, en el caso del tunelamiento Klein bidimensional sobre el potencial ba-
rrera, se ha encontrado que existen angulos criticos para los cuales hay transmisién total
[13, 26], lo cual constituye una extension a la condicién de resonancia presente en el caso
unidimensional previamente mencionada.

Dentro de los obstaculos que ha tenido la comprobacién experimental de la paradoja de
Klein en el contexto de la mecanica cudntica relativista, se encuentra principalmente el
asociado con la dificultad de lograr las condiciones experimentales para tal fin. Para co-
menzar, el potencial paso y la barrera de potencial, elementos tedricos esenciales para el
planteamiento del problema, son idealizaciones de situaciones fisicas reales. Experimen-
talmente, no es posible lograr que un potencial electrostatico aumente abruptamente su
valor en un punto determinado del espacio. En la préactica, lo que se tiene es que el poten-
cial aumenta continuamente hasta su valor maximo en una regién espacial de dimensién
finita. Por esta razon, Bohr conjeturd que si el potencial paso aumentaba desde cero has-
ta su valor maximo Vj en una regién mayor a la longitud de onda Compton, entonces
no debia haber paradoja [17], lo cual luego fue demostrado tedricamente por Sauter [6].
Adicionalmente, para lograr un potencial de valor critico que llegue a su valor maximo
en una regién espacial tan pequena, es necesario contar con una magnitud de campo
eléctrico del orden de 10'"N/C [17], de tal forma que este campo eléctrico es imposible
de producir con los recursos tecnolégicos actuales.

Por otra parte, ya hace mas de diez anos, fue descubierto un nuevo material conocido
como grafeno, que en esencia corresponde a un arreglo bidimensional estable de dtomos
de carbono que forman una estructura cristalina hexagonal. Puesto que desde el punto
de vista de los materiales estudiados por la fisica de la materia condensada, el grafeno
presenta un conjunto de propiedades electrénicas nada convencionales, este material se ha
constituido en un centro de atencién para la comunidad cientifica tedrica y experimental,



especialmente por sus grandes potencialidades de futuras y revolucionarias aplicaciones
tecnolégicas [23]. Con el descubrimiento del grafeno y sus importantes propiedades [23],
se abrié una valiosa oportunidad para la demostracién experimental de la paradoja de
Klein. Una de sus caracteristicas més importantes es que en en el grafeno monocapa los
portadores de carga se comportan como fermiones sin masa, y su dindmica esta descrita
desde una perspectiva efectiva por la ecuacion de Dirac, en vez de la ecuacion de Schrodin-
ger [24]. Esto es, los portadores de carga en el grafeno monocapa satisfacen una expresién
para la relacién de dispersion correspondiente a la de una particula relativista sin masa,
en donde la diferencia se encuentra en que en vez de que la velocidad de propagacién de
la particula sea la velocidad de la luz c, la velocidad de propagacién de los portadores de
carga es la velocidad de Fermi vp ~ ¢/300. El anterior hecho ha conducido a que el grafeno
sea considerado un escenario natural propio de la de la fisica de la materia condensada,
donde es posible probar fendmenos predichos por la mecénica cudntica relativista [24][46].

Para entender la importancia de lo planteado en el parrafo anterior, es necesario tener
en cuenta que dentro de la fisica de la materia condensada es relativamente sencillo crear
potenciales paso y barrera. Por ejemplo, una juntura conformada por dos materiales
dopados tipo p y tipo n (es decir, materiales que aceptan huecos y donan electrones,
respectivamente) da lugar a una representacién fisica de un potencial tipo paso, mien-
tras que el potencial tipo barrera estd representado por una juntura tipo n-p-n. De este
modo, durante los 1iltimos anos ha aumentado considerablemente el interés por estudiar
la paradoja de Klein en el contexto del grafeno monocapa [25, 26]. En particular, en
el contexto del grafeno monocapa, Katsnelson et al. realizé un completo estudio tedrico
sobre el tunelamiento de fermiones no masivos que inciden formando cierto angulo sobre
la barrera de potencial [25], con el objetivo de plantear la posibilidad de la existencia
de paradoja de Klein en el material. Con este planteamiento, se dieron las condiciones
para la demostracion experimental de la paradoja de Klein, a partir de los avances en las
investigaciones con el grafeno, y en 2009 se logré confirmar experimentalmente el tunela-
miento de fermiones relativistas en potenciales criticos [27, 28], en el caso de portadores
de carga no masivos. Por esta razon, la “paradoja de Klein” ya no es una paradoja, sino
un efecto relativista demostrado, que se conoce actualmente como tunelamiento Klein.

Con la comprobacién experimental de la existencia de tunelamiento Klein en el grafeno
[27, 28], se ampli el rango de posibles aplicaciones de este material en potenciales dis-
positivos tecnolégicos [29]. Desde la perspectiva del tunelamiento de Klein, para que lo
anterior sea posible, se requiere crear un gap en la estructura de bandas de energia, lo
cual implica directamente que los portadores de carga en el caso de grafeno monocapa
adquieran una masa efectiva [29, 30]. Sin embargo, hay que tener en cuenta que hasta el
momento, un estudio de la paradoja de Klein en el grafeno monocapa con portadores de
carga masivos no se ha realizado. Asi mismo, no se conoce que desde el punto de vista
experimental el tunelamiento de Klein haya sido estudiado para el caso de grafeno mono-
capa con gap. Los dos anteriores hechos justifican la importancia de realizar un estudio
detallado, desde el punto de vista de la mecanica cuantica relativista, de la dispersién de
fermiones masivos incidentes sobre los potenciales de tipo paso y tipo barrera, es decir
lo anterior justifica la necesidad de realizar un estudio sobre la paradoja de Klein bidi-
mensional y la aplicaciéon de los resultados obtenidos al estudio de este fenémeno en el
contexto del grafeno monocapa con gap.
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A pesar de que algunos aspectos del tunelamiento Klein en dos dimensiones han sido
estudiados en el contexto de la mecénica cudntica relativista [13, 26, 33], los resultados
obtenidos hasta el momento no se han aplicado al estudio del tunelamiento Klein para
el caso de grafeno monocapa con portadores de carga relativistas masivos. Una posible
razon de por qué no se ha estudiado el tunelamiento Klein para portadores de carga
masivos en el grafeno monocapa es que para que lo anterior sea posible se requiere esta-
blecer una conexién entre los resultados obtenidos en el contexto de la mecénica cudntica
relativista y el problema equivalente en el grafeno con gap, pero para poder realizar esta
conexion se debe considerar primero la fisica de un gas bidimensional de fermiones ma-
sivos relativistas. Este tltimo punto, que no sebe ser pasado por alto ni ser considerado
sin importancia, estd justificado por el hecho que la energia de Fermi en el grafeno mo-
nocapa con gap ahora depende de la masa efectiva que adquieren los portadores, y es
justamente esta energia la que se debe usar para calcular tanto la energia de incidencia
de la particula, como el valor del potencial, en el problema de tunelamiento Klein. Por
lo anterior, surge la necesidad de considerar detalladamente el formalismo de un gas de
Fermi bidimensional relativista, y de esta forma ahora si es posible aplicar los resultados
obtenidos del estudio de la paradoja de Klein bidimensional en una barrera de potencial,
usando el formalismo de la mecdnica cudntica relativista, al problema de tunelamiento
Klein de los portadores de carga en una juntura npn de grafeno monocapa con gap.

Como ya se menciond, la prediccion de la existencia de la paradoja de Klein en el grafeno
monocapa [24] fue confirmada experimentalmente para el caso de portadores de carga
no masivos [27, 28]. Sin embargo, hay que tener en cuenta que a partir del crecimiento
epitaxial del grafeno sobre un sustrato de otro material, es posible que los portadores de
carga en el grafeno monocapa adquieran una masa efectiva [30]. De igual forma, es bien
conocido que grafeno monocapa dopado implica el surgimiento de un gap de energia que
conlleva a la existencia de portadores de carga masivos [29]. Dado que experimentalmente
se conoce la existencia de portadores de carga masivos en el grafeno monocapa, resulta
viable e interesante estudiar la paradoja de Klein en el contexto del grafeno monocapa
con gap.

En la presente tesis de maestria se estudia detalladamente la paradoja de Klein en dos
dimensiones dentro del contexto de la mecanica cudntica relativista, para los casos de fer-
miones masivos que inciden tanto en un potencial paso como en una barrera de potencial.
Para realizar lo anterior, primero se calculan los coeficientes de transmisiéon y reflexién,
determinando cual es el papel que tiene el espin de los fermiones incidentes y compro-
bando la validez de la conservacion de la probabilidad. Especificamente, para el caso del
potencial paso, se estudia la dependencia del coeficiente de transmisién con respecto a la
masa del fermién y al valor del potencial. Para el caso de la barrera de potencial, se estu-
dia la dependencia del coeficiente de transmisién con respecto a la masa del fermidn, la
altura y el ancho de la barrera. Luego de ello, se plantea de forma novedosa la aplicacion
de los resultados obtenidos en la barrera al estudio de la paradoja de Klein en el grafeno
monocapa con gap, donde los portadores de carga tienen masa diferente de cero. Para ello,
se considera detalladamente el formalismo del gas de Fermi relativista en dos dimensiones
para fermiones masivos, lo cual permite encontrar la energia de Fermi en el material como
funcién de la concentracion de portadores de carga, lo que en tltima instancia permitira



relacionar la energia de incidencia y el potencial, con pardmetros que se puedan controlar
e xperimentalmente en el grafeno. Una vez aplicados los resultados al caso del grafeno con
gap, encontrando los coeficientes de transmisién y reflexién del problema, se verifica la
consistencia de los resultados obtenidos al considerar el caso particular de portadores de
carga sin masa, es decir se comparan los resultados obtenidos en esta tesis en el caso de
tunelamiento de Klein para grafeno monocapa sin gap con los reportados por Katnelson,
Novoselov y Geim en el ano 2006 relacionados con el tunelamiento Klein de portadores
de carga sin masa para grafeno monocapa puro [25].

La estructura del presente documento es la siguiente:

= Primero, en el marco tedrico se plasman los desarrollos correspondientes a la para-
doja de Klein en una dimensién para potenciales tipo barrera y paso, describiendo
los resultados mas relevantes e interpretandolos adecuadamente; luego, se plasman
los desarrollos concernientes a la paradoja de Klein en dos dimensiones, reprodu-
ciendo los trabajos previos [13][15]. Adicionalmente se introducen algunos aspectos
tedricos sobre el grafeno, especificamente sobre el formalismo de la aproximacion de
tight-binding, que permiten explicar como los portadores de carga de este material
satisfacen una ecuacion de Dirac efectiva, y se aborda la paradoja de Klein en dos
dimensiones para el grafeno monocapa puro [25].

= Seguido al marco tedrico, se muestra un desarrollo propio para el estudio de la
dispersion sobre el potencial paso, encontrando los coeficientes de reflexion y trans-
misién y analizando su comportamiento en funcién de la energia de incidencia, la
masa de los fermiones y el potencial. Como resultado importante, se encuentra que
existen casos donde la probabilidad no se conserva en el sistema, dado que la suma
de los coeficientes de reflexién y transmisién no es igual a 1. También se estable-
ce la consistencia de nuestros resultados con los reportados previamente para un
problema equivalente [13][15], dado asi validez al andlisis presentado.

= Posteriormente, en el capitulo 4, se estudia la dispersién en el potencial barrera,
obteniendo los coeficientes de transmisién y reflexién, y analizando su comporta-
miento en funcién de la energia de incidencia, la masa de los fermiones y el ancho
y alto de la barrera. Se demuestra que existen angulos de incidencia para los cuales
la barrera es transparente (es decir, el coeficiente de transmisién es igual a uno),
en concordancia con lo reportado previamente [13]|[25]; ademds, para este caso se
demuestra que si se conserva la probabilidad [15].

= Finalmente, en el capitulo 5, se presenta detalladamente el formalismo necesario
para aplicar los resultados de la barrera de potencial en un problema equivalente
en el grafeno con gap. Para ello se desarrolla el formalismo del gas de fermiones
relativistas en dos dimensiones, encontrando la energia de Fermi en el material co-
mo funcién de la densidad de portadores de carga. Con el desarrollo presentado,
es posible conectar el problema de tunelamiento Klein para el caso de barrera de
potencial, abordado a través de la mecénica cudntica relativista, con el tunelamien-
to de Klein en una juntura del tipo npn en el grafeno con gap, relacionando los
conceptos fisicos de masa del fermidn, energia de incidencia y potencial, con el gap
en el material, la energia de Fermi y la densidad de portadores de carga. Este tltimo
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desarrollo es una prediccion tedrica de como es el tunelamiento Klein en grafeno
con gap. En particular, hemos demostrado la fuerte dependencia de los coeficientes
de reflexion y transmision con valor del gap, rescatando los siguientes resultados:
Por un lado, en grafeno monocapa sin gap, el coeficiente de transmisién es igual a
uno para incidencia normal [25], hecho que refleja la conservacién de la quiralidad
de los portadores de carga [25], sin embargo lo anterior no se cumple en grafeno con
gap, donde el coeficiente de transmision es distinto de uno para incidencia normal;
por otro lado, el gap en el material limita la existencia de angulos para los cuales
hay transmisién total, incluso, valores altos de gap suprimen su aparicion. Cabe
mencionar que la consistencia tedrica de los resultados obtenidos para el tunela-
miento Klein en grafeno con gap ha sido obtenida al considerar el caso particular
de grafeno sin gap y comparar los resultados obtenidos con los reportados por Kat-
nelson, Novoselov y Geim en el ano 2006 relacionados con el tunelamiento Klein de
portadores de carga sin masa para grafeno monocapa puro [25].

Para el lector interesado, se han anadido algunos apéndices donde se profundiza en los
calculos realizados para llegar a los resultados mas importantes. En el primero de ellos,
se desarrolla completamente el modelo de tight binding para encontrar la estructura
de bandas de energia en el grafeno monocapa puro. También se anaden unos apéndices
relacionados con la obtencion de los coeficientes de transmisién en el potencial paso,
las amplitudes de probabilidad en el potencial barrera, y las demostraciones de la no
conservacion de la probabilidad en el potencial paso, y la conservacion de la probabilidad
en el potencial barrera. Para finalizar, se afiaden todos los calculos correspondientes a
la obtencién de la energia de Fermi como funcion de la densidad de portadores de carga
para un gas bidimensional de fermiones relativistas.



Capitulo 2

Marco teorico

Los fenémenos de la mecanica cudntica y de la relatividad frecuentemente ponen a prueba
nuestro entendimiento clasico de la naturaleza. Poco a poco, a medida que se demuestran
las predicciones de éstas areas de las ciencias y sus implicaciones, nuestra percepcion del
mundo cambia a favor de los nuevos resultados, aunque en principio vayan en contra de
nuestra intuicién.

Uno de los problemas que sirve como ejemplo de las anteriores afirmaciones es el estudio
de la transmisién de particulas sobre un obstaculo o una barrera. Si se aborda desde una
perspectiva netamente clasica, se obtiene que si la energia con la cual incide la particula
(digamos, una pelota de tenis) es menor a la energia de la barrera, ella nunca pasard,
mientras que si su energia es mayor, la particula siempre superara la barrera. Ahora, des-
de el punto de vista de la mecdnica cudntica, existe una probabilidad distinta de cero de
que la particula (en este caso podriamos considerarla como un electrén) supere la barrera
si su energia de incidencia es menor que la energia del obstaculo. El anterior comporta-
miento se conoce como “efecto tunel” y es contradictorio si lo observamos desde nuestro
entendimiento clasico del universo.

Se puede abordar el problema desde otro punto de vista: Si la particula ahora es un fer-
mién y se mueve con una velocidad muy grande, es decir, comparable con la velocidad
de la luz, se llega a un resultado que no solamente va en contra de nuestro entendimiento
clasico, sino también en contra de la légica basada en la mecanica cuantica no relativista.
En este caso, cuando la energia de la barrera es mayor que la energia de incidencia de
la particula, existe la posibilidad de que las particulas superen o traspasen el obstaculo,
incluso cuando el potencial tiende a infinito. El anterior resultado se denomina “paradoja
de Klein”, y fue obtenido por Klein en 1929 al estudiar la transmisién de electrones sobre
un potencial paso electrostatico usando el formalismo de la ecuacién de Dirac [5], y es el
problema que se estudia a fondo en la presente tesis de maestria.

En el presente capitulo se desarrolla el problema de la dispersién de electrones sobre un
potencial paso y sobre una barrera de potencial, obteniendo los coeficientes de transmision
y reflexién en cada caso y mostrando cémo a partir de ellos se llega a la paradoja de Klein,
de tal forma que para cada uno de los casos se plantea una explicacion del fenémeno. Al
final del capitulo, se explica por qué el problema puede ser aplicado al grafeno, justificando
asi el estudio desde un punto de vista experimental.
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2.1. Ecuacion de Dirac

La ecuacién de Dirac nacié de la necesidad de plantear una extension a la ecuacién de
Schrodinger que fuera covariante bajo transformaciones de Lorentz. El hamiltoniano de
Dirac es [1]

H=a-cp+ fmc, (2-1)

el cual describe un fermién libre de espin 1/2, donde ¢ es la velocidad de la luz, mc? es

la energia en reposo del fermién, p es el operador de momento lineal, 5 y « son matrices
en 4 x 4 dimensiones que corresponden a

(b 0) (0 7)

siendo 0 y 1 las matrices nula e identidad en 2 x 2 dimensiones, respectivamente, y o;
(1 = 1,2,3) las matrices de Pauli dadas por

e R R ) B (R R

La ecuacién de Dirac en representacién de coordenadas, libre de potenciales externos
es

L 0¥(r,t)

n 22 9 aga} U(r,t) + AmU(r, 1), (2-4)

oz oy 0z
la cual describe un electrén en el espacio libre. Al solucionar la ecuacién de Dirac, se
obtienen dos autovalores de energia dados por

B, = PE 5 mid, B = — /R 4 mid, (2:5)

mientras que los autoestados del hamiltoniano se escriben como

1

0
€p3 ,
TPty = | By +me? | enP=E+D), (2-6)

cp1 + icp2
E+ + mc2

0
1
cp1 — icp2 .
\I/(\LHF) (I‘, t) = E+ + mc2 e%(r-p—Eth)’ (2_7)

—CP3
E_l,_ + mce2



Cp3
E_ —mc?
cp1 + 1cp2 i
VO ety = | 52 | enPEY, (2-8)
1
0
cp1 — icp2
E_ —mc?
—CP3 i
V(@ t) = [ 5 | en®P Y, (2-9)
0
1

donde los superindices + y — representan que las funciones de onda con autovalores de
energia F/, y E_, respectivamente. Fisicamente, se interpreta que las soluciones de energia
negativa, correspondientes a E_, representan antiparticulas [9]. Como se observa, estos
autoestados son degenerados con respecto a cada autovalor de energia, esto se debe a que
ellos son también autoestados del operador helicidad, definido como

_hfo 0 P
o o) o

La helicidad se interpreta como la proyeccién del espin de la particula en la direccion
del momento [9]. Este operador de helicidad conmuta tanto con el operador hamilto-
niano como con el operador de momento lineal, y por ende estos tres operadores pueden
ser diagonalizados simultdneamente [9]. Asi, las funciones de onda representadas en las
ecuaciones (2-6), (2-8) son autoestados de A con autovalor 7/2 y por ende tienen pro-
yeccién de espin paralela a la direccién del momento (por ello se les asigna el simbolo
1), mientras que las funciones de onda de las ecuaciones (2-7) y (2-9) tienen asociado el
autovalor —h/2, y su espin estd proyectado en direccién antiparalela al momento. De este
modo se obtienen cuatro soluciones linealmente independientes para la ecuacién de Dirac.

Vale la pena tener en cuenta que en el caso de un fermién en reposo, las funciones de
onda que lo describen son [9, pag. 120]

1

T (r, ) = 8 e‘i(mTc2>t, (2-11)
0
0

v (r 1) = é () (2-12)
0
0

v (1) = 2 () (2-13)
0
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: TILC2 t
T (r, ) = i) (2-14)

— o O O

Donde ahora estas funciones de onda son autoestados del operador de espin ¥, en lugar
del operador de helicidad. El operador de la proyeccién de espin en el eje z, en represen-
tacién de 4 x 4 dimensiones, es

1 0 0 0
hifo, 0\ _hf0o -1 0 0

EZ_Q(O az)_g 0 0 1 0 (2-15)
0 0 0 -1

Por otro lado, es posible definir una relacion de conservacién de la probabilidad para
la ecuacién de Dirac, definiendo la densidad de probabilidad del siguiente modo [9][10]

p(r,t) = Ul (r, t)W(r,1), (2-16)

la cual es definida positiva. La densidad de corriente de probabilidad corresponde entonces
a [9][10]

F(r,t) = ¥l (r, t)a¥(r,1), (2-17)

de modo que se cumple la siguiente condicién de conservacién [9][10]

dp(r,t .

pét’) +V-j(r,t) =0. (2-18)
A partir de la densidad de corriente de probabilidad se representa una corriente de particu-
las, lo cual serd muy util mas adelante porque a partir de ella se definen los coeficientes
de transmisién y reflexion en los problemas estudiados. Con esto en mente, si se toma, en
un problema de dispersién cualquiera, que las funciones de onda ¥;, ¥,., v ¥, correspon-
den a las ondas incidentes, reflejadas y transmitidas, respectivamente, los coeficientes de
reflexién y transmisién se definen como [9]
R— jr n jt ‘n

Ji-mn

~

o T=1%
Ji-n

, (2-19)

donde j; = c\Ilza\I/i representa la corriente de probabilidad asociada a las particulas
incidentes, similarmente para j, y j;, y 1 corresponde al vector normal a la superficie
sobre la cual se dispersan los fermiones. Esto quiere decir que la componente normal de
la densidad de corriente de probabilidad es conservada.

Hasta ahora todo el andlisis se ha realizado para el caso en el cual la ecuaciéon de
Dirac representa particulas libres, en ausencia de interaccién con fuerzas externas. A con-
tinuacion se muestra cémo cambia la ecuacién de Dirac al considerar que el fermién se
encuentra en presencia de un campo electromagnético externo. Cuando se introduce una
interaccion de naturaleza electromagnética al problema, representada por el cuadripoten-
cial
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A — <(I)(r’t>,A(r, t)) , (2-20)

C

con ®(r,t) el potencial electromagnético y A(r,t) el potencial vectorial magnético, la
ecuacion de Dirac cambia segin el acoplamiento minimal, es decir el cuadrimomento del
sistema se modifica como

pH — pt —eAH, (2-21)

siendo e la carga eléctrica del fermién. De este modo, la ecuacién de Dirac cambia a [1]

(maat —ed(r, t)> U(r,t) = [a- (—iheV — eA(r, t)) + Bmc?] U(r, ). (2-22)

Como los potenciales que se van a trabajar son electrostaticos (A = 0 y ® no depende
del tiempo), la ecuacién de Dirac ahora tiene la forma

0
<ihat - V(r)> U(r,t) = (—a - iheV + fme?®) U(r,t), (2-23)
donde se ha definido V (r) = e®(r). En el problema de la paradoja de Klein este potencial
es simplificado atin mas, dado que solo se considera el problema en una y dos dimensiones,
y es un paso de potencial o una barrera de potencial.

2.2. Paradoja de Klein en una dimensién

Para comenzar el estudio de la paradoje de Klein se presenta el problema de la dis-
persién de fermiones de Dirac que inciden en potenciales del tipo paso y barrera, donde el
angulo de incidencia es 0. Al obtener los coeficientes de transmisién y reflexion para cada
caso, se obtiene que existe una corriente de fermiones transmitida cuando el potencial
tiende a infinito, hecho que no se observa estudiando el problema desde una perspectiva
no relativista; este fenémeno es conocido como la paradoja de Klein [5], y su interpretacién
se presenta mas adelante bajo distintos contextos.

2.2.1. Potencial paso

En esta seccién se calculan los coeficientes de transmision y reflexién para una co-
rriente de fermiones (o particularmente electrones) que inciden sobre un potencial paso
electrostatico de la siguiente forma

0, siz <0 (Regiénl
vig={ % SFs0esonl). (224
Vo, siz >0 (Regién II).

De este modo, para la regién I la ecuacién de Dirac es la ecuacién libre (2-4), que sin
embargo, como el movimiento de la particula se restringe a solamente una dimension, se
tiene que (a partir de ahora se consideran unidades naturales h = ¢ = 1)
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Figura 2-1: Esquema de la dispersién unidimensional de fermiones en un potencial paso.
Se muestran las funciones de onda asociadas a cada regién espacial.

Z_a\ll(z,t) I 0¥ (z,t)

ot 3702

Por otro lado, en la regién II la ecuacién de Dirac toma la forma

+ mU(z,t). (2-25)

(z’gt - Vo) U(zt) = —mgaqgjt) + BmU(z,1). (2-26)

Esto define las funciones de onda para para ambas regiones, asi que en la regién I la
solucién a la ecuacién de Dirac corresponde a la siguiente funcién de onda [9][10]

1 1
0 ‘ 0 .
Uy(z,t) = P =B o | —p | e B, (2-27)
E+m E+m
0 0

En la funcién de onda anterior se ha considerando una solucién de la forma (2-6), es decir,
una solucién de energia positiva y helicidad paralela al momento. El primer término
representa la onda incidente, la cual tiene un momento lineal p = (0,0,p), con p =
VE? —m?2, mientras que el segundo término representa la onda reflejada con momento
p = (0,0, —p), y tiene asociado el factor de normalizacién r. No es necesario considerar
funciones de onda de helicidad negativa, puesto que no hay inversién de helicidad por
la interaccién con el potencial [13]. Por otro lado, la funcién de onda en la regién de
potencial corresponde a [9][10]

Ur(z,t) =1 etz Bl (2-28)
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la cual estd asociada a la particula transmitida con momento lineal q = (0,0, ¢), don-
de el momento de la particula en la regién II se relaciona con su energia E segin
q=+/(E — Vp)2 —m? [5]. El factor de normalizacién se define como ¢ para que no haya
ambigiiedad con el pardmetro temporal .

El problema se soluciona considerando la condicién de continuidad para las funciones
de onda en z = 0, y de alli se obtienen las siguientes condiciones

14+r=t,
- 2-29
E 4+ mo E— Vb +m
Solucionando el sistema de ecuaciones se comprueba que las amplitudes de probabilidad
ry tson [9]

11—~
_ 7 2-30
"T 1, (2-30)

~ 2
=" 2-31
1+~ ( )

donde se ha definido
FE E—-Vy)2—-—m2 FE
y=q_mtm _ Ve 0) —m tm (2-32)
pE—-Vo+m F2_—m2 E-Vo+m

Los coeficientes 7 y ¢ no corresponden precisamente a los coeficientes de reflexién y trans-
misién. Para hallar los verdaderos coeficientes de transmisién y reflexion usamos su defi-
nicién a partir de la densidad de corriente de probabilidad mostrada en la ecuacién (2-19),
de lo cual se obtiene que [9]

1—72

R =1 52] (2-33)
z 4|
T = |yllE]* = TR (2-34)

de modo que haciendo un andlisis sobre el comportamiento de  para distintos valores
de E, Vj y m es posible describir el comportamiento de R y 7. Existen tres distintas
regiones de energia y potencial para las cuales v cumple las siguientes condiciones

» E—m < Vj. En este caso, v toma un valor real y positivo: |y| =+, y debido a ello
se obtienen los siguientes coeficientes de transmision y reflexién [9]

_0=7? 4
R )

y por ende se comprueba que R+ T = 1, como era de esperarse.
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= E—m < Vy < E+m. En esta regién de potencial el momento ¢ = \/(E — Vp)2 — m?2
toma un valor imaginario, por lo cual v = ig con g = |y|. Asi, los coeficientes de
transmision y reflexién cambian a

2
4g 4g
— = , 2-36
[1+igl*  1+g? (2-36)

)

1
R:’ 9
1419

Asi, todos los fermiones son reflejados y ademds existe una corriente transmitida de
valor distinto a cero. Lo anterior constituye por si solo un resultado contradictorio.

= 4+ m < Vy. Ahora v vuelve a tomar valores reales, sin embargo es una cantidad
negativa debido al término del denominador E — Vi + m. Entonces, si se escribe

v = —g, con g = || se llega al siguiente resultado
1 2 4
Rt ) . (2-37)
1—g) (1-9)

lo cual implica que R es mayor a 1, y que ademés T es distinto de cero, sin embargo
se cumple que R —T = 1.

El hecho que R > 1 se conoce como “la paradoja de Klein”, debido a que es un resul-
tado que se escapa de nuestra visién clasica y no tiene correspondencia no relativista bajo
el formalismo de la ecuacién de Schrodinger. En éste resultado intervienen varios factores,
tal como que el hecho de que el potencial se incremente drasticamente desde 0 hasta Vj
en un intervalo espacial muy pequeno, es decir, mucho més pequeno que la longitud de
onda Compton del electrén h/mec, hace que términos de Zitterwebegung™ sean apreciables
en la densidad de corriente [10, pag. 40]. De hecho, Sauter demostré que si el potencial
incrementaba suavemente desde 0 hasta Vj en una region espacial mayor que la longitud
de onda Compton del electrén, no se obtenia un coeficiente de reflexién mayor que 1 [6].

*movimiento vibratorio de un fermién con respecto a su trayectoria cldsica, con velocidad igual a la
velocidad de la luz, debido a interacciones entre estados de energfa positiva y negativa [9].
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w =
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2
o

Coeficiente de reflexion
Coeficiente de reflexion
o
*

N

E-me™2 E4mc*2 E-me”3 E4mc~2

Vo Vo

Figura 2-2: Comportamiento del coeficiente de reflexion en funcién del valor del potencial
para la dispersién de fermiones en el potencial paso en una dimensién. A la izquierda,
Coeficiente de reflexiéon encontrado a partir de la ecuacion 2-37, el cual a partir de Vg >
E 4+ m es mayor que 1. (b) Considerando el cambio de signo de la velocidad de grupo de
los fermiones cuando Vj > E + m, el coeficiente de reflexion siempre es menor que 1.

Adicionalmente, como la ecuacién de Dirac permite soluciones de energia negativa de tal
modo que E < —m, se requiere que todos estos estados estén ocupados con electrones |9,
pag. 331]. Lo anterior permite interpretar que cuando el potencial Vj es mayor a E + m,
el espectro continuo de energia positivo de la regién I se solapa con el espectro continuo
de energias negativas de la regién II [9, pag. 331], permitiendo que los electrones inciden-
tes interactien con el vacio de la regién II (o sea, electrones que ocupan los estados de
energia negativa) y asi generando lo que se produce como “creacién espontanea de pares”
particula-antiparticula [12][21], haciendo posible que R > 1. El fenémeno anteriormente
descrito se entiende como “creacién de par electron-positrén” y esta relacionado con el
decaimiento del vacio en presencia de campos supercriticos [9, pag. 332].

Otra interpretacién del problema se hace a partir de considerar la velocidad de grupo
del paquete de ondas en la regién de interaccién (es decir, donde z > 0). La velocidad de
grupo en esta regién estd dada por

oE 0 q
= — = — —_ 2 2 = - -
Vgrupo 9~ g ( V@& +me+ V()) -V (2-38)

por lo cual, si Vj es mayor a la energia de la particula incidente, la velocidad de grupo
del paquete de ondas en esa regién es negativa, es decir es como si el paquete de ondas
viniera desde z — —o0, lo cual por las condiciones iniciales del problema no es permitido
[5]. Por ello, se exige que en esta regién el momento ¢ sea negativo cuando Vy > E para
que la velocidad del paquete de onda sea positiva [5]. La condicién anterior hace que que
el coeficiente de reflexion sea de nuevo menor a 1 cuando E + m < V|, de modo que se
cumpla la relaciéon de conservacién de probabilidad R + 7 = 1. Sin embargo, aunque ya
se ha evitado el problema de R > 1, emerge un resultado que no se observa estudiando
el problema desde un punto de vista no relativista. Consideremos el limite del coeficiente
de reflexion R cuando el potencial tiende a infinito, evaluando este limite se obtiene que
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Figura 2-3: Esquema de los espectros de energia de la particula en las regiones z < 0
(V=0)yz>0(V =1) cuando Vy > E + m. En el solapamiento del espectro de
energias puede presentarse la creacién de pares.

E—p

—_— 2-39
E+p ( )

R(Voﬁoo) =
el cual es distinto de 1. Andlogamente, evaluando el coeficiente de transmision se llega a

2p

) 2-40
E+p ( )

T(Voﬁoo) =
Por lo tanto, existe una corriente de particulas transmitida incluso cuando el potencial
tiende a infinito. Como ya se menciond, el anterior resultado no es obtenido en la mecanica
cudntica no relativista y por ende se entiende de nuevo como “paradoja de Klein” o
como “tunelamiento Klein”, que es la forma como se conoce actualmente a éste resultado
[17][18]. La explicacion al anterior fendmeno se da también a partir de entender la ecuacién
de Dirac como una ecuacién que describe un sistema de muchos cuerpos, la cual describe
particulas como antiparticulas y por ello existe la posibilidad de creaciéon de pares en la
region de potencial.

2.2.2. Potencial barrera

Ahora se estudiara el problema de la transmisién de fermiones sobre un potencial tipo
barrera. La forma del potencial es

0, siz <0,
V(z)={ W, si0<z2<1L, (2-41)
0, sil <z

De la misma forma que para el potencial paso, se definen las funciones de onda en cada
regién espacial definida por la barrera. En z < 0 la funcién de onda toma la forma
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Figura 2-4: Esquema de la dispersién unidimensional de fermiones en un potencial ba-
rrera. Se muestran las funciones de onda asociadas a cada regién espacial.

1 1
0 , 0 4
Uy(z,t)=| p |V 4| —p | elzamEl (2-42)
E+m E+m
0 0

Similarmente, en la regién 0 < z < L la funcién de onda es,

1 1
0 , ,
Urr(z,t) =a q elFa=E) 1 p —q el(—za=Et) (2-43)
E-Vo+mg E—Vy+mg
0 0

donde el primer término de la sumatoria representa la funciéon de onda transmitida en z =
0, mientras que el segundo término es la funcién de onda reflejada en z = L. Finalmente,
la funcién de onda en la ultima region es

1
0 ,
Urrr(z,t) =1 p etz Bt (2-44)
E +my

0
De nuevo, para obtener los coeficientes de transmisién y reflexion se imponen las condi-
ciones de continuidad ¥;(z =0) = ¥;7(z2 =0), y ¥r7(2 = L) = Vyr1(2 = L), llegando a
las siguientes condiciones

1+r=a+b,
p q
l-r)=————(a—5>
oA Ay e v G )
ael1l 4 pe—ial — jeivL (2-45)
qeiqL qefiqL peipL B

E—Vo+m ' E—Vot+m  E+m’=
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Una vez se soluciona el anterior sistema de ecuaciones se llega a

2i(¢"” — p"*) sin(ga)

= 2-46
4q'p’ cos(qa) — 2i(q" + p'?) sin(ga)’ (2-40)
donde se definié
/ p
= 2-47
P =5 (2-47)
/ q
R — 2-48
T=F Votm (2-48)

Calculando los coeficientes de transmisién y reflexién a partir de su definiciéon dada a
partir de la densidad de corriente de probabilidad, se obtienen finalmente los siguientes
coeficientes de reflexién y transmisién [11]

(25 s

1+ (mo> sin?(qL)
pq
- 1
T =t = > : (2-50)
mlo\? .
1+ | —— ) sin®(¢L)
bq

Un resultado interesante obtenido a partir de las anteriores expresiones es que se llega
a condiciones de resonancia para las cuales la barrera se vuelve transparente, esto es,
hay transmisién total de fermiones cuando ¢L = nm, con n un niumero entero [11]. A
diferencia de lo sucedido en el problema de potencial paso, en el potencial de barrera si
se cumple la conservacién de la norma R + T = 1 para todos los valores de energia y
potencial, sin embargo esto no quiere decir que para este problema no haya paradoja de
Klein. El limite del coeficiente de transmisiéon cuando el potencial es mucho mas grande
que la energia de incidencia es [11]

m .
Twesp) =1—= B2 _m2 sin?(¢L), (2-51)

de modo que, incluso cuando el potencial tiende a infinito, existe la posibilidad de que la
barrera sea transparente si se cumple la condicién de resonancia ya descrita. El anterior
resultado es de nuevo manifestacion de la paradoja de Klein, y se explica del mismo modo
a como se hizo con el potencial paso. El hecho de que haya conservacion de la norma
R+ T = 1, quiere decir que el fendmeno de creacion de pares particula-antiparticula
queda confinado en la regién 0 < z < L, de modo que en las regiones libres de potencial
se conserva el nimero de fermiones.

2.3. Paradoja de Klein en dos dimensiones

Hasta ahora se has estudiado el caso de la dispersién de fermiones cuando inciden per-
pendicularmente sobre los potenciales. En esta seccion se presentard los coeficientes de
transmisién y reflexion en donde las particulas inciden con un angulo determinado, de
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modo que las particulas estan restringidas a moverse sobre un plano. De nuevo los poten-
ciales estudiados seran el paso y la barrera. Los resultados que se muestran a continuaciéon
son resultado del estudio de los autores De Leo y Rotelli en la referencia [13].

2.3.1. Potencial paso

El potencial paso toma la misma forma que en el problema unidimensional, es decir

V(z) = { 0,

siz <0,

2-52
siz >0, ( )

Figura 2-5: Problema de la dispersiéon de fermiones en un potencial paso permitiendo
que la particula incida con un dngulo ¢. La regién punteada representa la zona en la cual
el potencial toma valor V.

con lo cual el potencial solo depende de la coordenada z. En cada regién espacial, las
funciones de onda toman la siguiente forma

i 1 1 0
0 0 1
P3 , __Ps , , b1 ‘ ‘ B
\I/](a:, 2, t) = E+m Pz 4 p E+m e P34 p Etm e~z ez(plx— )’
p1 P1 p3
L\E+m E+m E+m
(2-53)

donde se ha dado la posibilidad de que exista una inversiéon de espin en las particulas
reflejadas debido a la interaccién con el potencial. El momento de la particula incidente
es p = (p1,0,p3) = (psin g, 0,pcos @), y el de la particula reflejada es p = (p1,0, —p3) =
(psin ¢, 0, —pcos ¢). En la regién z > 0 la funcién de onda es
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] , . _
0 1
~ q3 ) N q1 ) )
Ui, )= Tl E—Votm | €+ | BE_vprm | 97| @ P (254
a1 _ a3
L \E Vot m E_Votm |

donde de una manera similar el momento lineal de la particula transmitida es q =
(q1,0,q3) = (¢sin,0,qcosf). Antes de resolver el problema, haciendo uso de las con-
diciones de continuidad, es necesario tener en cuenta que como el potencial solo depende
de la coordenada z, el potencial no afecta la direccién del eje x y por lo tanto el momento
en esa direcciéon permanece constante en toda la regién espacial. Lo anterior quiere decir
que p2 = g2 v por ende se llega al siguiente resultado

psin ¢ = ¢sin6. (2-55)

Ahora, al resolver el problema imponiendo la condicién de continuidad ¥;(z = 0) =
Urr(z =0) se llega a las siguientes soluciones para las amplitudes de probabilidad

(p? +m? +mE) Vo

r = ’ 2-56
(E+m) 13+ pats — VaE) (250
7 P3(E = Vo+m) +psgs(E +m) (2.57)
(E +m) (p§ + psgs — VoE)
/ P1p3Vo
r = , 2-58
(E +m) (p3 + psas — VoE) (2-58)
t =1, (2-59)
y calculando los coeficientes de transmision y reflexién, se obtiene
L V2(p2 2
Ji (3 +p3gs — VO E)
ik E .
Y EIRR R R N T
ji- k| Ips||E—=Vo+m| (2.61)
) N
_|as|  E+m  [P(E - Vo+m)+psgs(E+m)]” +pipV7
p3| |E—Vo+m| (B +m)(p3 + psas — Vo E)?

Un hecho interesante asociado al anterior resultado es que se observa que es posible la
inversién de espin de los fermiones cuando interactiian con el potencial. Sin embargo,
uno de los objetivos planteados en esta tesis es que es posible abordar el problema de tal
forma que no exista esta inversion de espin.
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2.3.2. Potencial barrera

Ahora se estudia la dispersién en el potencial barrera. De forma similar al caso anterior,
el potencial solamente depende de la coordenada z y toma la misma forma que en el caso
unidimensional mostrada en la ecuacién 2-41. Definimos ahora las funciones de onda en
cada region espacial, para la regién z < 0

[ 1 1 0 1
0 0 1
P3 , _p3 , | ‘ N
Uy(z,2,t) = E+m | e +r Exm|e™+r | Exm|e ™ elpro—FEt)
b1 b1 b3
L\E +m E+m E+m
(2-62)

donde r es la amplitud de probabilidad asociada a las particulas refejadas en z = 0 que
no presentan inversion de espin, mientras que ' se asocia a las particulas que si presentan
inversién de espin. En la region 0 < z < L, la funcién de onda es

1 0
0 1
q3 ‘ N .
\I/H(%Z,t): a E—Vb—i—imo 937 | g E—Vo+m eld3%

_oa o

E -V _
f+m b %+m i (2-63)
0 1
—q3 , , q1 A i B

+b E—Vo+tm e+ | E—Vy+m [ e ¥ e TR

Q1 qs3

E—-Vo+m E—-Vo+m i

Las funciones de onda que van acompanadas de las amplitudes a y a’ representan a las
funciones de onda transmitidas en la interfaz z = 0, con a la amplitud de probabilidad
asociada a las que no presentan inversién de espin con respecto a la funcién de onda
incidente, mientras que a’ estd asociada a las que si presentan inversién de espin. De una
manera similar, las funciones de onda que van acompanadas de las amplitudes b y b’ son
las funciones de onda reflejadas en la interfaz z = L. Por tltimo en la region z > L

1 0
0 1
D3 . N b1 . .
(2, 2,t) = Exm | eP+1 | Brm |7 elePh, (2-64)
h b3
L \E+m E+m J
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En este caso también se cumple el resultado p;1 = ¢1, debido a que el potencial solo
depende de la coordenada z.

Imponiendo la condicién de continuidad ¥;(z = 0) = V(2 =0) y ¥yr(z = L) =
U;rr(z = L), se obtienen las siguientes soluciones para las amplitudes de probabilidad

2 .
, Pi sin(gs L)
r=—i|{m+ % , 2-65
( E + m> pg(]gF ( )
,  pps o, sin(gsl)
r = Vi : 2-66
E+m "’ pygsF (2-66)
5 efing
t= 2-67
F ) ( )
t' =0, (2-68)
con

2 - EV,

F = cos(qsL) — =0 sin(gs L), (2-69)
p3q3
de tal forma que se llega a que los coeficientes de transmisién y reflexion son
R= o+ 1
_ Vi'sin?(gsL) [mo(E + mo) + p}l* + pipj

(E+mg)? p3¢3cos?(qsL) + (EVp — p3)? sin?(qzL)’ (2-70)

_ Vg sin® (g3L) (E* — p3)

P33 cos? (g3L) + (EVp — p3)? sin® (g3 L)’

2,92

T =2 = 45D (2-71)

P33 cos? (qsL) + [p3 — EVp)? sin? (g3L)

Observando el anterior coeficiente de transmision, es posible observar que se obtiene una
condiciéon de resonancia muy similar al caso unidimensional, esto es, para g3 = n
con n entero, la barrera se vuelve transparente. Calculando el limite del coeficiente de
transmisién cuando el potencial es muy grande, se llega a

2
P1
p?cos?(q1L) + E?sin?(q1 L)’

de modo que se demuestra que en el problema bidimensional también existe paradoja de
Klein.

TwvosE) = (2-72)

2.4. Descripcion de la dinamica de los portadores de carga
en el grafeno a partir de la ecuaciéon de Dirac
El grafeno es un arreglo bidimensional de d4tomos de carbono organizados en una red he-

xagonal, la cual se puede ver como un tinico plano constituyente de una red de grafito[23].
Desde su descubrimiento y caracterizacién [23] ha llamado mucho la atencién por tener
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propiedades poco comunes, una de ellas es es que la movilidad de los portadores de carga
es del orden de 10000cm?V~1s71[23], considerablemente mayor en comparacién a la de
semiconductores basados en Silicio, que en general es menor a 1350cm?V~!s~1[35]. La
caracteristica del grafeno que més nos interesa estudiar es la que afirma que los portado-
res de carga se comportan como fermiones no masivos descritos por la ecuacion de Dirac.
En la presente seccion se muestra el desarrollo necesario para obtener la estructura de
bandas en el grafeno a partir de la aproximacion de tight-binding, y se explica por qué
esta estructura de bandas implica que se puedan considerar los portadores de carga como
fermiones no masivos descritos por una ecuacion de Dirac efectiva.

2.4.1. Estructura de red del grafeno y primera zona de Brillouin

En las siguientes secciones se procede a realizar el desarrollo necesario para encontrar la
estructura de las bandas de energia en el grafeno, utilizando el formalismo de la aproxi-
macién de Tight-Binding, y se sigue el desarrollo hecho por Wallace en la referencia [37].
Esta aproximacién consta de estudiar la interaccion de los electrones de conduccioén en el
material solamente con los &tomos vecinos mas cercanos en la red cristalina, donde dicha
red se modela como un potencial periédico que afecta a los portadores de carga. Como
primera parte del formalismo, se requiere analizar la estructura de la red del grafeno, y
obtener la red reciproca a partir de los vectores primitivos que generan el arreglo bidi-
mensional.

Como ya se menciond, la estructura cristalina de grafeno es hexagonal, de tal modo que
la celda unitaria de la red estd constituida por dos dtomos de carbono designados como
Ay B [37] (ver figura 2-6), cuya distancia es 1,42A. Cada conjunto de dtomos del tipo
Ay del tipo B definidos por la celda unitaria forma por si mismos una subred dentro de
la estructura hexagonal. Los desplazamientos fundamentales de la red son a; = AA’ y
ay = AA” y su magnitud es a = v/3 x 1,42A = 2,46A [37)].

. e e a3, a o A s A ~

A partir de los vectores de la red primitiva a; = “¥=i + §) y az = —aj, siendo 7 y j los
vectores unitarios en las direciones = y y respectivamente, se construye la red reciproca
usando las siguientes definiciones para sus vectores primitivos

>
N—
Q
[N}

) (2_73)

=R

R [~>
<>
|
|
>
| &

X
=

Q
I\

Q
I\

al -

donde i ® j representa el producto tensorial entre los vectores unitarios i y 7. Para by se
tiene que [37]

TEl dlgebra de este producto es como sigue: (1® j)i=i(j-1) =0; (i®7)ji=i( 7) =i

<>
[
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Figura 2-6: Estructura cristalina del grafeno, la celda unitaria esté definida por W XY Z,
la cual contiene dos dtomos de carbono designados como A y B. Imagen tomada de la
referecia [37].

3
Wit 83) - Gei-ien (a)
2 2
- —a (2-74)
3+ 95) - (—ai
R, ai
2
= —1i.
3a
Un procedimiento similar para bg arroja como resultado [37]
1 1
by = —i— —]. (2-75)

0
\/ga a
La magnitud de by y by es ﬁ Estos vectores primitivos de la red reciproca forman un

arreglo hexagonal, cuya primera zona de Brillouin corresponde a un hexagono, tal y como
se muestra en la figura 2-8.

2.4.2. Modelo de Tight Binding para la estructura de bandas de energia
en el grafeno

En esta seccién se aplica directamente el formalismo de la aproximacién de Tight-Binding
para obtener la relacién de dispersién en el grafeno, que no es mas sino la energia de un
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Figura 2-7: Estructura de los vecinos més cercanos a un atomo de la red del tipo A. A
la izquierda, los vecinos més cercanos entre dtomos de tipo A (rojos). A la derecha, los
vecinos més cercanos ente los atomos de tipo B (azules).

portador de carga en funcién de su vector de onda k. La identificacion de la zona de Bri-
llouin en el grafeno es un importante primer paso para obtener su estructura de bandas
de energia, el siguiente paso es encontrar cuales son los electrones ligados al d&tomo de
carbono que contribuyen a la conduccion en el material, y estudiar en qué estado cuantico
se encuentran con respecto a dicho 4tomo, omitiendo su interaccion con los demés dtomos
de carbono vecinos.

El 4tomo de carbono tienen cuatro electrones de valencia. Tres de ellos forman enlace
covalente con los tres dtomos vecinos de la red [37] y sus funciones de onda son de la
forma [37]

1
V3

donde 9.(2s) es la funcién de onda del carbono en el estado 2s (esto es, con estado
energético de excitacién n = 2 y momento angular [ = 0), y t¥.(0; 2p) es la funcién de
onda en el estado 2p (estado energético n = 2 y momento angular [ = 1) cuyos ejes estén
en las direcciones o; que juntan el &tomo de carbono con sus tres vecinos en el plano [37].
Estos dtomos no toman un rol en la conductividad[37]. El cuarto electrén se considera
que estd en el estado 2p, (lo cual corresponde al estado energético n = 2, y estado de
momento angular [ = 1, [, = 0), su plano nodal es el plano definido por la red, y su eje
de simetria perpendicular a él [37].

(e(25) + V20e(0i2p)) (2-76)

El electron en el estado 2p,, es el inico que aporta a la conduccién en el material, por eso el
andlisis se hard solamente sobre él [37]. Ahora se procederd a resolver el problema a partir
de la aproximacién de tight-binding. Si X (r) es la funcién de onda orbital normalizada
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Figura 2-8: A la izquierda, estructura de la red reciproca del grafeno, donde se han
mostrado los vectores generadores de la red b; y by. Eel hexdgono amarillo representa
la primera zona de Brillouin de la red. A la derecha, se ha extendido la primera zona de
Brillouin, definiendo algunos puntos importantes sobre ella. Imagen de la derecha tomada
de la referencia [37].

para un electrén en el estado 2p,, en un solo a&tomo de carbono aislado, entonces la funcién
de onda en la aproximacién de tight-binding es [37]

Y = ¢1+ Ao, (2-77)
con A un parametro que se va a reducir usando el principio variacional, y donde

= Zexp(Zﬂ'ik ‘ra) X(r—ra),
A

(2-78)
= Z exp(2mik - rp) X(r —rp).
B

Consideramos ahora la ecuacién de Schrodinger para toda la red, siendo H el hamiltoniano
de la red cristalina y E la energia del electron en ella

Hy = Ey. (2-79)

Reemplazando la funcién de onda de la ecuacién (2-77) en el anterior hamiltoniano se
obtiene que

Hé1 + AHepy = E¢y + \Es. (2-80)

Si se multiplica por la izquierda la anterior expresién por ¢7, y se integra sobre toda la
red de grafeno

/df{Hgf)l dT+)\/¢TH¢2 dT:E/gb{gbl dT+)\E/¢T(Z§2 dr, (2-81)
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y haciendo un procedimiento similar, pero esta vez con ¢, se llega a

/ GEHey dr + A / ¢iHpodr = E / i1 dr + \E / Gio dr. (2-82)

En este punto es importante hacer la siguiente consideracién: Se desprecia el solapamiento
entre las funciones de onda en el estado p, para las funciones de onda centradas en
diferentes tipos de dtomos (sean del tipo A o del tipo B) [37], es decir se asume que

/X(r—rA)X(r—rB)dT:O. (2-83)

Haciendo las definiciones

Hy = / GiHydr, Hy = / o3 Hpy dr,
(2-84)

= 5 = [6itiondr. 5= [sio1ar= [os0nan

donde por la simetria de la red de grafeno se tiene que Hy; = Hao [37].

Teniendo en cuenta la relacién (2-83), las ecuaciones (2-81) y (2-82) cambian respectiva-
mente a

Hy1+ MHqio = ES,

(2-85)
Ho1 + AHy11 = M\ES.

Con esto realizado, el objetivo ahora es eliminar el pardmetro A de la ecuacién anterior, y
de este modo obtener el mejor valor para E en esta aproximacién [37]. La ecuacién 2-85
se puede escribir de forma matricial como

HH—ES Hyo 1 N
(P4 ) ()

de modo que para que la anterior expresion se cumpla, la matriz 2 x 2 no debe ser
invertible y por lo tanto su determinante debe ser igual a cero. Calculando explicitamente
la condicién impuesta para este determinante

Hy — ES Hyo

. =0, 2-87
HY, Hy — ES ’ ( )
se obtiene la siguiente expresién para la energia [37]
H +|H
B 115\12| (2-88)

Debido a que se desprecia el solapamiento entre la integrales de las funciones de onda
para los distintos tipos de dtomos en la red, se tiene que S = N, siendo N el nimero de
celdas unitarias en toda la red cristalina [37]. Introduciendo los términos
Hyy  Ha Hio
H,=H))="+=—"2= Hj,=—"= 2-89
11 22 N N ) 12 N Y ( )

se obtiene finalmente
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E = Hiy + |Hi,|. (2-90)

El signo negativo del término +|H{,| de la ecuacién (2-90) se cumple dentro de la zona
de Brillouin, mientras que el positivo se cumple fuera de esa regién [37]. Esto quiere de-
cir que en la frontera de la zona de Brillouin hay un gap de energia de valor AE = 2|H{,|.

Ahora se procede a calcular las cantidades Hy; y H],, a partir de sus definiciones y
de las funciones de onda ¢; y ¢2. Se calcula directamente para Hj, y Hi, [37]

Hiy = ]1[/¢TH¢1 dr
= i{/dT [; exp(—2mik -T4/) X*(r — rA/)] H [zA: exp(2mik - T4) X(r — r4)

- % Z exp[2mik - (ra —ra)] /dT X (r—ra)HX(r—ra),
Al A
(2-91)

H 1
ro_ Thla *
Hiy = N N/¢1H¢2d7'

= % /dT [zA: exp(—2mik -rq) X*(r — rA)] H [Z exp(27mik -rg) X(r — rp)

B
= %Zexp[%m’k.(rB _rA)]/dTX*(r—I'A)HX(r— ).
AB

(2-92)
La aproximacién de tight binding consta en realizar la sumatoria solamente hasta los
vecinos mds cercanos para un atomo dado. En la figura 2-7 se muestra la estructura
cristalina del grafeno y los atomos vecinos maés cercanos a un atomo de la red. En el
apéndice A se realizan los cdlculos necesarios para obtener los valores de Hi; y Hj,, los
cuales se muestran a continuacion

Hi, = Ey — 27} [cos(27mk:y) + 2 cos(V3mak,) cos(rak,) |, (2-93)
|His| = 70 \/1 + 4 cos?(rkya) + 4 cos(mkya) cos(V3mkza), (2-94)
donde se han definido las siguientes cantidades
E(]:/dTX*(r—rA)HX(r—rA), (2-95)
-7 = /dTX*(r —ra;)HX(r—ry), siendoj=1,2,..,6. (2-96)

T /dT X*(r—ra) HX(r—rp;), Siendoj=1,2,3. (2-97)
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En conclusion, la energia de los portadores de carga en funcién del vector de onda esta
dada por

E = Ey — 2], [cos(27m/€y) + 2 cos(V/3mak,) cos(mak,)
(2-98)

+ 70 \/1 + 4 cos?(rkya) + 4 cos(mkya) cos(V3mk,a).

Con estos valores encontrados, es posible hallar la energia de los portadores de carga
para algunos puntos importantes dentro de la zona de Brillouin, definidos en la figura
2-8. En el apéndice A también se realizan los cdlculos necesarios para demostrar que

Eo = Ey — 67 — 370,
Ep = Ey — 67 + 370,
Ec=FEo+ 376, (2-99)
Er = Ey + 27 — 70 (dentro de la zona de Brillouin),
= Ey + 27 + o (fuera de la zona de Brillouin).

En este orden de ideas, la energia Fc en una de las esquinas de la zona de Brillouin
estd libre de gap, al demostrarse que AE = 2|H{,| = 0 para los vectores de onda en esa
posicién. Por este motivo, vale la pena conocer la energia asociada a un vector de onda
k en una vecindad de las esquinas de la zona de Brillouin, definido de la siguiente forma

k = k¢ + 6k, (2-100)

siendo 0k = 0k,i + dk,j una variacién pequeiia en el vector de onda, tal que |0k| < |k¢|.
Para conocer la energia asociada con este vector de onda, se expande 2-98 alrededor de
k, llegando al siguiente resultado

E — Ec = +V3yomalk — k¢. (2-101)

Una vez mas, en el apéndice A se demuestra la anterior ecuacion. Esta relacién de disper-
sién lineal cerca de las esquinas de la zona de Brillouin es “la caracteristica mas distintiva
del grafeno, en adicién a su naturaleza estrictamente bidimensional” [47]. Manipulando
un poco la ecuacién (2-101), redefiniendo las cantidades £ — E — Ec, k — k — k¢, y
hvp = v/3yo7a, se obtiene finalmente lo siguiente

E = +hvplk|, (2-102)

donde vy = v/3yoma/h representa la velocidad de Fermi de los portadores de carga en el
material. Realizando un calculo explicito, conociendo que la distancia entre dos dtomos
equivalentes de la red es a = 2,46A, y que 79 = 2,5 eV [47], se estima que vy ~ 10 m/s
~ ¢/300, lo cual ha sido comprobado experimentalmente [24]. La relacién observada en
la expresion (2-102) es andloga a la energfa relativista de un fermién no masivo, donde
v hace las veces de una la “velocidad de la luz efectiva” de los portadores de carga.

2.4.3. Descripcién de los portadores de carga en el grafeno a partir de
la ecuacion de Dirac sin masa

Adicionalmente a la relaciéon de dispersion lineal, hay otro hecho no discutido que per-
mite establecer un vinculo entre la dinamica de los portadores de carga en el grafeno,
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y la ecuacion de Dirac. Como ya se observd, la estructura cristalina del grafeno tiene
dos datomos por celda unitaria, lo que implica que la primera zona de Brillouin en la red
reciproca asociada es hexagonal. En esta zona de Brillouin hexagonal hay dos puntos de
degeneramiento [48], similares a los puntos A y B de la red directa, que en este caso se
denominan K y K’. Estos puntos equivalentes en la zona de Brillouin generan el denomi-
nado “degeneramiento de valle”, e indican la existencia de un nuevo nimero cuéntico de
pseudoespin, andlogo al espin del electrén, pero independiente de él [36][47].

Ya se ha mencionado la importancia de la helicidad (proyeccién del espin en la direccién
del momento) en la dindmica de un fermién descrito por la ecuacién de Dirac, al ser un
observable que es compatible con el hamiltoniano. En este sentido, se define la quiralidad
como la proyeccién del pseudoespin en la direccién del momento [46]

A=l P (2-103)

2 p

pero esta vez o son las matrices de Pauli en dos dimensiones, y estan asociadas al pseu-
doespin en vez del espin real. De este modo, una ecuaciéon dindmica para los portadores
de carga en el grafeno, que tenga en cuenta tanto la relacién de dispersién lineal como la
naturaleza espinorial, se plantea del siguiente modo [46][47]

—ihvpo - V¥(r) = E¥Y(r), (2-104)

que es valida cerca de las esquinas de la zona de Brillouin K y K’, con V = i0/0z+70/0y.
Esta ecuacion es andloga a la ecuacion de Dirac en dos dimensiones en el caso de fermio-
nes no masivos, lo que es evidente si se observa la ecuacién (2-4) y se omite el término
0/0z. Por este motivo, se dice que los portadores de carga en el grafeno se comportan
como fermiones de Dirac no masivos cerca de las esquinas de la zona de Brillouin, hecho
por el cual las esquinas de la zona de Brillouin se denominan “puntos de Dirac”.

En este sentido, un portador de carga libre queda descrito a partir de las siguientes
funciones de onda

1
Uk 4)(p1,p2) = | vrpL+iveps |, (2-105)
Ey

1
x4y (p1,p2) = | YFP1 — WWFP2 |, (2-106)
Ey

VFP1 — TUEP2

Yk, —)(p1,p2) = E_ ", (2-107)
1

vrp1 + UEp2

Uk, —y(p1,p2) = E_ . (2-108)
1

Las anteriores funciones de onda son las mismas que las mostradas en las ecuaciones (2-6),
(2-7), (2-8) y (2-9), pero en el espacio de momentos y haciendo la correspondencia entre
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la helicidad paralela (antiparalela) con el punto de Dirac K (K’). La energia estd dada
por E+ = +hvpk, y escribiendo los momentos en términos de los vectores de onda k, y
k,, se tiene que

1
. 1
\I/(K,-i—)(kxaky) = (kx + Zk;y> = <61¢>k> ) (2_109)
k

1
| 1
Vet ) (R, Fy) = (’%—Z"%f) = (e—mk)v (2-110)
P

ki — iky

vtk =~k | = (7). (2-111)
ke + ik, i
V- (ke ky) = —1k ={ 5 ) (2-112)

En las anteriores ecuaciones se ha definido ¢ = tanfl(ky /kz), de tal modo que k, =
kcos ¢ y ky = ksin ¢,. Normalizando las anteriores ecuaciones, se obtiene finalmente

1 1
\I](K,+)<kx,ky) = = ( ) 5

VAL (2-113)
1 1
Vg 4y (ka, ky) = NACETA (2-114)
1 [—e i
\I](K,*)(kxu ky) = E < 1 ) ) (2—115)
1 [—eix
Uik (ks ky) = ﬁ ( 1 > . (2-116)

Estas funciones de onda se relacionan con las que se muestran a continuacién a partir de
una transformacién gauge

1 (ei%
e "2
Voo b by) =I5 <ei¢z’“ ) ’

(2-117)
1 [ %
el
‘IJ(K’,'F)(kxa kiy) = E <6’L¢2k> , (2—118)
1 [e—i%
€
\II(K7_)(k:B7ky) = E (_62452,6> 5 (2—119)

b
1 ez
Vigr —y(ka, ky) = E ( z‘%) )

(2-120)

que es la forma estandar en la que se presentan las funciones de onda libres en la lite-
ratura especializada [46][47]. Las soluciones de energia negativa en la ecuacién de Dirac
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corresponden a huecos en el mar de Dirac [9]. En el grafeno, estos estados estan asociados
a portadores de carga en la banda de valencia, mientras que los estados de energia posi-
tiva estan asociados a portadores de carga en la banda de conduccién. Asi, los estados de
energia positiva corresponden a portadores de carga electronicos, mientras que los estados
de energia negativa a huecos [36, pag. 12].

2.4.4. Tunelamiento Klein en grafeno monocapa

Con el formalismo presentado, resulta directo estudiar la paradoja de Klein en el contexto
del grafeno monocapa. Se estudia la dispersion de portadores de carga en una barrera de
potencial

0, siz <0 (Region I),
V(z)={Vy, si0<ax <L (Regién II), (2-121)
0 si L < x (Regién III).
Asi, en cada region espacial se deben definir las funciones de onda correspondientes, de

una manera similar a como se hizo en la seccion 2.3.2. En la region I, la funcién de onda
es [25],

1 L\ ikoztkyy) , T 1 i(—koz+kyy)
\III(I', y) - \/i <Sei¢> e + \/§ —Se_i¢ & 5 (2—122)

donde se ha definido £ = *hvrkp, con kr = k;i + kyj el vector de onda de Fermi;
s = sign(E), la funcién signo de la energfa; y ¢ = tan™'(k,/k;) el dngulo de incidencia,
de tal forma que k; = kp cos ¢, ky = kp sin ¢.

En la regién II, la funcién de onda es [25]
a 1 ; b 1 L
Uy (z,y) = 7 <8%¥9> e“QxI+kyy)+-;7§ <__8%2i9> (= aarthyy), (2-123)

En esta region espacial, la energia de los portadores de carga corresponde a F — Vy =
+hvpq, con g el vector de onda en la regién II: ¢ = ¢, + k,j. Similarmente a la regién I,

el angulo refractado corresponde a 6 = tan™'(k,/qy), con g, = \/ (E —Vo)?/v} — k2. Por
tdltimo, se ha definido s’ = sign(E — Vp).

Finalmente, en la regién III la funcién de onda corresponde a

t 1 i(kgx
(@, y) = 2 <Sei¢> ik thy), (2-124)

Aplicando condiciones de continuidad, se demuestra que la amplitud de probabilidad
de reflexién es [25],

sin¢ — ss’sin 6

=2 i sin(k! L T ik’ ’
r = 2ie'?sin(kj L) ss' [e= L cos(¢ + 6) + ¥ L cos(¢ — §)] — 2isin(K, L)

(2-125)

con la cual se llega al siguiente coeficiente de transmision [25]
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T=1—|r]
cos? 0 cos® ¢ (2-126)
[cos(gz L) cos ¢ cos 0] + sin?(qu L) (1 — ss' sin ¢ sin 6)*

Varios resultados se pueden obtener de este coeficiente de transmisién. Primero, se de-
muestra que para incidencia normal (¢ = 0y 6 = 0) el coeficiente de transmisién es
siempre igual a 1, hecho que es una manifestacién de la paradoja de Klein [25], y ademds,
porque en el caso no masivo es necesario que se conserve la quiralidad [25]. Por otro lado,
si gL = lm, con | un nimero entero, el coeficiente de transmision es siempre igual a 1,
independientemente del valor de ¢ [25].

Finalmente, para ver explicitamente la aparicién del tunelamiento Klein, se efectia el
limite del coeficiente de transmisién cuando el potencial es mucho mas grande que la
energia de incidencia

cos? ¢
— cos2(q, L) sin? ¢’

entonces es evidente que en éste limite el coeficiente de transmision es no nulo, e incluso
puede ser igual a 1 si se cumple la mencionada condicién q,L = [x.

(2-127)

Tvosp) = 7

En la figura 2-9 se muestra el comportamiento del coeficiente de transmisién en funcién
del angulo de incidencia de los portadores de carga, para diferentes valores de energia
de incidencia y potencial. En la grafica se muestra explicitamente algunos de los hechos
expuestos: en incidencia normal la transmisién es total, y existen dngulos para los cuales
hay transmisién total, segiin la condiciéon g, L = lm, con [ entero.

1 T T T T T T T

T
V=200 meV

Vp = 245 meV
0.8 =
=
=
o
E
§ 0.6 - g
o
o
2
S 04 =
3]
£
[+]
[s]
(9]
0.2 - —
0 | | | | | | | i

Figura 2-9: Comportamiento del coeficiente de transmision en el grafeno monocapa como
funcién del dngulo de incidencia ¢, para distintos valores del potencial barrera. En ambos
casos, la energia de incidencia corresponde a E = 80 meV y el ancho de la barrera es
L =110 nm.
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Capitulo 3

Dispersion en potencial paso

En este capitulo se realiza el andlisis del problema de la dispersién de fermiones en un
potencial paso, considerando que la particula se propaga en el plano z,y. La diferencia
entre este enfoque y el presentado en el capitulo 2 seccién 2.3, es que en ese desarrollo el
movimiento se lleva a cabo en el plano z,z. Se observa que esta sutil diferencia hace que
se obtengan resultados considerablemente diferentes a los mostrados en dicha seccién, y
en particular, se muestra que para este caso no hay inversién en el espin de los fermiones,
sin embargo ambos resultados son equivalentes. Como un hecho interesante se muestra
que para este problema no se conserva la probabilidad, es decir se tiene que la suma del
coeficiente de transmision y el coeficiente de reflexion no es igual a la unidad.

El objetivo principal es obtener los coeficientes de reflexién y transmision a partir de
las condiciones de continuidad para la funcién de onda en las regiones definidas por el
potencial. Para ello, se plantean las funciones de onda libres en cada regién del espacio, y
a partir de condiciones de continuidad sobre ellas, se obtiene las amplitudes de probabili-
dad de reflexién y transmision, las cuales permiten calcular directamente los coeficientes
deseados. Una vez obtenidos dichos coeficientes de reflexiéon y transmisién, se estudia su
comportamiento como funcién de la energia de incidencia, el valor del potencial y el valor
de la masa del fermién.

El potencial es un paso de potencial que solo depende de la coordenada z, de la
siguiente forma

0 siz <0 (Regidn I)

: ) (3-1)
Vo six >0 (Regién II).

ed(x) =V(x) = {
Se considera que el potencial es de naturaleza electrostatica y que es repulsivo para los
electrones (Vj es positivo). Esto quiere decir que la ecuacién de Dirac en representacién
de coordenadas, que describe la dindmica de la particula en todas las regiones del espacio,
es (se consideran unidades naturales, c =h = 1) [9]

<i§t - vm) U(z,y,t) = <—ia18‘1 - ma‘z + ﬁm) U(z,y,1). (3-2)

Como el potencial no depende ni del tiempo ni de la coordenada y, se plantea una solucién
para la funcién de onda en todo el espacio a partir de separacién de variables [13],
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p X

Figura 3-1: Esquema del problema de potencial paso.

U(z,y,t) = P(z) P20 F, (3-3)

siendo ps la proyeccién del momento lineal en el eje espacial y, y E la energia de incidencia
de la particula. Esto quiere decir que el momento ps, y la energia E permanecen constantes
en todas las regiones del espacio [13]. El potencial define dos regiones espaciales: la regién
I, que corresponde a x < 0, en la cual la particula estd descrita por la ecuacion de Dirac
libre

OV (x,y,t) » 0 . 2
i ( lon 5 — o 3y + 5m) U(z,y,t), (3-4)

y la regién II, correspondiente a x > 0, donde la particula estd sujeta a un potencial
constante Vj

0 .0 .0
<Z6t — V0> U(z,y,t) = <_Za18x - 104287/ + ﬁm> V(z,y,t). (3-5)

Las anteriores observaciones implican que se debe plantear una funciéon de onda para cada
regién del espacio de forma separada. La funcién de onda en la region I corresponde a la
superposicién de las funciones de onda incidente (¥;), y reflejada (¥,)

\PI($7y7t) = \Ijl(xv yat) + \Ijr(wv yat)7

1 1
0 0 _
_ 0 ei(:pp1+yp27E't) +r 0 ei(fmpﬁypszt)’ (3 6)
P+ ip: —p1 +ip2
E+m E+m

donde 7 es la amplitud de probabilidad de reflexién. Estas funciones de onda describen
particulas cuyo espin estd proyectado en el eje z, es decir, perpendicular al plano de
movimiento [9]. De manera implicita en la funcién de onda recién mostrada, se han
definido los momentos de las particulas incidentes y reflejadas de la siguiente manera
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pP; = p1l + p2) = pcos ¢i + psin @),

X R . o (3-7)
P, = —p1l + p2) = —pcos ¢t + psin ¢},

cuya magnitud es p, y siendo ¢ el angulo de incidencia del fermion incidente, acorde a
lo mostrado en la figura 3-1. Los vectores 7 y j son vectores unitarios en las direcciones
de los ejes = y y, respectivamente. Por otro lado, se cumple la siguiente relacion entre el
momento y la energia en la region I

E? = p* +m?. (3-8)

En la regién II, la funcién de onda se construye solamente a partir de las particulas
transmitidas, representadas por la funcién de onda Wy

\IJH(LU, Y, t) = \Ilt(xv Y, t)
1
0 _
- 0 eileatypa—Et) (3-9)
q1 + ip2
E—-Vo+m

con t la amplitud de probabilidad de transmisién (se elige este simbolo para que no haya
ambigiiedad con el pardmetro temporal ¢). El momento lineal de la particula transmitida
es

q=q?+qej)=qcosBi+qgsinbj, (3-10)

con 6 el angulo refractado. En la regién II, la relacién entre el momento y la energia
corresponde a

(E—V0)* =¢*+m?. (3-11)

En la construccion de la funcién de onda de la regién 11 se ha tenido en cuenta que el el
momento en la direccién ¢y permanece constante en todo el espacio, propiedad mencionada
anteriormente, la cual implica que po = ¢2. Una consecuencia directa de esta afirmacion,
es que la relacién entre los dngulos incidente y transmitido es [13]

psin¢g = ¢gsind. (3-12)

El objetivo principar es calcular los coeficientes de transmisién y reflexion asociados
al proceso de dispersién, y como primer paso es necesario encontrar las amplitudes de
probabilidad de reflexién r y transmisién . Para ello, se hace uso de la continuidad de la
funcién de onda en x = 0, representada por la relaciéon ¥i(z = 0) = ¥y(x = 0), a partir
de lo cual se llega al siguiente sistema de ecuaciones

1+7r=t, (3-13)

p1 + ip2 <—p1—+ip27_:: q1 + ip2 7
E+m E+m E-Vo+m"

(3-14)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones de manera directa, es sencillo demostrar que las
amplitudes de probabilidad de reflexiéon y transmisién son

_ pi(E—Vo+m)—qi(E+m)—ipVp
p1(E—=Vo+m)+ q(E+m)+ip2Vp’

. (3-15)
2p1(E — Vo +m)
p1(E—Vo+m)+q(E+m)+ipVy

Antes de calcular los coeficientes de reflexién y transmisién a partir de estas amplitudes
de probabilidad, es necesario considerar primero las distintas regiones de energia definidas
por el potencial y la energia de incidencia. Como se vera a continuacién, los valores de E
y Vo afectan fuertemente el comportamiento del momento ¢, haciendo que tome valores
positivos, negativos o imaginarios, de tal modo que las amplitudes de probabilidad r y
t se veran modificadas por esta razén. Como primer paso, se considera la magnitud del
momento lineal en la regién II

t=

(3-16)

¢ = (E—Vp)* —m?, (3-17)

lo cual implica que el momento en la direccién x es

a1 = /(B V)2 —m? — p}. (3-18)

La elecciéon de un signo para ¢; no es trivial, dado que esta cantidad por si sola no
representa la direccion de propagacién de la onda transmitida. La velocidad de grupo del
paquete de onda es la cantidad fisica que define la direccién de propagacién de la onda
transmitida [9]. Esta velocidad de grupo se define como sigue [9]
ok oF
Vg=—1t+ —), 3-19
T 0 Op (3-19)

asi, en la direccion i, la velocidad de grupo corresponde a

_ OE Q1
T 0 E- Vo
Como las condiciones iniciales del problema imponen que la onda transmitida viaje en
la direccién T, entonces esta componente de la velocidad de grupo siempre debe ser
positiva [9]. El anterior argumento implica que ¢; debe ser positivo si E > Vj, pero debe
ser negativo en el caso que E < Vj.

(3-20)

Por otro lado, para que ¢; sea real, es necesario que

(E = Vp)* —m? —p3 >0, (3-21)

y para que esto se cumpla, el potencial debe cumplir una de las siguientes condiciones

Vo<E—\/m24p3 6 E+/m?+p3 <. (3-22)

De otro modo, si el potencial esta en el intervalo

E—\/m2+pi<Vy<E+/m?+p3, (3-23)
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entonces el momento ¢; es una cantidad imaginaria. En resumen, se tienen las siguientes
condiciones para ¢ en funcién del potencial V[, que definen lo que se denomina como
“las regiones de energia definidas por el potencial Vy”

s SiVy < E—m/, entonces ¢, es real y positivo.
» Si E—m/ <Vy < E+m/, entonces ¢ es imaginario (se define g1 = i@y, con @ real).
» Si E+m' < V), entonces q; es real y negativo,

donde se ha definido m’ = \/m?2 + p3 [13]. Estos valores para el momento lineal cambian
los resultados obtenidos para las amplitudes de probabilidad 7 y ¢ en las ecuaciones 3-15
y 3-16, de la siguiente manera

(- pi(E=Vo+m)—q(E+m)—ipWpy
pi(E = Vo +m)+ q(E+m)+ipVo’
e (3-24)
p1(E — Vo +m) —i[q(E 4+ m) + pa Vg
p1(E—Vo+m)+i[q(E+m)+p2Vo)’

si g1 es real,

si q1 es imaginario.

( 2p1(E — Vo +m)
p1(E—Vo+m)+ q(E+m)+ipVo’

si qp es real,

Sl
|

(3-25)
2p1(E — Vo +m)
L p1(E—=Vo+m)+i[@(E+m)+ p Vol

si q1 es imaginario.

3.1. Coeficientes de transmision y reflexién para el poten-
cial paso

Una vez han sido calculadas las amplitudes de probabilidad como funcién de las regiones
de energia definidas por el potencial, se calculan los coeficientes de transmisién y reflexién
obtenidos segiin la densidad de corriente de probabilidad de la ecuacién de Dirac definida
en la ecuacién 2-17. En el apéndice B, se demuestra que los coeficientes de reflexién y
transmisién se relacionan con las amplitudes de probabilidad r y £ a partir de las siguientes
ecuaciones

q1 E+m |~|2
p1||E—Vo+m]|
Con estas relaciones, se debe calcular los coeficientes de reflexién y transmision segiin ¢
sea real o imaginario. En el apéndice B, se demuestra que los coeficientes de reflexion y
transmision, para cada regién definida por el potencial Vj, corresponden a

R=|r]*, T= : (3-26)

pi—pign — EVy
pi+piq — EVy’
R = 1, siE—m' <Vy < E+m, (¢ es imaginario), (3-27)
Pl +plal— EV
p?—mlg| — EVy’

si Vo <m’, (g1 es real),

si E+m' <Vp, (q1 es real y negativo).
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2p1 1
P} +piq — EVy’

siVo < E—m,

4p1(E +m) |E — Vo +m|

T = lq1] — , siE—-m/'<Vy<E+m,
PAE — Vo +m)2+ [@(E +m) + p2Vo)?
2p1 | g1 . /
- ) si E+m S‘/(]
L p} —pila| — EVy

(3-28)
Con ¢ = ]\/ (E — V)2 — m? — p3|, lanorma de g; en caso que sea imaginario. Del anterior
resultado se observa un hecho muy curioso: aunque el coeficiente de reflexion es siempre
igual a 1 en la regién de potencial E —m/ < Vj < E + m/, el coeficiente de transmision
es distinto de cero, esto es, para este caso particular R + T # 1. En consecuencia, no
existe conservacién de la probabilidad en la regién de potencial mencionada, sin embargo
es facil ver que en los otros casos si se conserva la probabilidad. Més adelante se estudiara
con detalle la consecuencia de estos resultados.

Por otro lado, para comprobar si existe tunelamiento Klein se evalia el limite de estas
cantidades cuando Vj tiende a infinito. Es sencillo demostrar que

E—pm
Rivoms) = e (3-29)
2p1
Ty—soo) = m, (3-30)

demostrando asi la existencia de tunelamiento Klein debido a la transmision finita de
fermiones en este limite.

3.2. Comportamiento de los coeficientes de reflexion y trans-
mision en funcién de la energia y el potencial

Ya se observé analiticamente como el valor del potencial afecta al momento ¢;, impli-
cando a su vez consecuencias en los valores de los coeficientes de reflexién y transmisién.
El objetivo ahora es ver con mayor claridad el comportamiento de dichos coeficientes en
funcion de la energia de incidencia y el valor del potencial, asignando algunos valores para
estos parametros fisicos, y con éste andlisis sera posible sacar conclusiones que antes no
habian sido consideradas. En los ejemplos que se veran a continuacion, los valores de E
y Vb estaran normalizados con respecto a la masa de la particula incidente.

Como primer caso, se considera una energia de incidencia de valor E/m = 10, y unos
potenciales de valor V5/m = 0,5, 1 y 1,5. En la figura 3-2 se muestran los coeficientes de
reflexién y transmisién asociados a estos valores en funcion del angulo de incidencia ¢.
Para el coeficiente de reflexién, se observa que existe un dngulo limite a partir del cual
R =1, hecho que se cumple cuando ¢; es imaginario, es decir cuando el potencial estd en
la siguiente regién de energias
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E—\/m?2+p<Vy < E+/m?+pi (3-31)

Para valores de E, m y Vj fijos, po = psin ¢ puede tomar valores que tales que la ante-
rior condicién puede ser satisfecha. El valor minimo del dngulo ¢ que hace cumplir esa
condicién esta dado por

sin go = \/(E — Vo)r —m? (3-32)

E2 _ ;2

Donde ¢, se denomina angulo critico. Angulos de incidencia mayores a ¢. hacen que el
coeficiente de reflexiéon sea igual a 1. En el ejemplo mostrado en la figura 3-2, éstos angulos
de incidencia corresponden a 54,1°; 37,8° y 23,3° para los potenciales Vy/m = 0,5, 1 y
1,5, respectivamente. Se observa que los angulos de incidencia limites van disminuyendo
conforme se aumenta el potencial, esto es por que el valor de (E — Vj) va disminuyendo
(en este ejemplo Vp < E'— m). En un ejemplo posterior se muestra que el dngulo limite
aumenta conforme aumenta Vj, si se cumple que V) > E + m. Por otro lado, el valor del
momento q; es cero cuando el dngulo de incidencia es igual al angulo limite ¢., debido a
que el momento en la direccién y toma el siguiente valor

p3 = (E—Vp)? —m?, (3-33)

lo cual implica que el dngulo de transmision es igual a 7/2 (0 = 7/2).

Continuando el analisis de la figura 3-2, para el coeficiente de transmision se observa que
hay angulos para los cuales éste es mayor a 1, contrario a lo que podria esperarse de un
problema de éste tipo. Este resultado tiene importantes implicaciones en nuestro analisis
que seran consideradas en la siguiente seccion. En primera instancia, se puede esperar
que la suma entre R y T sea mayor que 1, y en consecuencia no hay conservacion de la
probabilidad en el proceso de dispersién. Sin embargo, hay angulos para los cuales T si
es menor que 1.

Ahora se considera otro ejemplo. En la figura 3-3 se muestran los coeficientes de
reflexién y trasmisién para una energia de incidencia E/m = 3 y unos potenciales de
valor Vo = 2,5, 3, 3,5. En este caso todos los potenciales se encuentran en el intervalo
E—m < Vy < E4+m (en el ejemplo corresponde a 2 < Vy/m < 4), lo cual garantiza que ¢
sea siempre imaginario. Por esta razén, el coeficiente de reflexién en todos los potenciales
es igual a 1, sin embargo de forma similar a como se vio anteriormente, el coeficiente
de transmisién es siempre distinto de cero, y no estd acotado por la condicién T' < 1.
Una vez mas se obtiene que no existe conservacion de la probabilidad en los potenciales
elegidos.

Otro caso interesante que vale la pena estudiar es cuando el potencial toma los valores
limites V) = E — m y Vy = E 4+ m. Estos potenciales son muy importantes debido a que
los fermiones en la regién x > 0 estan en reposo, por la razén de que el momento alli es
igual a cero:

¢ =(E-Vp)* —m?

= (E—Vo+m)(E—Vy—m). (3-34)
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Figura 3-2: Coeficientes de reflexién y transmisién en el potencial paso en funcién del
angulo de incidencia del fermién para valores de potencial Vp/m =0.5, 1, 1.5. La energia
de incidencia es E/m = 3.
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Figura 3-3: Coeficientes de reflexién y transmisién en el potencial paso en funcién del
angulo de incidencia del fermién para valores de potencial Vj/m =2.5, 3, 3.5. La energia
de incidencia es E/m = 3.
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El anterior hecho quiere decir que la funcién de onda en x > 0 no estd dada por la
expresion (3-9), sino por la funcién de onda para una particula en reposo mostrada en la
ecuacién (2-11). Es sencillo resolver el problema en este caso, donde se demuestra que los
coeficientes de reflexién y transmisién son

Rvy=E-m, o Vo=E+m) = 1, TWo=E-m, o Vo=E+m) = 0. (3-35)

El coeficiente de transmision es igual a cero debido a que la densidad de corriente de
probabilidad asociada a particulas en reposo es igual a cero. En la figura 3-4 se muestra
con mayor claridad lo anteriormente expuesto.
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Figura 3-4: Coeficientes de reflexién y transmision en el potencial paso en funcion del
dngulo de incidencia del fermién para valores de potencial V/m =2, 3, 4. La energia de
incidencia es E/m = 3. Los potenciales se han elegido de tal modo que Vj = E — m,
Vo =FE y Vo = E+ m. Para el primer y tercer caso, el coeficiente de transmision es igual
a cero para todos los angulos de incidencia.

Ahora se estudian potenciales que sean mayores que F + m, en las figuras 3-5 y 3-
6 se muestran estos casos. En la primera figura se observa que ain hay presencia de
angulos criticos, pero en la segunda desaparecen. Para entender mejor porqué para algunos
potenciales no hay presencia de dngulos criticos, se debe observar que si en la ecuacién
(3-32) se cumple

E— V)2 —m?
Sin¢c:\/( EQO_)QO > 17,

entonces no existe un angulo ¢. que satisfaga la condicion mostrada en dicha ecuacion.
Los valores de potencial para los cuales no hay angulos criticos son Vp < 0 0 Vg > 2F.
La primera opcién se descarta dado que no estamos considerando potenciales atractivos
para los fermiones, es decir no consideramos valores negativos de potencial. La segunda
condicion es independiente de la masa de la particula, y a partir de ese valor ya no existen
angulos criticos.

*Deberia ser “> 1”7 en vez de “> 17, pero se elige asi porque si sin ¢. = 1 el dngulo critico seria 90°,

lo cual no es un angulo de incidencia que tenga sentido.



44 8 Dispersion en potencial paso

——Vjm=45

Vim=5

Vm=55
08
06

04t

Coeficiente de reflexion
Coeficiente de transmision

02 Vfm = 4.5

vym=5
—Wym=55 /
0 L 0

o 10%0 200 30"  40%0 50%0 600 7070 8070 9070 0 10%e 2070 30%0 40% 5070 60%0 70%0 8070 9070

¢ ?

Figura 3-5: Coeficientes de reflexién y transmision en el potencial paso en funcién del
dngulo de incidencia del fermién para valores de potencial Vy/m =4.5, 5, y 5.5. La energia
de incidencia es E/m = 3.
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Figura 3-6: Coeficientes de reflexién y transmisién en el potencial paso en funcién del
angulo de incidencia del fermién para valores de potencial Vj/m =6, 8, y 10. La energia
de incidencia es E/m = 3. Aqui ya no hay presencia de dngulos criticos debido a que el
potencial cumple la condicién Vy > 2F.

3.3. Conservacién de la probabilidad

Con los analisis realizados hasta el momento se ha podido observar que para varios po-
tenciales el coeficiente de transmisién es mayor que 1, esto muestra directamente que
el el problema no existe la conservacion de la probabilidad al no cumplirse la condicién
R+ T = 1. En esta seccién se profundizard mas en la anterior afirmacién, mostrando el
comportamiento de la suma de los coeficientes de reflexién y transmision en funcién del
angulo de incidencia para distintos valores de potencial. Primero se estudia la relacion
analitica entre la suma de ambos coeficientes y los parametros del problema, y luego se
consideran algunos casos particulares, para ver con mayor claridad el fenémeno.

Como la forma funcional de los coeficientes de reflexién y transmisién depende de la
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regién de energias en la que se encuentre el potencial, vale a pena tratar el problema de
forma separada para cada una de dichas regiones. En el apéndice C se demuestra que la
suma entre los coeficientes de reflexién y transmision, en cada regién de potencial, es

1, siVo<E—m/,

Ap1(E +m)|E — Vo +m|

5 siE—m/' <Vy<E+n/,
PHE — Vo +m)? + [@1(E 4+ m) + p2Vo

R+T ={ 1+ |q|

1 si BE+m' <Vj.

(3-36)
Lo cual quiere decir que la probabilidad no se conserva en la regién de potencial E—m’ <
Vo < E+m/, que es cuando el momento g; es imaginario.

Para ilustrar este hecho se muestran las figura 3-7, que representan el comportamien-
to del coeficiente de reflexién, el coeficiente de transmisiéon y la suma de ambos para
diferentes valores de potencial y energia de incidencia. En la figura 3-7, para el potenial
Vo/m =1 se observa que existe conservaciéon de la probabilidad para dngulos de inciden-
cia comprendidos entre ¢ = 0 y ¢ = 37,8, donde este iltimo representa el angulo critico
asociado al potencial Vy/m = 1 con energia de incidencia E/m = 3. Para éngulos mayores
al angulo critico ya se entra en la regién de violacién de la conservacién de la probabilidad.

Si el potencial es tal que F — m < Vj < E + m entonces no se conserva la probabi-
lidad para ningtin angulo de incidencia, como queda manifiesto en la figura 3-7 para
Vo/m = E/m = 3. Esto se debe a que el momento ¢; siempre es imaginario, y como ya
se observod, el coeficiente de reflexién en este caso es siempre igual a 1, mientras que el
coeficiente de transmisién no. Vale la pena aclarar que este hecho también se presenta en
el estudio del tunelamiento Klein en una dimensién mostrado en la seccién 2.2.1, aunque
no se menciona explicitamente.

Ya se mencioné la relacion entre la conservacién de la probabilidad y la existencia de
angulos criticos en el sistema, de modo que existe dicha conservacién si el dngulo es
menor que ¢. dado por la ecuacién (3-32). Sin embargo, ya se mostré que no existe un
angulo critico en el problema si Vy > 2F y por este motivo para potenciales que cumplan
esta condicién, la probabilidad se conserva para todos los dngulos de incidencia posibles.
El hecho mencionado puede verificarse en la figura 3-7 para el potencial Vp/m = 6. De
este modo, se puede concluir que existe conservacién de la probabilidad en los siguientes
casos:

= 51V < E—m: El angulo de incidencia debe ser menor al angulo critico ¢, mostrado
en la ecuacién (3-32).

= ST E—m < Vy < E+ m: No se conserva la probabilidad para ningtin angulo de
incidencia.

= 51 FE+m < Vy < 2E: El dngulo de incidencia debe ser menor al angulo critico ¢,
mostrado en la ecuacién (3-32).
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Figura 3-7: Comportamiento de los coeficientes de reflexion, transmisién, y la suma de
ambos en funcion del dngulo de incidencia, para distintos potenciales considerados. En
todos los casos la energia de incidencia es E/m = 3.

= 51 Vp > 2F: La probabilidad se conserva para todos los angulos de incidencia.

En conclusién, se ha demostrado la probabilidad no se conserva para todos los valores
de Vp, E' v ¢ en la dispersién bidimensional de fermiones relativistas sobre un potencial
paso. Aunque este hecho es presente en el problema unidimensional, no habia sido es-
tudiado previamente en la literatura especializada para el problema bidimensional. La
no conservacion de la probabilidad puede deberse a que no se estan teniendo en cuen-
ta funciones de onda de antiparticula en el problema, las cuales son necesarias para la
completez de las soluciones de la ecuacién de Dirac; sin embargo, si se llegaran a tener
en cuenta, no seria posible obtener una soluciéon debido a que la cantidad de pardmetros
desconocidos aumentaria, y por las condiciones de continuidad solo es posible llegar a dos
ecuaciones linealmente independientes. Debido a lo anterior, para obtener una solucién
que respete la conservacion de la probabilidad es necesario usar teoria cuantica de campos.

Esta no conservacién de la probabilidad, que no es sino manifestacién de la paradoja de
Klein, tiene consecuencias importantes para la interpretacion de los fenémenos fisicos que
se llevan a cabo en el proceso de dispersién. Al estudiar el problema desde la perspectiva de
la teoria cudntica de campos, se pueden sacar algunas importantes conclusiones: Primero,
un fermién no puede ser confinado en una regién cuyo potencial sea muy grande [16], dado
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que en el limite cuando V{ tiende a infinito, la probabilidad de transmision es distinta de
cero; y segundo, existe la creacién espontanea de pares particula-antiparticula en presencia
del potencial critico [7][8][12][19][21][22]. Teniendo en cuenta lo anterior, surgen varias
hipétesis sobre el efecto que tienen los electrones incidentes sobre la tasa de creacion de
pares. Una de estas hipdtesis es que la particula incidente extrae positrones del potencial
[19], o que estimula la creacién de pares[20]. Otra hipétesis es que el electrén incidente
inhibe la tasa de creacién espontdnea de pares [21]. En todo caso, profundizar en estos
aspectos requiere de técnicas que quedan fuera del alcance de los objetivos del presente
estudio.

3.4. Consistencia caso con inversion de espin

En esta seccién se muestra que los resultados obtenidos para las amplitudes de probabili-
dad R y T son equivalentes a los mostrados previamente por los autores De Leo y Rotelli
en la referencia [13]. Es necesario tener en cuenta que en ese problema se considera que
los fermiones se propagan en el plano z,y, y que el potencial tiene la forma V(z), es
decir, solo depende de la coordenada z. Una caracteristica importante de las funciones de
onda alli consideradas es que el espin de la particula se encuentra proyectado en la misma
direccién que ps, es decir, el momento lineal en el eje z [13]. Lo anterior quiere decir que
el potencial afecta a la polarizacién de espin del fermién, y por ende, existe la posibilidad
de inversién de espin a partir de la interaccién con el potencial [13]. Vale la pena recordar
que en nuestro estudio el espin se encuentra polarizado perpendicularmente al plano de
propagacion, y por ello el potencial no lo afecta.

Las amplitudes de probabilidad obtenidas en el estudio realizado por De Leo y Rotelli
en la referencia mencionada son los siguientes

(p3 +m?* +mE) Vg

R 7 3-37
PL= (B¢ m) (52 + pags — VoE) (3-37)
tpr, = p%(E - Vo + m) + P3Q3(E + m) (3—38)
(E+m) (p2+ psgs — VoE)

/ p2p3Vo
o , 3-39
DL = (5 ¥ ) (4 + pags — VoF) (3-39)
tbL = DL (3-40)

siendo p2 v p3 los momentos en las direcciones y y z en la regién I, respectivamente, y
q3 el momento en la direccién z para la region II. Las cantidades rpr, y tpr, son las am-
plitudes de probabilidad asociadas a las situaciones en las cuales el espin estd proyectado
paralelamente al momento en el eje z, mientras que 5 y ¢ representan las amplitu-
des de probabilidad donde el espin esta proyectado antiparalelamente al momento en la
direccién z [13].

Los coeficientes de reflexién y de transmision totales (es decir, considerando tanto los
términos sin inversién de espin y los de espin invertido) se calculan de un modo similar a
como se muestra en la ecuacién (3-26), arrojando los siguientes resultados
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Vi (p +m?)

Rpr, = |rpL|* + |rpo)? = 3-41
roc” + ol (P} + p3g3 — VO E)? (3-41)
43 E+m 2 /2
Tor = | 8| =T (jtpLl2+ |t
= oo TE= T ] (02l + 10l )
) ]
_ | as| [PR(E — Vo +m) +psas(E +m)]” + p3p3Vyy
p3|  (E+m)|E = Vo+m|(p3 + p3gz — VoE)?

Estos resultados son equivalentes a los mostrados en las ecuaciones (3-27) y (3-28) si se
renombran los momentos segin p; — p3 y g1 — ¢3. Tomemos el coeficiente de reflexion
encontrado en la ecuacién (3-27), en los casos de potenciales Vy < E — /m?+p3 y

Vo > VE? +p3,

_ pi—p3gs— EV

= , 3-43
P3 +p3gs — EVo (3-43)
multiplicando y dividiendo por el término pg + p3qs — EV), se tiene que
p — (V3 —p3as — EVo) (P} + psgs — EVp)
(03 + p3gs — EVp)?
p3 T Pp3q3 — 0
__ VE(E?—pi)
P35+ p3gz — EVp)?’
(13 + EVy)?
y como E? — p% = p3 +m?, se prueba finalmente que
R = Rp1,. (3-45)

Por ende, se ha probado la consistencia entre los dos enfoques. En la figura 3-8 se muestra
numéricamente, para un caso particular, la validez de la anterior afirmacién.

En conclusién, aunque los dos enfoques son consistentes en el sentido que la suma
de los coeficientes de reflexién para espin invertido y no invertido corresponden al resul-
tado obtenido en la presente seccién, mostrado en la ecuacién 3-27, los dos problemas
corresponden a situaciones fisicas distintas, porque desde el punto de vista experimental
se deben preparar previamente los espines de los fermiones de manera diferente (perpen-
dicular al plano de transmisién en nuestro caso, y paralelo al eje de propagacién en el
presente caso). En ltima instancia y considerando el caso de la referencia [13], como las
particulas reflejadas sin inversién de espin y con espin invertido se reflejan con el mis-
mo angulo, entonces un detector de particulas posicionado en un angulo especifico va a
detectar ambos tipos de particulas a la vez, es decir, su mediciéon va a ser proporcional
a |rpL|? + |'r]’3L|2 y no cada uno de forma separada, y por ende va a ser proporcional a
nuestro coeficiente de reflexién planteado en la ecuacién 3-27.
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RpL=IrpL| 2+|r'p |2

0.8 — 1 -

0.6 | B

Reflection Coefficient

Figura 3-8: Consistencia entre el coeficiente de reflexién calculado en la referencia [13] y
el coeficiente de reflexion en la ecuacion 3-27. Se muestra la contribucién de los fermiones
sin inversién de espin |rpr|? y la contribucién de los fermiones que presentan inversién
de espin |r'y;|?. Los valores de referencia usados son V/m = 0,5y E/m = 3.
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8 Dispersion en potencial paso
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Capitulo 4

Dispersion en potencial barrera

En el capitulo anterior se obtuvo los resultados de la dispersién de fermiones sobre un
potencial tipo paso, considerando que ellos inciden con cierto angulo sobre el potencial.
Para ese problema se llegd a resultados muy importantes, como por ejemplo que la po-
larizacién de espin de los fermiones no interviene en su transmision y reflexién, y que la
probabilidad se conserva solamente en algunos casos excepcionales. En el presente capitu-
lo el objetivo es hacer el mismo anélisis, pero considerando que el potencial es ahora una
barrera de longitud espacial L y de valor Vp, y obteniendo los coeficientes de transmision
y reflexion. Se comprueba que para éste caso si se conserva la probabilidad, y que existen
angulos de incidencia para los cuales el coeficiente de transmision es igual a 1.

El problema estudiado es igual: Se considera un fermién que incide con cierto angulo
en una region de potencial de naturaleza electrostética, con el objetivo de encontrar los
coeficientes de transmisién y reflexion del proceso de dispersion llevado a cabo en el po-
tencial, teniendo en cuenta que el fermién estd descrito a partir de la ecuacion de Dirac.
En la figura 4-1 se muestra un esquema del proceso de dispersion estudiado.

El potencial barrera tendra la siguiente forma

0, si x < 0 (Regién I),
V(z) =4 Vh, si0<z<L (Regién II), (4-1)
0, si L < = (Region III).

En las regiones I y III las particulas son libres, y debido a ello su energia es
E? = p? 4+ m?, (4-2)
mientras que en la region II la energia sufre un corrimiento de valor Vg
(E—=Vo)? = ¢ +m?, (4-3)
con ¢ la norma del momento de la particulas en esta regién espacial.

Similarmente al problema del potencial paso, se plantean las funciones de onda en
cada regién del espacio. En la region I la particula es libre, por eso la funcién de onda
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Figura 4-1: Esquema del problema de dispersién en el potencial barrera. Se muestran
las funciones de onda que luego se definen para resolver el problema.

corresponde a la superposicién de la onda incidente ¥; y la onda reflejada en = = 0, que
se denomina W,

\IJI(CU,y,t) = \Ijl(xv yat) + \Ijr(wv yat)

1 1
0 0 -
_ 0 ei(:z:p1+yp27Et) +r 0 ei(*mleryPQ*Et)’ (4 4)
P ip: —p1+ip2
E+m E+m

donde solamente se ha considerado una proyeccién de espin determinada. Si la superposi-
cién se hiciera considerando funciones de onda reflejadas con espin invertido, un analisis
posterior indicaria que su amplitud de probabilidad es cero, y por ello se omite este tipo
de funciones de onda. Considerando que la particula incide con un angulo ¢, el momento
lineal del fermién incidente se define como

pP; =pi1i+p2j=pcos¢i+psingj, (4-5)

y para el fermion reflejado en z = 0, en momento lineal cambia a

Pr:—P15+p2j:—PCOS¢i+pSin¢ja (4_6)

de tal modo que se cumple que tanto la magnitud del momento del fermién incidente,
como la magnitud del momento del fermién reflejado, son iguales

> =1Ip, I, (4-7)

implicando que la energia del fermion en la regién libre de potencial es

P2 = |p;
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E? = pi +p3 +m?. (4-8)

En la regién II la funcion de onda es superposicion de la funcién de onda transmitida
en ¢ = 0, que se denominard ¥,, y la funcién de onda reflejada en © = L, la cual
llamaremos W,

\Ijll(xv Y, t) = \I/a(l', Y, t) + \Ilb('rv Y, t)
1 1
0 0
—a 0 eileartyp2—Et) 4 ) 0 ei(—xq1+yp2—Et)’
Q1+ ip2 —q1 +ip2
E-VW+m E-V+m

(4-9)
con a y b las amplitudes de probabilidad asociadas a cada funcién de onda. En las funcio-
nes de onda anteriores estan implicitos los momentos lineales de los fermiones transmitidos
en x =0y x = L, que corresponden respectivamente a

A, =qi+p2j=qcosfi+qsinbj (4-10)

qQ=—q1+p2j=—qcoshi+qsinbj, (4-11)

donde 6 corresponde al dngulo de transmisién (ver figura 4-1). La magnitud de ambos
momentos lineales es la misma (g% = q% + p%), y debido a ello, la energia del fermion en
la regién espacial 0 < x < L es

(E—V0)* =qi +p3+m”. (4-12)

Cabe destacar que el angulo de incidencia ¢ y el dngulo de transmisién 6 se relacionan
de la misma forma que en el potencial paso, y esto se debe a que ps, el momento en la
direccién y, permanece constante en todo el espacio

psing = ¢sin 6. (4-13)

Finalmente, la funcién de onda en a regién III es la funcién de onda transmitida, que
tiene la siguiente forma

\I]IH('T’ Y, t) = \Ijt(x7 Y, t)
1

0 _
0 ci@pi+yp2—Et) (4-14)

p1 -+ ip2
E+m

I
Sl

La cantidad ¢ es la amplitud de probabilidad de transmisién.

Para encontrar las amplitudes de probabilidad r y ¢ se imponen las condiciones de
continuidad para la funcién de onda en cada region, esto es, Ui(z = 0) = ¥y(z = 0)
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y Yn(z = L) = Ypp(x = L). Aplicando las condiciones de continuidad se obtiene un
sistema de cuatro ecuaciones

r—a—b=-1

—ptpe) o atipe \ o —atpe N (Pt
E+m E—-Vo+m E—-Vo+m E+m
(e")a+ (e )b — (eP)E=0

q1 + 1p2 iLq1 —q1 +ip2 ~iLai, PL+IP2\ iz
S S - (=% t=0.
(E—Vo+m>e T\ \E Vot m)© E+m )€

(4-15)

En el apéndice D se muestra detalladamente el procedimiento para obtener las amplitudes
de probabilidad r y t. Antes de plasmar los resultados, en necesario considerar de nuevo
las regiones de energia definidas por el potencial, deducidas en el capitulo anterior, y
como depende el valor del momento ¢; en cada una de ellas

s SiVy < E—m/, entonces q; es real y positivo,

» Si E—m' < Vy < E+ m/, entonces ¢; es imaginario (definimos ¢; = ig, con @
real),

» Si £+ m' < V), entonces q; es real y negativo,

donde se ha definido m’ = \/m? + p3. Como se observé en el estudio del potencial pa-
so, los coeficientes de transmision y reflexién dependen fuertemente de estas regiones de
energia.

En el apéndice D se demuestra que las amplitudes de probabilidad r y ¢, en funcién del
momento qp, son

Vo sin(qi1L) [pip2 + i(Em 4+ m? + p3)]
(E+m) {prqrcos(q L) + (EVp — pP)isin(q1 L) }’

si q1 es real,

Vosinh(1L) (Em +m? + p} — ip1p2)
(E+m) {ip1qi cosh(z1 L) — (EVpy — p?) sinh(q: L) }’

si q1 es imaginario,

(4-16)
qpy ek . 1
— , si ¢ es real,
i p1qicos(qu L) + (EVy — p%) isin(q1L)
t= (4-17)
iq1p1 e~ Pl

— — ————,  si q; es imaginario,
ip1q1 cosh(q1 L) — (EVp — p%) sinh(q; L)

con q1 = iqi, y 1 = [\/(E —Vp)? —m? — pj].
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4.1. Coeficientes de reflexién y transmisiéon para el poten-
cial barrera

Los coeficientes de transmision y reflexién se calculan a partir de la densidad de corriente
de probabilidad, del mismo modo en que se calcularon en el capitulo 3 seccién 3.1. Para
el presente problema se procede de un modo similar, donde los coeficientes de reflexién y
transmisién se relacionan con las amplitudes de probabilidad como sigue

R=|r|?, T=|t> (4-18)

Primero, consideramos las amplitudes de probabilidad r y ¢ para el caso en el que ¢; es
real, esto es, el potencial cumple la condicién Vo < E—m’ o Vo > E +m/

Vi (B2 — pi) sin® (@1 L)

R = |7 2 = ,
i piqicos? (qiL) + (EVy — p})? sin® (q1 L)

(4-19)

2.9
qa1P1
p?q? cos? (@1 L) + (EVy — p?)? sin? (1 L)’

mientras que si g1 es imaginario, los coeficientes de reflexién y transmisiéon cambian a

T =t = (4-20)

VE(E? — py)sinh?(q1 L)

R=r]*= : ,
Piq? cosh2(qlL) + (EVh — p1)? 51nh2(q1L)

(4-21)

Pidt
Pig; cosh?(q1L) + (EVp — p1)?sinh*(q1 L)
En conclusién, los coeficientes de reflexién y transmisién, en cada region de potencial,
corresponden a

T=|t?= (4-22)

;

Vi (B2 — p}) sin? (1 L)

. 9 Si VYO S E - m,)
p3¢? cos? (1 L) + (EVp — p?)? sin? (¢1 L)

VR(E? - p}) sinh®(: L)

R= - , siE—m' <Vop<E-+m,
p}at cosh®(@i L) + (EVp — p})? sinh®(q1 L)
Vi (E? — ) sin? (@) By
2q3 cos? (L) + (EVy — p?)2 sin? (@1 L)’ =
p14qy q1 0—P1 q1
(4-23)
( 2,2
41P1 . ,
: , siVo < E-—m,
piq}cos? (L) + (EVy — p?)? sin® (1 L)
)
T = %P1 siE—m' <Vy<E+m,

p3q3 cosh?(q L) + (EVp — p?)2sinh?(qi L)’

2,2
q1 P71
p%q% cos? (1 L) + (EVp — p%)2 sin2 (L)’

si E+m' <.
(4-24)
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Ahora, el objetivo es estudiar el comportamiento de R y T" para algunos casos parti-
culares. Como primer caso, se considera que los fermiones tienen incidencia normal sobre
la barrera, es decir ¢ = 0, o equivalentemente, po = 0

Riyeg) = Vi (£ — p?) sin? (¢L)
(¢=0) — p2q2 cos? (qL) + (BVy — p2)2 sin? (qL)7

(4-25)

¢*p
p2q2 cos? (qL) + (EVy — p?)? sin? (¢L)
Estos resultados coinciden con lo reportado por los autores Ru-Keng, et. al en la referen-
cia [11], para el problema unidimesional, y mostrados en el capitulo 2, seccién 2.2.2.

Tiym0) = (4-26)

Ahora, al evaluar el coeficiente de transmisién 7' en el limite Vy > E, se obtiene

»i
p?cos?(q1L) + E2sin?(q1 L)’

TivysE) = (4-27)
lo cual muestra de nuevo la apariciéon de paradoja de Klein en el problema en dos dimen-
siones. En este limite, para incidencia normal (¢ = 0), el coeficiente de transmisién es el
siguiente

P2
—m?2cos?(qL)’

Twvo>B.6=0) = 2 (4-28)
Si la masa del fermién es cero, se cumple que £ = p y por lo tanto el coeficiente de
transmisién es 1 (en incidencia normal). Si la masa del fermidén es distinta de cero, la
barrera es transparente solo en el caso particular ¢I. = nm, con n entero. Este hecho es
tenido en cuenta mas adelante cuando se estudie la paradoja de Klein en el grafeno.

En la figura 4-2 se muestra el comportamiento del coeficiente de transmisién en la
barrera en funcién del angulo de incidencia, para varios valores de potencial. Alli se ob-
serva que hay algunos angulos para los cuales hay completa transmision de los fermiones,
vy a medida que el potencial aumenta, los dngulos criticos aumentan también de modo
que si el potencial es suficientemente grande ya no hay angulos para los cuales la barrera
es transparente. Por otro lado, en la figura 4-3 se puede evidenciar como afecta la masa
del fermion al coeficiente de transmisién. En incidencia normal, valores altos de masa
implican un menor coeficiente de transmisién, sin embargo, la presencia de dngulos de
transmisién total permanece. En general, los angulos para los cuales hay transmisién total
se encuentran con la condicion

aL=Irn con [ entero. (4-29)

También se analiza el comportamiento del coeficiente de transmision en funcién del
ancho de la barrera. En la figura 4-4 se observa que mientras mas alto es el valor de
L aparecen més dngulos de transmisién total (ver ecuacién 4-29), y también un hecho
curioso que se observa es que hay un angulo para el cual la barrera es transparente
independientemente del valor del ancho de la barrera. Este dangulo es comin para todo
L siempre y cuando L sea entero, y se encuentra usando la siguiente expresién, que es
equivalente a la ecuacién 4-29
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Figura 4-2: Coeficiente de transmisién en el potencial tipo barrera en funcién del angulo
de incidencia ¢. Los valores de referencia usados son E/m = 3, Lm = 3 (valores normali-
zados con respecto a la masa). El coeficiente de transmision es cero cuando se cumple la
condicién py > \/ (B —Vp)? — m%, pero para valores grandes de potencial esta condicion
no se satisface, debido a ello el coeficiente de transmisién para el potencial V/m = 6,5 es
distinto de cero para todos los dngulos de incidencia (salvo el caso trivial ¢ = 90°).

2 2.2
9, q l*m

COS (b = P — pTl]Z’ (4—30)
de modo que si L es entero y % =1’ (I’ entero también y con unidades de inverso a L) se
tiene que

/27T2

2
cos’ ¢ = % o (4-31)

p?

entonces, para distintos valores de n’ = 1,2, 3... se obtienen los distintos angulos para
los cuales hay completa transmisién, independientemente de L (siempre y cuando sea
entero).

4.2. Conservacion de la probabilidad para el potencial ba-
rrera

En el problema del tunelamiento Klein en potencial paso, se observé que la suma del
coeficiente de reflexién y transmision era distinto de 1 en el caso més general, e incluso,
hay casos en los que es mayor que 1. En la presente seccion se plantea la misma pregunta
para el potencial barrera, y se concluye que hay importantes diferencias entre los dos
procesos de dispersion considerados hasta ahora.

Se procede de manera directa, sumando los coeficientes de reflexién y transmisiéon mos-
trados en las ecuaciones (4-23) y (4-24). En el apéndice E se realizan detalladamente
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Figura 4-3: Coeficiente de transmision en el potencial tipo barrera en funcién del angulo
de incidencia ¢ para distintos valores de la masa del fermion. Los valores de referencia
usados son E/m =3, Lm =20y V/m = 30.

los calculos para demostrar que, en todas las regiones de potencial, se tiene el siguiente
resultado

R+T =1, (4-32)

es decir se conserva la probabilidad para la dispersion en el potencial barrera, en todo los
casos posibles. Recordemos que en el potencial paso la no conservacién de la probabilidad
estaba asociada a procesos de creacién espontanea de pares particula-antiparticula, asi
que el hecho de que se conserve la probabilidad permite inferir que la creacién de pares
queda confinada dentro de la barrera de potencial.

4.3. Consistencia con el caso de inversion de espin

Los autores De Leo y Rotelli en la referencia [13] estudian éste mismo problema, teniendo
en cuenta que las particulas se propagan en el plano (z,y) y el potencial barrera depende
de la coordenada z. En ese caso, ellos calculan y llegan a las siguientes amplitudes de
probabilidad

2 .
: P3 sin(g3L)

rpL = —t | m+ \Z , 4-33
=i (e g ) W (39

/ p2p3 sin(g3L)
P A Vi , 4-34
b, = 2 v, S (-34)

e—ing

to = —— (4-35)
tbLzov (4_36)

con
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Figura 4-4: Coeficiente de transmisién en el potencial tipo barrera en funcién del angulo
de incidencia ¢ para distintos valores de ancho de la barrera. Los valores de referencia
usados son E/m = 3, y V/m = 30. Se observa que existe un dngulo para el cual hay
transmision total, independientemente del valor de Lm; esto se debe a que cada uno de
estos anchos es entero.

2
F=cos(gsL) — "5~ EV0 Gin(gs L), (4-37)
P3g3
Similarmente a los resultados mostrados en el potencial paso, rpy, v tpr, son amplitudes
de probabilidad asociadas a fermiones con polarizacion de espin igual a la polarizacién
de espin de las particulas incidentes, mientras que ;v tp;, estdn asociadas a particulas
con espin invertido en comparacion a las particulas incidentes.

Los anteriores resultados son consistentes con los mostrados en las ecuaciones (4-16) y
(4-17). De hecho, la amplitud de probabilidad tpy, es igual a la amplitud de probabili-
dad senalada en la ecuacién (4-17), y por ende se debe obtener el mismo coeficiente de
transmisién en ambos casos (teniendo en cuenta que tf); = 0). Al calcular el coeficiente
de reflexién a partir de las ecuaciones (4-33) y (4-34) se obtiene lo siguiente

Rpr = |rpL]? + [rpe|?
_ Visin* (o) [m(E +m) + p3]° + pip3
(B4 m)? pPgicos (qil) + (EVy — p3)2sin®(q L)’ (4-38)
Vi sin® (¢1L) (E* = pi)
- p?q? cos? (g1 L) + (EVy — p?)? sin? (L)’

el cual es igual al coeficiente de reflexién hallado en la presente tesis de maestria, plas-
mado en la ecuacién (4-19).

La figura 4-5 muestra la consistencia para un caso particular, sefialando las contribu-
ciones del coeficiente de reflexién de los términos con inversion de espin y sin inversién de
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espin. Se observa claramente que la suma de cada contribucién corresponde al coeficiente
de reflexién senalado en la ecuacién (4-23), soportando lo afirmado en esta seccién.
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Figura 4-5: Consistencia entre los coeficientes de reflexién en el problema con inversién
de espin, estudiado en la referencia [13], y los obtenidos en la ecuacién (4-23). La suma
de la contribucién del término sin inversién de espin (|rpy|?), y con inversién de espin
(|rp|?), denotada por Rpr, concuerda con nuestro resultado.
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Capitulo 5

Tunelamiento Klein en grafeno
con gap

Previamente, en el capitulo 2, seccion 2.4, se ha mencionado que hay propiedades que
hacen del grafeno un material poco convencional. Entre ellas, dos propiedades se destacan:
La primera es que la relacién de dispersion, cerca de las esquinas de la primera zona de
Brillouin, es lineal con respecto a la funcién de onda, en vez de ser parabdlica [37]; la
segunda es que, debido a la presencia de dos puntos equivalentes en la celda unitaria de
la red cristalina, el comportamiento de los portadores de carga es quiral (propiedad fisica
andloga a la helicidad, definida en la ecuacién (2-10)) [36][46]. Estos hechos permiten
describir la dinamica de los portadores de carga a partir de la ecuaciéon de Dirac con
masa igual a cero [48][24], y debido a ello, es posible la realizacién de la paradoja de
Klein en este sistema fisico [25][27]. En este capitulo se presenta un modelo para extender
el problema de la paradoja de Klein al grafeno con gap, donde los portadores de carga
en este caso adquieren una masa efectiva [26], y se estudia el comportamiento de los
coeficientes de reflexion y transmisién en funcién del gap.

5.1. Relacion de dispersion en el grafeno con gap

Para iniciar, se muestra cémo un gap afecta la relaciéon de dispersién en el material. Como
ya se menciond, una de las caracteristicas que hacen del grafeno un material interesante
desde el punto de vista de la mecédnica cuantica relativista, es que la relacién de dispersion,
cerca de las esquinas de la primera zona de Brillouin, es lineal [37]

B — Eo| = hoglok], (5-1)

con E la energia del portador de carga, E¢ la energia en el punto de Dirac, 0k = k — k¢
el desplazamiento del vector de onda k, con respecto a una esquina de la zona de Bri-
llouin, representado por kc. La cantidad vg corresponde a la velocidad de Fermi de los
portadores de carga en el sistema, que tiene un valor aproximado de ¢/300 ~ 10%m/s, la
cual depende de los parametros de la red [37] (ver el apéndice A, ecuacién (A-46) para
ver esta dependencia), y ha sido comprobada experimentalmente [24].

Haciendo una redefinicién de los pardmetros de la siguiente manera: ¥ — Ec — E y
0k — k, la ecuacion 5-1 cambia a
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|E| = hoglK]. (5-2)

Si se observa esta ecuacion, y la energia de un fermion relativista no masivo

E = +hck, (5-3)

se concluye su semejanza, donde la velocidad de Fermi en el grafeno toma el papel de la
velocidad de la luz en el vacio.

Si se induce un gap de magnitud A en el material, el resultado es que los portadores de
carga ahora van a adquirir una masa efectiva proporcional a este gap [26], y la hipStesis
es que esta masa serd pequena, es decir, tal que se siga cumpliendo la aproximacién
relativista a partir de la ecuacién de Dirac (de otro modo, la energia en reposo serfa lo
suficientemente grande como para considerar aproximaciones no relativistas). Se propone
que la relacién de dispersién en este caso toma la siguiente forma [26]

|E| = \/h%%m + <§)2. (5-4)

En la referencia [26] se plantea la misma relacién de dispersién, pero con A en lugar
de A/2; nosotros efectuamos ese cambio en analogia con el gap en el mar de Dirac, que
corresponde a 2mc?, es decir, el gap es dos veces la masa del fermién [9, pag. 292].

La relacion de dispersion corresponde a la energia de una particula relativista con mo-
mento p = hk, y de nuevo, la velocidad de Fermi hace el papel de velocidad de la luz. El
gap de energia hace el papel de la masa, y se justifica porque en fisica del estado sélido el
gap “es la energfa minima para anadir una excitacién al sistema” [41, Pag. 140], mientras
que en teoria cuantica de campos, donde las excitaciones son particulas, “el gap corres-
ponde a la masa de la particula” [41, Pag. 140]. En este caso, observando la estructura de
bandas modificada, se infiere que la masa efectiva de los portadores de carga corresponde
amer =A/(20%).

Una ecuacion equivalente a la mostrada en (5-4) es

AN 2
E? — h*0ik? = <2> , (5-5)
lo cual quiere decir que, para el caso de portadores de carga masivos, la relacién de dis-

persién es hiperbdlica.

Debido a esta relacion de dispersion, y considerando ademés que la naturaleza quiral
de los portadores de carga no es modifiada por el gap, es posible estudiar la dindmica
de los portadores de carga en el grafeno con gap a partir de la ecuacién de Dirac para
fermiones masivos, y en particular, se pueden aplicar los resultados de los coeficientes de
transmision y reflexion del tunelamiento Klein obtenidos en el capitulo 4, seccién 4.1.
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Para finalizar esta seccion, y con el objetivo de dar sustento experimental a las hipote-
sis recién planteadas, vale la pena mencionar que recientemente se ha logrado dotar de
gap al grafeno a partir de diversas técnicas experimentales. Por ejemplo, el crecimiento
epitaxial de grafeno sobre un sustrato de SiC, logra abrir un gap de valor A = 0,26eV
[30], o el dopaje de material con dtomos de Nitrégeno (N-doped graphene), determina
uno de A = 0,16eV [38]. Los anteriores son apenas algunos ejemplos de como en el gra-
feno monocapa los portadores de carga pueden adquirir una masa efectiva diferente de
cero (ver referencia [40] para una revisién a los métodos experimentales para el dopaje de
grafeno). Otra forma de inducir gap al material, sin necesidad de dopaje, es a partir de
restringir el grafeno a un sistema de solo una dimensién, reduciendo el ancho del material
a solo unos cuantos dtomos, resultando en lo que se conoce como “nanocintas de grafeno”,
o GNR (por las siglas en inglés de Graphene nanoribbons). Esto logra abrir un gap en
el material que es indirectamente proporcional al ancho del material [49], y puede ser
tan grande como 1 eV [49]. Sin embargo, los GNR no se pretenden estudiar debido a la
naturaleza unidimensional del sistema.

5.2. Gas de Fermi relativista en dos dimensiones para fer-
miones masivos

La hipdtesis que se ha planteado es que en presencia de gap, los portadores de carga se
siguen comportando como fermiones libres, salvo que ahora poseen una masa efectiva.
Con esto en cuenta, y con el objetivo de establecer una conexion clara entre el problema
de la paradoja de Klein y un problema similar en el grafeno con gap, se introduce el
formalismo del gas de fermiones relativista, para fermiones masivos. Con este andlisis, es
posible obtener la relacién entre la concentracién de portadores de carga en el material
y energia de Fermi del sistema, que en tultima instancia, correspondera a la energia de
incidencia y el valor del potencial en el tunelamiento Klein.

Se considera un sistema de fermiones libres con energia E? = h%c2k? + m?c*, confinados
en una regién espacial cuadrada de drea A = L?, de modo que no hay interaccién entre
las particulas. En este sistema, a una temperatura T dada, el niimero de portadores de
carga esta dado por el producto ente la densidad de estados del sistema, y la distribucion
de Fermi-Dirac, de la siguiente forma

o0 g/A o E
N = E)f(E)dE = —— ——————dF, 5-6
B e (5-6)
donde ¢’ es el degeneramiento por estado de onda plana, i es el potencial quimico y kg
la constante de Boltzmann. En el apéndice F se presenta un desarrollo exhaustivo del
formalismo del gas relativista para fermiones masivos, y se demuestra que el nimero de
estados de onda plana para una energia dFE corresponde a

gA
mEdE. (5-7)

Para conocer el niimero de particulas en funcién de la energia de Fermi, es necesario hacer
la aproximacion T — 0K, debido que en éste limite el potencial quimico corresponde a la

g(E)dE =
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energia de Fermi [41]. En el apéndice F se demuestra que el nimero de particulas en el
sistema se relaciona con la energia de Fermi a partir de la siguiente relacién

N = (9A> ((Br + mc®)? — m2c) | (5-8)

Anh2c?

de donde despejando Er, se obtiene finalmente

4 h2 2 1/2

Ep = < T /C n+ m204> —mdc?, (5-9)
g

siendo n = N/A la densidad de portadores de carga en el material.

Para completar la analogia del tunelamiento Klein en la ecuacion de Dirac con el problema
en el grafeno con gap, es necesario tener en cuenta que la energia de Fermi corresponde a
la energia del estado electrénico méas energético del sistema (en el caso de estados conti-
nuos) [42, Pag. 28], y debido a ello, solo los portadores de carga que tengan esta energia
pueden interactuar en el sistema, dado que los estados de menor energia se encuentran
totalmente ocupados. En conclusién, se puede considerar que la energia de los electrones
libres en el problema de tunelamiento Klein (discutido en la seccién 4.1), corresponde a
la energia de Fermi mostrada en la ecuacion 5-9.

Como paso previo a mostrar los coeficientes de transmisién y reflexion, resulta 1itil mostrar
la equivalencia entre las cantidades fisicas en ambos problemas: Tunelamiento Klein en
mecdnica cudntica relativista y un problema equivalente en el grafeno con gap. La tabla
5-1 muestra estas equivalencias.

’ Cantidad fisica ‘ Mecéanica cuantica relativista | Equivalencia en grafeno con gap
Velocidad de la luz c VR
p 2 2 _ A
Energia en reposo me MefVp = 5
Degeneramiento (g') gs = 2 gsGo = 4

Tabla 5-1: Equivalencias entre algunas cantidades fisicas para el problema de la paradoja
de Klein en mecanica cuantica relativista, y un problema equivalente en grafeno con gap.
La cantidad g5 corresponde al degeneramiento por el espin del electrén (portador de
carga), mientras que g, = 2 corresponde al degeneramiento de valle, es decir debido a los
dos atomos equivalentes en la celda unitaria de la red cristalina del grafeno.

5.3. Tunelamiento Klein

Con el formalismo desarrollado hasta ahora, es posible estudiar el tunelamiento Klein en
el contexto del grafeno con gap. El problema estudiado serd el siguiente: Se realiza un
juntura del tipo npn a partir de grafeno monocapa con gap, esto es, una regién de ancho L
dopada con portadores de carga positivos (huecos), rodeada de dos regiones dopadas con
electrones. La diferencia entre las energias de Fermi en las regiones genera una barrera
de potencial similar a la estudiada en el capitulo 4, asi que los portadores de carga sufren
un proceso de dispersion similar al alli descrito. En la figura 5-1 se muestra esquemati-
camente como es el proceso de dispersién, y también la relacién de dispersion hiperbélica
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de los portadores de carga en cada regién.

Region I Region 11 Region 111

»
gl

‘4
™=

Figura 5-1: Esquema de la juntura del tipo npn para probar el proceso de dispersién de
los portadores de carga en grafeno monocapa con gap. En la parte superior, se definen las
regiones del sistema, en las regiones I y IIT hay una densidad de portadores por unidad de
area nj negativos, mientras que en la regién II hay una densidad no de portadores de carga
positivos (huecos). En la parte inferior, se muestra la relacién de dispersién hiperbdlica en
cada regidn, identificando la energia de Fermi Er en funcién de la densidad de portadores
n, el gap entre las bandas de valencia y conduccién A, y el potencial Vj que corresponde
a la suma de las energia de Fermi en cada regién.

Si en las regiones espaciales I y IIT (ver figura 5-1) hay una densidad de portadores de
carga electronicos np, y el la regién II una densidad de huecos ns, entonces la energia de
incidencia de los portadores de carga y el potencial se pueden escribir en términos de la
energia de Fermi en la ecuacién (5-9). Como se mencioné previamente, la energia de Fermi
es la energia de los estados maés energéticos del sistema, y por ello, solo los portadores con
esta energia pueden interactuar [42, Pag. 28]. Asi, la energia de incidencia corresponde a
la energia de Fermi en la region I, calculada a partir de la densidad ni. De este modo, si
en la ecuacién (5-9) se aplican las equivalencias mostradas en la tabla 5-1, la energia de
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incidencia es

A2 A
E = (7h%vin + — - —. (5-10)

4 2
El degeneramiento corresponde a ¢ = 4 debido al degeneramiento de espin 1/2; y el
degeneramiento debido a la existencia de dos puntos equivalentes en las esquinas de la

zona de Brillouin, también llamado degeneramiento de valle [47].

Por otro lado, el valor del potencial Vj corresponde a la suma entre las energias de Fermi
de ambas regiones

2\ 1/2 2\ 1/2
Vo = (ﬂh%% ny + 4) + (ﬂhzv% ng + 4) — A, (5-11)

de este modo, es posible aplicar las ecuaciones (4-23) y (4-24), que representan los coefi-
cientes de transmisién y reflexion para la barrera de potencial

L
VOQ(E2 — ch%) sin? <q%>

L L\’
pgict cos? (q%> + (EVy — c2p?)? sin? (q%>

siVo<E—m,

VOQ(E2 — c2p?) sinh? <qth>

R= —7 AR siE—m'<Vy<E+m,
p%q‘%c4 cosh? <q%> + (EVp — c2p%)2 sinh? (q%>
L
VOQ(E2 — ch%) sin? (q%>
i N si E+m! <V,
pigict cos? <q%> + (EVp — 2p?)? sin2 <q%)
(5-12)
( 2.2 4
p2gct cos? (q%) + (EVp — c2p?)2 sin? <q%>
2:-2 4
T P1aic siEBE—m'<Vy<E+m,

g1 L q L\’
pigct cosh? <q%) + (EVh — c2p?)? sinh? <q%>

2,2 .4
qipic

7 N’ si B+ m’ < V(),
pgct cos? <q%> + (EVp — c2p?)2 sin? <q%>

(5-13)
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donde m' = /m2c* + 2p? y 1 = |\/(E — Vp)2 — m2c* — c2p3| (en caso que ¢; sea ima-
ginario). En las anteriores ecuaciones se ha recuperado el caso h # 1 y ¢ # 1. Para poder
aplicar estas ecuaciones al presente caso de estudio, se debe hacer el cambio ¢ — vp, y
ademads definir los vectores de onda en cada regién como sigue

k =hp, k =hq., (5-14)

de tal forma que sus componentes quedan definidas como

k1 = hp1, ko = hps,

(5-15)
ki :hql, ké:kz.
La relacion de dispersién para cada region espacial es
AQ
E? = h%%kz + - e las regiones I y 1II,
5 (5-16)

A
(E —Vp)? = R*vipk™ + -4 la regién 11,

por lo que las ecuaciones (5-12) y (5-13), para el caso del grafeno con gap, toman la
siguiente forma

VbQ <E2 _ﬁ
h?v3 \h%v?  R?

) sin? (k| L)

) si Vo < B —m,

EV, 2
k2 (k)2 cos? (K, L) + (23 - k%) sin®(k/ L)
I vy,
Vo <E2 k%) 9T
0 (2 — 1) sinh?(K,L
h2'l)%v h2’l)%p h2 sin ( 1 )

, siE—m'<Vy<E+m,

_ _ E 2 _
k2 (k")2 cosh? (k4 L) + (#Zg — kf) sinh? (K L)
F
Vi < o k%) 2
2 | 5= - = ki L
hQU% 77,21}% h? Sm ( 1 )

, si BE+m' <Vj.
EVy

2 92
I vy,

2
k2(kh)2 cos?(ki L) + ( — k%) sin?(k/ L)

(5-17)
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ki(K))?
EVy
FL2’L)12_7

, siVo < E—m,

2
k2 (k)2 cos?(k} L) + ( — k%) sin?(k} L)

K (k1)

_ EV 2 _
k2 (k4)2 cosh? (k4 L) + (h%g - k%) sinh?(k/ L)
F

, siEBE—m'<Vy<E+m,

K (k1)*
EVp

2.2
h vy

, si E4+m' <V,

2
k2 (k)2 cos?(k L) + ( - k%) sin® (k) L)
(5-18)

donde m’' = \/ (A/2)% + h%%k‘%. No sobra mencionar que para este caso la probabilidad

se conserva: R+71 = 1.

Una vez caracterizados los coeficientes de reflexién y transmision para la juntura npn,
en el contexto del grafeno con gap, se procede a estudiar su comportamiento en términos
de algunos valores reportados en la literatura para ni, ns y A. Siempre se contrastaran
los resultados obtenidos con el tunelamiento Klein para grafeno puro, reportados en la
referencia [25].

En las figuras 5-2 y 5-3 se encuentra el comportamiento del coeficiente de transmision
en funcién del angulo de incidencia de los fermiones, considerando que la densidad de
electrones es n; = 0,5 x 102cm ™2 y que la concentracién de huecos es ng = 1 x 102cm ™2,
esto con el objetivo de comparar los resultados con los obtenidos previamente para grafeno
sin gap [25]. Para grafeno monocapa sin gap, la amplitud de probabilidad de reflexién

estd dada por [25],

sin ¢ — ss’ sin 6
ss' [e7*1E cos(¢ + 0) + 1L cos(¢ — 0)] — 2i sin(k{ L)

T(sin gap) = 2i€" sin(k{L) . (5-19)
con s = sign(F) y s = sign(F — V}), las funciones signo de E y E — Vj, respectiva-
mente. Los demds términos tienen los mismos significados que los que se han trabajado
hasta ahora, teniendo en cuenta que m = 0. Asi, en las figuras 5-2 y 5-3 se mues-
tra que el coeficiente de transmisién calculado a partir de la ecuacién (5-19), haciendo
T=1~|rn gap)P, y como se puede observar, concuerda exactamente con el coeficiente
de transmisién calculado a partir de la ecuacién (5-18) en el caso A = 0, lo cual supone
un soporte sélido al formalismo aqui desarrollado.

Observando las graficas 5-2 y 5-3 se comprueba que para incidencia normal (¢ = 0), todos
los fermiones son transmitidos en el grafeno sin gap, lo cual constituye una caracteristica
importante de este material [25]. Sin embargo, esta situacién es distinta en el caso del
grafeno con gap, en donde el coeficiente de transmisiéon toma un valor distinto de 1
en incidencia normal, reforzando lo reportado previamente en un problema similar [26].
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La existencia de angulos de transmisién total (i.e. dngulos para los cuales el coeficiente
de transmisién es igual a 1, y por ende la barrera se vuelve transparente), se presenta
también en el caso del grafeno con gap, sin embargo, cuando el valor del gap aumenta en
comparacién con la energia de incidencia del fermién, se evidencia la reduccién progresiva
del nimero de estos angulos, hasta desaparecer completamente. La desapariciéon de los
picos de transmision se muestra claramente en la figura 5-2 cuando A = 80 meV, que
corresponde a una masa efectiva de mv% = 40meV, y segtn la densidad de portadores
de carga planteada para ese ejemplo se tiene una energia de incidencia E = 51,63meV y
un potencial de valor V = 134,88meV. Lo anterior implica que la energia en reposo de la
particula corresponde a un 80 % de la energia total de incidencia. Valores muy altos de
gap hacen que el sistema ya no sea considerado como relativista, y por ende el presente
modelo no puede ser aplicado a esos casos.

1.2 T T T T
Katsnelson et. al.
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Figura 5-2: Coeficiente de transmisién en grafeno con gap considerando que el ancho de
la barrera tiene un valor de L = 100nm, la densidad de portadores de carga electrénicos
en las regiones I y III es n; = 0,5 x 10'?cm™2 y la densidad de huecos en la regién II
es ng = 1 x 102em™2. Se consideran las situaciones de grafeno sin gap, y grafeno con
gaps de valores A = 0,040eV y A = 0,080eV, de modo que las masas efectivas de los
fermiones en cada sistema son, 0, 20meV y 40meV, respectivamente. Las energias de
incidencia son 82.44meV, 64.83meV y 51.63meV, respectivamente, y los potenciales son
199.02meV, 163.11meV y 134.88meV, respectivamente. Los circulos rosados corresponden
al coeficiente de transmisién asociado a la amplitud de probabilidad en la ecuacién (5-19).
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Figura 5-3: Coeficiente de transmisién en grafeno con gap considerando que el ancho de
la barrera tiene un valor de L = 80nm, la densidad de portadores de carga electronicos
en las regiones I y III es n; = 0,5 x 102cm ™2 y la densidad de huecos en la regién II es
ns = 1 x 102cm™2. De este modo, los valores de masa efectiva de los fermiones, energia
de incidencia y potencial son los mismos que los mostrados en la figura 5-2.

Valores de gap tan grandes como A = 0,26eV reportados en la referencia [30], o A =
0,16eV reportado en la referencia [38], hacen que sea necesario aumentar la densidad de
portadores de carga para que la energia cinética de los portadores sea comparable con su
energia en reposo. En particular, se considera en las figuras 5-4 y 5-5 unas densidades de
portadores de carga de valor n; = 0,5 x 103ecm™2 y ny = 1 x 10cm™2, es decir, un orden
de magnitud mayor que el considerado previamente, las cuales son posibles de obtener
experimentalmente para grafeno sin gap [43]. En este caso también se observan angulos
de incidencia normal que se ven suprimidos a medida que el gap aumenta, ocurriendo
algo similar al disminuir el ancho del potencial. De este modo, el efecto del gap en el
grafeno juega un rol principal a la hora de manipular las propiedades de la transmision,
del cual se infieren dos conclusiones principales: la primera, es que se evita la transmision
total de fermiones para incidencia normal, y la segunda, se limita la aparicién de angulos
de transmisién total, llegando incluso a suprimir su existencia totalmente. En particular,
estos angulos de transmision total cumplen la relacién mostrada en la ecuacién 4-29, que
modificada para el caso de grafeno con gap es

l
\ k2 — k2sin? ¢ = %, Siendo [ un niimero entero, (5-20)

asi, para que se supriman completamente los angulos de transmision total, se debe cumplir
que

. k/2 7-‘-2[2
Slnqb = ﬁ — W > 1. (5—21)
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Figura 5-4: Coeficiente de transmisién en grafeno con gap considerando que el ancho de
la barrera tiene un valor de L = 100nm, la densidad de portadores de carga electronicos
en las regiones I y IIT es ny = 0,5 x 10¥cm ™2 y la densidad de huecos en la regién II es
ng = 1 x 1013em™2. Se consideran las situaciones de grafeno sin gap, y grafeno con gaps
de valores A = 0,16eV y A = 0,26eV, de modo que las masas efectivas de los fermiones en
cada sistema son, 0, 80meV y 130meV, respectivamente. Las energias de incidencia son
261meV, 193meV y 161meV, respectivamente, y los potenciales son 629meV, 490meV y
422meV, respectivamente.
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Figura 5-5: Coeficiente de transmisién en grafeno con gap considerando que el ancho de
la barrera tiene un valor de L = 80nm, la densidad de portadores de carga electronicos
en las regiones I y IIT es ny = 0,5 x 10¥cm™2 y la densidad de huecos en la regién II es
ns = 1 x 103em™2. De este modo, los valores de masa efectiva de los fermiones, energfa
de incidencia y potencial son los mismos que los mostrados en la figura 5-4.
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En el presente capitulo se ha desarrollado un formalismo novedoso para el estudio del
tunelamiento Klein en el grafeno con gap, logrando reproducir exitosamente los resultados
obtenidos en el grafeno monocapa sin gap [25]. En estudios previos, se ha intentado obte-
ner los coeficientes de transmisién y reflexién para grafeno con gap usando el formalismo
de la mecdnica cudntica relativista [26], sin embargo, al no considerar la hipdtesis del
gas de fermiones relativista para establecer la conexién entre las energias de incidencia
y el potencial, y las energias de Fermi en cada regién, no hay una manera directa de
relacionar sus resultados con lo reportado previamente en la literatura. De este modo,
nuestro enfoque puede ser considerado como un aporte sustancial para el estudio del tu-
nelamiento Klein en el grafeno con gap, y los resultados propuestos quedan pendientes
para su demostracién experimental.



73

Capitulo 6

Conclusiones

En la presente tesis de maestria se estudié el tunelamiento Klein en dos dimensiones en
el contexto de la mecédnica cudntica relativista, especificamente, bajo el formalismo de la
ecuacién de Dirac. Para los dos potenciales estudiados, el potencial paso y el potencial
barrera, se obtuvo que el comportamiento de los fermiones al ser dispersados es diferente
en cada caso, por eso es necesario analizar los resultados por separado, como se muestra
a continuacién.

Al realizar el estudio sobre el potencial paso en dos dimensiones, hemos demostrado dos
resultados principales: Primero, existe la posibilidad, para algunos angulos de incidencia,
de que el coeficiente de transmision sea mayor que 1; segundo, existe conservacién de
la probabilidad sélo para algunos casos especificos de energia de incidencia, angulo de
incidencia y potencial. En este segundo caso, hemos demostrado que si V) < 2F existe un
angulo critico a partir del cual el coeficiente de reflexién es siempre igual a 1, mientras
que el coeficiente de transmisién no. Ademas, se logra establecer la conexién entre este
angulo critico y la conservacion de la probabilidad en el problema, de la siguiente forma

s 51 Vo < E —m: La probabilidad se conserva si el angulo de incidencia es menor al
angulo critico ¢. mostrado en la ecuacién (3-32).

= ST E—m < Vy < E+ m: No se conserva la probabilidad para ningtin angulo de
incidencia.

= ST E+m < Vy < 2E: La probabilidad se conserva si el angulo de incidencia es
menor al dngulo critico ¢, mostrado en la ecuacién (3-32).

= 51 Vp > 2F: La probabilidad se conserva para todos los dngulos de incidencia. No
hay existencia de angulo critico.

Analizar estos resultados desde el punto de vista de la ecuacién de Dirac no es sencillo,
debido a que sin segunda cuantizacion ella describe el comportamiento de una particula,
mientras que en este problema empiezan a manifestarse efectos de muchos cuerpos, como
la creacién esponténea de pares particula-antiparticula [9] [19]. Esta no conservacién de
la probabilidad, que no es sino manifestaciéon de la paradoja de Klein, tiene consecuen-
cias importantes para la interpretacion de los fenémenos fisicos que se llevan a cabo en
el proceso de dispersion, sin embargo, es necesario usar teoria cudntica de campos para
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desarrollar un adecuado andlisis. Bajo ese formalismo, el consenso general de la comuni-
dad cientifica afirma que la creacién espontanea de pares es un mecanismo fundamental
para la explicacién y solucién de la paradoja de Klein [7][8][12][19][21][22].

En el analisis de la dispersién en dos dimensiones sobre el potencial barrera, se demuestra
que si se conserva la probabilidad en todos los casos posibles. Esto no quiere decir que
en el problema no haya creacién espontanea de pares particula-antiparticula, sino que
este proceso queda confinado en la regién definida por el potencial. Por otro lado, los
resultados reproducen satisfactoriamente aspectos reportados previamente en la litera-
tura, como son la existencia de dngulos para los cuales hay transmisién total [13][25], e
incluso, proponemos que para un valor dado de potencial {, existe un angulo para el cual
hay transmision total para un amplio conjunto de anchos de potencial, siempre y cuan-
do ellos cumplan las condiciones mencionadas en el capitulo 4, seccién 4.1 (ver figura 4-4).

Previamente se habia estudiado la dispersién en dos dimensiones sobre potencial paso
y potencial barrera, en el formalismo de la ecuacién de Dirac, con el objetivo de ha-
llar los coeficientes de transmision y reflexion, en particular, mencionamos los trabajos
planteados en las referencias [13] y [15]. En dichos trabajos se propone que el plano de
movimiento de los fermiones es tal que la proyeccion de espin de las particulas puede ser
afectada por la interaccidon con el potencial, y por ende, es posible que haya inversién
de espin en el proceso de dispersion [13][15]. En nuestro estudio se ha considerado que
el espin esta proyectado perpendicularmente al plano de movimiento, y por este motivo
los potenciales no afectan el espin de las particulas, lo que finalmente conduce a que no
haya probabilidad de reflexiéon o transmision asociada a términos de inversion de espin.
Sin embargo, como prueba de la consistencia de los resultados mostrados en la presente
tesis, hemos demostrado que la suma entre los coeficientes de reflexiéon con inversion y
sin inversién de espin, reportados en la referencia [13], es igual al coeficiente de reflexién
obtenido por nosotros (para los dos potenciales considerados), lo cual da validez a nuestro
estudio.

Por otro lado, se plantea la aplicacion de los resultados obtenidos en la barrera de poten-
cial para la dispersién en una juntura de tipo npn en grafeno monocapa con gap. Para
lograr la conexidén entre el problema en mecédnica cuantica relativista, y el problema en
este sistema de estado sélido, hemos aplicado el formalismo del gas de Fermi relativista
para fermiones masivos en dos dimensiones, obteniendo una relacion entre la densidad de
portadores de carga en el material y la energia de Fermi en cada region de la juntura. La
analogia se completa teniendo en cuenta que el gap en el grafeno monocapa dota de una
masa efectiva a los portadores de carga. De este modo, se propone que la dindmica de los
portadores de carga, en el grafeno con gap, es descrita por una ecuacién de Dirac efectiva
con portadores de carga masivos, a diferencia que en el grafeno monocapa sin gap, donde
los portadores se describen por una ecuacién de Dirac sin masa. Asi, con el formalismo
introducido hemos obtenido los coeficientes de transmision y reflexion en funcién de la
densidad de portadores de carga en la juntura npn, y en funcién del gap en el material.

Con el modelo propuesto se ha reproducido exitosamente los coeficientes de transmisién
y reflexion en grafeno sin gap, reportados en la referencia [25]. Un hecho particular en el
grafeno monocapa, es que en incidencia normal el coeficiente de transmision siempre es
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igual a 1 [25], hecho que se debe a la conservacién de la quiralidad de los portadores de
carga [25][36]. Sin embargo, en el grafeno monocapa con gap demostramos que lo anterior
ya no es valido, en concordancia con lo reportado previamente [26], de hecho, entre més
aumenta el gap, menor es el coeficiente de transmisién en incidencia normal. También
es conocido que en el grafeno existen angulos de incidencia para los cuales la barrera es
transparente (esto es, el coeficiente de transmisién es igual a 1) [25], en conformidad a lo
que sucede en la paradoja de Klein en potencial barrera. En nuestro andlisis se observa
que también hay presencia de dichos dngulos, sin embargo, se demuestra que a medida
que aumenta el gap en el material se limita la existencia de ellos, llegando incluso a su-
primirse totalmente (ver por ejemplo la figura 5-3).

En conclusién, se ha presentado un formalismo novedoso para el estudio de la dis-
persién de portadores de carga en una juntura del tipo npn, en el contexto del grafeno
monocapa con gap. Bajo este desarrollo ha sido posible reproducir completamente los
resultados previos para el grafeno sin gap, y con el cual se plantean analiticamente nue-
vos resultados para el desarrollo de nuevos materiales basados en grafeno dopado o con
impurezas, que se caracterizan por presencia de gap en la estructura de bandas de energia.
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6 Conclusiones
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Apéndice A

Modelo de Tight Binding para
obtener la relacion de dispersion
en el grafeno monocapa

En el capitulo 2, seccién 2.4.2 se ha mostrado el formalismo necesario para encontrar la
relacion de dispersién en el grafeno monocapa bajo el modelo de tight binding. El objetivo
en el presente apéndice es realizar los calculos explicitos para encontrar la energia de los
portadores de carga en funcién del vector de onda k = k,i+k,). Con este fin, se calculara
la energia de los electrones en funcién de su dependencia con las posiciones relativas
entre los atomos méds cercanos a un atomo de referencia, la cual estd dada a partir de la
siguiente ecuacién

E = Hj, + |Hi,|. (A-1)
Siendo,
/ 1 - *
Hiy =+ > exp2mik - (ra —ra)] [ dr X*(r —ra) HX(r —1n), (A-2)
Al A
/ 1 . *
His = > exp2mik - (rp —ra)] [ d7 X*(r —ra) HX(r —1p). (A-3)
A,B

Donde N representa el niimero de celdas unitarias en la red cristalina del grafeno; A, A’
son subindices que representan a los dtomos del tipo A en la red del grafeno (ver figura
A-1), mientras que el subindice B representa dtomos de ese tipo; la sumatoria se hace
sobre cada uno de los indices mencionados. X (r) representa la funcién de onda orbital de
los electrones en el estado 2p, para un atomo de carbono aislado [37]. El término “+” se
elige negativo si el vector de onda se encuentra dentro de la primera zona de Brillouin, y
positivo fuera de ella [37].

Ahora se procede a calcular explicitamente las cantidad Hj, a partir de los dtomos
vecinos de la red. Como primera aproximacion, se consideran en la sumatoria solamente
los términos que contienen hasta los vecinos maéas cercanos para un atomo del tipo A
dado [37]. En la figura A-1 se muestra que para un dtomo del tipo A existen seis vecinos
cercanos del mismo tipo, denotados como A, 1;...;A4, 6. Con esto en mente, H{; cambia a,
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Figura A-1: Estructura cristalina del grafeno y vectores posicién de los vecinos més
cercanos a un atomo dado. La celda unitaria (no representada en la figura) define dos
tipos de atomos, llamados tipo A (en color rojo) y tipo B (en color azul). A la izquierda,
los vecinos mas cercanos entre atomos de tipo A. A la derecha, los vecinos mas cercanos
ente los atomos de tipo B.

Hi, = Jb; {exp[2m'k (ra—ra)] /dTX*(r —ra)HX(r—ra)

+exp2mik - (rqa —raq)] /dTX*(r —ra1)HX(r—ry)

(A-4)
+ ...
+ exp[2mik - (rqa —rag)] /dTX*(r —ra6) HX(r— rA)} .
Se definen las siguientes cantidades,
Egz/dTX*(r—rA)HX(r—rA), (A-5)
-7 = /dTX*(r —ra;)HX(r—ry), siendoj=1,2,..,6. (A-6)

La anterior relacion es valida para cualquier j = 1,2, ...,6 debido a la simetria de la red.
De este modo, la expresién para Hi; es ahora,

6
1 .
N E Eo — 7 g exp(2mik - [r —ra;]) o . (A-7)
A j=1

[
Hll -
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El paso siguiente es calcular cada termino de la forma exp(27ik-[r—r 4 ;]) para cada dtomo
vecino A, j. Para ello, se expresan los vectores r — r4 ; es sus componentes cartecianas,
segun lo mostrado en la figura 2-7. Cada uno de estos vectores se muestra a continuacion,

\/§AjL 1,
r—ryq1 = —I1+ =
Al a 2 2.] 5

r—rapz= Clj,

Y con los anteriores vectores se obtiene de manera directa los siguientes resultados,

)

= cos(V/3mak,) cos(mak,) — sin(v/3nak,) sin(rak,)
+ isin(v3mak,) cos(maky) + i cos(V3mak,) sin(raky).

1
exp(2mik - [r —ra1]) = exp <2W' [\ka + 5y

(A-9)

exp(2mik - [r —ra2]) = exp(2miaky)
= cos(2maky) + isin(2waky).

)

= cos(V/3mak,) cos(mak,) + sin(V/3mak,) sin(rak,)
— isin(V3rak,) cos(wak,) + i cos(V3mak,) sin(rak,).

(A-10)

1
exp(2mik - [r — r.43]) = exp (W [_\f’“ + 5k

(A-11)

3 1
exp(2mik - [r —ra4]) = exp (27rai [—\gkw - Qky]>

A-12
= cos(V3mak,) cos(wak,) — sin(v/3mak,) sin(rak,) ( )

— isin(v/3mak,) cos(maky,) — i cos(V3nak,) sin(rak,).
exp(2mik - [r — ra5]) = exp(—2miak,)

A-13
= cos(2maky) — isin(2wak,). ( )
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)

1
exp(2mik - [r —ra6]) = exp (27rai [\/gk;t — —ky

2 2
(A-14)
= cos(V3mak,) cos(mak,) + sin(v3mak,) sin(rak,)
+ isin(v3rak,) cos(mak,) — i cos(V3mak, ) sin(rak,).
Sumando cada uno de los términos se obtiene facilmente que
6
Z exp(2mik - [r — 14 ]) = 2cos(2mak,) + 4 cos(V3rak,) cos(maky), (A-15)
j=1
y por lo tanto, el resultado para el término Hj, es,
1
Hi, = Z N [EO — 29 {cos(27rak:y) + 2 cos(V3maky) cos(ﬂaky)}} . (A-16)

A

Como el término dentro de la sumatoria no depende del d4tomo A, entonces el valor de
dicha sumatoria es igual al nimero de atomos del tipo A en la red multiplicado por el
término mencionado; y ademads debido a que el ntimero de dtomos del tipo A es igual a
N, el nimero de celdas unitarias en toda la red, se llega al siguiente resultado final [37],

H{, = Ey — 27}, |cos(2mak,) + 2 cos(V/3mak,) cos(mak,)| . (A-17)

Se realiza ahora un procedimiento similar para calcular H{,. De nuevo, se considera
la aproximacion en la cual solamente los términos de primeros vecinos entre los atomos
considerados en la sumatoria, en los cuales los 4tomos mas cercanos a uno del tipo A es
uno del tipo B, y vice versa [37],

3
1 N )
Hi, = N E /dTX (r—ra)HX(r—rpy) E exp[2mik - (rp; —ra)] p . (A-18)
A j=1

En la anterior ecuacién se consideran solamente los tres atomos vecinos del tipo B maés
cercanos a uno del tipo A, seglin se muestra en la figura A-1. Adicionalmente, se define
la siguiente cantidad [37],

-0 = /dTX*(r —ry)HX(r—rp; ), Siendoj=1,2,3. (A-19)
Con las anteriores consideraciones, H}, aproximado hasta los primeros vecinos mas cer-
canos es,
1 3
Hiy = N 270 Zexp[Qm‘k (rpj—ra)l p. (A-20)

A j=1
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Por lo tanto, calculando los términos de la forma exp[27ik - (rp j —r4)] para cada uno de
los tres dtomos vecinos més cercanos, ya se tendria el valor de Hi, en la aproximacién de
tight binding. La posicién de los vectores vecinos més cercanos a un dtomo A dado son,

a
rA—rpi1= 717

> (A-21)
@ 1 VB
A B3 = \/§ 9 9 JI-
Se calcula directamente del siguiente modo,
exp[2mik - (rp1 —ra)] = exp (—27rikx\j§>
(A-22)

cos<27T k:> j Si <2W k>
= —ak,; | —isin [ —=ak,
V3 V3

exp[2mik - (rp2 —ra)] =exp ( ?(—\/gkx + 3/<;y)>

Il

o

2
 ~
“|&

Wak:z> cos(maky) + sin (?ﬂ'akx> sin(maky)

+

-~

&,

=
7 N
“|&

ﬂ'akrm> cos(maky) — icos (?mﬁ%) sin(maky).
(A-23)

exp[2mik - (rp3 —ra)] =exp (—(—\/gkx - Sky)>
V3 (V3 .
= cos (377@]4:;0) cos(mak,) — sin (37rakx> sin(mak,)

+ isin (?W@kx> cos(mak,) + i cos <\g§7rakm> sin(maky).

(A-24)
Por lo tanto, el valor de Hj, es,
27 27
Hiy=— cos | —=aky | —isin | —=ak
(A-25)

3 3
+ 2cos ({wakm) cos(maky) + 2isin ({Trakx> cos(ﬂaky)] .
Finalmente, se encuentra que

|Hi,|? = ~2 (1 + 4 cos?®(rkya) + 4 cos(rkya) cos(\/gwkma)) (A-26)
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Juntando ambos resultados, se llega finalmente a la expresion para la energia en funcién
del vector de onda k [37],

E =Ey — 27}, {cos(27mky) + 2 cos(V/3mak,) cos(mak,)
(A-27)

+ 0 \/1 + 4 cos?(rkya) + 4 cos(mkya) cos(V3mk,a).

Una vez encontrado este resultado, se calcula ahora la energia para algunos valores
importantes del vector de onda dentro de la zona de Brillouin. En la figura A-2 se muestra

la estructura de la red reciproca del grafeno, cuyos vectores generadores son by = T\Q/gi
y by = %ﬁi - é J, de modo que la red reciproca es un arreglo hexagonal y la (primera)

zona de Brillouin es un hexagono. Segtn la figura A-2, es facil ver que los puntos O, F,
C y G de la primera zona de Brillouin corresponden a los siguientes vectores de onda,

k0_07
1
kp = —=i,
NS B O (A-28)
c=—gitgl
2
kg =)
¢ =3

VAV
AVANAY o
AA L TS
AVAVAV

Figura A-2: A la izquierda, estructura de la red reciproca del grafeno, donde se han
mostrado los vectores generadores de la red by y bs; el hexdgono amarillo representa la
primera zona de Brillouin de la red. A la derecha, se ha extendido la primera zona de

Brillouin, definiendo algunos puntos importantes sobre ella. Imagen de la derecha tomada
de [37].

Reemplazando los valores de los vectores de onda en la ecuacién (A-27), se encuentra la
energia correspondiente a cada punto de la zona de Brillouin. Por ejemplo, para ko la
energia corresponde a
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Eo = Ey — 27{( cos(0) + 2 cos(0) cos(0) )
— 70 /14 4cos2(0) + 4 cos(0) cos(0) (A-29)
= EO — 6’)/6 - 3’)/0.

Al punto F de la zona de Brillouin le corresponde la siguiente energia,

Er = Eg — 2v;(cos(0) + 2 cos(7) cos(0))
+ 9 /1 + 4cos2(0) + 4 cos(0) cos() (A-30)
= Eo + 275 £ %0

De modo que dentro de la zona de Brillouin Ep = Ey + 27, — 70 y fuera de ella
Er = Ey + 27} + 7. Esto quiere decir que para este vector de onda hay un gap de
energia de valor 27, y recordar que segin se habia mencionado en el capitulo 2, seccién
2.4.2, el gap de energia tiene valor 2|H{,| en la frontera de la zona de Brillouin [37].

Finalmente, para una de las esquinas de la zona de Brillouin el vector de onda es k¢, y
su energia se calcula como sigue,

2 2
Ec = Ey — 27} {cos (;) + 2 cos(m) cos <;>}
2 (T T (A-31)
:l:fyo\/1+4cos (3) 4COS<3>COS(7T)

= EO + 3’)/(/)

De modo que para este caso no hay gap de energfa porque se cumple que H{, = 0. Sobre
esto, se menciona que “el hecho de no haya gap de energia en una de las esquinas es con-
secuencia de la simetria de la red, y es independiente de las aproximaciones consideradas”
[37]. Este es uno de los hechos que hacen que el grafeno sea tan especial, pero no es el
unico de ellos.

A.1. Relacién de dispersién en una vecindad de k¢

Ahora, el objetivo es conocer como se comporta la energia en una vecindad de una
de las esquinas de la zona de Brillouin. Para ello, se expande cierto vector de onda k
alrededor de k. Se define el vector de onda:

k = k¢ + 0k, (A-32)

con 0k = 0k,i + 0ky) < kc. La idea es conocer la energfa asociada al vector de onda
k, usando la ecuacién (A-27), y expandiendo hasta términos de segundo orden en dk.
Realizando el procedimiento recién mencionado, se obtiene lo siguiente,

E(k) =Ey — 27}, [cos(27ra(ky + 8ky)) + 2 cos(V3ma(ky + dk.)) cos(ma(k, + 5ky))]

+ 70\/1 + 4 cos?(ra(ky + 6k,)) + 4 cos(ra(ky + 6k,)) cos(V3ma(ky + k).
(A-33)
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Para evitar el abuso de subindices, de ahora en adelante las cantidades k; y &, correspon-
deran a las componentes del vector de onda en una de las esquinas de la zona de Brillouin,
k¢, en las direcciones usuales. Por simplicidad y orden, se manipula cada término indivi-
dualmente,

cos(2ma(ky, + dky)) = cos(2maky) cos(2madk,) — sin(2wak,) sin(2wadk,)

A-34
~ cos(2maky) (1 — 2772a25k‘5) — sin(2waky) (2madky) ( )

En todas las esquinas de la zona de Brillouin se debe obtener un comportamiento similar,
por eso se elige el caso particular k¢ = T\I/Si + % J, v de este modo la ecuacién (A-34)

cambia a,

2 2
cos(2ma(ky, + dky)) ~ cos <;> (1- 271'2@25]{522/) — sin <;> (2madky)
) (A-35)
N =g = \/gﬂ'aék:y + 7T2a25l<:§.

Calculando los siguientes términos,

cos(V3ma(ky + 0kz)) = cos(V3mak,) cos(vV3mwadk,) — sin(v/3mwak,) sin(v3radk,)
~ cos(V3maky) (1 - §W2a25ki> — sin(v/3mak,) (\/gﬂaékx)

~ cos(m) (1 - ;ﬂ2a25k§> — sin(m) (\f37m5km>

3
~ —1 -+ §7T2a2(5k%.

(A-36)
cos(ma(ky + 0ky)) = cos(maky) cos(wadk,) — sin(mak,) sin(radk,)
~ cos(maky) <1 - ;772a25k:5> — sin(maky) (madk,)
A COS (g) <1 - ;7‘(2@2(5]{522/) — sin (g) (radky) (A-37)
~ % - \ggwaéky — iw2a25k§.

Efectuando otros calculos intermedios,

1 1
cos(V3ra(k, + k) cos(rma(k, + 0k,)) ~ <—1 + §7r2a2(5k§> ( — ﬁﬁaéky - 7r2a2(5k§>

2 2 4
1 3 1 3
~ =g+ \gﬁaéky + g mia’oky + w2 ok?.
(A-38)
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Donde se han mantenido hasta términos de segundo orden en 6k, y dk,. El dltimo término
necesario para calcular E(k) es,

2
2 1 V3 1 12025K2
cos*(ma(ky + 0ky)) =~ 5 5 ——madky — a" ok,
1 3 V3 1 (A-39)
~ 1 + Zw2a25k§ — 77ra5k:y — Zw2a2(5k§
1 3 1
i \gwaéky + §W2a2(5k§.

Con estos resultados, es posible calcular ficilmente la energia F(k), a partir de los siguien-
tes procedimientos. Primero se calcula el coeficiente que acompana a 7 en la ecuacién
(A-33),

cos(2ma(ky + 0ky,)) + 2 cos(V3ma(k, + 0k,)) cos(ma(k, + ok,))
1 1
=5~ V3 madk, + 7r2a25/~c§ -1+ \/gﬁaéky + §W2a25k§ + ngagékg

_ 33 9909 212
= 2+27ra5k +27ra5k

(A-40)
En este punto es importante notar que 6k2 + 5k:2 |6k|?, y debido a la ecuacién (A-32),

se concluye que |k — ko|* = 6k2 + 6k2. Asi, la ecuacién (A-40) toma la forma final,

cos(2ma(ky, + 0ky)) + 2 cos(V3ma(k, + Sk,)) cos(ma(k, + dky))
_ 3.3 22 2
=—5t 277 a’lk — kc|*.

Por otro lado, calculando el término dentro de la raiz de la ecuacién (A-33),

(A-41)

1+ 4cos®(wa(ky + 0ky)) + 4 cos(ma(k, + 0k,)) cos(v/3ma(ky + dkz))
=1+ 1—2V3radky + 2n’a®Sk;
— 2+ 2V3madk, + 772a25k§ + 3n%a®5k?2
= 371'2@25](522/ + 3n%a®5k2.

(A-42)

Por lo tanto, se demuestra que

1+ 4cos®(wa(ky + k) + 4 cos(ma(k, + 0k,)) cos(v/3ra(ky + 0kz))
=1+ 1—2V3radky + 2n°a®5k;
— 2+ 2V3madk, + 7r2a25k§ + 372a?0k2
= 312’k — ko|*.

(A-43)

Reemplazando las ecuaciones (A-41) y (A-43) en la ecuacién (A-33), se obtiene la relacién
de dispersién para una vecindad de las esquinas de la zona de Brillouin [37],

E = Ey+ 37} — 3vhm2a* |k — kc|? + V3yomalk — kq|. (A-44)
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Identificando el término Ep + 3, como la energia en la esquina de la zona de Brillouin
(ver la ecuacién (A-31)), se obtiene finalmente,

E — Ec = =3yyma’|k — ke|* £ V3yomalk — kq- (A-45)

A.2. Relacion de dispersion en el grafeno monocapa en una
vecindad de k¢

La ecuacién (A-45) por si sola representa la relacién de dispersiéon cerca de las esquinas
de la primera zona de Brillouin, sin embargo, se puede seguir manipulando para llegar al
resultado deseado. Los valores de los pardmetros v y 7o son apréximadamente 0.1 eV y
2.5 eV, respectivamente [47], por lo tanto, despreciando el efecto de 7 en la relacién de
dispersion, la ecuacién (A-45) se simplifica de la siguiente manera [37],

E — E¢ = +V3vyomalk — k¢. (A-46)

Esta es precisamente la relacién de dispersion lineal para el grafeno monocapa cerca de las
esquinas de la zona de Brillouin, que permite posteriormente inferir que los portadores de
carga cerca de estos puntos se describen a partir de una ecuacién de Dirac para fermiones
no masivos.
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Apéndice B

Calculo de los coeficientes de
reflexion y transmision en el
potencial paso

En el presente apéndice se encontraran los coeficientes de transmisién y reflexiéon para
el problema de la dispersion de fermiones en un potencial paso. Para ello, la relacién
entre dichos coeficientes y las amplitudes de probabilidad serd obtenida a partir de las
densidades de corriente de probabilidad. Al obtener los resultados de R y T, se tendra
la precaucion de estudiar su comportamiento en funcién del potencial, especificamente,
de la regién de energias a la cual pertenece el potencial en relacién con la energia de
incidencia y la masa de las particulas.

B.1. Definicién de los coeficientes de reflexiéon y transmi-
siéon a partir de la densidad de corriente de probabili-
dad

En el presente apéndice se calcularan los mencionados coeficientes a partir de la densidad
de corriente de probabilidad de la ecuacién de Dirac. Retomando la ecuacién (2-19), donde
se definen los coeficientes de reflexién y transmision

jr ‘n jt ‘n

R= (B-1)

, T'=

Ji-n Ji-m

Donde n corresponde al vector unitario normal a la superficie donde se dispersan los

fermiones, que en nuestro caso particular corresponde a 7. Las densidades de corriente de
probabilidad incidente, reflejada y transmitida corresponden a

dilz,y,t) = Ul(z,y,t)ali(z, y, 1)
jr(%%t) = \I}I(xay)t)akpr(xugﬁt) (B_2>

Jz(xa y7t) = \Ilz(wv yat)aqjt(mayvt)

Con V¥;, ¥, y U, las funciones de onda incidente, reflejada y transmitida, respectivamente.
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Es necesario entonces calcular las densidades de corriente de probabilidad asociada a cada
una de las ondas recién mencionadas. Para la primera de ellas se procede como sigue,

i@, y,t) = Ul(a,y, )aW(z,y,t)

(B-3)
= Ul Ui+ Ulanl, .

Con 7y jlos vectores unitarios en las direcciones del eje x y y respectivamente. Recordando
que la funcién de onda incidente en el problema del potencial paso es

1
0
U, (z,y,t) = 0 e!@prtyp2—Et) (B-4)
p1+ip2
E+m
y con ella se calcula directamente la densidad de corriente de probabilidad asociada a la
onda incidente,

0 0 01 0
. _ P1 — iP2 0 010
Jz(‘rvyvt)_ <170707 E—f—m) 010 0 0 ?
100 0 p1 +1p2
E+m
00 0 —i 1
(100 P[0 0 i 0 0 A (B-5)
s Y 7E+m 0 —Z 0 0 0 J
i 0 0 0 p1+1p2
E+m

« e~ Hzp1+yp2a—Et) ji(zpi+yp2—Et)
2 . 2 .
_ _“n n P2 3.
E+m  E+m
Por lo tanto, la componente de la densidad de corriente que es normal a la interfase
dispersora es

2py
E+m|’

mz\:\

(B-6)

Para la densidad de corriente de probabilidad de reflexién se realiza un cédlculo similar.
La funcién de onda asociada a las particulas reflejadas corresponde a

1

0 .
U, (z,y,t) =7 0 el(—=prtyp2—Eb), (B-7)
—p1 + ip2
E+m

Con ella se calcula la densidad de corriente de probabilidad reflejada como sigue,

Gz, yt) = Ula U, i+ UlayW, . (B-8)

Explicitamente,



89

0 0 01 0
. _ N —p1 — ip2 00 10 R
Jr(l'ay7t) - rr <170707 E+m ) 0100 0 ‘ 2
100 0 —p1 +1p2
E+m
0 0 0 —i (1) B0
* —pr—ip2\ [0 O i O . -
o <1’0’0’ E+m ) 0 —i 0 0 o
i 0 0 0 b1t ip2
E+m
« e~ H(—xpr1typ2—Et) Ji(—zpi1+yp2—Et)
_2p1 9. 2p2 | o
— i 2,

Donde r* es el complejo conjugado de la amplitud de probabilidad r. Asi, la componente
normal de la densidad de corriente de probabilidad es

. . 2p1 2
t) -2 = . B-1
vt il = | 2 I (B-10)

Por dltimo, para la densidad de corriente de probabilidad de transmision es necesario
retomar la funcién de onda asociada a las particulas transmitidas,

1
0
Uy(z,y,t) =1 0 e!atyp2—Ft) (B-11)
q1 +ip2
E-Vw+m

La densidad de corriente de probabilidad corresponde entonces a,

Gi(zoyt) = Ulag Ui+ Ulas W, ). (B-12)
Esto es,
0001 é
; _ | _@—ip2 \ [0 0 10 A
]t(x7y7t)_ tt (1)O>O7E_‘/O+m) 0100 O (3
1 O 0 0 Q1+Zp2
E-V+m
00 0 —i 1
+ i (1,00, 22 ) [0 0 i 0 0 (B-13)
U E Vo+m/) |0 =i 0 0 0 J
E—-Vo+m
x e~ @q+yp2—Et) ji(zqi+yp2—Et)
2 - 2
:¢|t|2@+ D2 ‘ ‘2A
E—=Vo+m E-Vy+m
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Finalmente, componente normal de la densidad de corriente de probabilidad es

2q1

v 122, (B-14)

i) 1] = ]

En conclusién, usando las definiciones mencionadas en la ecuacién (B-1), la relacién
entre los coeficientes de reflexién y transmision y las amplitudes de probabilidad es,

R=r?, (B-15)
qQ E+m -
T=|—|——F—t". B-16

B.2. Obtencién de los coeficientes de transmisién y refle-
xion a partir de las amplitudes de probabilidad

Una vez obtenidas las ecuaciones (B-15) y (B-16) se procede a calcular de manera directa
los coeficientes de reflexién y transmision a partir de las amplitudes de probabilidad r
y t. Las amplitudes de probabilidad se encuentran imponiendo condiciones de continui-
dad sobre las funciones de onda, definidas para cada region espacial determinada por el
potencial. Segin el formalismo presentado en el capitulo 3, seccién 3.1, se encuentra que,

piL(E = Vo+m) —qi(E+m) —ipVo
p1(E—Vo+m)+q(E+m)+ipVy’
r= (B-17)
p1(E—Vo+m)—i[q(E+m)+ p2Vo)
p1(E —Vo+m) +i[q(E+m)+pVp)’

si g es real,

sl g1 es imaginario.

2p1(E — Vo +m)
) p1U(E = Vo +m) + q(E +m) +ip2 Vo’
o (B-18)
2p1(E — Vo +m)
pi(E—Vo+m)+i[q(E+m)+ pVo]’

si ¢ es real,

si g1 es imaginario.

Recordando que ¢ es imaginario si E — /m2 +p3 < Vo < E + /m? + p3, y es real de
otro modo. Ademads, se ha definido que |g1| = ¢1 en el caso que ¢; sea imaginario.

Calculemos el coeficiente de reflexion en el caso en que ¢ es real,

[pL(E — Vo +m) — qi(E +m)]* + psVy’

[p1(E = Vo +m) + qi(E+m))* + p3Vi (B-19)

R(q1 real) — ‘T’2 =

Aunque esta expresion para el coeficiente de reflexion es aceptable, es posible llegar a una
mas simplificada. Manipulando el denominador de la ecuacién (B-19),
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p1(E —Vo+m) + q(E +m)]* + p3Vi
= pH(E = Vo +m)? + ¢ (E+m)* + 2p1q1 (E — Vo + m)(E +m) + p3Vy
=pI(E +m)> + piVi — 2pIVo(E + m) + ¢} (E + m)?
+2p1q1(E +m)* = 2prq1 Vo (E + m) + p3 Vi
= (E+m)*(p} + qi + 2p1q1) + Vo [pIVo + p3Vo — 203 (E +m) — 2p1q1(E +m)] .

Teniendo en cuenta que p? + p3 = E2 — m? = (E + m)(E — m), entonces la anterior
expresiéon cambia a,

[p1(E —Vo+m) + q1(E +m))* + p3 Vg
= (E+m)*(p; +p5 + 2p1q1) + Vo(E +m) [Vo(E — m) — 2p} — 2p1g1 ]
= (E+m) [pHE+m) + ¢ (E +m) + 2p1q1(E + m)
+VZE — Vim — 2piVh — 2piai Vo -

Como la energia en cada regién del espacio es

E’=p24+pi+m? (siz<0) (B-20)
(E-Vo)2=¢ +p2+m? (siz>0),
es sencillo demostrar que,

qi =i+ V5 — 2BV, (B-21)
Usando esta relacion y continuando con los calculos,
p1(E Vo +m) + (B +m)]* + p3V5
= (E+m) [2p}(E +m) — 2EVy(E +m) + 2V3E
+2p1q1 (B +m) — 2piVo — 2pin Vo -
De modo que se llega al siguiente resultado para el denominador de la ecuacién (B-19),

p1(E Vo +m) + qi(E +m))* + p3V§

; (B-22)
— 2B +m)(E - Vo + m)(p? + pray — EVA).

Manipulemos ahora el numerador de la ecuacién (B-19),

[p1(E =Vo+m) — q1(E +m)] + p3V§
=pi(E +m)? + piVi — 2pIVo(E + m) + ¢} (E + m)?
+ 2011 Vo(E +m) — 2p1q1(E 4+ m)? + pv2
= (E+m)* (0 + ¢ — 2p1a1) + V5 (E + m)(E — m) + Vo(E + m)(2p1a1 — 2p7).

Factorizando E + m de la ultima igualdad,
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[p1(E —Vo +m) — qi(E +m)]* + p3Vi
=(E+m)[(E+m)® + ¢ —2p1q1) + VE(E —m) + Vo(2p1gr — 2p7)]

Expresando ¢? segiin la igualdad (B-21), la anterior ecuacién cambia a,

p1(E —Vo +m) — qi(E +m))* + p3V¢
= (E+m) [(E+m)(2p} + V- 2EVy — 2p1q1)
+ VE(E —m) + 2Vo(p1an *P?)]
= (E +m) [2(E +m)(p} — pra1 — EVp) + V5 (E +m)
+ V(B —m) + 2Vo(priq1 — p1)]
= (E +m) [2(E +m)(p? — prg1 — EVp)
+ 2VEE + 2Vo(pian — 1Y) -

Y luego de algo de algebra, se llega finalmente al siguiente resultado,

p1(E Vo +m) — qi(E +m))* + p3V¢

; (B-23)
=2(E+m)(E—Vo+m)(p1 — 11 — EVo).
En conclusion, el coeficiente de reflexién se simplifica del siguiente modo,
R, = 2(E +m)(E - Vo +m)(p} —prn — EVo)
q1 real) — P
2(F E -V — EV,
g +m)( 0 +m)(py +p1@a 0) (B-24)

_pi—pig— EVo
P +pma — EV

Con las anteriores consideraciones también es posible simplificar el coeficiente de trans-
misioén, en el caso en que ¢p es real. T toma la forma

4p3(E +m)|E — Vo + m|
[p1(E — Vo +m) + qi(E +m)]* + p3V

qu
b1

Tig, reat) = (B-25)

Usando la expresion que ya se habia calculado para el denominador de R, se llega a

2p1|E — Vo + m)|
E—Vo+m)p? +ma — EVp)’

T(q1 real) = |QI’ ( (B—26)
Para simplificar aiin més el anterior resultado, se considera lo siguiente: como la cantidad
|E — Vo +m|/(E — Vy+ m) solo puede tomar los valores 1 o —1, se define

E—
s=sign(E —Vy+m) = |E—‘1;2——:::11|7 (B-27)

que corresponde a la funcién signo de E — Vy + m. Con esto en cuenta, se obtiene el
siguiente coeficiente de transmisiéon para el potencial paso,

2sp1 |Q1\
T = . B-28
(q1 real) p% +piqn — EVp ( )
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El momento ¢, es real si Vj < E —\/m2+p3 o si Vy > E + y/m?2 + p3. Para la primera
de las opciones, Vj es siempre menor que E + m y por lo tanto s = 1. Por otro lado,
en la segunda opcién V; es mayor que F +m y por ende s = —1. Ademas, es necesario
recordar que ¢ es positivo si Vj < E — y/m? —i—p%, o negativo si Vy > E — /m? +p% *,
Asi, finalmente se obtienen los siguientes resultados para el coeficiente de transmision

_ 2p1
T(VoSE*\/mQ‘FP%) - p% +p1q1 — E‘/Q . (B—29)
2p1 |q1
T =— . B-30
Donde en la dltima expresion se ha tenido en cuenta que ¢ = —|q1|, dado que es negativo.

Ahora se obtendran los coeficientes Ry T en el caso que ¢ es imaginario. Observando
la ecuacién (B-17), el coeficiente de reflexién corresponde a

R _PE=Vo+m)+[n(E+m) +p2Vi)?
(i) = P2 (B = Vo + m)? + [0 (E +m) + pa Vo]’ (B-31)

=1.

Es decir, independientemente del valor de potencial y de la energia de incidencia de las
particulas, el coeficiente de reflexién es siempre igual a 1. Realizando el cédlculo para el
coeficiente de transmision, se comprueba que,

@ 4p3(E +m)|E — Vo + m)|
P p(E = Vo+m)2+ [@(E +m)+pVh

En conclusion, se llega a los siguientes resultados para los coeficientes de transmisién y
reflexién, dependiendo del valor del potencial,

(B-32)

*

2
P —mq — EVo : 5
, si Vo < E —+/m2+p3, (q1 es real),
P+ pma — EVp > ( )
R= 1, si E—+/m?+p3 < Vo< E++/m?+p3, (¢ es imaginario).

P2 +pilai| — EVp

2l =BV si B+ /m?+p3 <V, (q1 es real)
1

(B-33)

( 2p1q1
p?+piq — EVy’

si Vo < E—+/m? + p3,

dp1(E +m)|E — Vo +m)|
PHE — Vo +m)2 + [@(E +m) + p2Vo]?

T = |Q1’

2
—Y il S E+ TR < Ve,

P} —pilg| — EVp’
(B-34)

*Ver argumento de la direccién de la velocidad de grupo en la péagina 38.

, siE—y/m?+ps<Vy<E+\/m2+p3
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En la regién de potencial E + /m?2 + p% < Vp se ha tenido en cuenta que alli ¢ es
negativo, y por lo tanto se ha escrito ¢g; = —|q1|.
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Apéndice C

Demostracion de la no
conservacion de la probabilidad en
el potencial paso

Con la obtencion de los coeficientes de reflexién y transmisién en el potencial paso, se
estudia si su suma es igual a 1, es decir, si hay conservacién de la probabilidad en el
proceso de dispersién. En el presente apéndice se realizaran los calculos necesarios para
demostrar que la probabilidad no se conserva para todos los casos de angulo de incidencia
y de potencial, més especificamente, no se conserva en el caso que ¢q; es imaginario.

Se parte desde las expresiones para los coeficientes de reflexion y transmisién hallados en
las ecuaciones (3-27) y (3-28),

p} —pign — EVp
pi+pq — EVy’
R= 1, siE—m' <Vy < E+m, (q1 esimaginario), (C-1)
P+ pilal — EVp
pi —pila] — EVo’

siVo < E—m/, (g1 es real),

si E+m' <Vp, (q1 es real).

( 2p1 1 .
) Sl‘/()SE_m/v
pi+piqn — EVy
4p1(E +m)|E — Vo + m)|

siE—m'<Vy<E+m,
PI(E — Vo +m)?+ [ (E +m) + p2Vo

T = ‘Q1| ]27

2p1 g1

- , si E+m <V
p? —pila| — EVo

(C-2)

Siendo m/ = m2+p§ ya = \\/(E—VO)2 —m? —P%’~

Como el comportamiento de R y T depende del valor del potencial con respecto a la
energia de incidencia y la masa del fermién, es necesario hacer el anilisis separadamente
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para cada una de las regiones energéticas a las que pertenece Vj. Se inicia primero consi-
derando los casos en los cuales gy es real, asi cuando Vy < E—m/ q; es positivo y entonces
la suma de los coeficientes de reflexién y transmisién es

2
pi — g — EVy 2p1 1
R+T)v<gp_m = +
( JWo<E-m p?+pig — EVy  p?+pign — EVg
_ it pa — BV (C-3)
P +piq — EVy
=1.

De tal modo que en este caso se conserva la probabilidad. Ahora observemos el caso
cuando Vy > E + m/, ahora ¢; es real pero negativo, segun lo discutido en el capitulo 3,
y se llega a que la suma de los coeficientes de reflexion y transmisién es

2
pi +pila| — EVo 2p1 @]
R+T)vy>pem = B
( oz E4m pi—pilal = EVo - pi—pilal - EVy
_ p% —p1|Q1\ —EVy (0_4)
P} —pila] — EVp
=1.

De modo que en este caso de potencial también se conserva la probabilidad.

Finalmente, consideremos el caso cuando ¢ es imaginario, es decir, cuando el potencial
se encuentra en las regiones £ — m/ < Vj < E + m’. Aqui el coeficiente de reflexién es
siempre 1, sin embargo el coeficiente de transmision es distinto de cero en todos los casos,
asi que se obtiene

4p1(E 4+ m)|E — Vo +m|
P2(E = Vo +m)? + [ (E 4+ m) + paVp)?

(R+T)p—m<vo<Btm =1+ |q1] (C-5)
Lo cual es siempre una cantidad mayor que 1. Esto quiere decir que la probabilidad no
se conserva en todos los casos posibles, hecho que incluso se hace presente en la paradoja
de Klein en una dimension para el potencial paso.
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Apéndice D

Calculo de las amplitudes de
probabilidad de reflexion y
transmision en el potencial
barrera

En el problema del potencial barrera se observé que para obtener las amplitudes de pro-
babilidad r y t era necesario resolver el sistema de cuatro ecuaciones que resultaba de
imponer las condiciones de continuidad para las funciones de onda en z =0y z = L, que
eran las posiciones espaciales en las cuales se definen los limites del potencial barrera. En
este apéndice se mostrara el proceso matematico necesario para obtener dichas amplitudes
de probabilidad, y se encontrarda ademas las amplitudes de probabilidad a y b asociadas
a las funciones de onda en la region espacial 0 < x < L, que se muestran en la ecuacién 4-9.

El sistema de ecuaciones que se quiere resolver es el siguiente,

r—a—b=-1

—pitipe o atipy \ o ( —atipe \, (Pt
E+m E—-Vo+m E—-Vy+m E+m
ey a+ ()b — (eP) £ =0

q1 + ip2 iLqi —q1 +ip2 ~iLqi}, P1L+ip2\ i 7
= S — === t=0.
<E—Vo+m>e T\ E Vi m)© E+m )€

(D-1)

donde las cantidades r y  son las amplitudes de probabilidad que se quieren encontrar,
v a y b son amplitudes de probabilidad asociadas a las particulas que se transmiten y se
reflejan dentro de la barrera de potencial. Haciendo las siguientes definiciones,

P1 P2
P = Py —
"W Exm’ T E+m’
- N (D-2)
@1 E—-Vo+m’ @ E—-Vo+m’

a=Lp, [=Lq.

Se puede escribir el sistema de ecuaciones de una manera m&s compacta,
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1 0 -1 -1 r -1
—P +iP 0 —Q1 — Q2 Q1 — Q2 t| | P —iP
0 —ele et e~h al 0
0 —(PL +iPy)e™™ (Q1 +iQ2)e® (—Q1+iQo)e b 0
(D-3)
siendo M la matriz,
1 0 -1 -1
Vo | Dt Oia -1 - Q2 Q@1 ;é@2 (D-4)
0 —e e e
0 —(P +iPy)e’™ (Q1+1iQ2)e”® (—Q1 +iQz2)e ™

De este modo, se observa que si se invierte la matriz M automdticamente se obtienen las
amplitudes de probabilidad deseadas. Definiendo las componentes de M ! de la siguiente

manera,
ni1 M2 M3 N4
_ ng1 M2 N23 N24
M= : (D-5)
ng1 NM32 N33 N34
N41  N42 M43 Nad
se obtienen las siguientes relaciones para las amplitudes de probabilidad,
r nilr M2 M3 Nig -1
t| _ | n21 ma2 maz na | | —P1—iP (D-6)
a ng1 N3z N33 N34 0
b N4l M42 N43 N4 0

De esta forma, las amplitudes de probabilidad que se pretenden encontrar estdn dadas
por

r=—ny — (P +iP2)nja,
t = —ng1 — (P + iP2)nas, (D-7)
a=—n3 — (P + iPy)nsa,
b= —n4 — (P +iP2)ngo

Entonces no es necesario encontrar todas las componentes de la matriz inversa M ! para
obtener las amplitudes de probabilidad.

Se procedera ahora a calcular cada componente a partir del método de la matriz de
cofactores,

(=1)"™cjs

det M
con cj; el determinante de la matriz que se obtiene al omitir la fila j-ésima y la columna
i-ésima de la matriz M. Primero se calculard el determinante de M y se procede de la
forma estandar,

(D-8)

nij =
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0 —Q1 — Q2 Q1 — Q2
det M = —e@ et e~
—(Py +iPy)e™ (Q1+1iQ2)e” (—Q1+iQz)e
0 ~1 ~1 (D-9)
— (=P +iP) —el e'? e .
—(PL+iPy)e™ (Q1+iQ2)e” (—Q1+iQa)e™ ™
llegando al siguiente resultado,
det M = [4P1Q1 cos B + 2i(—PE — P§ — QF — Q3 + 2P2Q>) sin 8] €,

1 (D-10)

Ap1qi cos B+ 4i(VoE — p?)sin f] e'LPr.

(E+m)(E—-Vy+m) [

Calculamos ahora los primeros elementos de la matriz de cofactores necesarios para
obtener la amplitud de probabilidad r,

—Q1 —iQ2 Q1 —iQ2
c11 = —eter et e~ ,

—(P +iP)e® (Q1+iQ2)e (—Q1 +iQ2)e " (D-11)
= [2Q1(P1 +iP2) cos f — 2i(QF + Q3 — P2Qa + iP1Q2) sin ]

0 -1 —1
Co1 = _ela et e~ B ,
—(P +iPy)e’™ (Q1+1iQ2)e”® (—Q1 +iQz2)e™ ™ (D-12)

= [2Q cos B — 2i(Py + iPy — iQy) sin 3] €.

Asi, usando las ecuaciones D-7 y D-8, la amplitud de probabilidad r es,

—c11 + (P + iPy)con
det M
_ 2i(QF + Q3 — PE + P} — 2P,Q2 + 2iP1Q2 — 2iPy P,) sin 3 €'
N [4P1Q1 cos 8+ 2i(—P2 — P2 — Q? — Q3 + 2P»Q) sin ,8] egie

(D-13)

Lo que finalmente arroja como resultado,

o —Vo sin(gi L) [pip2 + i(Em + m? + p3)] (D-14)
(E+m) {prqrcos(q1 L) + (EVp — pf)isin(q1L) }
Siendo valido solo en el caso en que q; es real. Para extender r en caso que ¢; es imaginario,
se tendrd en cuenta que g1 = iqy, con g1 real, y que cos(ifl) = cosh(#), sin(if) = isinh(0);
con lo cual se obtiene

Vosinh(q1 L) (Em +m? + p3 — ip1p2)
(E+m) {ip1q cosh(@1L) — (EVp — p}) sinh(q:1L) }

r(¢giimaginario) = (D-15)
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Se procede similarmente para obtener la amplitud de probabilidad ¢, calculando pri-
mero los elementos correspondientes de la matriz de cofactores,

—P+iPy  —Q1—1Q2 Q1 — Q2
clg = 0 eth e~ B ,
0 (Q1 +1iQ2)e™  (—Q1 +iQ2)e (D-16)
= ZQl(Pl — ZPQ)
1 -1 -1
coo = |0 B e~ ,
0 (Q1+iQ2)e” (—Q1+iQ2)e (D-17)

= —2Q1.

De tal modo que la amplitud de probabilidad de transmisién es ,

ci2 — (P1 +iP3)co
det M
le(Pl — ZPQ) + QQl(Pl + ZPQ)
[4P1Qq cos B+ 2i(— P} — P} — Q% — Q3 + 2P,Qy) sin 3] e’

y reemplazado los valores de P, P, Q1 y (2 segun las definiciones mostradas en la
ecuacion D-2, se llega al resultado final,

g:

(D-18)

qpy ek

p1qicos(qiL) + (EVp — p?)isin(q1 L)
Este resultado es valido solamente cuando ¢; es real. Teniendo en cuenta las misma con-

sideraciones hechas al calcular 7 cuando ¢ es imaginario, se obtiene la siguiente amplitud
de probabilidad, valida para el caso en que ¢; es imaginario,

t=

(D-19)

- iqpr e (D-20)
ip1G1 cosh(q1 L) — (EVp — p%) sinh(q L)

Sl

Aunque no es necesario para los propésitos del presente documento, por completez se
mostraran las amplitudes de probabilidad a y b, relacionadas con las funciones de onda
en la region espacial 0 < x < L. Primero, se precede para la amplitud de probabilidad a,
primero calculando los cofactores asociados,

—P +iP, 0 Q1 — Q2
c13 = 0 —e' e~ e
0 —(P +iPy)e™ (—Q1+ ’L'QQ)G_Z’B (D_21)

= (=P +iPy) (P, + Q1 +iPy — iQq)e” e,

1 0 -1
co3 = |0 —elo e~ ,
0 —(P+iP2)e’™ (—Q1+iQo)e (D-22)

= (P, + Q1 +iPy — iQq)e e,

Y usando las relaciones D-7, se llega al siguiente resultado para a, valido solo para el caso
q1 real,
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—c13 + co3(P1 + %)
det M ’
pre 0 [py(E — Vo + m) + qi(E 4+ m) — ipa Vo]
(E 4+ m) {2p1g1 cos(q1 L) + 2i(EVy — p?)sin(q1 L) }

v si g1 es imaginario,

pleL‘71 [pl(E —Vo+ m) + Z(jl(E + m) — inVQ]

a =

Finalmente, para b,

—P+1P 0' —(Ql + ZQQ)
Cla = 0 —ee eth ,
0 —(Pl + iPQ)@wé (Ql + Z'QQ)GZB
= (=P, +iP) (P — Q1 +iPy — iQq)ePei.
1 0 -1
coq = |0 —ete eth ,

0 —(PL+iP)e™™ (Q1+iQq)e™”
= (P — Q1 +iPy — iQy)ePe™™,
Llegando al siguiente resultado,
c14 — co4(P1 +iPy)
det M ’
_ —pre LN [py(E — Vo +m) — q1(E +m) — ip2V]
(E +m) {2p1q1 cos(q1 L) + 2i(EVy — p?) sin(q1 L) }

y en el caso en que ¢ sea imaginario,

b:

b— —p1el @ [p1 (B — Vo +m) —iqi(E + m) — ip2Vp)

(E +m) {2ip1q1 cosh(q1 L) — 2(EVy — p?) sinh(q1 L)}

(E 4+ m) {2ip1q1 cosh(q1 L) — 2(EVy — p?) sinh(q: L)}

(D-23)

(D-24)

(D-25)

(D-26)

(D-27)

(D-28)
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Apéndice E

Conservacion de la probabilidad
en el potencial barrera

En el estudio de la dispersion de fermiones sobre el paso de potencial, se ha demostrado
que, en general, la probabilidad no se conserva para cualquier angulo de incidencia. Aho-
ra se presenta el mismo analisis para la barrera de potencial, y evaluando la suma del
coeficiente de reflexion y el coeficiente de transmisién, se va a demostrar que se conserva
la probabilidad para todos los dngulos de incidencia, en todas las condiciones impuestas
por el potencial.

Partiendo de las ecuaciones (4-23) y (4-24), que representan los coeficientes de reflexion
y transmisién en cada regién de potencial,

VR (E? —p}) sin® (¢ L)

. , siVo<E—m/,
p%q% cos? (1 L) + (EVy — p%)2 sin2 (g1 L)

Vi (E? — p?) sinh*(, L)

R= 4 , siE—m'<Voy<E+m,
p%cj% cosh? (L) + (EVy — p%)2 sinh? (@1 L)
VEE? — p) sin® (L) siE+m <.
pig? cos? (1 L) + (EVy — p?)? sin? (1 L)’ -
(E-1)
( 2,9
qa1P1 . /
- , siVo < E—m,
piqi cos? (L) + (EVy — p?)? sin? (¢ L)
VE(E? — p?) sinh?(q, L
T = 0 (E” — py)sinh (@1 L) si E—m < Vo< E+n,

p3q3 cosh?(q1 L) + (EVp — p?)2sinh?(qi L)’

4ipi

- , si E4+m <.
piqicos? (L) + (EVy — p3)? sin® (q1 L)

(E-2)
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Donde m' = \/m2+p3, vy @ = |¢1| = [\/(E — Vo)2 — m2-p3|. Cabe recordar que q; es
real en las regiones de potencial V) < E —m/ y E+m/ <V}, e imaginario si £ —m/ <
Vo < E + m/. Se realizard ahora la suma de R y T, para el caso en que ¢; es real,

Vi (E? — p?) sin® (L) + piqi
p%q% cos? (1 L) + (EVp — p%)2 sin? (1 L)

Manipulando el numerador de la anterior expresion se llega a

R+T=

pigicos®’(qL) + {VZ(E? —pi) + piqi } sin®(q1L)
p%q% cos? (g1 L) + (EVp — p%)2 sin? (q1 L)

R+T = (E-3)

De modo que si se prueba que los coeficientes que acompafian a sin? (g1 L) son iguales, se
demuestra que R+ T = 1. Operando uno de los dos coeficientes,

Vi (E? = p}) + ¢ip} = E*V§ — piVi§ + qip}

4
= B*V§ +pi(qf — Vi) (E-4)

Por otro lado, como la energia de los portadores de carga en cada regién espacial es

E? —pi=pi+m? siz<O,

E-5
(E—Vo)? —¢? =p5+m? siz>0. (E-5)
Y a partir de la ecuacién (E-5), es sencillo demostrar la siguiente relacion,
@ —VE =pi —2EW,. (E-6)
Usando esta relacion, la ecuacién (E-4) cambia a,
Vi (B = p?) + aipi = B2V + pi(pf — 2EVh)
= E°V + pi — 2EVopt (E-7)

= (EVp — p})*.

Demostrando que R+ T = 1, para ¢; real.

Ahora se estudia el caso donde ¢; es imaginario, que corresponde a la regién de energia
E—m' < Vy < E+m'. Calculando directamente la suma de ambos coeficientes,

Vi (E? — p}) sinh®(1 L) + pig}
p%(j% coshz(q_lL) + (EVy —p1)? sinhz(q_lL)'

Usando las propiedades de las funciones hiperbdlicas, se llega a,

R+T=

piai cosh®(@L) + {Vi(E? — pi) — pidi} sinh®(@ L)
p2q? cosh* (1 L) + (EVp — p1)? sinh?(q1 L)
asi que, similarmente a cuando ¢ es real, se debe demostrar que los coeficientes que

acompanan a sinhQ(ql L) deben ser iguales. Se elige el coeficiente que acompaiia al término
sinh?(g; L) en el numerador,

R+T = : (E-8)

VE(E? —pt) — piat = E*VE +pi (—@; — ViY). (E-9)
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Sin embargo, teniendo en cuenta que q; = iy, se concluye que g7 = —q%. Reemplazando
esto en la anterior expresion, y usando la ecuacién (E-6), se concluye que

Vi (B = pi) — piai = (EVo —pi)*. (E-10)
De modo que también se conserva la probabilidad, al demostrar la relacion R+ T = 1
para ¢; imaginario.
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Apéndice F

Gas de Fermi relativista en dos
dimensiones para fermiones
masivos

Con el objetivo de establecer una relacién entre los resultados obtenidos para la dispersion
de fermiones relativistas, descritos por la ecuacién de Dirac, y un proceso de dispersion
en una juntura del tipo npn para el grafeno monocapa con gap, se estudia el formalismo
del gas de Fermi relativista, cuando los fermiones tienen masa distinta a cero. Con este
andlisis es posible plantear una conexién entre la energia de incidencia de los portadores
de carga, el potencial, y la masa de los fermiones, para el problema de la paradoja de
Klein en la ecuacién de Dirac; y la densidad de portadores de carga y el gap de energia en
el grafeno. En ultima instancia, es este formalismo el que permite relacionar un problema
en mecanica cuantica relativista, con un sistema fisico real en fisica del estado sélido.

Para mostrar la relacion entre la concentracién de los portadores de carga en el grafeno,
v la energia con la que ellos inciden en el sistema bidimensional, es necesario estudiar el
gas de Fermi en dos dimensiones cuando los fermiones, esta vez masivos, tienen energias
relativistas de la forma E = Ej, +mc? = \/c2p? + m2c?, siendo Ej, es la energia cinética
y mc? es la energfa en reposo de un fermién. Se considera que los portadores de carga no
interactian entre si, y que como es sabido para el caso de particula libre, estan descritos
a través de una funcién de onda plana. De manera andloga a como se realiza el estudio
del gas de fermiones no relativista, se inicia describiendo el comportamiento de fermiones
libres confinados en una caja.

F.1. Particulas libres confinadas en una caja

Una de las hipétesis inicialmente planteadas para describir el comportamiento de un gas
de fermiones no relativista, es suponer que las particulas estdn confinadas en una caja,
de lado L y volumen L3. A continuacién se mostrard brevemente el formalismo para una
particula no relativista, descrita por la ecuacién de Scrhodinger, para luego compararlo
con el caso relativista e identificar las diferencias mas importantes.

El potencial que confina a las particulas dentro de la caja toma la siguiente forma,
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0, si & <0,
V(z,y,2) =40, si0<&<L, (F-1)
0, si L <&.

Con £ cualquiera de las variables x, y, z. De este modo, la ecuacién de Schrédinger
independiente del tiempo es,

2
<2p — V(a:,y,z)) U(z,y,z) = EV(z,y,2). (F-2)
m
Con p = —ihV el operador de momento en representacién de coordenadas. Dentro de la

caja, los fermiones son libres, y entonces la funciéon de onda esta dada por la solucién a
la ecuacion de Schrodinger libre,

\I/(m-7 Y, Z) — Neé.(plx+p2y+p3z)_ (F—S)

Siendo N un factor de normalizacién. Como las particulas estan confinadas en una caja,
se imponen condiciones de frontera periddicas para la funcién de onda [41, pag. 146], de
la forma V(z = 0,y,2) = ¥(z = L,y,2), ¥(z,y =0,2) = V(z,y = L, 2), ¥(z,y,z2 =0) =
U(z,y,z = L). Estas condiciones de frontera implican que el momento en cada direccién
del espacio se encuentra cuantizado [41, pag. 146],

2ﬂhl
pP1 = L 1
2mh
P2 = 7527 (F'4)
_ 27Thl
p3s = I 3.

Con [y, Iy y I3 ntimeros enteros. Definiendo el vector de onda como k = p/h, entonces

2
7
Finalmente la funcién de onda dentro de la caja se define a partir del vector de onda
como sigue [41, pag. 147],

k= l1,12,13). (F-5)

U(r) = Nekr, (F-6)

Para finalizar con el andlisis para una particula no relativista, en el espacio de los vectores
de onda, el volumen (27/L)? contiene exactamente un solo estado cudntico [41, pag. 147],
y por ende, la densidad de estados (ondas planas), que corresponde al nimero de estados
por unidad de volumen en el espacio k, es

L (F-7)

27 3 87'('3
L
Ahora, si se quiere hacer un analisis similar para un gas de Fermi relativista, en don-

de las particulas estan descritas por la ecuacién de Dirac, no se puede aplicar la simple
condicién de que las particulas estan confinadas en una regién del espacio, porque como
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se ha demostrado multiples veces, debido a la paradoja de Klein los fermiones pueden
transmitirse a través de un potencial que tiende a infinito.

Para lograr confinar los fermiones en una regién determinada, es necesario que la natu-
raleza del potencial sea distinta a la electromagnética. Cabe recordar que la interaccién
electromagnética, introducida a partir del cuadripotencial A* = (®/c, A), modifica el
cuadrimomento de la particula del siguiente modo,

pt — pt —eAr. (F-8)

Por otro lado, es posible introducir interacciones en el sistema diferentes a la electro-
magnética, y estas modifican de forma distintas a la ecuacién de Dirac. En particular,
una interaccién de la forma [44]

m — m ~+ i V(z) (F-9)

Con «ay la matriz definida en la ecuacién (2-2). Este tipo de interaccién, que modifica la
masa en la ecuacién de Dirac, en vez del cuadrimomento, estd ausente de paradoja de
Klein [44], y por lo tanto puede confinar particulas [44]. Con este argumento se justifica
que es posible confinar los fermiones en una regién del espacio (aunque no mediante cam-
pos electromagnéticos), y por este motivo es posible realizar un andlisis para particulas
relativistas en una caja. Con esto en mente, y teniendo en cuenta que se van a aplicar los
resultados obtenidos a la descripcién del grafeno, se estudiara el problema de de fermiones
descritos por la ecuacién de Dirac confinados en un cuadrado (bidimensional) de drea L.

Dentro del cuadrado, los fermiones son libres y por ende estan descritos por la funcién
de onda libre,

1 1
0 0 .
U(z,y,t)= |N 0 + N’ 0 e (Pra+p2y—Et) (F-10)
cp1 + icpo cp1 — 1Cp2
E + mc? E 4+ m?

Donde se construye la funcién de onda como la superposicién de las ondas con ambas
proyecciones de espin. Las cantidades N y N’ son constantes de normalizacién que no
dependen ni de la posicién ni del tiempo, debido a que no se considera interaccién fermion-
fermion. En este problema también se imponen condiciones de frontera periddicas para
la funcién de onda,

U(x=0,yt) =V(r=L,yt),

U(z,y=0,t) = W(z,y = L,t). (F-11)

Aplicando estas condiciones,
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1 1 7]
0 0 .
N 0 +N’ 0 e ntt
cp1 + icpo cp1 — 1Cp2
E +mc? E+m?2 /.
) ) (F-12)
0 0 .
— N 0 + N/ O e%(p1L+p2L7Et)'
cp1 + icpa cp1 — icp2
E + mc? E +m?

De estas condiciones se obiene que

N+ N' = (N + N)erP1%erP2y,
NP + icpa )CP1 — P2 ( cp1 + icp2 /CP1 — iCp2> cipiz iy (F-13)

N
E +mc? E +mc? E +mc? + E +mc?

De lo cual se llega a la misma conclusién que en el caso no relativista, pero en dos
dimensiones.

2mh
p1 = Tl17

ok (F—14)
b2 = TZQ'

Con Iy y Iy enteros. Se define el vector de onda de la misma forma que en el caso no
relativista, k = p/h,

k= %(zl, Io). (F-15)
Esta relacién implica que los estados posibles del sistema definen una red cuadrada de
puntos en el espacio k, de tal modo que la distancia entre puntos mas cercanos corresponde
a 27 /L. Como consideracién final, se encontrard la densidad de estados de onda plana
en el espacio del vector de onda. En la figura F-1 se muestra que en una regiéon de area
(27/L)?, en el espacio k, hay contenido exactamente un estado de onda plana, y debido
a ello la densidad de estados es,

1 L2

I
(%)

Que corresponde al nimero de estados por unidad de area en el espacio k. Si los estados
cuanticos del sistema son degenerados, es necesario multiplicar la anterior cantidad por
el degeneramiento ¢'.

(F-16)
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ky ky

Figura F-1: Esquema del espacio k de dos dimensiones. A la izquierda, se muestra el
espacio k y cada nodo de la red (punto de interseccién de las lineas punteadas) corresponde
a un estado de onda plana, dado por el vector de onda k = (27/L)(l1,l2); la distancia
minima entre dos puntos es 27/L, y por ello el cuadrado rojo de rea (27/L)? contiene
exactamente un estado de onda plana. A la derecha, se muestra que si L es muy grande,
la red es muy fina, y por lo tanto en la regién roja de area 2mkdk (dk tiende a cero) el
niimero de estados contenidos alli corresponde a multiplicar dicha 4rea por 1/(27/L)?
[41, pag. 147], que es la densidad de estados en el espacio k.

F.2. Energia de Fermi en el gas de fermiones masivos rela-
tivista

A partir del hecho de la posibilidad del confinamiento de los fermiones relativistas en una
regién espacial, y una vez obtenida la densidad de estados en una regién del espacio k, el
paso siguiente es hallar el nimero de particulas en el sistema para un potencial quimico
dado. Como es conocido que el potencial quimico corresponde a la energia de Fermi si
T = 0K, en ultima instancia se obtendra el nimero de particulas en el sistema en funcién
de la energia de Fermi.

Como primer paso, se encontrard el nimero de estados del sistema en un diferencial de
energia dF, que se define como g(E)dE. Si el drea L? es suficientemente grande, la red
de puntos en el espacio k£ es muy fina, y por ende se puede utilizar una aproximacion de
continuo, de tal modo que el niimero de estados en una regién en el espacio k se calcula
como su area multiplicada por la densidad [41, pag. 147], del siguiente modo:

o Area correspondiente en el espacio k,\ [Densidad de estados
9(E)IE = ( asociada a dF ) ( en el espacio k - (17
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Reemplazando cada término de la anterior ecuacién se llega a lo siguiente,

g(BE)dE = (2rk) (52 dE) ( (52’:)12) , (F-18)

donde 27k es el perimetro de una circunferencia de radio k en el espacio de los vectores
de onda, dk = j—ng es el grosor de dicha circunferencia definida por un diferencial dF,
de tal modo que el area corresponde al producto de las dos cantidades. Como los estados
de onda plana son degenerados, se multiplica la densidad de estados por el degeneramien-
to ¢’ de los fermiones, que en principio corresponderia a 2 si se considera solamente el
degeneramiento de espin, sin embargo, como se pretende describir el comportamiento de
los portadores de carga en el grafeno, la estructura misma del material induce nuevos
degeneramientos.

La relacién de dispersion en el caso estudiado corresponde a

E =V h%k2 +m2ct, (F-19)

entonces,
dk E
o= F-2
dE  2h’k (£-20)
Reemplazando la ecuacién (F-20) en la ecuacion (F-18), se llega a,
/
gA
FE)dE = ———FdFE. F-21
o(B)dE = Lo (F-21)

Para encontrar el niimero de fermiones N en el sistema para un potencial quimico p
dado, se multiplica el anterior nimero de estados por el nimero esperado de fermiones
en un nivel de energia, que corresponde a la distribucién de Fermi-Dirac, y se integra en
toda la region de energias,

N = [ o= [ S0 (F-22)

En la ecuacién (F-22) se ha tenido en cuenta que la energia minima de un fermién corres-
ponde a la energia en reposo. Para tener en cuenta correctamente la energia en reposo en
la distribucién de Fermi-Dirac, es definiendo un nuevo potencial quimico de la siguiente
forma [45],

i=p—mc. (F-23)
Esto modifica la distribucién de Fermi-Dirac como sigue,

1
o(BE—m—)/ksT 1 |

F(E w) = (F-24)

Para simplificar el problema, se considera que el sistema se encuentra en una tem-
peratura 7" = 0K (para ser rigurosos, muy cercana a ella), asi que para este caso, la
distribucién de Fermi es igual a una funcién de tipo paso 1 — O(E — mc? — [i) (esto es,
toma valor 1 si E —mec? < i, y 0 de otro modo)[41]. En T = 0K, el ntimero total de
particulas es,
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Ep+mc? g/A Ep+mc?
N = / g(E)dE = / EdE, (F-25)

mc? 2mh2c2 me2
donde E'r se define como la energia de Fermi, y corresponde al valor que toma el potencial
quimico modificado i cuando T = 0K [41]. El limite superior de la integral se encuentra
conociendo que la funcién paso toma valor 1 cuando se cumple condicién E —mc? < Ep,

o equivalentemente, E < Ep + mc?.

Al calcular explicitamente la ecuacién (F-25), se encuentra que

/
g'A 2)2 2 4
N=|—"== Er +mc”)* —m~c) . F-26
(47rh202> (B ) ) ( )
Despejando la energia de Fermi, se llega finalmente a,

4mh2c? /2

Ep = < ~n+ m204> —md?, (F-27)
g

siendo n = N/A la densidad de fermiones por unidad de drea. Con este formalismo se
ha encontrado la dependencia de la energia de Fermi con la densidad de fermiones por
unidad de area en el sistema, asi como de la masa m del fermién. Este resultado es im-
portante porque la energia de Fermi corresponde a la energia del estado electrénico mas
energético del sistema [42, pag. 28], de modo que los portadores de carga en menores
estados energéticos no pueden interactuar en el sistema, y por lo tanto, la energia de
incidencia y el potencial (en le problema de la paradoja de Klein) se definen a partir de
la energia de Fermi.
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