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Resumen y Abstract IX

Resumen

En la experiencia como docente del curso de Calculo integral en el nivel universitario, he
evidenciado, en diferentes grupos de estudiantes, dificultades relacionadas con la
comprension, interpretacion y aplicacion del concepto de integral definida. Aparte de lo
anterior, al analizar la discusion del tema, antes mencionado, en libros de texto
comunmente utilizados por los docentes, se observd, que esta discusién es esquematica,
formal y poco profunda. Teniendo en cuenta esta problemética, en la unidad didactica que

se presenta en este trabajo se plantea una aproximacion intuitiva y secuencial al concepto.

Se describen, en el marco que fundamenta la unidad, elementos relacionados con la
historia y la epistemologia del concepto de integral, enfatizando en el analisis de los
obstaculos epistemoldgicos y didacticos asociados a ellos y en los aspectos disciplinares
relativos a la teoria de integracién y en particular a la introduccién del concepto de integral

definida.

La unidad didactica se inicia con actividades relacionadas con la determinacion de areas
de regiones planas (regulares e irregulares), por recubrimiento, y propone
secuencialmente situaciones que permiten aproximarse al concepto formal de integral
definida, haciendo énfasis en procesos de visualizacion y generalizacién, con el apoyo del

software Geogebra.

Palabras claves: Inscrito, circunscrito, recubrimiento, area, suma de Riemann, integral

definida.
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Abstract

Teaching experience in the course of integral calculus at the university level, | have shown,
in different groups of students, difficulties related to the understanding, interpretation and
application of the concept of definite integral. Apart from the above, in analyzing the
discussion of the topic, above, in textbooks commonly used by teachers, it was noted that
this discussion is schematic formal and shallow. Given this problem, in the teaching unit is
presented in this paper, intuitive and sequential approach to the concept arises.

Are described under underlying unity, elements related to the history and epistemology of
the concept of comprehensive, emphasizing the analysis of epistemological and didactic
obstacles associated with them and the disciplinary aspects of the theory of integration and

in particular the introduction of the concept of definite integral.

The teaching unit begins with determining related areas of flat regions (regular and
irregular), for coating activities and proposes sequentially situations that allow approaching
the formal concept of definite integral, emphasizing visualization and generalization

processes, with Geogebra support software.

Keywords: Inscribed, circumscribed, covering, area, Sum of Riemann, definite integral.



XI

Contenido
Pag.
e |- o [=T ot 41 T=T (o 1SR Vil
RESUMEBN ... IX
F Y 013 = Lo T TP PP PR OPPPPPI X
1670] 0112 0110 [0 JUUR T PP PP PP PPPPPPPRPPTNE XI
[ 2= W [ {0 U = C P PSP PP PTPRPN XV
] (o o (U Totol o ] o [PPSR PSR 1
I |V o oo TN o 1S3 (o] T o PRSP 4
1.1, Origenes del CAICUIO ..........ouuuiii i 4
1.2, La MatEMALICA GHEQA. .. . ueiiieeiiiiiiiiiieiiee e ettt e et a e e e e eaaeas 4
1.2.1. Eudoxo de Cnido (408 A.C-355 A.C)..coovriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeee 5
1.2.2. Arquimedes de Siracusa (287-212 A.C.) ..ccooiiiriiiiiii e 9
1.3.  Lamatematica del Siglo XVL.......c..uuiiiiiiiiiiiiiiiiiee e 13
1.3.1. SimOn Stevin (1548 - 1620)......cccceviiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee e 14
1.3.2.  Johannes Kepler (1571 - 1630). ....cuuuuiiiieeeeiiiiiiiiieee e eee et eeeeeenens 14
1.3.3. Galileo Galilei (1564 - 1642).....cccuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 15
1.3.4. Bonaventura Cavalieri. (1598-1645).........ccccccvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnn, 16
1.3.5. Pierre de Fermat (1601 - 1665) ......ccuceeiiieeiiiiiiiiiiiei e eee e eeanens 17
1.4. Lamatematica del Siglo XVIl........coooriiiiiiiiie e 18
1.5. Lamatematica del Siglo XIX .....cc.uuuiiiiiiiiiiiiiiieieee e 19
1.5.1.  Agustin Louis Cauchy. (1789 - 1857) ......ccevvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeee 19
1.5.2. Bernhard Riemann (1826 —1866) ...........cccevrrerriiiiiieeeeriiiiiiiiiee e eeeeeennnns 20
1.5.3. Camille Jordan (1838 - 1932) .....ccouuiuiiiiieeeeieeieiee e 20
2. Marco EPIStEMOIOQICO ....ccoiiiiiiiiiiiii ettt 22
2.1. Dificultades y ObStAcUlOS COGNILIVOS. ........uuuuurmmniiniiiiiiiniiiiniiieennennnenneennennnnennnnee 22
2.1.1.  Obstaculos epiStemMOIOQICOS. ......ceeiiiiiiiiiiiiie e 24
2.1.2. ODbStACUIOS DIdACLICOS. ... .uuuuuueuiiiiiiiiiiiiiiiiiaaia e aaeneannnnnnnane 32
2.1.3.  REVISION & TEXLOS. ... uuuuuuuuuunnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnennnnnnnnnnnnnnnennnnnnnnnnes 35
2.1.4.  Prueba DiagnOStiCa.........ccceiiiiiiiiieii et 40

2.1.5. Analisis de resultados de la prueba diagndéstica. ............ccccecvvvveeennnnn. 41



Xl

Unidad didactica para la interpretacion de la integral definida como el area de una region
plana, mediante la modelacién de las funciones en Geogebra

Y= T oo T I Yo ] o] [T - T SRS 53
3.1. Areas de regiones rectangulares y triangulares. ..............cccccevevveeeeeeeeevennennane. 53
3.1.1. Postulado de la adiCiOn de Areas. ...........cccueuuumimmmimimiiiiiiiiiiiiieiineinnnnnane. 55
3.1.2. Definicion axiomAtiCa d& Area............uuuuuuummmumuriiiiiiiiiiiiiiniiiiennnnanennnnnnnenne 56
3.2. El area de regiones MAs generales ............cccooriiiiiiiiiiiiiee e 57
3.3. Area de regiones planas limitadas por diferentes tipos de curvas. Sumas de
RIEIMANN. ... 59
3.3.1. Sumas superiores e inferiores de Riemman .............cccccviiieee e, 63
3.4. Propiedades de la integral definida..............cccooiiiiiiiiiiiiiiiie 69
3.5. FUNCIONES €SCAlONAUAS. ......uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiii bbb nnennes 72
3.5.1. Integrales definidas de funciones escalonadas.............ccccceeeeeeeeiiiiiiinnnnn.. 72
3.5.2. Propiedades de la integral definida de una funcién escalonada.............. 75
3.6. Funciones Riemann Integrables - R — Integrables. ................ccccccuvvrrnnnnnnnnn. 81
3.7. Primer Teorema fundamental del calculo. .............ccccuvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinens 85
3.8. Segundo teorema fundamental del CAICUIO. ..............uuvuuiiiiiiiiiiiiiinnns 87
3.8.1. Regla d& BarrOW. ..........uuuumuuiiiiiiiiiiiiiiiiii e 88
3.9. Funciones Jordan integrables. ..o 89
3.9.1. Medidas interior y exterior de Jordan...........ccccceeeieeeiiiiiiiiiii e 89
3.9.2. Conjuntos Jordan medibIES. ..............uuuuiiimiiiiiiiiiiii 90
3.10. Problemas de valor iNICIal...............uuuuuuummmiiiiiiiiiiiiiiiiii e 94
Y =T oTo T o F= o i oo J PP 96

4.1. Investigaciones relativas a la introduccién del concepto de Integral Definida. ...96

4.2. Investigaciones relativas al uso de las tecnologias...........ccccceeeeeeieeeieieeeeeeee, 97
4.3. El uso de la tecnologia en el aprendizaje de las mateméticas. ......................... 98
4.3. 1. GEOGEDIA ...ccc i i 99
4.3.2. Uso de Geogebra en la ensefianza del célculo ..............cccccoovinnneee. 100
0 o1To F= To l DI o F-Tox 1 oF R OO U PO PPPPTPUPPUPPPPIN 102
ST 191 10T [0 [o o o o F PR ET P PPPPPPPPRRPRR 102
I O o TT=Y 1Y/ 01 P PUOOR SRR 102
5.2.1.  ODbjJetivo GENEIAl ........coiiiiiiiiieiee et 102
5.2.2. ODbjetivos ESPECIfICOS .......uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiic e 102
5.3. Caracteristicas de la unidad. ...........ccoouiiiiiiiiiieieeii e 103
CS T S Y/ 1= (o T (o] (o o | T 103
LR T o 11/ T =T [ P 104
5.5.1. Actividad 1. Area de regiones planas regulares e irregulares. .............. 104
5.5.2. Actividad 2. Poligonos inscritosy &rea del circulo. ...........ccccccvvvvnnnnnne 113
5.5.3. Actividad 3. Areas de regiones planas construidas sobre un plano
(o= 1 (=157 =g [0 TP 118
5.5.4. Actividad 4. Area de regiones planas limitadas por curvas. ................... 123
5.5.5. Actividad 5. La integral definida. Sumas de Riemann ........................... 124
5.5.6. Actividad 6. Secuencia General.............ccouvvuiiiieeeeeiiiiiee e 129

5.6. Andlisis de resultados de la aplicacién de la unidad didactica ........................ 135



Contenido X1

ConcluSIONES Y FECOMENUACIONES ......ceiieiiiiiiiiiiieie ettt e e e e e e et e e e e e e e e s e ababeeeeaaeeeaanbsaneeaaaeaaann 142
A. ANEXO0: Prueba DIiagNOSHICA. .....ceieeiiiiiiiiiieeie e e i e ciieie e e e e s e s r e e e e e s st e e e e e e e s s nnba e e e e e e e s sannnrnees 145
B. Anexo: Algunas respuestas de la prueba diagnOstiCa...........ccevieeiiiiiiiiieniie e 149
C. Anexo: Guia basica de GeOgEDIa........cccuviiiiii i 157

2] o] IToTo ] = 1 - NPT PPPTRTRTR 166



XV

Unidad didactica para la interpretacion de la integral definida como el area de una region

plana, mediante la modelacién de las funciones en Geogebra

Lista de figuras

Pag.
Figura 1-1. Uso del método de exhaucién en la cuadratura de la parabola planteado por
Arquimedes. (EVES, 1990). ... ..uuiiiiiiieiiiiiiiii et e e e e e e e e e 8
Figura 1-2. Lema de exhaucion aplicado al area del circulo (Eves, 1990) ............ccccevueee 9
Figura 1-3. Uso del método de exhaucion en la cuadratura de la parabola (Eves, 1990)11
Figura 1-4. El Palimpsesto (Gonzalez, U.P.M, 2008)..........cccovvuiiiiiiiieeeeeieiiiiiiee e eeeeeeanens 12
Figura 1-5. Galileo, Interpretacién de la variacion tiempo — velocidad ........................... 16
Figura 1-6. Método de Fermat (EVeS, 1990) ......ccceuriiiiiiiiiiiiiieeeeiiiiiiieee e 18
Figura 2-1. Concepcion inicial de un area no poligonal............ccccceeeiieeiiiiiiiiiiin e, 42
Figura 2-2. Respuesta més pertinente de la prueba. ...........cccccooiiiiiiiiiiie, 46
Figura 3-1. Relacion entre area y PErmetro...........couviiiiiiieiiiiiiicie e eaenns 53
Figura 3-2. Relacion areas de regiones triangulares y rectangulares. .......................... 54
Figura 3-3. Postulado de la adiCiOn de Areas............ccccoiviiieiiiiiiee e 55
Figura 3-4. Propiedad aditiVa..............ooouuiiiiiiii e 56
Figura 3-5. Aplicacion del método de exhaucCion. ..............eeeieeeiniiiiiiiiiieeee e 59
Figura 3-6. Rectangulos de aproXimaciOn. ............oooiiuuiiieiieeeeee i 60
Figura 3-7. Rectangulos de altura un valor eXtremo .............ceuviiiiiiieeeiieeiiiieee e, 62
Figura 3-8. llustracion del lema 3.3. 1. ... 64
Figura 3-9. Integral definida como area bajo la curva............cccccceeeeiiiiiiiiiiieee e, 67
Figura 3-10. Integral definida como diferencia de areas. ............ooccvvvvveeiieeiiiiiiiiiiineenn. 68
Figura 3-11. Area limitada por una funcion CoONStante. ..............cccecevveveeiieiirereereeenene, 69
Figura 3-12. Integral de una suma de fUNCIONES. ........ccoeiiiiiiiiiiiiiiie e, 69
Figura 3-13. Integral de una constante por una funCioN..............ooccvvieeeiieeeiniiniiiiieeeenn 70
Figura 3-14. Integral de funcidn diferencCia.............oouuviiiiiiiieiiiiiccee e, 71
Figura 3-15. Integral de funcidn diferencia..............ouuuiiiiiiieiiiiccee e 71
Figura 3-16. Integral definida de una region rectangular...............cccvvvveiieeeniiiiiiiieeeenn. 73
Figura 3-17. Integral definida de una funcidn escalonada...............cccceeveeeiviiinieninnnnnnnnnns 74
Figura 3-18. Integral definida de una funcién escalonada. Propiedad aditiva ............... 75
Figura 3-19. Integral definida de una funcién escalonada. Propiedad Homogénea (c=2)
....................................................................................................................................... 76

.Figura 3-20. Integral definida de una funcién escalonada. Propiedad de Linealidad.... 77

Figura 3-21.
Figura 3-22.

areas..........

Integral definida de una funcion escalonada. Teorema de comparacion... 78
Integral definida de una funcién escalonada. Postulado de aditividad de
.................................................................................................................... 79



Contenido

Figura 3-23.
areas..........
Figura 3-24.
Figura 3-25.
Figura 3-26.
Figura 3-27.

Figura 3-28.
Figura 3-29.

XV
Integral definida de una funcion escalonada. Postulado de aditividad de
.................................................................................................................... 79
Integral definida de una funcion escalonada. Reflexion de la integral....... 81
Ejemplo de funcién Riemann integrable .............ccooovviiiiiiii v, 82
Ejemplo de funcion no Riemann integrable (funcion de Dirichlet) .............. 83
Conjunto Jordan medible. Representacién geométrica (Porter, (s.f.), pag.
.................................................................................................................... 91
FUNCION CAraCteriStICA ... ..uuvvvvureueirereriiriieuuieneenennnennnnnnnrnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnne 93
Familia de antiderivadas. Problemas de valor inicial................ccvvvviinnnnn. 94






Introduccioén

El célculo integral es una de las asignaturas del nucleo basico de las carreras de Ingenieria
y es usual que los estudiantes universitarios que cursan esta asignatura muestren
dificultades, que usualmente se relacionan, con sus conocimientos previos. Los docentes
asignados a estos cursos asumen que los estudiantes conocen, interpretan y usan los
conceptos basicos del algebra, la geometria y el céalculo diferencial, que les permitan
comprender conceptos y procedimientos que se introducirdn en el curso; sin embargo, en
la experiencia con diferentes grupos se han evidenciado, entre otras, dos dificultades en
los estudiantes: no reconocen, ni interpretan caracteristicas y propiedades de las funciones
representadas gréafica o analiticamente y no han interiorizado aln el concepto de area de
una region plana. Los estudiantes se limitan a recordar y usar férmulas que no relacionan
con las propiedades geométricas de las figuras para resolver problemas simples
relacionados con triangulos o rectangulos. Estas dificultades inciden desde luego en la
interpretacion y aplicacion del concepto de integral definida y se convierten en un obstaculo

para avanzar en el curso de calculo integral.

Aparte de lo anterior, se ha observado que los estudiantes no han sido motivados en cursos
anteriores a usar las herramientas graficas que los apoyen en el proceso de construccion
de los conceptos, a pesar de que hoy en todos los textos se incluyen y proponen

actividades relacionada con estas herramientas.

Para aportar a la solucion de la problematica antes mencionada se planteé como objetivo
de este trabajo: Disefiar una unidad didactica para los cursos de calculo integral de la
Universidad de Boyac4, para interpretar la integral definida como area de una region plana

a partir del estudio gréfico y analitico de funciones, usando el software Geogebra.

Para lograr este objetivo se aplico inicialmente una prueba diagnéstica y en ella se
revisaron conceptos previos, relativos a la nocién de area y a la representacion y analisis

de funciones de variable y valor real. Para fundamentar el andlisis de la prueba y disefar
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la unidad se construy6 el marco histoérico, epistemoldgico, didactico y disciplinar que se

describe en cuatro de los cinco capitulos que conforman este trabajo.

El primer capitulo se inicia con una sintesis de los origenes y desarrollos de la
interpretacion de la integral como &rea de una regién plana, desde los planteamientos de
los mateméticos griegos: las magnitudes inconmensurables, el axioma de continuidad y el
método de exhaucion de Eudoxo; la medida del circulo, la cuadratura de la parabola y el
método de exploracion mecanica de Arquimedes. Posteriormente se discuten algunos
aportes de los matematicos del siglo XVI, entre estos: los de Simén Stevin, Johannes
Keppler, Galileo G., Cavalieri y Pierre de Fermat, relativos al concepto de integral definida.
Se describen enseguida los desarrollos durante el siglo XVII de Barrow, Newton y Leibniz,
y se concluye el capitulo con la referencia a los aportes fundamentales para la
estructuracion teérica del concepto de integral definida, en los siglos XIX y XX, de Riemann

y Jordan.

En la parte inicial del segundo capitulo se describen obsticulos epistemolégicos vy
didacticos relacionados con las dificultades de comprensién del concepto de integral
definida que se evidencian en los estudiantes. En lo que respecta a lo epistemoldgico se
refieren, entre otros, los inherentes a los conceptos de nimero real, limite, e infinito. En lo
relativo a lo didactico se mencionan: tiempo, paso de lo finito a lo infinito y desconexion
entre los conceptos de area e integral definida. En la segunda parte del capitulo, y con la
intencion de relacionar con los obstaculos descritos, se analizan desde esta 6ptica, algunos
textos universitarios y los resultados de la prueba diagndstica aplicada a los estudiantes

que inician el curso de célculo integral.

En el tercer capitulo se presenta una sintesis de los aspectos disciplinares pertinentes al
trabajo entre ellos: area de regiones planas, conjunto medible, sumas de Riemann,
concepto y propiedades de la integral definida, funciones Riemann integrables, teorema
fundamental del calculo, medida de Jordan, funciones Jordan integrables. Para esta

sintesis se referencian algunos apartes de (Acosta, 2012).

El cuarto capitulo se dedica a los aspectos didacticos, se citan algunas investigaciones

relacionadas con el proceso de ensefianza-aprendizaje del calculo a nivel superior. Entre



ellas se destaca (Apostol, 1973) sobre la introduccién del concepto de integral definida y
se citan ademas otras que proponen el uso de Geogebra para la ensefianza del calculo
integral y la construccién gréfica y analitica de conceptos de area mediante la manipulacion

de funciones.

El quinto capitulo esta dedicado a la unidad didactica que consta de seis actividades: area
de regiones planas regulares e irregulares, poligonos inscritos y area del circulo, area de
regiones planas en un sistema cartesiano, area de regiones planas limitadas por curvas y

una aproximacion al concepto y propiedades de la integral definida (Integral de Riemann).

En la unidad Didactica se presenta una aproximacion intuitiva y secuencial a la
interpretacion de la integral definida como area, que parte de la nocién inicial de area por
recubrimiento de una region plana (poligonos regulares e irregulares) y se aproxima
paulatinamente al concepto formal de integral definida, haciendo énfasis en procesos de
visualizacién y generalizacion, con el apoyo del software Geogebra como herramienta para
la construccidon de curvas, la determinacion de intersecciones y la caracterizacion de
regiones del plano. Para cerrar el capitulo se incluye un andlisis de resultados de la

aplicacion de la unidad didactica a un grupo de estudiantes del curso de calculo integral.

Se incluyen ademas una serie de applets y una guia basica (que aparece como anexo)
para gue los estudiantes que trabajen con la secuencia de actividades puedan usar el
Geogebra como herramienta para representar funciones, delimitar regiones del plano y
construir iterativamente poligonos inscritos y circunscritos y aproximarse al concepto de

integral definida.

En la parte final del trabajo se presentan las conclusiones y las recomendaciones.
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1. Marco Historico

1.1. Origenes del célculo

Los origenes del célculo, en particular del célculo integral, se remontan a los trabajos de
los mateméticos griegos (entre 400 y 200 afios antes de Cristo), evolucionan en los siglos
XIV'y XVIl y se consolidan en los siglos XIX e inicios del XX. A continuacion presentamos
una sintesis de los aportes mas importantes para este desarrollo en cada época.

1.2. La matematica Griega

Matematicos griegos como Eudoxo de Cnido, Euclides, Arquimedes y muchos otros,
contribuyeron de forma trascendental en el desarrollo de la matematica, los fundamentos
tedricos de la geometria euclidiana® y de la aritmética permitieron iniciar un proceso de
estructuracion formal de esta disciplina. La discusién que se generd desde esta época,
acerca de la naturaleza de los nimeros que no pueden ser expresados como razones de
nameros enteros positivos y la introduccion a partir de alli de la nocién de
inconmensurabilidad, motivo la sustitucion de las concepciones aritméticas (propias de la
academia Pitago6rica) por las geométricas. Se evidencié que no es posible demostrar la
inconmensurabilidad entre dos magnitudes empiricamente sino que se requiere de una

teoria formal que la sustente y se plantearon entonces argumentos formales sobre la

1 (Vega, 1991) muestra una amplia descripcion del trabajo de Euclides en particular sobre los
libros | a iV



existencia de cantidades inconmensurables, renunciando a la argumentacion basada

solamente en la intuicidn y en las experiencias fisicas.

1.2.1. Eudoxo de Cnido (408 A.C-355 A.C).

Eudoxo de Cnido fue un astronomo y matematico que contribuyd significativamente al
desarrollo de la matemética griega, especialmente en lo relacionado con dos conceptos
fundamentales para el célculo diferencial e integral: la teoria de las proporciones que se
antecedente de la teoria de cuadraturas y curvaturas de Arquimedes que se encuentran
en el libro V de los Elementos de Euclides y el método de exhaucién (libro XII. Elementos)
antecesor del método de paso al limite.

Para resolver el problema de las magnitudes inconmensurables Eudoxo planteé el que ha
sido considerado como el primer proceso l6gicamente correcto para resolver el problema
de la continuidad, del infinito y los problemas de significado de los nimeros irracionales.
En la estructuracion de dicho proceso, Eudoxo usoé la definicion de razén de manera que
abarcara tanto magnitudes conmensurables como inconmensurables y de ello se derivo la
teoria de la proporcionalidad. Paralelamente plante6 el llamado Axioma de Eudoxo -
Arquimedes (Definicion V.4. Elementos) y propuso el método de exhaucion, (Euclides,
Proposicion X.1). A continuacion se describiran mas ampliamente los planteamientos de

Eudoxo.

La razon y las magnitudes inconmensurables. Para comparar dos magnitudes
inconmensurables del mismo tipo, Eudoxo no se centrd en analizar el significado de la
razén entre ellas sino en establecer una proporcion: igualdad de razones de dos pares de
magnitudes del mismo tipo; como se plantea en la definicién V.5 que se encuentra en el

Libro V de los Elementos de Euclides:

“Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una segunda magnitud,
gue una tercera magnitud con una cuarta magnitud, cuando cualesquiera equimdultiplos
de la primera y la tercera exceden a la par, sean iguales a la par o sean inferiores a la
par, que cualesquiera equimdultiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente y
tomados en el orden correspondiente.”
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En (Gonzalez, U.P.M, 2008) se explica esta proposicion de la siguiente manera:

“Si a,b son dos magnitudes geométricas del mismo tipo y c,d son también del mismo
tipo (aunque no necesariamente del mismo tipo que a y b). Eudoxo define que las

. C . .
razones: % y 5 son proporcionales: % =5 cuando para cualquier par de enteros positivos
nym,setiene: na>mby nc>md 6 na=mb ync=md, ona<mb ync<md"

Eudoxo introdujo el actualmente denominado “axioma de Eudoxo-Arquimedes” en la
definicién V.4 de los Elementos de Euclides de la siguiente manera:

“Se dice que dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar una de ellas de
modo que supere a la otra”.

Posteriormente, Arquimedes enuncié este principio haciendo referencia a la adicién de
magnitudes “tan grandes o tan pequefias como se quiera”; por una parte lo considerd un
axioma y lo enunci6 en el postulado 5 del Libro | en su obra Sobre la Esfera y el Cilindro,
de la siguiente manera:

“Dadas dos lineas, dos superficies o dos sélidos desiguales, la mayor de estas figuras

excede a la menor en una magnitud tal que, afiadida a si misma, es capaz de exceder
cualquier magnitud propuesta de las que decimos que guardan razén”.

En su trabajo Sobre la Cuadratura de la Parabola, Arquimedes enuncia el siguiente lema:

Lema 1.2.1. El exceso por el que la mayor de dos areas desiguales sobrepasa a la inferior,

puede, si se afiade a si mismo sobrepasar a toda area finita dada.

Los primeros problemas relacionados con el célculo que documentan los historiadores son
los planteados por Zenon de Elea relativos a la subdivisién sucesiva de magnitudes, que
por la concepcién que se tenia en ese momento respecto a los procesos infinitos,
planteaban paradojas. Desde la escuela platonica, Eudoxo abordé estos problemas
basandose en el principio que lleva su nombre, presentado por Euclides como: “La

Proposicion X.1. de Los Elementos”, de la siguiente manera:

Proposicion 1.2.1. Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se quita una
magnitud mayor que su mitad y de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi

sucesivamente, quedara una magnitud que serd menor que la magnitud menor dada.



Posteriormente, los griegos quisieron determinar el area de figuras curvilineas (como
circulos 0 segmentos de parabola), asumiendo que estas tenian area, y esta era una

magnitud geométrica del mismo tipo que la de las figuras poligonales.

Para determinar el &rea a(A) de una figura curvilinea A, los griegos buscaban una
sucesion de poligonos Py, P,, P, ..., B,, ... aproximando progresivamente sus areas al area
de A, refiriéndose intuitivamente a la idea de limite. Con el método de exhaucién, Eudoxo
evita esta idea imprecisa de limite planteando que en la sucesion de poligonos
Py, P,, P, ..., P, ... Se puede encontrar un poligono tal que la diferencia entre el area a
determinar y el area de este poligono sea “tan pequefa como se quiera”. (Fernandez,
2011)

Eudoxo aplicé el método de exhaucién para demostrar los teoremas concernientes al
circulo, la piramide y el cono, planteados antes por Hip6crates y Demdcrito,
respectivamente, y enunciados en las Proposiciones XlI.2, X11.7 y X11.10 de Los Elementos

de Euclides. A continuacion se ilustran estos desarrollos.

Area del circulo. Para determinar el Area del circulo se inscribe en él un cuadrado, la
diferencia entre el area del circulo y el area del cuadrado es menor que la mitad del area
del circulo, puesto que el area del cuadrado inscrito es la mitad del area del cuadrado
circunscrito y ésta es mayor que el area del circulo. Luego se bisecan los arcos cuya
cuerda es el lado del cuadrado y se determinan asi cuatro triangulos iso6sceles. Con los
vértices de estos triangulos se forma un octdgono regular inscrito en el circulo. La
diferencia entre las areas de uno cualquiera de los segmentos circulares, determinado por
un lado del cuadrado y la circunferencia, y el correspondiente triangulo isGsceles, es menor
gue la mitad del area determinada por el segmento circular y el lado del rectangulo que
comparte dos de sus vértices con el octégono. La ilustraciéon del proceso se presenta a

continuacion.
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Figura 1-1. Uso del método de exhaucion en la cuadratura de la parabola planteado por
Arquimedes. (Eves, 1990).

A partir de la construccion anterior, es posible introducir el Lema de exhaucion del circulo:

Lema 1.2.2. Dado un circulo C y un nimero, e > 0, existe un poligono regular P inscrito
en C tal que a(C) — a(P) < e.

Euclides empled el Método de Exhaucion de Eudoxo en el Libro XII de los elementos, lo
gue aporta un medio de comparacion dando las razones entre las areas o volumenes de
las figuras y algunos de sus componentes geométricos. En particular el lema de
exhaucion, del circulo, es usado al demostrar la Proposicion XII.2 de los Elementos (Eves,

1990, pag. 381) (Teoréma de Hipocrates.):

Teorema 1.2.1. Los circulos son entre si como los cuadrados de sus diametros.

Esto es equivalente a decir que si C; y C, son dos circulos de radios r; y r, y Sus areas son

a(cy) _ (r)?

a(C,) y a(Cy), respectivamente, entonces, 2Cy) — 2



Figura 1-2. Lema de exhaucion aplicado al area del circulo (Eves, 1990)

La construccion anterior ilustra geométricamente el uso del lema de exhaucién del circulo
para demostrar el Teorema de HipoOcrates, analogamente el Teorema 1.2.1. Garantiza que
la razén entre el area de un circulo cualquiera y el cuadrado de su radio es siempre la
misma, es constante y esta constante es precisamente el nimero r, al que Euclides no dio
trascendencia, pero Arquimedes le dedicé su obra: Sobre la Medida del Circulo. EI método
de exhaucion de Eudoxo dota de consistencia logica a la matemética al transformar en
rigurosos los argumentos infinitesimales de caracter inductivo que daban los mateméticos

anteriores.

1.2.2. Arquimedes de Siracusa (287-212 A.C.)

Este matematico us6 el método de exhaucion como su método de razonamiento en obras
como: Sobre la Cuadratura de la Pardbola, Sobre la Esfera y el Cilindro, Sobre la Medida
del Circulo, Sobre las Espirales, Sobre Conoides y Esferoides. Us6 el método para
demostrar formalmente las cuadraturas y curvaturas que habia concebido a través de su
método de exploracion mecanica. A pesar de sus multiples inventos practicos, mostré en
sus escritos que daba mas importancia a los principios generales que a las aplicaciones.
Autores (Hilbert, (s.f.)) (Klein, (s.f.)) del siglo XX han resaltado la importancia que

Arquimedes concedié al principio de Eudoxo en la construccion de las estructuras
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geométricas. A continuacion nos referiremos a los trabajos de Arquimedes relacionados

con el concepto de integral definida como area de una region plana.

En su trabajo Medida del circulo, Arquimedes encontré una muy buena aproximacion a r,
~ . 10 10 .
gue se expresa a través de la desigualdad 3 +t<m< 343 +— Para ello establecio

relaciones entre perimetro y diametro y entre el area de un circulo y las areas de poligonos

regulares de 3,6,12,24,48 y 96 lados inscritos y circunscritos al circulo.

En la Cuadratura de la parabola, Arquimedes trata sobre la cuadratura de un segmento
parabolico. Plantea dos métodos para realizar esta cuadratura, uno mecanico y otro
geométrico (Eves, 1990, pags. 382-383) se refiere a estas soluciones mediante la siguiente
descripcion:

Sean C,D,E puntos situados sobre el arco de un segmento parabdlico (Figura 1-C),
obtenidos al dibujar los segmentos LC, MD, NE paralelos al eje de la parabola a través de
los puntos medios L,M,N de AB,CA, CB desde la geometria de la parabola, Arquimedes

muestra que:

A ACB
A CDA+ACEB =

Repitiendo la aplicacion de esta idea se sigue que el area del segmento parabdlico esta
dada por:

AABC AABC AABC

Tttt factorizando lo anterior puede expresarse como

AABC +

AABC(1 + % + 412 + 413 + --+), y sustituyendo el valor de la suma geométrica se concluye que

z T 4
el &rea del segmento parabdlico es ;A ABC
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Figura 1-3. Uso del método de exhaucion en la cuadratura de la parabola (Eves, 1990)

Arquimedes empled la doble reduccion al absurdo como complemento del método de
exhaucién. Al resolver el problema de determinar algunas areas y volimenes encontré

valores equivalentes a los que se obtienen hoy al calcular integrales definidas.

Segun lo describe (Gutiérrez, 2006) en 1906 Heirberg descubrié un palimpsesto? en el cudl
pudo descifrar una carta en la que Arquimedes revelaba las caracteristicas de su método:
exploraba (experimentaba) una relacion entre areas o volumenes sobre la que habia hecho
conjeturas y tras haber logrado un resultado coherente procedia a desarrollar la
demostracion geométrica.

2 Documento que contenia la carta de Arquimedes a Dositeo, explicando su método de

la exploracién mecénica.
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Figura 1-4. El Palimpsesto (Gonzélez, U.P.M, 2008)
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Es decir, para determinar el area de una figura plana o el volumen de un determinado
cuerpo presentaba el siguiente razonamiento usando su método de exploracién mecanica.
Sea A la figura o el cuerpo y B otra figura o cuerpo cuya area o cuyo volumen son
conocidos, asi como sus respectivos centros de gravedad. En una balanza se ubican en
un plato porciones muy pequefias de A y en el otro plato las correspondientes de B, para
compararlas (esas porciones muy pequefias seran segmentos paralelos, en el caso de las
figuras o cilindros de altura muy pequefia, en el caso de los cuerpos siendo paralelos los
planos a las bases de todos ellos). Cuando se equilibran los elementos de 4, colocados en
un brazo de la balanza, con los elementos B colocados en el otro brazo se ha determinado

el area o el volumen de A.

Con este método Arquimedes determiné el volumen de la esfera, sin embargo, su respeto

por el rigor matematico no le permitié aceptarlo como una prueba formal.

El método muestra una potente idea respecto a las magnitudes, concibiéndolas como una

composicion de un gran numero de piezas atébmicas. Este método es comparable al
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moderno método de paso al limite, para determinar el &rea de una region o el volumen de
un solido. Arquimedes describid perfectamente su método y su esencia es la misma que

subyace a la teoria de integracion actual como veremos posteriormente.

En su trabajo Sobre la esfera y el cilindro | y Il, Arquimedes us6 su método y demostrd
resultados que se habian obtenido previamente usando otros procedimientos, como los

gue se mencionan a continuacion:

La superficie esférica es cuatro veces la de su circulo maximo.

Si una esfera esta inscrita en un cilindro de altura igual al diametro de la esfera, entonces
tanto el volumen como la superficie total del cilindro, son vez y media el volumen y la
superficie de la esfera. La representacion geométrica de este enunciado fue encontrada

sobre la tumba de Arquimedes en Siracusa.

Arquimedes realizaba las construcciones geométricas en las que basaba sus
exploraciones para hacer demostraciones, usaba reflexiones apoyadas en diferentes
conceptos, teorias y métodos de razonamiento, como: La teoria de las proporciones, la
teoria de los centros de gravedad; la teoria de equilibrios®, métodos de comprension y

aproximacion y la reduccion al absurdo.

1.3. La matematica del siglo XVI.

En el siglo XVI algunos matematicos retomaron el interés por los métodos de Eudoxo y
Arquimedes, y se enfocaron en el estudio particular de cuatro problemas a saber:
Determinar la tangente a una curva en un punto, Determinar el valor maximo o minimo de
una cantidad, Hallar la longitud de una curva, el area de una region y el volumen de un
solido y finalmente encontrar la velocidad y la aceleracion del cuerpo en cualquier instante
dada una férmula de la distancia recorrida por un cuerpo en cualquier tiempo conocido;

reciprocamente, dada una férmula en la que se especifique la aceleracion o la velocidad

3 Una version actual del método de los equilibrios es citada e ilustrada por (Eves, 1990)
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en cualquier instante, encontrar la distancia recorrida por el cuerpo en un periodo de tiempo

conocido.

A continuacion se describen algunos de los aportes que hicieron estos matematicos,
relacionados con el posterior desarrollo del calculo integral.

1.3.1. Simodn Stevin (1548 - 1620).

Sustituy6 el método de la doble reduccion al absurdo usado por Arquimedes por un método
de paso directo al limite similar al aqui ilustrado para determinar el area de un segmento
parabolico, (Figura 1.4) basandose en la idea de que dos magnitudes son iguales si su
diferencia se puede hacer menor que cualquier cantidad arbitrariamente pequefia. Stevin
uso este método en su trabajo sobre hidrostatica, en el que determind la fuerza que ejerce
la presion de un fluido sobre una presa rectangular vertical. Para ello dividié la presa en
tiras horizontales finas y roté estas tiras sobre sus bordes superior e inferior hasta
convertirlas en paralelas a un plano horizontal y a partir de alli usando el método determiné

la fuerza en cuestion.

1.3.2. Johannes Kepler (1571 - 1630).

Fue uno de cientificos que mostr6 mas interés en el desarrollo de ideas sobre los
infinitesimales en conexion con la integracién. Recurrié a un procedimiento de integracion
al interesarse en el calculo de las areas relacionadas en su segunda ley, relativa al
movimiento de los planetas. Usé el método para encontrar el area de sectores de la elipse,
pensando en las areas como sumas de areas de poligonos con base infinitamente
pequefia. Us6 también el método en un problema que requeria determinar volumenes,

para hallar la capacidad de barriles de vino.

Sin embargo, Kepler consider6 muy dispendioso trabajar la rigurosidad del método de
exhaucion y retomd6 lo que Arquimedes habia considerado un proceso simplemente
heuristico. Asumio la circunferencia como un poligono regular de infinitos lados; si cada

uno de estos lados se toma como la base de un tridngulo cuyo vértice es el centro del
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circulo, el circulo queda dividido en un namero infinito de delgados triangulos, todos de
altura el radio del circulo. Entonces, como el area de cada uno de estos triangulos es igual

a la mitad del producto de su base y su altura, el area del circulo es igual a la mitad del

. . . .1
producto de su circunferencia y su radio, es decir E(an)r = mr?

De forma analoga determind el volumen de una esfera considerandola compuesta por
infinitas pirdmides pequefias cuyo vértice comun es el centro de la esfera; concluyo
entonces que el volumen de una esfera es un tercio del producto del radio por el area
superficial. Aunque con este procedimiento se obtuvieron resultados correctos de forma
simple y ha sido una herramienta para ingenieros y fisicos, la matematica formal lo
rechaza. (Eves, 1990)

1.3.3. Galileo Galilei (1564 - 1642).

Galileo en 1638 dio a conocer su interpretacion de la distancia que recorre un objeto como
el area bajo la curva tiempo velocidad, considerando que esta area OAB estaba construida

con un numero infinito de unidades indivisibles A’B” (Fernandez, 2011, pag. 4)

La ley de caida. Galileo quiso conocer las leyes matematicas que rigen el movimiento
acelerado de un cuerpo cuando se suelta en el vacio. Dada la gran rapidez de la caida
libre, Galileo se aproximé a la fuerza de gravedad haciendo rodar el cuerpo sobre un plano
inclinado (pues a mayor inclinacion del plano, el cuerpo rodara con mayor rapidez) hasta
ubicarlo verticalmente, cuando el cuerpo caerd libremente a lo largo del plano. Midi6 el
tiempo que gastaba el cuerpo recorriendo diferentes distancias, usando el reloj de agua4
marcando las posiciones del cuerpo a intervalos iguales de tiempo, a partir del origen.
Encontré que las distancias recorridas durante esos intervalos de tiempo estaban en la

proporcion 1:3:5: 7: ...

A mayor inclinacion del plano las correspondientes distancias eran mayores, pero se

conservaban las relaciones. Esto lo llevé a concluir que esta ley también funciona para el

4 El reloj de agua mide el tiempo por la cantidad de liquido que pasa a través de una pequefia
abertura en el fondo de una gran vasija.
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caso limite de la caida libre asi que la velocidad de este movimiento debe aumentar en

proporcion simple al tiempo, dada la dependencia entre la distancia recorrida y el tiempo.

“La distancia total recorrida durante cierto periodo de tiempo es proporcional al
cuadrado de este tiempo:
,1+3=414+3+5=9; 1+3+5+7=16;1+3+5+7+9=25;..."

De esta forma se expresa matematicamente este resultado considerado como la primera
formulacion de La ley de la Caida Libre, y un paso trascendental en el desarrollo del célculo

integral. La descripcion realizada por Galileo en 1632 se puede encontrar en (Pérez, 1992)

Figura 1-5. Galileo, Interpretacién de la variacion tiempo — velocidad

Welopidad

o= -
A
T

i=mpo

1.3.4.Bonaventura Cavalieri. (1598-1645)

Cavalieri discipulo de Galileo en su trabajo de fundamentacion de las ideas de Kepler,
afirmé que un area esta formada por segmentos indivisibles y un volumen por segmentos
o areas indivisibles. ElI hoy conocido principio de Cavalieri se establece mediante la

siguiente definicion:

Definicion 1.3.1. Dadas dos figuras planas | y k entre dos lineas paralelas, si toda seccion

paralela sl de lafigura [ corresponde a una seccion paralela sk de lafigura k y el cociente

. l . ,
de sus longitudes, £ = r es constante para cada ar, entonces el cociente de sus areas
sk
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Al . 2 L p , . .
T €S el mismo. Con este método Cavalieri encontro el area acotada por funciones del tipo

f(x) =x™ para n=1,2,3,...,9.

El procedimiento usado por Kepler para hallar el &rea de una elipse de semiejes ay b es

retomado también por Cavalieri y se puede interpretar de la siguiente manera:
2 2
Sean la elipse: % + % =1, a < by lacircunferencia x? + y? = a?. Al despejar y de cada
., . . b .
ecuacion se obtiene respectivamente: y = ;\/az —x2y y=+a?—x? .Setiene entonces

. . . . P . b
gue las ordenadas correspondientes de la elipse y la circunferencia estan en razén Py

Luego la correspondiente cuerda vertical de la elipse y el circulo estan también en esta
razon y de acuerdo con el Primer Principio de Cavallieri las areas de la elipse y el circulo

estan en esta razén, concluyendo que:

. b . b
Area de la elipse = 2 (Area del circulo) = a(n x a?) =m X ab

1.3.5. Pierre de Fermat (1601 - 1665)

Fermat obtuvo la cuadratura de areas limitadas por arcos de hipérbolas del tipo
x"+ y" =1(m,n € N). Usaba el método de exhaucion pero considerando rectangulos
infinitesimales circunscritos a la curva cuyas bases se comportaban como una progresion

geométrica de la forma a™(a — ar), a™r™(ar —ar?), a™?"(ar? —ar®). Al sumar estos

a™+1

infinitos términos se obtiene: —————,
1+7r+7124- 47T

si r = 1. Es decir se obtiene el area bajo la

a™+1

curva: D

Esta forma de determinar la cuadratura muestra aspectos esenciales de la integral definida

como:

= Division del area bajo la curva en elementos de area infinitamente pequefios.

= Aproximacion de la suma de esos elementos de area por medio de rectangulos
infinitesimales, cuya altura la da la ecuacién analitica de la curva.

* Una nocion similar a la de limite de una suma cuando el nimero de elementos de

esta crece indefinidamente, mientras estos se hacen infinitamente pequefios.
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Figura 1-6. Método de Fermat (Eves, 1990)
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El método de Fermat no funcionaba para regiones del tipo y = i por lo que Gregorie Saint
Vicent (1584 -1667) probo que silas areas 4; B; C son iguales, las alturas correspondientes

, ., L. ., . 1 -
y; estan en progresion geométrica y el area bajo la curvay = p puede expresarse a traves

de logaritmos.

1.4. La matematica del siglo XVII

Los métodos infinitesimales que los matematicos propusieron durante el siglo XVI, se
fundamentaron en el siglo XVII cuando el filésofo-matematico aleman Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) y el fisico-matematico inglés Issac Newton (1642-1727) consolidaron
los procedimientos de sus antecesores aportando algoritmos y notaciones que aunque no
fueron rigurosos y presentaran debilidades en los procesos demostrativos debido a la poca
claridad que en ese tiempo aln se tenia sobre algunos conceptos como los de limite o

funcion, sus trabajos fueron consistentes y suficientes para desarrollar el calculo.


https://es.wikipedia.org/wiki/1646
https://es.wikipedia.org/wiki/1716
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Newton y Leibniz trabajaron simultdneamente, aunque con enfoques diferentes; la visién
de Leibniz era de caracter mas geométrico, consideraba la derivada como incrementos
infinitamente pequefios, a los que denominé diferenciales; (un incremento de x
infinitamente pequefo se llama diferencial de x, y su notacion es dx), mientras que para
Newton la derivada significaba una velocidad y consideraba las variables como cantidades
que fluyen, denominaba fluxiones a lo que Leibniz nombraba como cociente de

. . d
diferenciales %2 .
dx

Los discipulos de Newton y Leibniz continuaron los avances, resolviendo problemas y
aportando nuevos métodos, aunque fueron cuestionados por la ausencia de rigor en el

manejo de los infinitesimales.

1.5. La matematica del siglo XIX

En este periodo los mateméticos se enfocaron més en presentar los métodos con
rigurosidad que en resolver problemas, Leonhard Euler (1707 - 1783), Joseph-Louis de
Lagrange (1736 -1813), Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 -1830) y Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805 -1859) trabajaron en la definicién de funcién, siendo este ultimo

quien propuso la definicion que actualmente se conoce (Shilov, 2004, pag. 141):

“y es funcion de x, si a cada valor de x le corresponde un valor completamente
determinado de la y ; ademas no es importante el método con el que ha sido
establecida la correspondencia sefialada.” P. Dirichlet, 1837.

1.5.1. Agustin Louis Cauchy. (1789 - 1857)

En 1821, L. Cauchy encontré un enfoque légico y apropiado del célculo basandose
solamente en cantidades finitas y en el concepto de limite, en su obra: Curso de Analisis
de la Escuela Politécnica present6 rigurosamente los conceptos del calculo infinitesimal
gue previamente habian sido tratados pero no concluidos por matematicos de la revolucion

francesa®, Cauchy desarrollé el algebra de los limites, el concepto de sucesion, la teoria

5 Se refiere en particular a los matematicos como Leibniz, Los Bernoulli, Euler o D”Alambert
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de series, la nocién de convergencia, e introdujo con rigurosidad los conceptos de derivada
e integral. Ademas contribuy6 con grandes aportes en lo referente a los problemas de valor
inicial de ecuaciones diferenciales®, los teoremas de existencia y unicidad para la solucién
de los problemas de valor inicial, la férmula de acotacion de Cauchy, la sucesién de

Cauchy, el teorema del limite de Cauchy entre otros topicos asociados.

1.5.2. Bernhard Riemann (1826 —1866)

Como lo establece (Hormigén, 1992, pag. 13) en 1854 Riemann en su obra “Ueber die
Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe”, defini por primera " vez
el concepto que hoy se conoce como integral de Riemann, iniciando asi la teoria de
funciones de una variable real. A partir de la suma finita de areas de rectangulos se
aproxima a la integral, la definicion y sus implicaciones se encuentran en el capitulo IV de

este trabajo.

1.5.3.Camille Jordan (1838 - 1932)

A finales del siglo XIX al realizar el calculo de integrales definidas las caracteristicas de la
funcién a integrar estaban completamente establecidas, pero ante la necesidad de
generalizar la nociones de area de superficies planas, areas de superficies curvas y de
volumen, C. Jordan en su obra Remarques sus les integrales definies (1892), introdujo la
medida de Jordan. Laidea de Jordan consistié en asignar a cualquier dominio una medida

interior y otra medida exterior y caracterizar como conjuntos medibles aquellos para los

6 Una ecuacion lineal de primer orden, es la mas simple de las ecuaciones diferenciales ordinarias,
se denomina el problema de Cauchy (Gonzalez F. , 2006, pags. 1-2) y es de la forma:

o dy(@®)
o= Y(t)—T—F(tJ’)

y(t =ty) =¥
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cuales los valores de estas medidas coinciden (Dieulefait, 2003). Una sintesis de esta

teoria se presenta en el capitulo IV.

Esta teoria dio origen a la de un area importante del analisis denominada teoria de la
medida, que Lebesgue consolido en particular para definir la integral que lleva su nombre

(Porter, (s.f.), pag. 5). Una introduccion al respecto se encuentra en (Petrus, 2005).
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2. Marco Epistemologico

En éste capitulo se discuten algunos de los problemas que se presentan cuando se trata
el concepto de integral definida como &rea bajo una curva, en los primeros semestres
universitarios. Se describen algunas creencias y concepciones acerca de la naturaleza del
concepto y los obstaculos cognitivos que inciden en el proceso de ensefianza aprendizaje,
para ello se retomaron investigaciones nacionales e internacionales, siendo las mas
relevantes las de Pilar Turégano (1997) (1998) (2007).

2.1. Dificultades y Obstaculos Cognitivos.

Es importante anotar que a pesar de existir investigaciones didacticas en donde se
describen y analizan los obstaculos relacionados con el proceso de ensefianza aprendizaje
del calculo y propuestas para implementar en las aulas, la mayoria de los docentes de
matematicas las desconocen y en la practica asumen que al iniciar el curso los estudiantes
tienen claridad en procedimientos y conceptos de la aritmética, geometria y algebra basica
necesarias para avanzar en la construccion de los conceptos del célculo. Los vacios que
tienen los alumnos con respecto a estos conocimientos son evidentes, no obstante se
continda sin hacer un alto en el camino para tomar medidas correctivas, se avanza con
contenidos que no tienen una base sélida conduciendo al estudiante a aumentar sus
dificultades. Estas tienen diversos origenes y se pueden categorizar como lo indica

(Socas, 1997) de la siguiente manera.

» Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos de las Matematicas
» Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico.

= Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza.
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» Dificultades asociadas al desarrollo cognitivo de los alumnos.

» Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas.

De acuerdo con las investigaciones, los errores que evidencian los estudiantes derivados
de las dificultades son sisteméticos, dificiles de modificar, no se asocian a las
caracteristicas particulares del alumno y superarlos exige tomar conciencia para alcanzar
el nuevo conocimiento. (Socas, 1997) Afirma que:
“Estas dificultades se conectan y refuerzan en redes complejas que se concretan en
la practica en forma de obstaculos y se manifiestan en los alumnos en forma de errores.
El error, tiene procedencia diferente, pero, en todo caso, va a ser considerado como la

presencia en el alumno de un esquema cognitivo inadecuado y no solamente como
consecuencia de una falta especifica de conocimiento o de un despiste”.

De hecho, los estudiantes en su trabajo muestran que poseen conocimientos pero algunos
de ellos son paradigmaticos y les hacen dificil concebir nuevos significados; esto se
interpone en lo que deberian saber, dando muestra de la existencia de obstaculos
(dificultades que son dificiles de superar e inciden en la construccibn de nuevo

conocimiento) cognitivos, atribuidos esencialmente a tres aspectos:

= Ontogenéticos: Se refieren a las condiciones genéticas especificas de los
estudiantes, se desarrollan e interiorizan en consecuencia solamente los saberes

convenientes a los medios y a los objetivos del individuo.

= Epistemoldgicos: son saltos conceptuales que son inevitables porque son
fundamentales para la adquisicion de nuevo conocimiento (paso de lo discreto, a lo
continuo, aceptacion de los nimeros negativos, incompletéz de los racionales,
paso de la aritmética al algebra entre otros). Estos obstaculos estan pues
relacionados con la naturaleza del conocimiento matematico e histéricamente se
evidenciaron en el proceso de consolidacion del cuerpo de conocimientos de la

disciplina.

» Didacticos: Son los que provienen de las practicas de ensefianza, los curriculos,
los textos; es decir dependen de la forma en que los sistemas educativos gestionan

la ensefanza.
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Establecer la procedencia del obstaculo cognitivo, permitira superarlo, interviniendo sobre

el subsistema alumno profesor saber y replanteando el enfoque conceptual (Castro, 2006).

En el desarrollo de éste trabajo se han considerado principalmente los aspectos
epistemoldgicos y los aspectos didacticos implicitos en los primeros y que conforman el
obstaculo cognitivo, asociando las experiencias locales con los hallazgos de las

investigaciones referidas.

2.1.1. Obstaculos epistemologicos

Teniendo en cuenta que gran parte de los errores y dificultades evidenciados en los cursos
de calculo se originan en obstaculos epistemoldgicos, en este apartado se realizard una
breve reflexiébn sobre representaciones epistemoldgicas de algunos objetos y conceptos
relativos a la integral definida, haciendo referencia a su origen, su desarrollo y las
caracteristicas que los constituyen como elementos Utiles y relevantes para la ensefianza.
La reflexion epistemoldgica es muy valiosa pues permite tener una vision objetiva y externa
de los objetos y conceptos matematicos y realizar adaptaciones didacticas intuitivas y

comprensibles para el estudiante.

El concepto, de obstaculo epistemoldgico, aparecié por primera vez en el trabajo de
Bachelard en 1938, pero fue Brousseau (1989) quien lo introdujo en la didactica de la
matematica. Bachelard plante6 la necesidad de romper con el paradigma de que los
conocimientos son irrefutables; se requiere recurrir a las manifestaciones de los errores
para corregirlos, evitando que se integren al cuerpo de conocimientos al poner en tela de
juicio concepciones previas para reelaborarlas y modificarlas. Esta idea ha sido apoyada
por la historia, la cual muestra que consolidar los conocimientos actuales ha implicado

superar fuertes controversias tedricas y aun culturales sobre los objetos que conforman el

7 Un obstéaculo epistemolégico esta ligado al conocimiento, una forma o principio de conocimiento
que, efectivo y de campo no restringido de validez, es capaz de establecerse reforzarse durante el
desarrollo de una nocién, pero que en cierto nivel de este desarrollo vuelve un factor de bloqueo y
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estudio del calculo. En la tesis doctoral de (Gonzalez A. , 2006) fueron identificados

obstéculos epistemolégicos que hemos podido evidenciar también en las practicas de aula.

En general plantea que la dificultad que tiene el estudiante para comprender los conceptos
y relacionarlos con conocimientos previamente adquiridos es un problema que proviene
del aprendizaje descontextualizado carente de significado y de las practicas mecanicistas.
En lo que respecta a obstaculos relacionados con el proceso de ensefianza-aprendizaje
del célculo la investigacion de (Gonzalez A. , 2006) se refiere a Orton (1983) quien sefiala
gue los estudiantes tienen un buen dominio del algebra algoritmica pero en contraste
evidencian dificultades para conceptualizar los procesos relativos al limite y al uso de
representaciones, cuando de desarrollar procesos en calculo de derivadas e integrales se

trata.

De acuerdo con (Gonzélez A. , 2006), en la investigacién de Orton se plantea ademas que
interpretar la integral como una suma se constituye en un obstaculo epistemolégico para
comprender el concepto. En la investigacion de (Turegano, 1998) se sefiala, reforzando el
planteamiento anterior, que muchos estudiantes tienden a asociar la integral siempre como
un area, por lo que debe ser positiva ho aceptan soluciones en las cuales el valor de la
integral sea negativo; hace referencia ademas a situaciones que muestran incoherencia
entre el concepto la forma como se ejecuta el trabajo practico, las dificultades con el
razonamiento légico, con las demostraciones y con el andlisis y traduccion entre las

representaciones graficas y algebraicas.

(Gonzalez A. , 2006) menciona que los estudiantes prefieren proceder mecanicamente,
sin comprender la situacion y el contexto a que hace referencia, atribuye este problema a
las practicas educativas, como ya lo habia referido (Artigue, 1998). En (Contreras, 2006)
se refieren a los obstaculos encontrados por Schneider (1988), que dificultan la
comprension de la integral; entre ellos el hecho de que aparezca un namero finito cuando
el calculo del area se hace sumando infinitos rectangulos, y el obstaculo de heterogeneidad
de las dimensiones, consistente en tomar como elementos intuitivos los indivisibles para
comprender el area. Las dificultades que se han observado a través de experiencias en
diferentes cursos de calculo, se pueden relacionar también con las que categoriza (Artigue,

1998) respecto al campo conceptual del analisis, a saber:
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= Dificultades relacionadas con la complejidad de los objetos basicos de este campo
conceptual como son los numeros reales, las funciones y las sucesiones, los cuales
por lo general estdn aun en fase de construccién cuando se introducen conceptos

como los de limite derivada e integral.

= Dificultades relativas a la conceptualizacién de la nocién de limite, que es la nocion

central del campo, y a su dominio técnico.

= Dificultades ligadas con las rupturas necesarias de los modos de pensamientos
puramente algebraicos, muy familiares, y las especificidades del trabajo técnico en

el célculo.

Se describen en las anteriores categorias dificultades especificas relacionadas con el
célculo y el andlisis ya que se pueden enmarcar desde luego en las mencionadas por

Socas y citadas al comienzo de éste capitulo.

A continuacion se dara una breve explicacibn de cémo algunos de los conceptos que
fundamentan el campo conceptual del andlisis se relacionan con las dificultades que
presentan los estudiantes en la construccion del concepto de integral definida, teniendo en

cuenta para ello tanto las experiencias en la practica como las investigaciones consultadas.

Acerca del concepto de limite. Para formalizar el concepto de integral definida se requiere
usar el concepto de limite y éste a través de todo su desarrollo histérico presento diversidad
de obstaculos epistemolégicos y requirié superar rupturas a medida que evolucionaron las
concepciones respecto a su naturaleza, como se menciona en la siguiente cita de
(Gonzalez F. , 2006, pag. 67)

“El significado cotidiano de la palabra limite, que induce concepciones resistentes del
limite como una barrera o el Ultimo término de un proceso, o que tiende a restringir la
convergencia a la convergencia monétona; - La sobre-generalizacién de propiedades
de los procesos finitos a los procesos infinitos, siguiendo el principio de continuidad
enunciado por Leibniz; - La fuerza de la geometria de las formas, que impide a los

estudiantes identificar claramente los objetos implicados en el proceso de limite y su
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topologia subyacente. Esto hace que para los estudiantes sea dificil apreciar la

interaccion sutil entre los marcos numeéricos y geométricos en el proceso de limite”

La cita anterior respecto a los obstaculos epistemoldgicos se puede interpretar en los

siguientes términos:

= El significado de la palabra limite en el lenguaje cotidiano origina concepciones
erréneas y persistentes respecto al concepto matematico, al no entender el
significado formal de limite o interpretar restringidamente la nocion de

convergencia.

= Elasumir que todas las propiedades de los procesos finitos se pueden generalizar

a procesos infinitos.

= El no diferenciar claramente entre el contexto numérico y el geométrico hace que
solamente se asuman las propiedades de los objetos geométricos e impide
interpretar el proceso de limite.

A pesar de que los obstaculos epistemoldgicos antes mencionados se siguen presentando
en el proceso de ensefianza aprendizaje del concepto. Estos,al interior de la disciplina
misma se superaron desde el punto de vista teérico cuando se fundamentd el andlisis

(Cauchy- Weierstrass).

Acerca del infinito. La concepcién de infinito, desde sus origenes, ha generado diversidad
de obstaculos, el paso de lo finito a lo infinito no fue inmediato. Los Griegos se enfrentaron
al problema de lo discreto y lo continuo (magnitudes conmensurables e inconmensurables)
y cuando notaron la existencia de conjuntos infinitos (infinitud de los primos) y lo
reemplazaron por el método de demostracion por reduccion al absurdo, pasando por las

reflexiones de Galileo acerca del infinito actual y el infinito potencial.

En la edad media el infinito aparecié en los trabajos sobre sucesiones y sumas infinitas
(aproximaciones de algunos irracionales). Pero es hasta los siglos XVII y XVIII cuando
Newton, Leibnitz, Bernoulli y Euler plantean las inconsistencias que se evidenciaban en el

tratamiento de las series; Cauchy dio solucién a este problema, considerando que los
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procedimientos infinitos no se podian tratar de la misma manera que los finitos y debian

abordarse con herramientas diferentes a las algebraicas y geométricas.

El concepto evoluciond y se consolidé solamente hasta los inicios del siglo XX con la
introduccion de la teoria de conjuntos con la que G. Cantor (1845 - 1918) rompio6 el
paradigma milenario de los griegos® y estructurd la aritmética del infinito actual que permitié
definir el limite en el contexto numérico. La definicién formal tiene sentido y significado al

interior de la comunidad matematica, pero en las aulas sigue existiendo el horror al infinito.

La separacion de la geometria y la aritmética. La inconmensurabilidad y su relacién con
una nueva clase de numeros que no pueden ser expresados como razones, cuya
expansion decimal es infinita no periddica que exige pasar de lo discreto a lo continuo,
condujo a la separacion entre lo geométrico y lo numérico; transferir la idea de limite de la
geometria a la aritmética resultaba complicado debido a la fuerte influencia de la geometria
Euclidiana, solo la aparicion de las geometrias no Euclidianas y la aritmetizacion del
analisis dio paso a otro tipo de concepciones respecto a la naturaleza de conceptos del
analisis como limite, infinito, namero real, continuidad, etc. Actualmente, este obstaculo se
sigue presentando, pues en la practica no se ha trabajado en el manejo de las
representaciones semibticas, lo cual conduce a que las representaciones aritméticas y
geométricas que hace el estudiante, carezcan de coherencia y significado, permanece la
dificultad de establecer criterios para relacionar lo grafico con lo aritmético y con lo
algebraico, ademas el uso inadecuado de recursos TIC tergiversan el significado de los
conceptos mencionados (limite, infinito, etc). Al respecto (Artigue, 1998) comenta la
diferencia que establece (Tall Vinner, 1981), entre la definicion del concepto y la imagen

del concepto. Al estudiante no se le ha motivado a interpretar diferentes formas de

8 Los Griegos afirmaban que El todo es siempre mayor que la suma de sus partes, por su parte
Cantor definié que: Un conjunto se dice infinito cuando existe una biyeccién entre él y un
subconjunto propio de si mismo.
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representacion de un concepto, a traducir entre ellas y esto da origen a que él privilegie

algunas formas de representacion, lo que limita el significado que asigna a los conceptos.

El concepto de numero real. Los estudiantes evidencian diversidad de dificultades respecto
al concepto de numero real como las relativas al reconocimiento y comprension de sus
diferentes formas de representacion: recta numérica y representacion decimal; no
entienden el significado de propiedades como la completéz y la densidad, tienen
dificultades para ordenar o construir nimeros reales en un intervalo dado, no tienen claras
las relaciones y diferencias entre los diferentes sistemas numéricos, limitan el conocimiento
de los numeros reales a las aproximaciones finitas que aparecen al operar con la

calculadora.

El concepto de numero real evolucioné desde el descubrimiento que hicieron los
matematicos de la escuela Pitagérica de las magnitudes inconmensurables al intentar
determinar la razén entre el lado y la diagonal de un cuadrado, pasando por la teoria de
las proporciones de Eudoxo que permiti6 ampliar el concepto de razon y avanzar en la
aceptacién de numeros no racionales hasta las construcciones del siglo XIX propuestas

por R. Dedekind usando cortaduras.

Pero los numeros reales se introducen en la educacién basica de manera empirica,
solamente estudiando las operaciones elementales; ocasionalmente se mencionan de

manera esquematica y sin ilustracion a fondo dos propiedades fundamentales:

= A cada punto de la recta se le asocia un numero real; en la recta numérica existen
puntos que no corresponden a numeros racionales, es decir los racionales son

incompletos (aparecen entonces los irracionales al construir un segmento de longitud

V2 diagonal de un cuadrado de lado1).

» Todo numero racional tiene representacion decimal, periddica o finita, caracterizando

los irracionales como aquellos cuya representacion decimal no es periddica.

A partir de estas afirmaciones se debe admitir que el conjunto de los nimeros reales esta
constituido por los niUmeros racionales e irracionales, sin dar significado a estos nimeros

ni indagar sobre su naturaleza.
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Existen diferentes maneras de construir formalmente el conjunto de los niumeros reales,
entre estas la de R. Dedekind quien construy6 los reales a partir de los racionales,
introduciendo la nocién de cortadura y usando las propiedades algebraicas y aritméticas
de éstos. El conjunto de los nimeros reales posee, entonces, las propiedades aritméticas

de los racionales y es ademas completo.

Esta construccion rigurosa no se presenta en la ensefianza basica y media, sin embargo
las nociones aparentemente elementales son confusas para el estudiante y carecen de
sentido, dado que se introducen los elementos arbitrariamente, sin definicion o significado

alguno, se habla de nimero irracional sin saber qué es, pero se debe admitir como un real.

Por otra parte, el estudiante en su proceso de formacion no ha tenido experiencias que le
permitan pasar de lo discreto a lo continuo, esto les impide entender los procesos infinitos
y asumir conceptos como el de infinito actual (relacionado con la haturaleza de los nUmeros
reales), y es por ello que a pesar de haber cursado mateméaticas basicas y célculo
contindan privilegiando el uso de nimeros enteros en todos sus analisis y representaciones
gréficas, un estudiante comun solamente maneja el concepto desde su perspectiva
discreta como lo menciona (Gonzalez F. , 2006):

“Mas del cuarenta por ciento de los estudiantes que ingresan a la universidad en

Francia consideran que, si dos nimeros A y B, satisfacen la condicion:

1 . . . , .
n<0]A—-B|< ~, No son necesariamente iguales, sino solamente muy préximos,
infinitamente proximos, de cierta manera sucesores”

Las funciones. Al igual que sucede con el concepto de limite, comprender el concepto de
funcién abarca dos dimensiones: la de proceso y la de objeto y éste conocimiento, influye

trascendentalmente en la comprensién de la integral definida.

Las definiciones de funcion que dan los estudiantes no tienen relacion con los criterios que
determinan que una relacion sea funcional, la continuidad es un elemento casi
intrascendente, al pensar en una funcidon, pues se han acostumbrado a asumir

implicitamente que todas las funciones son continuas.
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Este problema no es nuevo, se identific6 como un obstaculo desde el Principio de
continuidad de Leibnitz, ¢ se transfiere o no una propiedad de una sucesién convergente a
su limite?, obstaculo que fue recurrente en los trabajos de Bernoulli, Euler y D”Alambert.
Paralelamente, la concepcién de funcién de Euler, como expresion analitica, fue extendida
a Newton y Leibniz quienes no daban importancia a la naturaleza de las variables; al
formalizar el concepto de limite y precisar el concepto de funcion real de variable real, este
obstéculo fue tedricamente superado.

Cuando el estudiante trabaja con las funciones maneja aisladamente y en ocasiones de
forma incoherente, las diferentes representaciones de la funcién. Normalmente para
describir la funcién asocia una expresién algebraica, construye una tabla con pocos
valores, usualmente toma nimeros naturales o a lo sumo enteros y traza una gréfica, en
este punto empieza a cometer errores con el uso de los signos y las potencias, errores que
lo llevan a conclusiones erréneas. Por ejemplo, al tabular la funcién f(x) = x? y evaluar
f(3) y f(—3) obtienen 9 y —9 y confirman estos resultados incorrectos con el uso
inadecuado de los paréntesis en la calculadora; confunden ademas ax con x%; errores de
este tipo muestran que el estudiante no es consciente del significado de las operaciones

ni aplica propiedades, solo opera sin sentido.

Se evidencian esencialmente tres concepciones relativas al concepto de funciéon: como
una grafica, como una tabla de valores o0 como una expresion algebraica, pero se les
dificulta asociarlas y relacionarlas simultdneamente. Cuando inician sus estudios
universitarios tienen un conocimiento muy limitado de las funciones, incluso las
representaciones graficas y simbdlicas se reducen a la funcion lineal y a lo sumo a la
cuadratica, esta Ultima con muchas inconsistencias; desconocen otro tipo de funciones y
las diferentes formas de representacion, en particular tienen problemas muy algidos con
las funciones racionales e incluso con las constantes por el tipo de expresion algebraica

gue se les asocia.

Es importante reiterar que una comprension del concepto de funciéon que permita avanzar
en el analisis de los conceptos del célculo diferencial e integral supone estar en capacidad
de reconocer e interpretar sus diferentes formas de representacion y efectuar traducciones
entre ellas, determinar dominio, codominio, rango, paridad, decidir si la funcién es o no
inyectiva, biyectiva o sobreyectiva, representarla graficamente a partir de una expresion

algebraica y viceversa, modelar situaciones de variacion usando funciones etc.
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La investigacion didactica ha demostrado que si bien los obstaculos epistemoldgicos, antes
descritos, inciden en los errores y dificultades que evidencian los estudiantes para
comprender los conceptos de funcidn, limite, infinito, continuidad, los obstaculos didacticos
gue se mencionaran en el siguiente aparte influyen de manera muy significativa en los

bajos niveles de apropiacion de estos conceptos.

2.1.2. Obstaculos Didacticos

Algunos de los obstaculos didacticos® que dificultan el aprendizaje de los conceptos
relacionados con la integral definida, son descritos por algunos investigadores en didactica

de la matematica:

De acuerdo a (Gonzalez F. , 2006), el tiempo que se dedica al tema es una limitante para
gue el estudiante comprenda los conceptos, agrega que los contenidos se introducen de
manera formal y no se dedica tiempo para aproximaciones formales constructivas, que

tienen mayor riqueza en la construccion y comprension del concepto.

En (Gonzélez A. , 2006) se sefiala que por su parte, Orton 1983 se expresa en la misma
direccion y comenta las formas inadecuadas de introducir el concepto de integral definida
gue dificultan la comprension de éste, plantea entre otros, que al ilustrar la definicion de
integral definida se suele presentar en la practica de aula una curva sin patologias, un
intervalo positivo, se usa un numero razonable de rectangulos..., pero no se insiste en

cudles de estos elementos son esenciales y cuales no.

Lo anterior implica que la integral se identifique exclusivamente como un area y esto origina

problemas cuando se propone la integral de una funcién negativa.

9 Los obstaculos didacticos referidos son: 1. Tiempo y presentacion informal de los contenidos,
2. El pensamiento visual, 3. Concepto de area desconectado del concepto de integral definida.
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El trabajo precario que el estudiante ejecuta con la imagen del concepto en relacién con
el contexto, le confiere unos significados erréneos en cuanto al tipo de inferencias acerca

de la variacién de una funcién que se pueden hacer a partir de una grafica.

(Gonzalez A. , 2006, pag. 27) al recopilar diferentes consideraciones sobre el manejo del
pensamiento visual confirma que los estudiantes no conectan concretamente los aspectos
visuales con lo procedimental y con lo conceptual, prefiriendo el pensamiento algebraico y
los procesos mecdnicos, y enuncia las razones que Eisenberg y Dreyfus (1991) plantean
para que lo visual se considere secundario: lo visual es mas dificil de percibir y de ensefiar,
ademas, las creencias acerca de la naturaleza de las matematicas promueven que lo

visual no es matematico.

Paralelamente Artigue (citado por (Gonzalez A. , 2006, pag. 27)) afirma que las creencias
y habitos sobre el estatus y el papel del registro grafico actian como obstaculos didacticos
y han de ser explicitamente cuestionados para conseguir los cambios epistemolégicos

necesarios tanto en los profesores como en los estudiantes.

Pasar de lo finito a lo infinito ademas de considerarse como un obstaculo epistemolégico
también resulta ser un obstaculo didactico pues los estudiantes llegan a la universidad con
una formacion en matematica basica relacionada con los procesos finitos de cuantificacion
y en la matematica universitaria deben abordar los procesos infinitos, asumiendo que en
los dos ultimos grados de la media se ha trabajado en una fundamentacion previa de los
conceptos relacionados con ellos (nimero real, funcién, limite, variacion etc.) (Dolores,
2000)

En nuestro contexto los procesos infinitos se trabajan superficialmente en el Gltimo grado
de secundaria y se retoman en la universidad en el curso de calculo diferencial, hasta este
punto el infinito es considerado solamente un simbolo, el estudiante tiene poca
comprension a cerca de las manifestaciones del infinito y sus implicaciones en procesos

de derivacion o integracion.

Como se comentd en apartes anteriores para que los estudiantes superen los obstaculos
cognitivos que dificultan el aprendizaje se requiere replantear el enfoque conceptual. En lo
gue concierne a los cursos de célculo, el enfoque tradicional suele ser inadecuado,

especificamente sobre el concepto de integral definida. (Turegano, 1998) plantea:
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“El tratamiento dado a los conceptos de area y de integral no favorecia el poder
establecer una adecuada conexién entre ellos, fundamentalmente porque no se tenian
en cuenta simultdneamente las tres etapas que consideramos clave en el aprendizaje:
1. Construir la nocion de area como magnitud autonoma, 2. Construir una aplicacion
(medida) entre superficies y nimeros que se pueda extender al maximo de superficies
planas, 3. Construir el concepto de integral partiendo del concepto de area.”

Es importante anotar que en nuestro medio el concepto de &rea que se menciona en la
cita anterior se trabaja con los estudiantes desde la basica primaria (de Primero a Quinto)
en el desarrollo del pensamiento métrico y los sistemas de medida; posteriormente en la
basica secundaria y media (de Sexto a Undécimo) se avanza en el pensamiento métrico y
se suponen comprendidos los conceptos de patron y unidad de area, sistemas de unidades
y su aplicacion en la determinacion de areas de regiones planas, sin embargo en el curso
de célculo integral se evidencian dificultades para comprender la relacién entre el area y
la integral definida, las nociones son imprecisas, seguramente porque en el aula los
conceptos y etapas a que hace referencia la cita anterior no son conocidas o se presentan

de forma esquematica y poco profunda.

Tradicionalmente se piensa que conceptualizar el area se reduce a pensar tan solo en el
triangulo y el rectangulo y las férmulas para determinar sus areas. Al proponer regiones
poligonales diferentes pocos estudiantes alcanzan a percibir y proponer triangulaciones o
cuadraturas que permitan encontrar una aproximacion al area de éstas: la dificultad es adn
mayor cuando estas regiones estan limitadas por curvas. La ensefianza de los conceptos
de area e integral definida estd mas sujeta a las condiciones y requisitos de los curriculos
gue a las necesidades del estudiante o a las del conocimiento en si, por esta razon se
subestiman las caracteristicas de elementos basicos pero fundamentales en la

construccion de estos conceptos.

La integral definida deberia introducirse en una forma mas intuitiva apoyada de manera
mas significativa sobre el concepto de area de una regién plana que ha construido

previamente el estudiante; al respecto (Turegano, 1998, pag. 236) manifiesta:

“La integral es una continuacion de la idea de area, que los estudiantes conocen desde
los primeros dias de la escuela y, como decia Lebesgue: ¢No entenderian los
estudiantes mas facilmente que, al pasar de la geometria al analisis, nada ha cambiado
sino el lenguaje, que era mas geométrico antes, pero mas analitico después?”
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La propuesta didactica que se disefié retoma esta perspectiva partiendo de situaciones
informales y el manejo de recursos que acerquen al estudiante desde concepciones
simples para llegar a las complejas permitiendo que el mismo interprete la integral definida

usando el concepto de area una vez formalizado y comprendido.

Tanto los obstaculos epistemolégicos como los didacticos mencionados en este capitulo,
son recurrentes y persisten en la actualidad, aunque en teoria se han resuelto con mucha
rigurosidad, ademas de que se han manifestado en diversos estudios y han sido divulgados
no obstante, la practica en un aula comun esté alejada de su estudio, solo se dedica tiempo
a la preparacion basica de los temas, lo cual no permite que se modifiquen las practicas

pedagogicas e impide que se avance en los niveles de comprension de los conceptos.

2.1.3. Revision de Textos

Los textos que se utilizan en las aulas influyen, usualmente, en las practicas docentes y
en el tipo de situaciones que se proponen en la clase; se utilizan textos fisicos o
electronicos y es muy frecuente que la seleccién de un texto no esté precedida por un
andlisis de sus caracteristicas y carencias. Debido al tipo de énfasis la profundidad con
gue se discuten los conceptos, las representaciones que privilegia, los problemas que
propone, el lenguaje, etc, esta seleccion puede generar en los estudiantes diferentes tipos

de obstéaculos.

A continuacion (tabla 2-1), se muestra un breve andlisis de la presentacion del tema en

dos textos universitarios.

TEXTO A. Calculo con geometria analitica. Octava edicion.

TEXTO B. Calculo DIferencial e Integral, sexta edicion de James Stewart.
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Tabla 2-1: Analisis comparativo entre el texto A y el texto B.

Integracion se introduce con el
tema de antiderivadas o primitivas
e integracién indefinida. Definen y
representan la antiderivada tal
como lo hace (Stewart), pero
incluyen la demostracion del
teorema de representacion y
enfatizan en la notacion simbdlica
y en asociar (identificar) la integral
indefinida con la antiderivada.

En (Stewart) este tema hace
parte de las aplicaciones de la
derivada, cita el concepto de
antiderivada, su representacion a
través de un teorema. A partir de
la regla de la potencia muestra
como obtener antiderivadas de x™
e ilustran con algunos ejemplos.

TEMA PRESENTACION DEL CONSIDERACIONES
TEXTO
Antiderivada En (Larson), el capitulo de | (Larson) presenta de forma mas

amplia y clara el concepto de
antiderivada, explica el
significado de los simbolos y
argumenta formalmente sobre la
validez de la representacion.

Posiblemente por la insistencia
en la regla de la potencia y la no
ampliacion sobre las condiciones
para aplicarla, el estudiante a
partir de la introduccion de la
primitiva de una potencia realiza
generalizaciones incorrectas a
funciones arbitrarias, que
generan errores en el calculo de
integrales y la solucion de
problemas de aplicacion.

Problemas
valor inicial

de

En los dos textos se presentan
problemas que requieren
determinar la solucion particular
de una ecuacion diferencial dadas
las condiciones iniciales, es decir
problemas que indagan por el
calculo de antiderivadas y su
evaluacion.

En (Larson) el conjunto de
soluciones particulares es
denominado familia de

antiderivadas de una funcion,
mientras que en (Stewart) se

Los dos textos proponen
problemas de fisica donde
requieren usar las antiderivadas,
pero suponen conocimiento
previo del estudiante de
conceptos como: funciones de
posicion, velocidad y aceleracion
y las relaciones entre ellas. Esto
en la practica resulta ser una

dificultad para que los
estudiantes puedan modelar
situaciones  fisicas  usando
antiderivadas.
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denominan traslaciones verticales
de la grafica de una antiderivada.

Area

(Stewart) hace referencia al area
de un rectangulo y su formula y
plantea que a partir de alli es
posible determinar el area de
algunos poligonos regulares e
irregulares.

A continuacion utilizan el area del
rectingulo  para  determinar
aproximaciones al éarea de
regiones planas, sumando areas
de rectangulos, determinan areas
por exceso y defecto, refinan la
particion hasta dar el paso al
limite y definir la integral.

En (Larson) hacen referencia al
area del rectangulo y el triangulo
e introducen el problema de
determinar el area de una regién
del plano limitada por una curva,
es decir generalizar el concepto
de area. llustran la idea cuando la
region esta limitada por una curva
parabdlica, realizan particiones y
construyen rectangulos,
determinan sus areas, refinan la
particién y pasan al limite.

En (Larson) se presenta ademas
un problema fisico que requiere
usar representaciones graficas y
tabular la funcién para calcular la
integral.

Para el estudiante es fécil
obtener resultados cuando el
proceso solo implica manejar la
formula convencional del area de
un rectangulo, pero al introducir
la sumas infinitas y limites
infinitos se originan obstaculos
epistemoldgicos que impiden
generalizar el concepto de area.

La presentacion de un problema
relativo a la determinacion de
una distancia, (Stewart)
introduce funciones no explicitas
y exige al estudiante interpretar
datos y modelos graficos y
modelar el problema usando una
integral. Supera de esta forma la
idea errbnea de que los
conceptos del calculo permiten
estudiar exclusivamente
funciones definidas
explicitamente, usando formulas.

Sumas de
Riemann e
integral definida

En (Stewart) se motiva la
introduccion de las sumas de
Riemann con la interpretacion de
la integral en contextos diferentes
al area, define la integral por paso
al limite y aclaran el significado de

En el texto [21] la diferencia entre
la suma de Riemann y la integral

definida no es explicita, sin
embargo dejan clara su
interpretacion  mediante  los

ejemplos y las representaciones
gréficas, mientras que el texto de
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la suma de Riemann para
f positiva 0 negativa.
El texto (Stewart), es mas

especifico que el texto (Larson),

pues define secuencialmente
sumas de Riemann, integral
definida, analiza y aplica
propiedades y relaciona
conceptos de continuidad vy
derivabilidad.

llustra con ejemplos la

interpretacion de la integral
definida como area de una region.

(Larson) es tedricamente mMas
especifico, establece y analiza
propiedades. (Stewart) acude
con mas frecuencia a
explicaciones gréficas, mientras
que (Larson) presenta
demostraciones y aplicaciones
que requieren un nivel mas
elaborado de andlisis.

(Larson) enuncia en las
aplicaciones de la integral
definida el teorema del cambio
total, de esta manera rompe con
la idea de asociar la integral
definida exclusivamente al area.

Teorema
fundamental del
calculo.

En (Stewart) este teorema es
presentado luego de aclarar
algunas propiedades de la
integral definida y de ciertas
funciones con respecto a la
continuidad y la derivabilidad,
literalmente expresan: “la
derivada de una integral definida
con respecto a su limite superior
es el integrando evaluado en ese
limite superior”. Relacionando
estrechamente la teoria de
derivacibn e integracion, para
posteriormente  presentar la
demostracion del teorema.

(Larson) presenta el teorema
fundamental

del calculo, haciendo refiriendo
elementos historicos relacionados
con los trabajos de Newton y
Leibniz

El texto hace una aclaracién
referente a la diferencia entre

En (Stewart) la demostracion del
teorema resulta un ejercicio de
reconstruccion interesante pues
se acude a varios conceptos del
célculo diferencial y propiedades
de las funciones.
Lamentablemente en los cursos
de Ingenieria no es usual
adentrarse en este contexto, se
va directamente a la aplicacién
haciendo a un lado los detalles
histéricos y analiticos de los
temas.

(Larson) es més didéactico al
ofrecer una estrategia para
utilizar el teorema fundamental
del célculo, y mostrar ejemplos
aplicados a funciones diversas,
mientras que (Stewart) se centra
mas en la teoria.
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integrales definidas e indefinidas,
enfatizando en la dificultad que
puede presentarse al relacionar
simbélicamente las antiderivadas
y las integrales.

También aclaran que el teorema
fundamental del calculo es eficaz
siempre y cuando se conozcan
las  antiderivadas de las
funciones.

En seguida  se realizan
aplicaciones del teorema y se
introduce el Teorema del cambio
total como principio de aplicacién
a las razones de cambio que
aparece en problemas de otras
disciplinas.

Los dos textos analizados incluyen introducciones historicas, aplicaciones y ademas,
discusiones tedricas y analiticas, sin embargo en la practica estos aportes se pasan por
alto y se acude de inmediato a los aspectos algoritmicos y procedimentales. En los cursos
de ingenieria, por ejemplo, la introduccién y el analisis de las demostraciones se suprime
y tampoco se tienen en cuenta hechos histéricos que relacionen los conceptos; esto
conduce a que cuando a un estudiante se le pregunta ¢ qué es un determinado elemento?,
él contesta al como es dio elemento, y hace descripciones operacionales, pues no tiene
un referente conceptual claro que le permita explicar con sus propias palabras o usando la

simbologia adecuada.

En ambos textos cada seccién se cierra proponiendo una serie de ejercicios y problemas,
gue no solo involucran la practica de procesos operacionales sino también el desarrollo de

conceptos y aplicaciones a situaciones practicas.

A pesar de que algunos textos ofrecen herramientas interesantes y explicaciones muy
completas y plantean problemas que invitan a realizar indagaciones y proyectos, estas
herramientas no se usan de forma adecuada, generalmente por carencia de tiempo para

desarrollar el programa (uno de los obstaculos didacticos mencionados).



Unidad didactica para la interpretacion de la integral definida como el area de una regién
plana, mediante la modelacién de las funciones en Geogebra

2.1.4. Prueba Diagndstica

Se disefié una prueba (Anexo A) de diez items y se aplicd a 16 estudiantes de Ingenieria
antes de iniciar el curso de calculo integral. La prueba se desarroll6 en una sesion de 120
minutos. Aparte de los problemas propuestos se solicitd a los estudiantes plantear
observaciones y comentarios respecto a las dificultades encontradas en la prueba.

En el instrumento se pueden identificar dos categorias de preguntas:

= CA. Las preguntas de esta categoria requieren para su soluciéon de conocimientos
elementales de geometria, aritmética o algebra. Se asumia desde la estructura de
la prueba que algunas preguntas de esta categoria eran de bajo nivel de dificultad
y su solucion se podria encontrar de manera directa, siempre y cuando los
conocimientos basicos de los alumnos estuvieran bien fundamentados. En esta
categoria se ubican los items 1, 2, 3, 4, 6 y 8, referidos al concepto de area de
regiones planas regulares e irregulares. La mayoria de los enunciados presentan
una figura que apoya la comprension y andlisis del problema. El objetivo
fundamental de estas preguntas era explorar si el estudiante tiene claro el concepto
de area de una region plana, e identificar los procesos y procedimientos que utiliza
para determinarla. Una de las preguntas ademas exploraba si se diferencia entre

area y perimetro.

= CB. Lositems 5, 7, y 9 exploran también la nocion de area, pero se diferencian de
los anteriores porque proponen regiones ubicadas en un sistema de coordenadas
cartesianas y exploran ademas si hay una nocién intuitiva de la inscripciéon y
circunscripcién de poligonos regulares en una region limitada por curvas, como
punto de partida para la introduccion de la integral definida en su interpretacion

como area.
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2.1.5. Analisis de resultados de la prueba diagnéstica.

En el andlisis de la prueba las respuestas de los estudiantes se organizaron como se
comento antes en dos categorias. Algunos procedimientos de estas categorias se incluyen
en la sintesis y en el anexo 2, se incluyen las soluciones mas completas de cada categoria.

Este analisis fue un punto de partida para estructurar la unidad didactica.

Tabla 2-2: Analisis de resultados de la prueba diagndstica. Categoria CA

CATEGORIA CA

PREGUNTA 1
Para la region1 no se presentaron soluciones concretas, algunos estudiantes coinciden

en gue la regién no tiene area porque es una figura irregular, otros plantean algunas
preguntas: - “4como hallar el area de una figura que no tiene valores ni es una figura
l6gica?”, otros saben que la region tiene area pero dicen que no saben cémo hallarla
porque la figura no es definida, o porque no tiene valores, o porque no tiene forma o por
no ser un poligono. Solamente un estudiante plantea que mediria la figura a su alrededor

y de esta manera obtendria el area.

Los argumentos que dieron los estudiantes y los adjetivos con los que describen la figura
muestran que el problema de determinar el area de una regién esta muy ligado a tener
definida una forma poligonal y preferiblemente regular; al abordar regiones no
poligonales se pone en duda la posibilidad de determinar un &rea, lo cual sugiere que
no dan significado al concepto en situaciones practicas y reales de aplicacién en el que

las regiones usualmente son irregulares. (Figura 2-A)
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Figura 2-1. Concepcion inicial de un area no poligonal.
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En el caso de la figura 2 (hexadgono regular), ninguno de los estudiantes pudo determinar
el area, algunos dividieron el hexdgono en 2 trapecios y plantearon que se debian
determinar las areas de los trapecios y sumarlas pero desconocian o no recordaban una
férmula que les permitiera hacerlo; otros estudiantes propusieron que para hallar el area
de un hexagono se debia determinar el perimetro y luego multiplicar este valor por el

apotema y dividir en dos. Algunos plantearon férmulas pero no las desarrollaron.

En la figura 3 (triAngulo) la mayoria de los estudiantes enunciaron la férmula
convencional para hallar el area de un tridngulo, sin embargo solamente tres estudiantes
tuvieron en cuenta el hecho de que era equilatero y debian hallar la altura para lo cual

aplicaron el teorema de Pitagoras.

Algunos asumen que por ser un triangulo equilatero para determinar su area basta
multiplicar lados y dividir por dos o que la altura de este triangulo tiene igual medida que

su lado.
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En la figura 4 (pentagono inscrito en la circunferencia) solamente una persona mencioné
la idea de usar el radio de la circunferencia para determinar el area de esta region, sin

embargo, no concreto una expresion.

En la figura 5 (pentagono irregular) algunos dividieron la regién en un triangulo y un
rectangulo, hallaron las areas de cada uno y las sumaron; en el caso del tridngulo
aungue plantearon bien la formula no supieron dar una expresion para determinar la
altura, normalmente la asociaron a un lado comun. Otros partieron la regioén en tres: un
rectangulo y dos triangulos rectangulos y usaron el Teorema de Pitagoras para hallar la
altura de estos, por cuestiones de notacion (asignaron la misma notacién para el area y
la altura) no obtuvieron la expresién correcta. EI hecho de que esta figura tuviera
medidas numéricas facilité el razonamiento sobre las formulas, esto indica que los

estudiantes tienen dificultades para hacer generalizaciones, a través de variables.

Los estudiantes acuden a férmulas y términos sin tener claridad sobre las propiedades
geométricas de la figuras, aplican férmulas sin identificar claramente elementos y
diferenciar propiedades. En algunos casos tomaron como patron de medida la
cuadricula de la hoja para reconstruir los poligonos regulares, de esa manera asignaron
valores por estimacion y llegaron a una formula, aunque se les dificult6 manipular
aritméticamente los valores no numéricos, es decir no estaban claros los conceptos

algebraicos elementales.

En general, los estudiantes recuerdan las férmulas para hallar el area de un triangulo y
un rectangulo, cuando se proponen figuras diferentes a éstas en ocasiones tienden a
subdividirlas en triangulos o rectangulos. Se evidencian, como se comenté antes,
problemas con el concepto de area, se limitan a identificar dos o tres figuras candnicas,
pero si la region es irregular como no se conoce una férmula es imposible hablar de
area. No diferencian lo conceptual de lo algoritmico. Persiste ademas la confusién entre

area y perimetro, presente desde niveles basicos.
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PREGUNTA 2

Para resolver esta pregunta algunos estudiantes hicieron referencia al cateto opuesto y
al adyacente para diferenciar el angulo recto, pero lograron determinar la base y la altura
y aplicar la férmula correctamente, otros dijeron haber obtenido el resultado por ensayo
y error probando en cada respuesta dada, pero muestran confusion entre los conceptos
de areay perimetro.

En el siguiente texto se aplica el Teorema de Pitdgoras para determinar el cateto

desconocido, aunque no llega a la solucién correcta por errores con signos y notacion.

“Para hallar el cateto restamos la hipotenusa cuadrada con el cateto cuadrado y a ese
resultado le sacamos laraiz”. A continuacion realizaron el procedimiento. Concluyeron

incorrectamente que tanto el area como el perimetro miden 3 cm.

En otros casos resolvieron el problema correctamente usando el Teorema de Pitagoras,
la definicidn correcta de area y perimetro del triangulo y dibujaron la gréfica, sin hacer

comentario alguno.

PREGUNTA 4

Se evidencian dificultades para dibujar el cuadrilatero. Hay tendencia a confundir los
vértices con los lados, los vértices no son nominados correctamente, por ello el &ngulo
recto no aparece en la ubicacion correcta y las dimensiones no corresponden a las
dadas; por otra parte, determinan el perimetro del cuadrilatero y no el area,
argumentando que “no es posible hacerlo por la falta de proporcién de los lados”.

Propusieron en algunos casos férmulas que involucran razones trigonométricas, pero en
la figura construida no se identifican correctamente los lados y los angulos asi que la
aplicacion de la formula no tiene sentido.

En otros casos determinan el &rea multiplicando los cuatro lados. Ningun estudiante
dibujé el cuadrilatero con las condiciones dadas ni obtuvo correctamente el valor del
area.
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PREGUNTA 6

Un grupo de estudiantes interpretd correctamente la relacion, igualaron las expresiones
correspondientes a las areas de cada figura y dibujaron las figuras con medidas
correctas; en otros casos realizaron correctamente el proceso pero no dibujaron,
argumentando que como no habia un solo rectdngulo que cumpliera las condiciones, no

se podia resolver.

En algunas soluciones se evidencio confusion entre los conceptos de radio y perimetro,
otros expresan que el area de un circulo no puede ser dada en unidades cuadradas y
por ello el problema no tiene solucion. Posiblemente asumen que la referencia a

unidades cuadradas esta relacionada exclusivamente con un cuadrado.

En otro caso el estudiante inscribié un rectangulo en el circulo tratando de adecuar o
aproximar las medidas a la condicion del enunciado. La mayoria de los estudiantes,
resolvieron el problema correctamente y con argumentos validos, muchos de los que no

coincidieron con la respuesta preguntaron: ¢,es importante la forma del rectangulo?

PREGUNTA 8

La mayoria hallaron las areas de cada una de las figuras y luego sumaron, solo un
estudiante afirmo que la seccién superior no coincidia con un arco de circunferencia (es
de anotar que laimagen lo sugeria) y por este motivo no se podia hallar su area entonces

restringid el calculo a las areas de cada poligono y sumo.

Tabla 2-3: Andlisis de resultados de la prueba diagndstica. Categoria 2

CATEGORIA CB

PREGUNTA 5

El cincuenta y seis por ciento de los estudiantes no dieron respuesta alguna, entre los
demas estudiantes aparecen quienes tienen la idea de como hallar el area, sin embargo

los términos y simbolos usados no son correctos y hacen confusas las descripciones,

aparecen buenos planteamientos, donde hallan las areas de cada uno de los rectangulos
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inscritos y de cada uno de los circunscritos, no obstante el area del poligono queda
inconclusa.
Lailustracion, encontrada al final de la tabla, se considera la mejor respuesta. Alli, hacen
una construccion a partir de la funcién usando los puntos adecuados encuentran el area
de los rectangulos inscritos; analogamente mediante el mismo proceso hallan el area de

los rectangulos circunscritos y comparan con el area obtenida al subdividir el trapecio en
un rectangulo y un tridngulo.

Figura 2-2. Respuesta mas pertinente de la prueba.
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La representacion grafica en el plano cartesiano normalmente es inadecuada. Por
ejemplo, algunos estudiantes construyeron correctamente la gréfica de la funcién

cuadrética, pero no trazan la recta x =1 sino la recta y =1. Otros estudiantes

bosquejan una region incorrecta que no satisface las condiciones de enunciado, toman
como referencia un cuadrado unitario, lo que indica que entienden que es posible hallar

el area por recubrimiento, pero como no determinaron correctamente la regiéon no
pueden obtener la solucion.
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La mayoria de los estudiantes no resolvieron este problema pues expresaron que no
asocian la pregunta con sus conocimientos. En algunos casos solo elaboraron una

grafica que no correspondia a las condiciones dadas.

PREGUNTA 9

En esta pregunta las respuestas mas comunes se fundamentaron en graficar usando
tabulacion pero sin dar solucion al problema; una duda frecuente es “no sé como hallar
el area de una region curva”. El uso incorrecto de los signos les hace cometer errores
al graficar de tal manera qué la grafica resultante no coincide con las condiciones
planteadas ni hay evidencia de que exista una idea gréfica previa para evitar

representaciones inadecuadas, las escalas en el plano no son bien usadas.

En algunas situaciones realizan descripciones literales de cémo hallar el area sin figura
alguna, pero cometen errores al operar dando por sentado que el trapecio no tiene base;
ademas, suponen que al tabular xes la base y y es la altura no hay consistencia
algoritmica ni conceptual en cuanto al procedimiento; en otros casos usan la nocion de
simetria de la grafica con respecto al eje y, sin embargo no concretan como seria la
figura cerrada a pesar de que usan la formula para hallar el area de un rectangulo

planteando medidas arbitrarias.

PREGUNTA 10

Algunos de los planteamientos de los estudiantes respecto a la determinacién del area

de una regidn plana se citan a continuacion:

= “Para hallar el area de una regién plana se deben calcular los puntos de

corte en el gje x".

= “Para calcular el area de cualquier figura plana se requiere conocer la

dimensién de sus lados y el tipo de figura formada”.

= “Para calcular el area de cualquier figura plana debemos identificar la

figura y aplicarle la respectiva férmula”.
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= “Para determinar el area de una regién plana siempre se buscara
encontrar el nimero de unidades o figura iguales que pueden construirse

dentro de la superficie mayor”.

= “Para hallar el &rea de una region plana se requiere el conocimiento de
las medidas con las cuales se puede determinar al menos el perimetro,
ya que en algunos casos se requiere de este. En ocasiones es necesario
triangular una figura. Basicamente se puede decir que podemos hallar el
area de cualquier region plana sabiendo como determinar el area de un

triangulo, el area de un rectangulo y el area de una circunferencia”.

= “Para hallar un area de cualquier region plana cuando se encuentra bajo
una funcién y sobre el eje x se utiliza o se tabula la funcién y luego se
remplazan, se localizan en un plano cartesiano, luego la regiéon que queda

dentro de la gréafica es nuestra area”.

En algunos casos los estudiantes no dieron una descripcion sino que plantearon

preguntas respecto a la determinacion del area.

Tabla 2-4: Analisis de la prueba diagndstica — Reflexiones de los estudiantes

REFLEXIONES DE LOS ESTUDIANTES

Los estudiantes presentaron ademas comentarios y reflexiones generales sobre su

propio desempefio y su criterio respecto a la dificultad de cada problema.

Estas reflexiones dejan ver vacios conceptuales y la poca trascendencia que se ha dado
a la ensefianza de la geometria como herramienta para resolver problemas de otros

dominios de la matematica.
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Entre los comentarios de los estudiantes se identifican diferentes aspectos, algunos
aseguran que no tienen ni idea sobre el tema o que nunca han recibido informacién al
respecto, que tienen confusion entre las diferencias que hay entre areas y perimetros o
entre los de hipotenusa y catetos. Otros reconocen que entienden los enunciados del
taller, pero no recuerdan las férmulas o los conceptos que deben aplicar
especificamente, que aunque en el bachillerato estudiaron los temas dejaron a un lado

la practica y las respuestas que dieron se basaron en bases previas o en la intuicion.

También aseguran que la prueba contribuy6 a recordar conocimientos respecto a las
areas y que es importante revisar los temas de geometria ya que se hace necesaria su
aplicacion en diferentes problemas. Que hacen falta més conocimientos sobre
elementos geométricos, por lo que no estan preparados para resolver ese tipo de

ejercicios.

Por otra parte se consulté a los estudiantes si durante su formacién académica, habian
utilizado recursos digitales o software para aprender matematicas, todos coincidieron en
que han usado calculadoras graficadoras, pero que no saben aprovechar correctamente
las funciones de éstas incluso en lo relativo a las operaciones basicas, pero ningun tipo

de software relacionado.

Tabla 2-5: Andlisis de la prueba diagnostica. Comentarios y consideraciones generales

COMENTARIOS Y CONSIDERACIONES GENERALES

Las descripciones y las soluciones presentadas por los estudiantes permiten proponer

algunas conclusiones.

Usualmente los estudiantes no diferencian entre los aspectos conceptuales,
procedimentales y algoritmicos en lo que respecta a la nocién de area; son comunes las
dificultades para reconocer propiedades de figuras planas y construir figuras teniendo
en cuenta propiedades y condiciones. Los estudiantes evidencian problemas para

representar funciones en el plano cartesiano, se limitan a tabular pero no han
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interiorizado las propiedades de los diferentes tipos de funciones, ni las caracteristicas

de las gréficas.

Algunos estudiantes asumen que para determinar el area de un poligono arbitrario, se
multiplican las medidas de todos sus lados estableciendo posiblemente una analogia
incorrecta con la expresién para el area de un rectangulo o con la forma de determinar
el perimetro. Se identifican en las soluciones problemas relativos tanto a la construccion
y caracterizacion de las figuras geométricas como al uso de la notacion; frecuentemente
se evidencia confusion entre los conceptos de area y perimetro posiblemente por no
diferenciar entre la superficie y el borde o frontera de la regién; cuando se propone
triangular una regién, normalmente consideran exclusivamente triangulos rectangulos,
pues para los demas tridngulos les resulta dificil determinar la altura; para cualquier
problema que involucre triangulos, proponen aplicar el Teorema de Pitagoras olvidando

gue solamente es valido para triangulos rectangulos.

Los estudiantes tienen nociones generales sobre el area de regiones poligonales, pero
al enfrentarse a una region limitada por curvas surgen dificultades, ademas la simbologia
gue manejan es limitada, cualquier variacién en nomenclatura desestabiliza el concepto

y limita las soluciones, esto impide generalizar resultados a partir de objetos individuales.

Las formulas mas conocidas son las convencionales para hallar el area de un rectangulo,
de un triangulo y de un circulo pero ni siquiera en estos casos utilizan las unidades de

medida, generalmente las ignoran.

Se evidencian obstaculos epistemoldgicos y didacticos en los estudiantes; perciben de
forma compleja los objetos basicos y sus relaciones, hay una separacion entre la
geometria y la aritmética que se pone en evidencia a través de las representaciones
aritméticas y geomeétricas que presentaron en cada punto. La mayoria tiene dificultades
en asociar lo gréfico con lo aritmético y con lo algebraico de manera coherente y las

construcciones estén limitadas a figuras basicas y simbologia inadecuada.
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En cuanto a los obstculos didacticos los estudiantes dan cuenta del poco tiempo que
dedicaron en los niveles basicos al estudio de la geometria, de esta manera la perciben
de manera muy informal sin concederle la importancia que tiene realmente. El rechazo
al pensamiento visual también es visible en el analisis de la prueba, pues, aunque
elaboraron muchas figuras, éstas dan cuenta de la poca practica que hay al respecto.
Aunque fallara la herramienta aritmética o algebraica, si el estudiante tuviera una
concepcion adecuada de las imagenes sus construcciones seran mas precisas y podria

imaginarlas con solo visualizar la expresion matematica que las describe.

En cuanto a la desconexién entre el concepto de area y el de integral definida, hasta
este punto de la prueba y de acuerdo a los resultados, se percibe que el estudiante
solamente es capaz de dimensionar areas basandose en las formas rectangulares y
triangulares, por lo tanto para acercarlos al concepto de integral definida se deben

superar estos obstaculos.
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3. Marco Disciplinar

3.1. Areas deregiones rectangulares y triangulares.

Ante los problemas encontrados es importante partir de la caracterizacién de un triangulo
y una region triangular, asi como la de un rectangulo y una region rectangular, esta
distincién facilitara entender la diferencia entre area y perimetro, la FIGURA 3-A ilustra estas
definiciones y se encuentran formalmente expuestas en (Moise, 1964, pag. 291).

Figura 3-1. Relacion entre area y Perimetro

Rectangulo Lrignguis

Region Rectangulor Region Triangular

En geometria Euclidea la forma mas simple de una region plana es una regién

rectangular, cuya area esta definida como el producto de la base b del rectangulo
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por su altura h: (A = b = h) (Carrillo A. ) (Moise, 1964, pag. 295)!°y el &rea de una

region triangular de base b y altura h es la mitad del &rea de la region rectangular
. . bxh . , . .
antes mencionada, es decir A = % Una vez determinada el area de una region

triangular, es posible determinar areas de regiones poligonales, dado que: “una
region poligonal es la unidon de un namero finito de regiones triangulares en un
plano” (Moise, 1964, pag. 291).

Figura 3-2. Relacion areas de regiones triangulares y rectangulares.

1
A= 0L.h A = 5 fih

Para determinar el area de una regién poligonal, puede aplicarse el postulado de la

adicion de areas.

10 El Teorema 11.1 (Moise, 1964, pag. 295), es analogo al axioma cinco de la definicion axiomatica
de area dada por (Apostol, 1973).
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3.1.1. Postulado de la adicidn de areas.

Supdngase que la region R es la reunion de dos regiones R, y R, de areas a(R;) y a(R;)
respectivamente, y que R,y R, se intersecan a lo sumo en un nimero finito de segmentos

y puntos, entonces el area de laregion R, es, a(R) = a(Ry) + a(Ry).

Nota: El postulado anterior se puede generalizar a una regién R que sea unién de un
namero finito de regiones R;, 1 <i < ncon la condiciéon de que cada par de regiones se

intersequen, dos a dos, a lo mas en un nimero finito de segmentos y puntos.

Figura 3-3. Postulado de la adicion de areas.
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Definicion. Conjunto medible. Un conjunto del plano se dice medible si se le puede
asignar un numero real al que se le denomina area (Definicion 3.1.2.), la coleccion de todos
estos conjuntos de notara M. Las figuras que se estudiaran pertenecen a M y el area esta

caracterizada a través de los siguientes axiomas.
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3.1.2. Definicidon axiomatica de area

Sea M una coleccién de conjuntos medibles y a una funcion de dominio M, que asigna a
cada subconjunto R de la colecciéon, un namero real a(R) que cumple las siguientes

propiedades:

= Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto R de M se tiene a(R) = 0.

Nota: Tanto un conjunto formado por un punto, como un conjunto finito de puntos o una

coleccion finita de segmentos de recta en el plano tienen todos medida cero: (R) = 0.

= Propiedad aditiva. Si R y S pertenecen a M entonces RUS y RNS también
pertenecen a M,y se cumple a(RU S) =a(R) + a(S) —a(RNYS).

Figura 3-4. Propiedad aditiva

Be_ P )

= Propiedad de la diferencia. SiRy S pertenecena M y R € S,entoncesS—ReM
y se tiene que a(S — R) = a(S) — a(R).

= |nvariancia por congruencia. Si R € M y S es congruente con R, entonces S € My
a(R) = a(S).
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= Eleccion de escala. Todo rectangulo! Q pertenece a M vy si los lados de este

rectangulo tienen longitudes h y k, entonces a(Q) = hk.

= Propiedad de Exhaucion. Sea P un conjunto que puede encerrarse entre dos
regiones Ry S, de modo que R <SP cS. Siexiste unoy solo un niamero ¢ que
satisface las desigualdades a(R) < c < a(§), paratodas las regiones escalonadas
(Vease numeral 3.5) Ry S, que satisfagan R € P c S, entonces P es medible y
a(P) =c

Estas propiedades se aplican si la region a la que hacemos referencia esta determinada
sobre un plano cartesiano. En particular en esta sintesis nos interesa determinar el area de
una region R del plano limitada por una funcién escalonada y uno de los ejes coordenados
(region poligonal). Para calcular esta area se particiona la region en una coleccion finita de
rectangulos y sumando las areas de estos rectangulos es posible determinar un namero
positivo Unico, el area de R, a(R). Esta area dependeré del tamafio y la forma de la region

pero no de su posicién (Moise, 1964, pag. 293)*2

3.2. El area de regiones mas generales

Para determinar areas de regiones mas generales (no poligonales) es posible retomar el
método propuesto por los matematicos griegos descrito ya en el capitulo 1, el Método de

exhaucion.

Recordemos que para hallar areas de regiones limitadas por cénicas, Arquimedes (287 —
212 A.C.) uso6 el conocido método de exhaucion, en el que usaba poligonos inscritos y
circunscritos a la region para aproximarse a su area. Se ilustra su planteamiento en los

siguientes ejemplos.

11 Esta propiedad muestra la necesidad de distinguir entre rectangulo y region rectangular, tal como
se mencionaron en la introduccién de este capitulo.
12 VVer postulado de la congruencia.
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Ejemplo 1: Area de una region circular. Se inscribe y circunscribe sucesivamente en la
region poligonos de n lados, para cada valor de n, el area del poligono inscrito es menor
que el &rea del circulo y el area del poligono circunscrito es mayor, al aumentar el nimero
n de lados de los poligonos, las areas de éstos seran, cada vez, mas préximas al area de

la region circular?s.

Ejemplo 2: Area de una region limitada por un segmento parabdlico. Arquimedes prob6
que el area de un segmento parabdlico que se puede encerrar en un rectangulo de base b
y altura b? es exactamente un tercio del area del rectangulo, esto lo hizo usando dos
conjuntos de rectangulos: Un conjunto de rectangulos interiores al segmento parabdlico
para hacer aproximacion por defecto, el area del segmento parabdlico es mayor que la
suma de las areas de dicho conjunto de rectangulos. Y un segundo conjunto de rectangulos
exteriores al segmento parabdlico para aproximarse por exceso al area del segmento
parabdlico, que resulta menor que la suma de las areas de los rectangulos exteriores.
llustraciones del método de exhaucién para determinar el area de un segmento parabdlico
pueden encontrarse en los textos de célculo integral como introduccion a este tema, véase

la demostracion rigurosa en: (Apostol, 1973, pags. 4-9)

13 En https://www.geogebra.org/m/1187900, puede observarse una construccion secuencial de los
poligonos inscritos en la circunferencia que permite aproximarse al area del circulo.
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Figura 3-5. Aplicacion del método de exhaucion.

3.3. Area de regiones planas limitadas por
diferentes tipos de curvas. Sumas de
Riemann.

El método de exhaucion'* se empezé a utilizar aproximadamente 18 siglos antes de la
introduccion del algebra simbdlica y de la fundamentacion de las primeras ideas del calculo
diferencial, pero se constituy6 en una herramienta fundamental para definir area de
regiones planas mas generales y aproximarse al concepto de integral como veremos en

este aparte?®.

Sea f una funcién de variable y valor real, continua y positiva y consideremos la region R,
limitada por la curva y = f(x), las rectas x = a, x = b y el eje x. Vamos a usar el método

de exhaucién para determinar el area de la region R. Subdividimos el intervalo [a, b], en n

14 En https://www.geogebra.org/m/136069 se puede ver una construccion del método de
exhaucion.

15 En https://www.geogebra.org/m/218323 se encuentra un aplicativo para ilustrar las sumas de
Riemman.



Unidad didactica para la interpretacion de la integral definida como el area de una region
plana, mediante la modelacion de las funciones en Geogebra

subintervalos de longitud A, = bn;a , asi: [xox1], [ 21 x2], [ x2,%3],....[ Xp—1, x,], dONde xg = a y

Xp=b. Yy xy=a+A,, x, =a+2A,, x3=a+ 3A,

Figura 3-6. Rectangulos de aproximacion.

y=flz)

R |R Ry R R,

Trazando perpendiculares desde los puntos extremos de los subintervalos, se determinan
n regiones (franjas). EIl area total encerrada por la curva, el eje x ylas rectas x =a vy
x = b corresponderia a la suma de las areas de las franjas. Como no es posible determinar
el area de estas franjas de manera exacta, se requiere construir rectangulos cuyas areas
se aproximen a las areas de cada una de ellas. Para la franja i-ésima R;, construimos un
rectangulo de base A, y altura'® f(x;), siendo f(x;), el valor de f en el punto extremo de
la derecha, de tal forma que el area del i-ésimo rectdngulo sera f(x;) A,. Al sumar las

areas de los n rectangulos se encontrara una aproximacioén D,, al area de R con

16 Este proceso es similar a realizar aproximaciones por exceso en el método de exhaucion.
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D, = f(x1) Ay + f(x2) Ax + -+ f(xn) Ay

Si la cantidad n de franjas se incrementa indefinidamente, la cantidad de rectangulos se
incrementa indefinidamente, y la base A, de estos rectangulos es cada vez menor,
obteniendo asi, cada vez, una mejor aproximacion al area de la region. Esto permite definir

el area de R, de la siguiente manera:

Definicion: El area Ade la regibn R limitada por la grafica de una funcién continua y
positiva f, eleje x ylasrectas x =ay x = b, es el limite de la suma de las areas de los
rectangulos R; de base A,y altura f(x;) (con x; punto extremo de la derecha del

subintervalo i-ésimo en la particion).

A= lim D, = 7111_{{)10 [f (1) Ay + f(x2) Ay + -+ + f () Ay,

n—oo
Por ser f continua es posible demostrar que este limite existe. Veamos:

Si en lugar de tomar los extremos derechos de la particion se toman los extremos izquierdos

se obtiene también una aproximacién al area A de la region R,
Ly = [f(xp)Ax + f(x)Ax + -+ f(xn_1)Ax], Y-

A=lim [, = il_r}c}o[f(xo) Ay + f(x1) By + -+ f(xn-1) Ayl

n—-oo

Como f es una funcion contintia, se concluye que: lim D,=lim I,= A
n—-oo n—-oo

17 D, aproximacion al area por rectangulos de alturas determinadas por extremos derechos del
subintervalo e I, aproximacion al area por rectangulos de alturas determinadas por extremos

izquierdos del subintervalo.
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Nota. Es posible tomar como altura del i-ésimo rectangulo la imagen de cualquier x;*,
gue esté entre x;_; Y x; (no necesariamente un extremo) y definir asi el &rea de la region
de unaforma mas general. La suma de las areas de los rectangulos construidos, cualquiera
que sea la eleccion del punto x;*, Y, f(x;*) A, es denominada suma de Riemann. Si
f(x) = 0, paratodo x en un intervalo dado, la suma de Riemann se interpreta como la suma
de las areas de los rectangulos de aproximacion, sin embargo, si f toma tanto valores
positivos como negativos en el intervalo, las areas de los rectangulos que quedan por
debajo del eje x se determinan mediante la expresion —f(x;)A,, asi la suma de Riemman
se interpreta como la suma de las areas de los rectadngulos que se encuentran arriba del
eje x, con los opuestos aditivos de las areas de los rectangulos que estén por debajo del

eje x. Laidea se ilustra en las siguientes construcciones:

Figura 3-7. Rectangulos de altura un valor extremo

i
d

D, I,

Obsérvese que si f es una funcion continua y acotada, al construir rectdngulos de
aproximacion se determinan funciones escalonadas que encierran la curva f. Y entonces,
aproximarse al area encerrada por la curva f y el eje x por rectangulos de aproximacién es

equivalente a determinar el area encerrada por el eje x y cada una de las funciones
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escalonadas que encierran la curva. Esta idea nos permite caracterizar las funciones

Riemann integrables.
3.3.1. Sumas superiores e inferiores de Riemman

= Definicion. Sea f una funcion acotada de variable real y P, ={x, t1,
ty, ..., th_1, tp}, UNa particion'® de [a,b]. Paracadai =0,..,n — 1, existen, el
infimo m; == inf{f(x): x; < x < x;41} Yy el supremo M; = sup{f(x):x; <
x < x;41} de f sobre [x;, x;44 ]. La sumas superiores de f respecto a la particion,
gue notaremos: S(f, B,) Yy las sumas inferiores de f respecto a la particion, que

notaremos: I(f, B, ), en (Patil, 2006, pag. 63) se definen respectivamente como:

SULP) =X mi(xipr —x) Yy I(f, By) = TG Mi(xiq — X))

Es decir las sumas superiores e inferiores, son respectivamente, sumas de las areas de

rectangulos de aproximacion situados por encimay por debajo de la gréafica de f.

Nota: Es claro que para asegurar la existencia de m; y M; es indispensable que la funcion

f sea acotada.

Como para cada i=0,..,n—1, mi(xjpq —x) < Mi(xi01 — X;) se tiene que,
I(f, B,) < S(f,B,). Elsiguiente lema permite ordenar las sumas inferiores y las sumas

superiores a medida que se consideran refinamientos de una particion.

18 Una particién del intervalo [a, b] es una coleccion finita de puntos en el intervalo, incluidos los

extremos a y b; los puntos de la particion se enumeran asi: a=x,< x; <x < Xp_1 <X, = b.
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Lema 3.3.1: Sean P, y @, dos particiones del intervalo [a, b], si Q,, €s un refinamiento de
P, , es decir P, € Q,, , entonces S(f,P,) <S(f,Q,) y I(f, B,) =I(f, Q,).

Figura 3-8. llustracion del lema 3.3.1.

/ / /|

0 b ax L b. a T b, T I b -

La ilustracion indica que al refinar la particion P,, la suma inferior va aumentando pues cada
rectangulo se divide en otros de altura igual o superior, y el area siempre aumenta. Por otro
lado al refinar la particion B,, la suma superior va disminuyendo pues cada rectangulo se

divide en otros de altura igual o inferior, y el area siempre disminuye.

Demostracion: Para el caso en que Q,, contiene solo un punto mas que B,, es decir

Py = {x0, X1, X2, ., Xn—1,Xn}, Y Qn = {Xo, X1, X2, Xk, S, Xk41 -» Xn—1, X}, CON

a=x3< X1 < X< X, < S< X1 << xp_1< xp=>h.

Seann': = inf{f(x):x, <x <s} y n : =inf{f(x):s < x < x44,}. Entonces:
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I(f, Py) =Y ni(xipr —x) Y
I(f, Qn) = {'c=_01 N (Xie1 — x;) + n'(s —x,) + n”(xk+1 —-s)+ 271'1=_k1+1ni(xi+1 — X;).

Por consiguiente para probar la desigualdad I(f, B,) < I(f, @, ), es suficiente probar que
Ny (K1 — X)) <1 (s —x) + 1 (x4q — S). Ahora, como
{f(x):ixp <x <s}<{f(x):xp <x<x,41}, S€tiene entonces
ng = inf{f () \ x < x < x40} < Inf{f(X) \ 2 < x <s}=n,
de manera similar n, <n’ por lo tanto

N (a1 — X)) = (S — x3) + M (g1 — ) S N(S — x) + 1 (Xgyq — S).

De donde, para este caso, se tiene que I(f, B,) <I(f, Q,); similarmente se puede
demostrar que S(f, P,) = S(f, Q).

En general la particion Q,, puede obtenerse de la particibn P, mediante la adjuncion
sucesiva (paso a paso) de una coleccidn finita de puntos, es decir que existe una secuencia
de particiones P, = P, P,, ..., B. = Qn, tales que P;,, contiene solamente un punto mas que
P;, entonces:

I, B)=1(f, ) <, , < I(f, B)=1(f, Qu) Y
S(f, B,)=I(f, Py)>=,..,= S(f, B.) =5(f, Q,), esto prueba el lema enunciado.

Del lema anterior se deduce el siguiente corolario.

Corolario. Sean P; y P, dos particiones del intervalo [a, b] y sea f una funcion de variable

real, acotada en el intervalo [a, b]. Entonces I(f,P;) < S(f,P,).

Nota: el Corolario garantiza, que cualquier suma superior S(f, P") es mayor o igual que la

mayor de todas las sumas inferiores.



Unidad didactica para la interpretacion de la integral definida como el area de una region
plana, mediante la modelacion de las funciones en Geogebra

Demostraciéon: Existe una particion Q, que contiene tanto a la particion P;, como a la
particion P,, Q := P; U P,.

Por el lema anterior, se tiene que I(f,P;) <I(f,Q) <S(f,Q) <S(f,P,), de donde
supI(f,P,) : P, esuna particion de [a,b] < S(f, B, ) para cada particién P, de [a, b].

Esto a su vez significa que el supremo {sup{I(f, B, ): B, €s una particion de [a, b]} es el
limite inferior del conjunto de todas las sumas superiores de f,entonces
{sup{I(f,BP,): P, es una particion de [a,b]} <inf{S(f,P,): B,es una particibn de
[a,b]. Estos dos valores, estan entre la suma superior y la suma inferior de f para toda

particion B, de [a, b].

Luego {I(f, Pn') < sup{I(f,B,): B,es una particion de [a,b]}<{S(f,B,) y ademas
I1(f,B,) < inf{S(f, P,) \ P,es una particion de [a,b]} < S(f,P,) para toda particion P, de
[a,b] por lo tanto en algin momento sup{I(f,B,)\ B, €S una particion de
[a, b]} = inf{S(f, B, ): P, es una particion de [a, b]}, en este caso, este valor es el Gnico entre

las suma superior y la suma inferior de f para todas las particiones.

Nota: Este valor es el candidato ideal para ser la medida del area A de laregiéon R limitada

por la gréfica de una funcion continua f, f(x) >0, elejexylasrectas x =a yx =b.

Por otra parte, sup{I(f,P,)\ B, es una particion de [a,b]} < inf{S(f,B,)\ B,€s una
particion de [a, b]}, entonces cada numero t, entre sup{I(f,B,) \ B, €S una particion de
[a,b]} e inf{S(f,B,)\ B,es una particion de [a,b]} satisfacera I(f, Pn') <t <S(f,P,)

para todas las particiones Pn' de [a, b].

A partir del analisis anterior es posible formalizar el concepto de integral definida y

caracterizar las funciones Riemann integrables.
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Definicion®®. Sea f una funcién continua definida para a < x < b, y una particién B, del
intervalo [a, b] en n subintervalos de longitud A, =(b—a)/n;
con x, = a, xq,..., X, l0S puntos extremos de estos subintervalos, y x;+ un punto arbitrario
(punto muestra) en el i-ésimo subintervalo [x;_4,x;]. La integral definida de f, desde x = a

hasta x = b, se define como (Stewart, pag. 361)

b n
[ reodx=jm ;f(xio A,

Sif(x) = 0, laintegral f: f(x)dx % se interpreta como el area bajo la curvay = f(x), desde

x = a hastax = b.

Figura 3-9. Integral definida como area bajo la curva

U

20 E| simbolo | fue introducido por Leibniz a finales del siglo XVII para caracterizar la sumatoria,
f(x) es el integrando y a y b son los limites de integracion.
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Por otra parte si f toma tanto valores positivos como negativos al considerar el limite

de la suma de Riemann, se obtiene una integral definida que puede interpretarse
como una diferencia de areas: fff(x)dx = A, — A,; donde A, es el area de laregion

limitada por la grafica de f y el eje x en el semiplano superior (y >0)y A, es el

area de la region limitada por la gréfica de f y el eje x en el semiplano inferior

(y <0).

Figura 3-10. Integral definida como diferencia de areas.

!

Aplicando las propiedades de la sumatoria y de los limites es posible concluir que la integral

definida tiene las siguientes propiedades.

Nota: la suma de Riemman Y-, f(x;*) A, es una aproximacion a la integral definida.
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3.4. Propiedades de la integral definida.

1. Sif(x) =c, cunaconstante arbitraria, entonces ffc dx=c(b—a)

Figura 3-11. Area limitada por una funcién constante.

w=c

iren = offh — )

[ ] b T

El &rea de la region limitada por una funcion constante y lasrectas x =a yx = b es

el area del rectangulo de base b — a y altura c.

2. Sean f y g funciones continuas entonces, ff[f(x)+g(x)]dx= f:[f(x)dx+

J? g(x)dx]

Figura 3-12. Integral de una suma de funciones.

u u u
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Es decir, la integral definida de una suma de funciones continuas, es la suma de las
integrales?. Si f y g son funciones positivas, entonces el area de la regién limitada por la
curva f(x) + g(x), lasrectas x = a y x = b, y el eje x, es la suma de las areas de la region
limitada por la curva f(x) ylasrectas x=a yx = b, yelejexy laregion limitada por la
curva g(x)y las rectas x=a yx=b Y el eje x. Esta propiedad puede demostrarse
construyendo las sumas de Riemman para f y g y aplicando las propiedades de los limites
y de la sumatoria, teniendo en cuenta ademas, que tanto f como g son continuas y suma

de funciones continuas es continua.

3. Sea ¢ una constante arbitraria, y f una funcibn continua, entonces

[P efdx = ¢ [ f)dx,

Figura 3-13. Integral de una constante por una funcion

o

En las graficas (Figura 4-12) se ilustra, con un ejemplo, esta propiedad. Para una funcion

continua f, la integral ff 2f(x)dx es el doble de la integral de f(x) entre ay b y que

21 En https://www.geogebra.org/m/20548 puede apreciarse la modelacion de estas propiedades.
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ff 1/2f(x)dx, es la mitad de la integral ff f(x)dx. Es decir el &rea de la regién original se

amplia o se reduce de acuerdo al valor del factor c.

4. Sean fy g continuas [.[f(x) — g)]dx = [ [f(x)dx — [ [g(x)dx

Figura 3-14. Integral de funcién diferencia.

b

1] i b 1] a b 0 @ )

f—a

22 En el caso que f(x) < g(x), resultara un nimero negativo y la integral se interpretara como una
diferencia de areas.
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Nota. Si la integral definida de una funcion existe, la funcion se dice Riemman integrable,
sin importar el punto muestra que elijamos para construir la suma de Riemman, el limite
existe y converge a un unico valor. La funcion f se dice entonces Riemman integrable.

Aclararemos esta nota mas adelante.

3.5. Funciones escalonadas .=

Definicion: Una funcion f cuyo dominio es un intervalo cerrado [a, b] se dice que es
escalonada, si existe una particion P = {xy, x4, ... ,x,} de [a, b] tal que f es constante en
cada subintervalo abierto de P. Es decir, paracada k = 1,2, ...,n existe un nimero real ck

tal que f(x) = cx , Si xXp—q1 < x < Xxy.

3.5.1. Integrales definidas de funciones escalonadas

Para obtener el valor de la integral de una funcién escalonada se determina el area del
rectangulo de base (x, — xx_1) , longitud del intervalo k-ésimo, y altura la constante
correspondiente cg , es decir se determina para cada k , el producto: cg X (X — Xk-1), ¥

luego se suman todos los productos obtenidos. (Apostol, 1973).

La integral de f de a hasta b, se define entonces como:

n

Lbf(x)dx = Z Ce X (X — Xg—1)

k=1

23 | as funciones escalonadas también son denominadas constantes a trozos.
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El valor de la integral es independiente de los valores que tome la funcién en los extremos
del intervalo, por lo tanto, si f es constante en el intervalo abierto (a, b), estoes f(x) =rc,

Si a < x < b, entonces:

2 f@dx = ¢ Xioy (g — x_1) = (b — a).

Nota: Esta expresion no depende de la eleccion de la particién, siempre y cuando, f sea
constante en los subintervalos abiertos de dicha particion; por tanto puede refinarse la

particién y el valor de la integral es el mismo.

Independientemente de cuales sean los valores de f(a) y f(b) en (a,b). Sic>0 vy
f(x) = c, paratodo x en el intervalo (a, b), laregion determinada es un rectangulo de base

(b—a) y altura ¢, por lo tanto su area es c(b —a), y es ésta la integral definida de

f en(a,b).
Figura 3-16. Integral definida de una region rectangular
] Y

flale

e f(b)

La figura ilustra que al cambiar el valor de la funcion en los puntos extremos a y b, cambia
el conjunto de ordenadas que definen la funcién, pero el valor de la integral definida es el

area de la regién rectangular determinada.
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Si f es una funcion escalonada (constante a trozos) se determina un conjunto finito de
rectangulos y la integral definida de la funcion f es la suma de las areas de estos
rectangulos, y esta suma es independiente de los valores que toma la funcién en cada punto

de division (extremo de subintervalos sobre los que se define la funcién).

Figura 3-17. Integral definida de una funcion escalonada

Hxz)
L]

Ha) flay)

a [ —Y

{1 i iy T i I

En (Figura 3-P) se muestra la grafica de una funcion escalonada f tal que:
6 sta<x<x
flx)=4c; six; <x<x,
c; six;<x<b
La integral definida de la funcién f es entonces:

f:f(x)dx =c; X (x; —a) + ¢c3 X (x, — x1) + ¢35 X (b — x3).
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3.5.2. Propiedades de la integral definida de una funcién

escalonada.

Sean f y g funciones escalonadas definidas en el intervalo [a, b] entonces se cumplen las

siguientes propiedades:

= Propiedad Aditiva. La integral definida de la suma de fy g esigual ala suma de
las integrales.

b b b
f () + g@)dx = f Foodx + f g()dx

Figura 3-18. Integral definida de una funcién escalonada. Propiedad aditiva

= Propiedad Homogénea. Si C es un numero real arbitrario y f es una funcién
escalonada en [a, b] entonces.
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Figura 3-19. Integral definida de una funcién escalonada. Propiedad Homogénea (c=2)

E ]
-

|

Las dos propiedades anteriores son casos particulares de la llamada propiedad de
linealidad.

= Propiedad de Linealidad. Si C; y C, son niUmeros reales arbitrariosy fy g
funciones escalonadas definidas en el intervalo [a, b], entonces

b b b
J [Cif(x)dx + C,g(x)]dx = le fl)dx + sz g(x)dx

a
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.Figura 3-20. Integral definida de una funcién escalonada. Propiedad de Linealidad

= Teorema de comparacion. Sean f y g funciones escalonadas definidas en el
intervalo [a,b] y f(x) < g(x), paratodo x € [a,b] entonces

fbf(x)dx < fabg(x)dx

a
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Figura 3-21. Integral definida de una funcién escalonada. Teorema de comparacion

En la primera parte de este capitulo se habia hecho referencia al Postulado de Aditividad
de areas (Numeral 3.1.1): Si una regi6on R es reunién de dos o mas regiones que se
intersecan, dos a dos, a lo sumo en un nimero finito de segmentos y puntos, el area de la

region R, es la suma de las regiones que la componen. La propiedad que se enuncia a
continuacién es consecuencia de este postulado.

= Postulado de Aditividad de areas. Sea f una funcion escalonada definida en el
intervalo [a, b], si a < ¢ < b, entonces

facf(x)dx + J;bf(x)dx =ch(x)dx
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Figura 3-22. Integral definida de una funcién escalonada. Postulado de aditividad de areas.

L]

=]

[ o)

[ 10

o

L]

» Invarianza de la integral definida por una traslacion.
escalonada definida en el intervalo [a,b] y ¢ € R, entonces

[ [

f(x +c)dx

Sea f una funcion

Figura 3-23. Integral definida de una funcién escalonada. Postulado de aditividad de areas.

i] {rcC

b+
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La propiedad anterior resulta natural desde luego, porque la geometria de trasformaciones

establece que el &rea de figuras planas es invariante por traslacion.

= Efecto de la dilatacion o contraccién del intervalo de integracion. Sea f una

funcion escalonada definida en el intervalo [a,b] y k unreal, k > 0 entonces

kk:f(%) dx = kf;f(X)dx ,  0loque es lo mismo f;f(x) :% kk;f G) dx

Es decir, la integral definida de una funcién escalonada, f, definida en un intervalo [a, b],

se puede determinar considerando la integral definida de una funcion escalonada g definida

en el intervalo [ka, kb], tal que g(x) =f (z) si ka < x < kb y multiplicando esta ultima

integral por % siendo k > 0 cualquier real.

Nota: Si a y b son reales tales que a < b, fff(x)dx= —f;f(x)dx. Y si a=b,

faaf(x)dx =0

De la nota anterior se puede concluir que la aditividad es valida, incluso en el caso:

a < b < cyque ademas la propiedad de dilatacion o contraccion del intervalo de integracién

se puede generalizar a cualquier k # 0.

= Reflexion de la integral. Sea f una funcion escalonada definida en un intervalo
[a, b]

fabf(x)dx = j—;af(—x)dx
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Figura 3-24. Integral definida de una funcién escalonada. Reflexién de la integral

La gréfica ilustra, que al considerar la funcién g(x) = f(—x), el dominio de esta nueva
funcion resulta de reflejar el intervalo (a, b) con respecto al eje y, y el rango de g coincide
con elrango de f , de ello se concluye que las areas de los rectdngulos que se determinan
para calcular las integrales coinciden, de donde el valor de las dos integrales es el mismo.
El analisis de la integral de funciones escalonadas permite, como lo comentamos
anteriormente, fundamentar la teoria acerca de funciones Riemann Integrables o R —

Integrables como se vera en el siguiente apartado de acuerdo con (Sanchez F. , (s.f.)).

3.6. Funciones Riemann Integrables - R —
Integrables.

Definicion. Sea f:[a,b] » R una funcién acotada, es decir, existe M > 0 , tal que
|f(x)] < M paratodo x € [a,b]. Se dice que f es Riemann integrable o R — Integrable
en [a,b] si para todo € >0 existen funciones escalonadas h,k cuyo dominio de

definicion es el intervalo [a, b], tales que

a) h<f<k b) [ (k(x) — h(x)) dx < €
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b)
A continuacién se presentan algunos ejemplos de funciones Riemann integrables y no

Riemann integrables.

= Ejemplo 1. Veamos que las funciones escalonadas son Riemann integrable. Sea f
una funcién escalonada de variable real, para demostrar que es Riemman integrable

basta considerar hy k tales que h = k = f, desde luego se tiene que h < f <k y por

tanto se cumple que fol(k(x) — h(x))dx < e.
= Ejemplo 2. Sea f una funcion de variable real, f(x) = 0 para todo x qt% yf(%) =1.
Para demostrar que es Riemann integrable, consideramos h = 0 y k definida de la

siguiente manera.

Figura 3-25. Ejemplo de funcién Riemann integrable

1 . = 1 = 1+Ei|
;.:(;:]:{ ’ st 2 2'z 2

0, en cualguier otro punto del intervalo [0,1]

1 £ 2 9
2 21
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Se tiene que h < f <k, y si se consideran las sumas de Riemman, tanto las inferiores

como las superiores, estas se acercan al mismo valor e, se cumple entonces que

1 1 .
Jo (k(x) = h(x))dx = [, k(x)dx < e. Porlotanto f es Riemman Integrable.

= Ejemplo 3. Funcion de Dirichlet. Sea f una funcion de variable real definida en el

intervalo [0,1], de la siguiente manera (Petros, 2005).

Figura 3-26. Ejemplo de funcion no Riemann integrable (funcion de Dirichlet)
(D, six e O
fx) _{1, six & @

T — £ i+ =

%

Debido a que entre dos numeros racionales existen infinitos nimeros irracionales y que
reciprocamente, entre dos ndmeros irracionales existen infinitos nimeros racionales, la
gréafica de la funcién es una secuencia lineal de puntos de ordenada 1 y otra secuencia

lineal de puntos de ordenada 0.

Al intentar construir las sumas superiores e inferiores (Sumas de Riemman), para la funcion
de Dirichlet, aun haciendo particiones muy finas del intervalo, las sumas de Riemann no

convergen al mismo limite. Dado que para todo € > 0y para todo a € R, se tiene que,
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inf{f(x)/x€(@—€, a+8&}=0ysup{f(x)/x€ (a—E, a+ &)} =1; por tanto la funcién

no es Riemann integrable.

Nota: Esta funcion se genera al responder la pregunta: ¢, Cual es la probabilidad de que al

elegir un punto del intervalo [0,1] al azar el punto elegido sea irraciona??.

Se puede demostrar ademas que las funciones constantes, excepto en un namero finito de

puntos en los que toman valores arbitrarios, son Riemann Integrables (Sanchez F. , (s.f.)).

Otros ejemplos de funciones Riemann Integrables son las mondétonas (crecientes o
decrecientes), las continuas y las funciones elementales? (lvorra, (s.f.)) son R-integrables

en los intervalos en los que sean continuas.

Nota: Son ejemplos de funciones elementales en un intervalo [a,b] los polinomios, las
funciones racionales en su dominio de definicion, las funciones e*, logx, si 0 <a < b,
sen(x) y cos(x), asi como tg(x) y arctag(x) en su dominio de definicion, también,

arcsen(x), arccos(x), senh(x),cosh(x) y tgh(x) y sus inversas.

La teoria anteriormente expuesta describe el origen algebraico y geométrico del concepto
de integral definida. EIl siguiente teorema permite relacionar la teoria de integracion

introducida hasta ahora, con la teoria de derivacion:

24 Al realizar este experimento, si se obtiene un namero irracional, se asigna 1 y si se obtiene un
racional, se asigna cero.

25 (Ivorra, (s.f.)) hace una descripcién formal del concepto de funciones elementales.
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3.7. Primer Teorema fundamental del calculo.

Sea f una funcién definida en un intervalo [a,b] tal que para cada x en [a,b] f es

integrable en [a,x]. Sea c tal que a < ¢ < b y definamos una nueva funcion F asi:

F(x) = [ f(t)dt, sia<x<b

Entonces existe la derivada de F, F’(x) en cada punto x del intervalo abierto (a, b) en el

gue f es continua, y para tal x se tiene: F'(x) = f(x).

Demostracién. Sea x un punto en el que f es continua y para x (supuesto fijo), se

considera el cociente

F(x + h) — F(x)
h

El objetivo es demostrar que el cociente anterior tiende a f(x) cuando h — 0.

El numerador puede expresarse como:

x+h x x+h
F(x+h)—F(x) =f f(t)dt—f f(t)dt=f f(t)dt.

Si se expresa f(t) como: f(t) = f(x) — [f(t) — f(x)] se obtiene:
x+h x+h x+h
Pt -Fe = [ feode+ | F@ - f@lde =k + [ IF© - oM.

De donde

F(x+h)—F(x)
h

x+h
= fG) + f [F(O) — FOOldt

1
h
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Por lo tanto para concluir la demostracion se requiere demostrar que F'(x) = f(x), es

decir que:
}llin(l)%f;-l—h[f(t) — f(x)]dt = 0, teniendo en cuenta que f es continua en x.

Tomando G(h) = %f;”h[f(t) — f(x)]dt, debe demostrarse entonces que G(h) — 0 cuando

h - 0. Oloque eslo mismo que paratodo € > 0 existe un § > 0 tal que G(h) < & siempre

que 0 < h<34.

Por ser f continua en x, dado un ¢ existe un niumero positivo § tal que:
|f(t)—f(x)|<%e, siempre que x—30<t<x+94.

Si se elige h de manera que 0 < h < §, entonces cada t en el intervalo [x, x + h] satisface

x—48 <t<x+4dyportanto se verifica |f(t) — f(x)| < %e para cada t de este intervalo.
Aplicando la propiedad | [ g(t)dt| < [7™"|g(6)|dt, cuando  g(£) = £(£) - f(x), de la

desigualdad en |f(t) — f(x)| < %s, se obtiene la relacion:
|2 @) = FeoNde| < [Z1F @) = fOolde < [F" 2edt = S he < he.
Al dividir por h se verifica que G(h) = %f;ﬁh[f(t) —f(x)]dt <epara0 < h<§é.

Analogamente, si h < 0 se demuestra que G(h) = %ff’h[f(t) — f(x)]dt <& que se verifica

siempre que 0 < |h| < & y se completa la demostracion.

El teorema anterior motiva la siguiente definicion:
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Definicion. Funcion primitiva. Una funcién P se llama primitiva (o antiderivada) de una
funcion f, en un intervalo abierto I si la derivada de P es f, esto es, si P’(x) = f(x) para

todo x en I.

El siguiente teorema da herramientas para determinar la primitiva P de una funcion continua

f.

3.8. Segundo teorema fundamental del calculo.

Sea f continua en un intervalo abierto I, y sea P una primitiva cualquiera de f en I.

Entonces para cada c y cada x en I, se tiene que:

P(x) = P(c) + jxf(t)dt

Demostracién. Se define una funcién F tal que F(x) = fcxf(t)dt. Puesto que f es

continua en cada x de I, el primer teorema fundamental del calculo garantiza que F'(x) =

f(x) paratodo x de I. Es decir, F es una primitiva de f en I.

Ya que dos primitivas de f difieren tan solo en una constante, se tiene que F(x) — P(x) = k
para una constante k. Cuando x = ¢, dado que F(c) = fccf(t) dt = 0. Se concluye que

—P(c) = k. Por consiguiente, F(x) —P(x) = —P(c).
Sustituyendo F(x) en la expresion se tiene:
P(x)=P()+ [ f(©)dt, 0 [ f(t)dt = P(x) - P(c).

Del teorema anterior, se deduce la llamada Regla de Barrow, que permite determinar la

integral definida si se conoce una primitiva.
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3.8.1. Regla de Barrow.

Sea f continua en [a, b] y P(x) una primitiva de f en [a, b], entonces se verifica:

fabf(x)dt = P(x)|% = P(b) — P(a).

Nota: Aunque toda funcion continua es integrable, existen funciones (trascendentes y
algebraicas) de las que no se conoce una antiderivada elemental (lvorra, (s.f.)) (la
antiderivada no puede expresarse en términos de funciones elementales), por lo tanto no

es posible aplicar la Regla de Barrow.

Algunos ejemplos de funciones cuya antiderivada no es una funcién elemental son los

siguientes:

2
f; sen(t?)dt?s, f; e~ /2dt, f; x% V1 + xZdx?7

La integral de Riemman se definio6 a partir de la construcciébn de rectangulos de
aproximacion (Ortega, 2011, pags. 5, 12), pero también es posible aproximarse a la integral
construyendo otro tipo de regiones de aproximacion, esta idea se ilustra en el siguiente

apartado.

26 La demostracion de que esta funcion no es elemental la hizo el matematico Joseph Liouville, en
1835.
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3.9. Funciones Jordan integrables.

A continuacion se hara una descripcion del método de Jordan, el cual generaliza el método

de exhaucion y se fundamenta en el siguiente postulado:

Si 4, B son conjuntos medibles y A c B entonces a(A) < a(B).

Jordan (Frink, 1933) asign6é una medida de &area a conjuntos que pueden aproximarse,

suficientemente bien por Dominios Fundamentales, que se definen de la siguiente manera:

Definicion. Un conjunto R que puede descomponerse como union finita de cuadrados C;
de lados paralelos a los ejes xy y , todos de lado r, es decir : R = U}, C;, se denomina

Dominio Fundamental (Dieulefait, 2003, pag. 38)?® y su area se define como: n x r2.

3.9.1. Medidas interior y exterior de Jordan

Definicién. Sea F un conjunto acotado en el plano?® si sobre el plano, se construye una
cuadricula (formada por cuadrados de lado r) trazando paralelas a los ejes, y se considera
el conjunto R formado por todos los cuadrados contenidos en F, R es un dominio
fundamental contenido en F. Al variar r, se obtiene una familia V de dominios

fundamentales contenidos en F.

Considerando la familia V de dominios fundamentales, es posible definir la medida del

conjunto acotado F pues dado que las areas de cada uno de los rectangulos que conforman

28 De forma mas simple puede definirse como un conjunto que es union finita de rectangulos de
lados paralelos a los ejes.

2% Un conjunto F del plano es acotado cuando existe algun circulo que lo contiene.
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el dominio fundamental estdn uniformemente acotadas, existe el supremo de las areasy

se denominara medida interior de Jordan de F.

Analogamente, al considerar los dominios fundamentales R U R’, que se forman al tomar de
un reticulado de lado r, aquellos cuadrados que tengan algin punto en comun con F, al
variar r, se obtiene una familia W de dominios fundamentales que contienen a F. Ya que
las &reas son no negativas, existe el infimo y se denominard medida exterior de Jordan de
F.

Como cada elemento de W contiene a cualquiera de los elementos de V, entonces R; €
V, RiUR; €V entonces R;c Fc R;UR’; por lo tanto a(R;) <a( R; UR’;)asi que

suparea(R) < infarea(R UR"), Ademas,

suparea(R) = lir% a(R,) y infarea(RUR") = lirr(l) a(R-UR",)
r— r—

3.9.2. Conjuntos Jordan medibles.

Un conjunto F del plano es medible Jordan cuando suparea(R) = infarea(R U R"). Este
valor comun se denominarq medida de Jordan m(F). Se puede demostrar que F es

medible Jordan siy solo si.
lima(R,) =lima(R, UR",) = lima(R,) + lima(R",),
r—0 r—0 r—0 r—0

Lo cual implica que F es medible siy solo si lirré a(R,) = 0.
r—
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En general F es medible Jordan si y solo si la frontera Fr(F) tiene medida exterior y medida
de Jordan cero, dicho de otra manera F es medible Jordan si es acotado, y su frontera,

Fr(F), tiene contenido cero®.

Figura 3-27. Conjunto Jordan medible. Representacién geométrica (Porter, (s.f.), pag. 4).

R Ry
H /\f\ 1
L5 Rs.
[i- .
: I
Hy e l[
Ry Fiyg. B f ’
fal By, ~
Ry | PR
I

Geométricamente los Conjuntos Medibles Jordan son aquellos para los que se puede
encontrar una aproximacion a su area, construyendo poligonos que sean la unién de

rectangulos contenidos en el conjunto y esta area sea de medida cero.

30 |a definicién de R, y R, U R’,., permite establecer que R’,., es un dominio fundamental que
contiene a la frontera de F: Fr(F), por lo tanto, lin% a(R,) = m;(Fr(F)) = 0.
r—
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= Ejemplo 1. Un intervalo I cerrado, un intervalo abierto o un intervalo de la forma

Q[a;, b;) son medibles Jordan.

* Ejemplo 2. Los conjuntos finitos. A = {x; x, x,}, son medibles Jordan, pues al
elegir subintervalos de la forma: I, = [Xl — S+ e/4], L, = [x2 —~ g,xl +e/

8] setieneque: AcLU..Ul,y ||+ -+ || =§+§+ - < €. También al

tomar A C [x4,x1] U ...U [x,, x,], |a suma de longitudes es cero. Entonces es Jordan

medible.

= Ejemplo 3. unidimensionalmente el conjunto @ N [0,1], no es Jordan medible pues
inf(Qn[0,1]) =1 pero sup(Q n [0,1]) = 0.

El siguiente teorema relaciona la integral de Riemman con la medida de Jordan.

Teorema. Sea F c R un conjunto acotado, es decir, F esta contenido en el intervalo [a, b],
a F es medible en el sentido de Jordan (tiene contenido), siy solo si la funcién caracteristica
Xr €S Riemman integrable en [a, b]. En este caso se define la medida de F como u(F) =
[ xr- (Vera, 2008, pag. 261)

* Ejemplo 4. El subconjunto de R? definido por: F = {(x,y) E R®: x >0,y > 0,x +
y < 1} es Jordan medible.

Sea G, la union de los rectangulos [i_Tl,%]x [0,1 —%],i =1,..,nYy sea G, la unién de los
rectangulos indicados. Se tiene que G, c F c G, ¥ u(G,) — u(G,) = % = % Por lo tanto

existe el contenido de F y de esta manera yp es integrable.
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El valor de la integral puede obtenerse como el limite de las medidas de G,

al tomar el limite en n, o tomando la integral iterada:

1 1 1 1-x 1
fdxf xF(x,y)dy=f dxf dy =~
0 0 0 0 2

Nota: La funcién caracteristica y, esta definida de la siguiente manera (Sanchez F. , 2015,

pag. 20):

1,six€F
Xr:X € [a,D] _’{0 six@F

Figura 3-28. Funcién caracteristica
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3.10. Problemas de valor inicial

Figura 3-29. Familia de antiderivadas. Problemas de valor inicial

La gréfica ilustra miembros de la familia de antiderivadas de la funcién f(x) = x2. En

general observamos que una funcién admite infinitas antiderivadas que solo se diferencian
3
en una constante k, cualquier funcion de la forma y = x? + k es una antiderivada de f, es

decir que al derivar cada uno de estos miembros, se obtendra la funcion f.

Definicion. Una funcion F es una antiderivada de f sobre unintervaloI,si  F'(x) = f(x)

para todo x en|.

Si queremos entonces conocer la expresion algebraica (o grafica) de una funciéon a partir
de su derivada, necesitamos como dato adicional el valor de la funcién en un punto

determinado, y esto nos lleva a los llamados problemas de valor inicial.
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Definicion. Sea f una funcion definida en un intervalo I y P(x,,y,) un punto del plano XY

tal que x, € I.

Un problema de valor inicial (o valores iniciales) es aquel en que se requiere determinar
una funcion y = y(x) que sea solucion de la ecuacion diferencial

d . C e

d—z = f(x) y satisfaga la condicion inicial y(xy) = y,.
Para hallar una funcién cuya derivada es una funcién conocida, se procede de la siguiente

manera:

i). Se determina la solucién general de la ecuacion diferencial integrando los dos miembros
se obtiene la expresion: y = F(x) + k, es decir se obtiene la familia de funciones cuya

derivada es f(x).

ii). Se determina la solucién particular que satisface las condiciones iniciales, esto es se

calcula el valor de k, asi:

y(xo) = F(xg) + k = y,, por lo tanto k = y,- F(x,), de tal manera que

y=F(x)+ (yo- F(xo))

La definicién abarca problemas simples tales como conocer la posicién de un objeto en un
instante dado si se conoce la velocidad, o saber la cantidad de agua que se ha fugado
durante cierto periodo, si se conoce la razén variable, a la que se pierde el agua, entre otras
interesantes aplicaciones, que pueden abordarse resolviendo ecuaciones diferenciales,

tema que no corresponde a este trabajo.
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4. Marco Didactico

En los capitulos anteriores se referenciaron algunas investigaciones didacticas
fundamentadas en el analisis historico y epistemoldgico del concepto de integral definida y
en ellas, como se menciond, se pueden identificar elementos importantes para la
construccion de la propuesta didactica. Este capitulo presenta una sintesis de algunas
investigaciones relacionadas con el proceso de ensefianza aprendizaje de la integral

definida. Las investigaciones, se organizan en dos categorias:

4.1. Investigaciones relativas a la introduccion del
concepto de Integral Definida.

En (Turegano, 1997) la investigadora propone iniciar el curso de céalculo con el concepto
de integral definida, fundamentado en la nocion de area de una regién plana y usando en
el proceso de visualizacién herramientas informéticas; todo esto sin abordar previamente
los conceptos de limite y derivada. Nétese que la introduccién sugerida tiene en cuenta el
desarrollo histérico de los conceptos del calculo (como se menciond en el capitulo 1) y se
conserva auln en textos como el de (Arguedas, 2010) la discusién presentada en la
componente disciplinar de este trabajo. En éste articulo la autora ademas muestra el
andlisis de problemas y situaciones que se ilustran mediante graficos y tablas. Otras
publicaciones de esta investigadora retoman esos fundamentos y muestran las

implicaciones didacticas de la evolucion y superacién por parte de los estudiantes, de los
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obstaculos epistemoldgicos y cognitivos (mencionados en capitulos anteriores) cuando el

profesor implementa la propuesta (Turegano, 1998) (2007).

Con respecto a las aplicaciones de la integral definida en (Hernandez, 2007), el autor
presenta su propuesta como una respuesta a la necesidad de aportar a la carencia de
habilidades de los estudiantes para identificar problemas que puedan ser modelados
usando la integral definida y solucionarlos. Basandose en las etapas propuestas por George
Polya para plantear y resolver problemas, propone y demuestra un teorema referido a las
condiciones “necesarias y suficientes” que debe tener un problema para que pueda ser

modelado con una integral definida, e ilustra con algunos ejemplos.

En (Acosta, 2012) se presenta una secuencia didactica que comprende tres momentos: el
problema del area, el trapecio curvilineo y los procedimientos geométricos para evaluar
integrales definidas y la necesidad de una férmula general para evaluar integrales definidas.
El objetivo fundamental de la propuesta es la comprensién del concepto de integral definida
a través de métodos geométricos y requiere destinar tiempos suficientes a cada uno de los
momentos. Afirman los autores que con la presentacion tradicional, el poco tiempo de que
se dispone conduce al estudiante a utilizar férmulas sin significado y mecanizar

procedimientos sin la apropiacion previa del concepto.

4.2. Investigaciones relativas al uso de las
tecnologias.

En (Cano) se presentan guias de trabajo que plantean diferentes situaciones para
aproximarse al concepto de integral definida, las situaciones parten de conceptos basicos
de la geometria plana y el andlisis de areas de regiones planas y enfatizan en el uso de los
métodos de Euclides, Arquimedes y las sumas de Riemann, apoyados en la mediacion

grafica del software Geogebra.

En (Carrillo A. ) el autor presenta una unidad didactica con estrategias para construir

gréficas de algunas funciones elementales. Incluye un video tutorial del uso de Geogebra,
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este trabajo es dirigido a estudiantes de grado noveno de educacion basica. Esta unidad
didactica no hace referencia a la integral definida, pero se retoma por tratarse de una
estrategia para que el estudiante comprenda y manipule el concepto de funcién apoyado
en el uso de Geogebra. Lo anterior dado que la representacion grafica de las funciones y el
andlisis de sus propiedades son dificultades que los estudiantes de los primeros semestres
evidéncian y que se comentaron en la introduccion de este trabajo de grado.

4.3. Eluso de latecnologiaen el aprendizaje de las
matematicas.

Como lo ilustra la sintesis anterior, en la actualidad las propuestas didacticas sobre el

proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, incluyen con frecuencia

herramientas e instrumentos tecnoldgicos. Al respecto (Artigue, 1998) refiere lo siguiente:
“Por todas partes en el mundo se definen nuevos programas, nuevos curriculos, que
tratan de encontrar una forma de introducirse en este campo conceptual que sea, al
mismo tiempo, rica en significacion y accesible. De hecho, las aproximaciones intuitivas

basadas en el uso de Tecnologias informéticas, calculadoras y computadoras parecen
ser las mas generalmente privilegiadas”. (Artigue, 1998, pag. 40)

Al introducir las TIC en el aula de matematicas, los sistemas de representacion usuales se
convierten en sistemas de representacion ejecutables que pueden tener diversos grados
de trascendencia, bien pueden convertirse en herramientas que amplifiquen un proceso o
herramientas que permitan una reorganizacion cognitiva e incluso ir mas all hasta renovar

conceptualmente al objeto de estudio asi estas herramientas se convierten en instrumentos.

En la actualidad tanto docentes como estudiantes usan la internet, con el fin de
complementar o aclarar las ideas que no se lograron consolidar en las clases o en el estudio
de los textos, la pertinencia de estos recursos depende de la buena eleccion que haga el
aprendiz, puede elegir temas especificos, ejercicios puntuales, o extender su estudio al

aprendizaje profundo de un tema si es su interés y cuenta con la disciplina requerida. Pero
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algunas personas buscan soluciones rapidas y puntuales a un problema o pregunta,
entonces, la herramienta se limita a proporcionar reglas que no explican a profundidad el
problema, se hacen a un lado las demostraciones, las caracteristicas y propiedades de los
objetos matematicos, aun la simbologia se torna irrelevante y simplemente se adquiere una

receta para desarrollar un ejercicio.

Los estudiantes consultan frecuentemente sitios como: Khan Academy, una web
perteneciente a la categoria de los MOOCS, que ofrece diferentes dimensiones de un tema
y explica los procesos de manera muy precisa a través de videos (Khan, s.f.). También el
sitio wolframalpha, (LLC, s.f.) donde se pueden encontrar las soluciones de ejercicios, al
introducir una expresion matematica y definir una operacién sobre ella, el sistema arroja
una solucion, si se quiere paso a paso y ademas presenta varias caracteristicas de la

expresion que pueden aun obtenerse en PDF.

4.3.1. Geogebra

Uno de los softwares, matematicos, mas utilizado en la actualidad en geometria y como
apoyo en el trabajo con algebra y céalculo es el Geogebra (Hohenwarter M. , s.f.), la unidad
didactica que se desarroll6 en este trabajo utiliza en algunas actividades este software como
herramienta de mediacién, por ser un software de cédigo abierto®. Geogebra une la
geometria dindmica y el calculo simbdlico mediante procesos ejecutables, no es un
programa de dibujo, sino de construccion lo cual exige establecer relaciones matematicas
bien definidas entre los objetos, de tal manera que las construcciones que se planteen
podrian ser manipuladas conservando sus relaciones estructurales, Con Geogebra se

permite Investigar, manipular, intuir, argumentar generalizar, descubrir y representar®?.

31 En 2001 Markus Hohenwarter cre6 el software como resultado de su proyecto de tesis (Carrillo A.
, Geogebra como recurso para unas nuevas matematicas).

82 http://www.wolframalpha.com/input/ %i=int+x %5E3-6x
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Se espera que el software se convierta en instrumento TIC para centrarse en la elaboracién

e interpretacién de conceptos mas que en el célculo o en las operaciones.

En (Carrillo A. ) se destacan algunas ventajas del uso de Geogebra, describiéndolo como
una alternativa practica para agilizar el trabajo de aula a partir de la grafica, al evitar la
enseflanza estéatica y el uso expresiones simbdlicas se pueden trabajar los mismos
contenidos de forma diferente, la introduccion del software crea una escuela moderna ya
gue se incorporan nuevos recursos accesibles a los aparatos que los alumnos manejan,
produciendo mas variedad metodoldgica , actividades diferentes, flexibilidad, protagonismo
del alumno, mejor comprension, actividades colaborativas, simulacion de procesos que en
metodologia tradicional son complicados, permite la posibilidad de crear laboratorios de

matematicas y ademas la ejecucién no requiere conocimientos técnicos avanzados.

El software Geogebra se desarrolla continuamente de manera colaborativa, y puede usarse
en diversos contextos y niveles educativos, con Geogebratube®, por ejemplo, se pueden
disefiar actividades propias para trabajar diferentes temas de matematicas, en particular los
de célculo integral. En®?%, se pueden apreciar opciones y ventajas que tiene esta

herramienta como apoyo en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

4.3.2. Uso de Geogebra en la ensefianza del calculo

A continuacién se describen algunos estudios relacionados con el uso del software que

sirvieron que como referente en el desarrollo de la unidad didactica. En (Attorps, 2001) se

33 http://tube.geogebra.org/
34 http://www.ibertic.org/geogebra.php

35 http://redesoei.ning.com/video/conferencia-el-futuro-de-geogebra-zsolt-lavicza
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encuentra una investigacion fenomenografica, donde analizaron los datos provenientes de
test y post test aplicado a estudiantes de ingenieria, durante las clases de célculo, los
resultados mostraron que el uso del software impacta positivamente en los niveles de
aprendizaje de los estudiantes. En (Hohenwarter M. H., 2008) se destaca la utilidad de los
recursos de Geogebra en la manipulacion de objetos matematicos de todo nivel, gracias a
que permite usar representaciones graficas y simbdlicas simultaneamente, ademas
destacan que los applets construidos con Geogebra muestran la esquematizacién de
conceptos tedricos y permiten la creacion de interfaces graficas sofisticadas para crear
actividades dinamicas que llevan al estudiante a abordar los conceptos en su dimensién
semantica y sintactica lo cual motiva el aprendizaje de las matematicas, en un articulo que
se expresa en el mismo sentido (Mehanovic) se destaca el potencial del programa para la
creacion de situaciones didacticas que hacen posible el aprendizaje autbnomo que ofrecen

los elementos dindmicos y la interaccion.

En (Carrillo A. ) describen algunas de las herramientas de calculo simbdlico para trabajar
tépicos como factorizacion de nudmeros y polinomios, operaciones con fracciones
algebraicas, resolucion de ecuaciones, Resolucion de sistemas de ecuaciones, discusion
de sistemas, calculo diferencial, calculo integral, célculo de limites, sumas y productos de
series. La sencillez y dinamismo del programa, comentan, despierta la intuicion vy
creatividad del estudiante para acercarse a los conceptos de forma amena. Aparte de lo
anterior en un video (Carrillo A. ), presenta herramientas de Geogebra para el estudio y

representacion de funciones.
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5. Unidad Didactica

5.1. Introduccién

El concepto de area de una regién plana es fundamental para abordar uno de los topicos
centrales del célculo integral, el de integral definida, es por ello que en esta unidad didactica,
se profundiza inicialmente en la nocidn de area por recubrimiento de regiones poligonales
y no poligonales, elemento que permite aproximarse al andlisis del area de regiones, del
plano, limitadas por curvas, recubriendo superficies con regiones poligonales, y luego,

pasar a definir formalmente la integral.

5.2. Objetivos

5.2.1. Objetivo General

Profundizar en el andlisis y aplicacién del concepto de &rea de regiones planas para

fundamentar el concepto de integral definida.

5.2.2. Objetivos Especificos

= Determinar el area de diferentes tipos de regiones planas usando recubrimiento.

= Determinar areas de regiones limitadas por lineas rectas en el plano cartesiano.
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= Determinar areas de regiones limitadas por curvas en el plano cartesiano.

= Interpretar intuitivamente el concepto de integral definida.

= Visualizar geométricamente las propiedades de la integral definida.

= Usar el software Geogebra como apoyo para construir graficas de funciones e
identificar y caracterizar regiones del plano.

5.3. Caracteristicas de la unidad.

La unidad didactica esta constituida por seis actividades. Se plantean en ellas situaciones
gue retoman conceptos y procedimientos estudiados por los estudiantes en la educacion
media y en los semestres basicos universitarios. Se usan tres tipos de representaciones de
la funcién (graficas, formulas y tablas) con el apoyo de Geogebra y se proponen secuencias

de preguntas de diferentes niveles de complejidad.

5.4. Metodologia

Se sugiere desarrollar las actividades en el aula teniendo en cuenta las siguientes

etapas:

= Aproximacion intuitiva a los conceptos basicos.
» Formalizacién de los conceptos.
= Aplicacién y socializacién por parte de los estudiantes de sus planteamientos y

soluciones para puntualizar conceptos y procedimientos elaborados.

En cada una de estas etapas el estudiante podra hacer uso del software Geogebra con el
fin de contrastar sus soluciones y analisis grafico con las construcciones que se pueden
realizar usando el software. Previo a las actividades los estudiantes deben disponer de un

manual de instrucciones y de links que les permitan acceso a los applets correspondientes.
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5.5. Actividades

5.5.1. Actividad 1. Area de regiones planas regulares e

irregulares.

Objetivos

= Determinar el area de regiones planas diversas usando recubrimientos

= Determinar el area de poligonos regulares e irregulares usando diferentes patrones o

unidades con el fin de aproximarse a una formula general.

= Reconocer propiedades de los poligonos y relacionarlas con las expresiones que

permiten determinar sus areas.

1. Observe las regiones planas que se presentan a continuacion y los patrones de

area que aparecen en la parte superior izquierda.

I

in

EF]
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a) Estime el perimetro de cada una de las figuras. Explique su procedimiento.

b) Use los patrones indicados para determinar el area (aproximada) de las regiones.
Sugerencia: Recorte las regiones y los patrones y recubra.

c) Explique el procedimiento que utilizo para aproximar las areas.

d) ¢Qué observa?

e) Estime ahora el perimetro de cada una de las regiones y explique cémo procedié y

gue unidades utiliz6.

2. Observe ahora los siguientes poligonos regulares e irregulares dibujados sobre una

cuadricula.

a) Determine el area (en unidades cuadradas) de estos poligonos
b) ¢Cual es el de mayor area?
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c) Determine el perimetro de cada uno de los poligonos.
d) ¢Cual es el de menor perimetro?
3. Construya poligonos convexos y no convexos de 16u?de area. Determine el

perimetro de cada uno de ellos. Sugerencia: Utilice una cuadricula si lo requiere.

4. Construya tres cuadrilateros diferentes, que tengan 20 unidades de perimetro.

¢,Cual de ellos es el de mayor area?

5. Observe los siguientes rectangulos y la unidad de area sefialada en uno de ellos.
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a) Determine el perimetro (usando la unidad indicada) y el area de cada uno de estos
rectdngulos Sugerencia: cortar y recubrir.

b) Halle las dimensiones de cada uno de los rectangulos.

c) Exprese el area de cada uno, en términos de sus dimensiones.

d) ¢Que concluye?

6. En el rectangulo ABCD dibujado sobre una cuadricula, se construyeron diferentes
triangulos inscritos; por lo menos uno de los lados de estos triangulos coincide con

un lado del rectangulo.®®

>
- 4

36 Vease: https://www.geogebratube.org/student/m61734

34
-
|
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¢, Cual es el area del rectangulo ABCD?

Determine el area (aproximada en unidades cuadradas) de cada tridngulo.

¢, Cual es la medida de la base y la altura de cada uno?.

Ahora use en cada caso la formula para determinar el area. Explique su respuesta
usando argumentos geométricos.

Compare estas areas con los resultados encontrados en b). ¢ Qué concluye?
Compare el area del rectangulo con las areas de cada uno de los tridngulos. ¢Que

concluye?

El rectangulo y el triAngulo que observa a continuacion fueron construidos sobre

una cuadricula.
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a) Determine el area del rectangulo.

b) Utilice diferentes procedimientos para determinar el &rea del triangulo AEDF
Expligue sus procedimientos. Use argumentos y propiedades geométricas que

conozca.

8. En el sistema coordenado que se presenta a continuacién se observa una region

sombreada.

a. Use tres procedimientos diferentes para determinar su area. Describa cada uno de

ellos.
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9. Determine el area del triangulo sombreado en el hexagono regular y Usela para

encontrar su area.

10. La figura sombreada sobre la cuadricula estd formada por un rectangulo y una
semicircunferencia. Y su perimetro es de P unidades.
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a) Encuentre una expresion que describa el perimetro P de esta figura.
b) ¢Cual es el area (en unidades cuadradas) de esta figura?

c) Si P =30u,¢Qué valor tiene el area?

11. La siguiente figura se construy6 sobre un sistema coordenado y esta formada por
un cuadrado y cuatro triangulos equilateros congruentes. Halle el perimetro vy el
area de esta figura

12. Una estacion de radio ubicada en un punto P:(x,y) emite sefial en todas las
direcciones hasta una distancia de 40 millas.

a) Utilice un plano cartesiano para ilustrar la situacion anterior.
b) Use la ilustracion para determinar el &rea de cobertura de la estacion. Explique
el procedimiento que utiliza.
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13. Explore las actividades que aparecen en los siguientes links, verifique propiedades
de las construcciones, compare con los resultados obtenidos y escriba que aporta

la geometria dinamica en la comprension de los conceptos planteados en el taller.

Regiones planas
https://www.geogebratube.org/student
/b75139;
https://www.geogebratube.org/student
/m19313
https://www.geogebratube.org/student
/m317471
https://www.geogebratube.org/student
/m63932
https://www.geogebratube.org/student
/m39900

Poligonos regulares e irregulares

https://www.geogebratube.org/student/m2885
3
https://www.geogebratube.org/student/m1563
75
https://www.geogebratube.org/student/m3068
7

Rectangulos y triangulos
https://www.geogebratube.org/student
/b74885
https://www.geogebratube.org/student
/m61734
https://www.geogebratube.org/student
/m153996
https://www.geogebratube.org/student
/b78192
https://www.geogebratube.org/student
/m62410
https://tube.geogebra.org/student/m3
13735

Regiones Sombreadas

https://www.geogebratube.org/student/m6149

https://tube.geogebra.org/student/b75139#m
aterial/14941
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5.5.2. Actividad 2. Poligonos inscritosy areadel circulo.

Objetivo: Aproximarse al area del circulo.

1. Enuncirculo de radio 2 unidades se inscribieron algunos poligonos

regulares que usted puede observar en las siguientes figuras.

a. Exprese el perimetro y el area de cada uno de estos poligonos en

funcién del radio. Explique su procedimiento.

b. Use Geogebra para inscribir, en circunferencias de radio 3, 4, 5,..
unidades, poligonos cada vez de mayor nimero de lados. Determine

el perimetro y el area de estos poligonos.
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En el sitio http://www.geogebra.org/m/32025 puede determinar
aproximaciones al area del circulo, construyendo poligonos

inscritos, en una circunferencia de radio dado.

c. Con la informacion obtenida en los items a. y b, complete tablas

como la siguiente.

Poligono inscrito Perimetro del Poligono Area del Poligono
pol1gono
1 lados
2 lados
3 lados
4 lados
n lados A, =

a. Use, en cada caso, la expresion A = m x r?, para determinar el area de los

circulos dados.

b. ¢Qué sucede, en cada caso, con el area del poligono inscrito, cuando el
namero de lados (n) es muy grande?, ¢qué sucederia con esta area Ssi

n — c?


http://www.geogebra.org/m/32025
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2. La semicircunferencia que se representa a continuacion en un plano coordenado

tiene 2 unidades de radio.

2.5

flx) = Va— a2

-25

a. Halle el area del semicirculo (regién sombreada).

b. Considere ahora el intervalo [—2,2], y dividalo, sucesivamente, en 2,4,6,...12

subintervalos, de igual longitud. Construya, en cada caso, rectangulos inscritos en

el semicirculo, cuya base sea la longitud del subintervalo, y con altura la imagen

(por la relacion que define el semicirculo) de uno de los extremos del intervalo; como

se ilustra en la siguiente figura.

| ) = v a2

R

Fis}

Rs
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Ry 14

0.5

fl1.5)
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c. Determine, en cada caso, las areas de los rectangulos construidos,

simelas y complete la siguiente tabla.

N° Basede |Areade cada Suma de las areas
Rectangulos cada rectangulo de los rectangulos
rectangulo
Z
4
&
a(Ry)) =
a(Rz)) =
8 Ax=0.5 | a(R,) + a(Ry) + -+ a(Rg) =
a(Rg)) =
n

d. Compare en cada caso la suma de las areas de los rectangulos,

construidos, con el area determinada en el item a). ¢ Qué concluye?

e. ¢Qué sucede si el nimero, n, de rectangulos es muy grande?. Use

argumentos geométricos para explicar su respuesta.

3. A continuacién se muestra un circulo de radio r, dividido en sectores
circulares de igual area (figura 1). Imagine que se cortan los sectores

circulares y se disponen como se muestra en la figura 2.
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! 10 0
’Ic,'u."vl i [ll'lllcl ..

A medida que el numero de sectores circulares crece, es posible asumir que la figura 2
se aproxima a un paralelogramo, ¢porqué?, ¢cuales serian las dimensiones de este

paralelogramo?, ¢,cual su area?, ¢qué concluye?

4. Compare las tres aproximaciones obtenidas en los puntos 1, 2y 3. ¢Qué concluye?

5. Ejecute los comandos y utilice las herramientas que se muestran en los
siguientes links:

https://tube.geogebra.org/student/m23344
https://tube.geogebra.org/student/m32025
https://tube.geogebra.org/student/m111060

6. ¢Qué aportan las construcciones de los links citados al analisis presentado
en los puntos 1,2,3?


https://tube.geogebra.org/student/m23344
https://tube.geogebra.org/student/m32025
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5.5.3. Actividad 3. Areas de regiones planas construidas

sobre un plano cartesiano.

Objetivos

= Profundizar en el analisis de las propiedades y formas de representacion de la
funcion lineal.

= Determinar areas de regiones limitadas por lineas rectas en un plano coordenado.

1. Enlos planos cartesianos que usted observa en los siguientes recuadros aparecen

sombreadas dos regiones. Estas regiones estan limitadas por lineas rectas.

u ¥ }
3
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a.

5.

Determine las ecuaciones de las rectas que limitan cada una de las regiones.
Halle el area de las regiones sombreadas utilizando al menos dos procedimientos
diferentes. Expliquelos.

Las coordenadas de los vértices de un cuadrilatero son: A: (5,3), B:(3,3), C:(1,1),
D: (7,1).

o

Construya el cuadrilatero.

Halle el &rea del cuadrilatero ABCD.

c. Construya ahora diferentes poligonos que tengan la misma area del cuadrilatero
ABCD. Sefalando las coordenadas de sus vértices.

d. ¢Cual de los poligonos que construy6 es el de mayor perimetro?
Represente en un plano cartesiano las siguientes rectas:

y=-x+05, y =—x + 10, y=x+5, y =x.
Halle sus puntos de interseccion.
Sombree la region del plano limitada (encerrada) por estas rectas.
Determine el perimetro y el area de esta region. Describa sus procedimientos.
Represente en un plano cartesiano las siguientes rectas:

2x+3y—6 =0, x—y—7=0, |, y—4=0.

a. Determine los puntos de interseccion de estas rectas.
b. Sombree la regién del plano limitada por estas rectas.

c. Determine el perimetro y el &rea de esta region. Describa sus procedimientos.

Realice la siguiente secuencia de construcciones:
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a. Enun sistema coordenado, construya el cuadrilatero cuyos vértices son los

puntos:

A: (6,5), B: (—3,5), C: (—3,-2), D: (6,—-2).

b. Sobre el mismo plano, dibuje lasrectas: y=x+1y y=—x+4.

c. Determine los puntos de interseccion entre las rectas, y los puntos de
interseccioén entre las rectas y el cuadrilatero. Sombree las regiones que se
determinan.

d. Determine el area del cuadrilatero descrito en a.

e. Halle el area de cada una de las regiones determinadas en c. y sumelas.

f. Compare los resultados obtenidos en d. y e. ¢ Qué concluye?

6. Laregiobn sombreada, en el plano, estd limitada por larecta y =—x+8, eleje

xyelejey.

=

Hx)=|—r+8

a. Determine el area de la region sombreada. Explique el procedimiento que uso.
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b. En el eje x subdivida el intervalo [0,8] en subintervalos de longitud 2 y con base
la longitud de estos subintervalos construya rectangulos de altura la imagen por
f del extremo izquierdo subintervalo. Observe el ejemplo ilustrado en la siguiente

figura.

2%

flx) = |-z + 8

c. ¢Cual es la altura de cada uno de esos rectangulos?

d. ¢Cuél es el area de cada uno de esos rectangulos?
e. Sume las areas de estos rectdngulos. ¢ Qué resultado obtiene?

f. En el eje x, subdivida el intervalo [0,8] en subintervalos de longitud 2 y con base
la longitud de estos subintervalos construya rectangulos de altura la imagen por
f del extremo derecho del subintervalo. Observe la ilustracion.
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flz) =z +8

g. ¢Cuédl es la altura de cada uno de esos rectangulos?

h. ¢Cual es el area de cada uno de esos rectangulos?

i. Sume las areas de estos rectangulos. ¢ Qué resultado obtiene?

j.  Compare los resultados que obtuvo en e) e i) con el obtenido en a). ¢Que

concluye?.

7. Analice las construcciones que aparecen en los siguientes links donde se
generalizan la idea planteadas en las secuencias anteriores. Describa como se

determinan aproximaciones a las areas de regiones planas.
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http://tube.geogebra.org/material/show/id/160896
http://tube.geogebra.org/material/show/id/130532
http://archive.geogebra.org/en/upload/files/spanish/Bua/FUNCLINEAL.html

http://www.matematicasvisuales.com/html/historia/archimedes/parabola.html

5.5.4. Actividad 4. Area de regiones planas limitadas por

curvas.

Obijetivo.

Determinar aproximaciones al area de una regién del plano limitada por una curva y los

ejes coordenados

1. La region sombreada en el plano esté limitada por la gréafica de la funcion
f(x) =x3—x+1, lasrectas x= -1, x =2,y el eje x. Use la cuadricula para estimar

el area de esta regién. Explique su procedimiento.

e |

fAx) =z
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2.  Ahora subdivida el intervalo [—1, 2], en subintervalos de longitud 1/2 unidad, y con

esta medida, de la base, construya rectdngulos cuya altura sea la imagen por f del

extremo izquierdo del subintervalo, como se observa en la siguiente ilustracion.

5.5.5. Actividad 5. Laintegral definida. Sumas de Riemann

flaey=af —x +1

1. ¢Cuél es la altura de cada uno de esos rectangulos?

2. ¢Cual es el area de cada uno de esos rectangulos?
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3. Sume las areas de los rectangulos. ¢(Qué valor obtiene? Compare con el valor
estimado en 1.

4. Subdivida el intervalo [—1,2], en subintervalos de longitud 1/2 unidad, y con esta

medida de la base, construya rectangulos cuya altura sea laimagen por f del extremo
derecho del subintervalo. Observe el ejemplo de la siguiente ilustracion.

5. ¢Cual es la altura de cada uno de esos rectangulos?

6. ¢Cual es el area de cada uno de esos rectangulos?
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7. Sume las areas de los rectangulos. ¢Qué valor obtiene?. Compare con

el valor estimado en 1

8. Compare los resultados que obtuvo en 5.y 9. con su estimacion de 1.

¢, Qué concluye?

9. Repita el procedimiento anterior subdividiendo el intervalo en

subintervalos de longitud 1/4 y posteriormente en subintervalos de

longitud 1/8
10. Compare con los valores obtenidos en 4y 9 ¢ Qué concluye?

11. Ejecute ahora los comandos y utilice las herramientas que se muestran en los

siguientes links:

https://www.geogebra.org/m/33959
http://www.geogebra.org/m/1538575
https://tube.geogebra.org/material/simple/id/112439
https://tube.geogebra.org/material/simple/id/719393

https://tube.geogebra.org/material/simple/id/855605

12. ¢Qué aportan las construcciones de los links citados al andlisis que realiz6 en los

puntos 1 a 127?

Objetivo. Determinar integrales definidas usando sumas de Riemann
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1. La region sombreada en la figura esta acotada por las gréficas de
f)=x3+2, x=-1, x=2 yeleje x. Sobre la regién se sefiala una

cuadricula.

u
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= Recubriendo el &rea de una region plana con un patrén.

a. Estime el area de la region sombreada usando como unidad de medida (o patrén)

el area del cuadrado remarcado en el interior.

= Aproximacion al area por sumas de Riemman.

2—(-1)
6

a. Divida el intervalo [—1, 2] en subintervalos de longitud A,=

b. Determine puntos extremos de cada subintervalo. x, = -1, x; =?, x, =

? e X = 2.
Halle f(x;) parai=0,1,2,3,4,5,6

d. Construya ahora rectangulos de base A, y altura f(x;), coni=0,1,2,...,5

e. Halle las areas de los rectangulos anteriores, simelas y compare esta suma con el
resultado obtenido en el punto 1.a.

f. Construya ahora rectangulos de base A, vy altura f(x;), parai= 1,2,...,6

g. Halle las areas de los rectangulos de g, sumelas y compare el resultado con el
obtenido en el punto 1.a

h. Compare los resultados obtenidos en e. y g. ¢Qué concluye?

I. Repita el proceso anterior dividiendo el intervalo [—1, 2] en 12 subintervalos de la

misma longitud. ¢Qué concluye

= Paso al limite.

a. Divida el intervalo [—1,2] en n subintervalos de longitud: A, = 2-(1)

b. Determine los puntos extremos de cada subintervalo: x, = —1,x; = =1+ 4,,

Xy =x1+24,, .., x, = 2. X; =x1+14,



129

Determine f(x;) parai = 0,1,2,...,n

d. Halle una expresién para el area del rectangulo i-ésimo

€. Sume las areas de los rectangulos construidos y usando propiedades del limite
y la sumatoria, determine el area de la region.

f. Compare el resultado obtenido con los resultados del punto 1.ay 2.e, 2.h en

ey g. ¢Qué concluye?

14. Analice la construccidon que aparece en los links.

http://tube.geogebra.org/material/show/id/52946

http://tube.geogebra.org/student/m1991

http://www.xente.mundor.com/ilarrosa/GeoGebra/Aproximaciones_integral_definida.
html

15. Qué aportan las construcciones de los links al analisis de las actividades

propuestas en las actividades 1 a 4?

5.5.6. Actividad 6. Secuencia General

Objetivos.

= Caracterizar region del plano cuya area puede relacionarse con el calculo
de una la integral definida.

= |nterpretar intuitivamente el concepto de integral definida.

= Visualizar geométricamente propiedades de la integral definida.

= Analizar algunas aplicaciones del teorema fundamental del célculo.
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= Areade regiones planas, limitadas por rectas.

La regién sombreada en el plano cartesiano esta limitada por la grafica de una funcion

g(x) definida en el intervalo [0, 2], el eje x, el eje y y larectax = a
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a. Subdivida la region sombreada (minimo) en 4 regiones poligonales.

Determine las areas de estas regiones y sumelas. ¢Qué valor obtiene?

b. Repita el proceso anterior subdividiendo la region sombreada en forma
diferente a la que uso en 1. ¢ Qué concluye?

Construya ahora las gréficas de la funciones 5g(x) y —2g(x).

a. Determine las areas de las regiones limitadas por las gréaficas de las
nuevas funciones, el eje x, el eje y y larecta x = 9.

b. Compare con los resultados obtenidos en el punto 1.a con los obtenidos en
el punto 2.a. ¢ Qué concluye?

Determine ahora las regiones del plano limitadas
(i) por la funcion f(x) = 4, el eje y, y larectax =3
(ii) por la funcién g(x) = x, el eje x y larecta x = 3.

Halle las areas de estas regiones y simelas-.

Determine la region del plano limitada por la grafica de la funcion h(x) = x + 4,
el eje x, el eje y, y la recta x = 3. Halle el area de esta region y compare con el

valor obtenido en 3. ¢ Qué concluye?

Determine ahora la region limitada por la grafica de la funcién 6h(x), el eje x, el
eje y, y la recta x = 3. Halle su area y compare con el area obtenida en 4. ;Qué
concluye

Considere ahora las siguientes regiones del plano

R, : Determinada por la gréafica de una funcién de variable y valor real f, el eje

x,larectax =aylarectax =b. AreadeR; = 4,
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a. ¢Es siempre posible afirmar que el area de la region limitada por la gréfica de la
funcion f(x) + g(x), eleje x, larectax = aylarecta x = b. es A; + A,?, explique

claramente su respuesta.

b. ¢Es correcto afirmar que el area de la region del plano limitada por la funcién
kf(x),elejex,larectax =a ylarectax = b, es kA, para cualquier valor de k?.

Expligue su respuesta.

= Areaentre curvas.

1. En la siguiente figura se presentan las graficas de dos funciones fy g en el

intervalo [a, b]. Para todo x en ese intervalo se tiene que g(x) > f(x).

g fa a-

a. Usando uno de los procedimiento descritos en las actividades anteriores
encuentre una aproximacion al area encerrada por las gréficas de las

funciones f, g,lasrectasx =a y x = b.
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b. Considere ahora la region acotada por la grafica de la funcion f y las rectas
x = a y x = b. Determine una aproximacion al area de esta region usando uno

de los procedimientos usados en las actividades anteriores.

c. Considere ahora la region acotada por la grafica de la funcion g y las rectas
x =a y x = b. Determine una aproximacion al area de esta region usando el

mismo método que seleccion6 en a.

d. Calcule la diferencia entre las aproximaciones obtenidas en cy en b. Compare

ahora, con la aproximacién que obtuvo en a), ¢ qué concluye?

2. Dibuje sobre el mismo plano cartesiano las graficas de las funciones f(x) = x? y

gx) = x3.

a. Determine los puntos de interseccion de estas graficas.

b. Sean ay b los puntos de interseccion, que determiné en a, siendo a < b; ¢es
f(x) < g(x), para todo x € [a,b]?, ¢ES g(x) < f(x), para todo x € [a, b]?.

C. Halle ahora una aproximacion al area de la regién limitada por las graficas de

f, gylasrectasx=ay x=>h.

d. Usando el mismo método que empleé en el punto c, halle una aproximacion
al area de la region limitada por la gréficade gy lasrectasx =a 'y x =b.

e. Usando el mismo método que empled en d, halle una aproximacion al area de
la regidn limitada por la graficade fylasrectasx =ay x =b.

f. Calcule la diferencia entre las aproximaciones obtenidas en d) y e). Compare

con la aproximacion encontrada en c, ¢,qué concluye?
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= Teorema Fundamental del céalculo — Regla de Barrow

X3

1. Dada lafuncién f(x) = =

a. Evaltelafuncionfenx=3yenx =0

=3

Determine f(3) — f(0)

3
2. Derive la funci6n f(x):x?

w

Dibuje la grafica de la funcion f’(x) en el intervalo [0,3]

4. Halle el &rea de la region determinada por la gréfica de f"(x), el eje

x,ylasrectasx =0y x = 3.

5. Compare los valores obtenidos en 1.b 'y 4. ¢ Qué concluye?

= Aplicaciones de Geogebra.

1. Estudie las propuestas que aparecen en los siguientes links. Use la
herramienta de calculo simbdlico de Geogebra (Anexo 3) y proponga sus

propias construcciones.

http://tube.geogebra.org/material/show/id/54263
http://tube.geogebra.org/material/show/id/339
https://tube.geogebra.org/material/show/id/285657

http://tube.geogebra.org/student/m14979
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http://tube.geogebra.org/material/show/id/1107
http://tube.geogebra.org/student/m20548
http://tube.geogebra.org/material/show/id/11857

https://www.geogebratube.org/student/m9006

5.6. Andlisis de resultados de la aplicacion de la
unidad didactica

A continuacién se presenta un analisis global de la aplicacion de las actividades que
conforman la unidad didactica, no se puntualizan los resultados de cada actividad,
solamente se hace mencion a los problemas que llamaron mas la atenciéon o donde hubo

mayor discusion.

Las actividades de la unidad didactica propuesta fueron aplicadas a un grupo de diez
estudiantes de la asignatura calculo integral, en modalidad de tutorias extraclase. Se
trabajaron paralelamente con el avance del curriculo previsto en el programa, con el fin de
profundizar en el andlisis y aplicacion del concepto de area de regiones planas para
fundamentar el concepto de integral definida. Se tuvieron en cuenta las siguientes etapas

en el desarrollo de cada actividad:

= Aproximacion intuitiva a los conceptos basicos.
= Formalizacién de los conceptos.
= Aplicacién y socializacion por parte de los estudiantes de sus planteamientos y

soluciones para puntualizar conceptos y procedimientos elaborados.

Se us6 el Geogebra explorando los links sugeridos y ademas otras construcciones que los

estudiantes realizaron por su cuenta.

En el desarrollo de la primera actividad los estudiantes evidenciaron dificultades similares
a las encontradas en la prueba diagnéstica, sin embargo, el hecho de aplicar la prueba en
modalidad de taller, les permitié explorar herramientas para dar aportes méas significativos

y coherentes con respecto a lo planteado. Ademds, el uso del Geogebra amplié las


http://tube.geogebra.org/material/show/id/110775
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posibilidades, pues se reconocen de forma dinamica las propiedades y los movimientos de

los objetos.

Especificamente en esta actividad, los estudiantes tuvieron problemas para estimar el
perimetro y el area de las figuras no poligonales, usaron los patrones dados pero no

lograron aproximarse a una expresion o férmula general.

Se observé que en las actividades que requerian determinar areas o perimetros de
rectangulos o triAngulos o figuras construidas sobre una cuadricula, resultaron de menor
complejidad, sin embargo en algunos casos prevalece la confusién entre area y perimetro
y el uso inadecuado de las unidades de medida a pesar que se indicaron en el enunciado.
Desconocen ademas la relacién entre areas de determinados poligonos, rectangulo y

triangulo por ejemplo.

En el ejercicio 8 de la actividad 2, la mayoria de los estudiantes dividieron la region en
regiones triangulares y rectangulares pero en diferentes posiciones y usaron la cuadricula

como patron de medida de esta manera sumaron areas y obtuvieron el area mayor.

En cuanto a la exploracion en geogebra, la actividad propuesta en
https://tube.geogebra.org/student/m19313, condujo a discutir en particular, si al eliminar un
segmento o incluso un punto del contorno del poligono, el area continuaba siendo igual,

pero al explorar estos elementos aclararon la diferencia entre &reay perimetro.

Cdlculo dreairregular

Calculo area irregular

J Hay 141 puntos de 500
181 0471 0997 (0.471,0997) false 0

J Area~0.282
Cuadriltero Areareal = 0.259

O polionot = error = 0.023

Segmento

1

1

1

185 0.
1

1

188 0.976 0903
1

30 0869 0356
190 0.495 0.452

101 0908 0.448

0 46

197 0456 0819 (0.456,0819) true 1 48

108 0442 0433 (0.442,0433) true 1 49

779) false 0 49
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También en el sitio https://www.geogebra.org/material/simple/id/75139# pudieron explorar
y comparar diferentes formas de abordar las &reas incluso usando fracciones donde

usualmente evidencian gran dificultad.

Areas

Areas

Leopoldo Aranda Murcia
1. calculo de areas
2. Areaof a Trapezium

3. Area de poligonos regulares
Aproximacion al circulo

4. Area of Trapezoid - Midsegment

5. Areas de figuras planas

6. Multiplicacion de fracciones y area ) ) . ’
1. calculo de areas 2. Area of a Trapezium 3. Area de poligonos regulares
Aproximacidn al circulo.

4. Area of Trapezoid - Midsegment 5. Areas de figuras planas. 6. Muttiplicacién de fracciones y
area

En la actividad 2, utlizaron el Geogebra y apoyados en el sitio
http://www.geogebra.org/m/32025 completaron la tabla propuesta. Es importante comentar
que para muchos era desconocida la idea de que el area del circulo puede aproximarse por
las areas de poligonos inscritos, de esto infirieron que podria usarse la misma técnica para
hallar el area de regiones no poligonales arbitrarias, como las propuestas en la primera

actividad

?
LA ()
m

o

@ axw
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Con respecto a la pregunta:

¢, Qué sucede, en cada caso, con el area del poligono inscrito, cuando el nimero de lados

(n), es muy grande?, ¢ qué sucederia con esta area sin —» «?

Algunos dijeron que el area seria infinita, otros que el area no existiria ya que superaria (se
saldria del contorno establecido), y otros propusieron que al aproximar a infinito infinitos

poligonos, era necesario ampliar el radio de la circunferencia

A partir del segundo punto de la actividad 2 se empezaron a generar conflictos por la
introduccion de lenguaje simbdlico, surgieron dudas en torno al infinito, y a la notacién de
intervalos, en esa discusion resultaron ideas interesantes, por ejemplo alguien pregunt6
sobre el area de un segmento, para algunos resultaba ser cero bajo el argumento que seria
comparable a un rectangulo con base pero sin altura, también dijeron que el area no existia,
a lo que otros argumentaron que si existia un objeto debia existir el area aunque fuera cero.
En tormo a estas dudas surgid implicitamente la idea de los conjuntos medibles sin
embargo, aunque pueda explicarse el tema solo se hacen referencias pues el programa del

curso no aborda estas tematicas y tatar el tema implicaria quitar tiempo a otras topicos.

En el sitio https://tube.geogebra.org/student/m23344, los estudiantes pudieron corroborar
que el area del circulo también puede aproximarse a través de triangulaciones sucesivas.
Una duda persistente en esta actividad es: qué sucedia al aproximar a infinito, aunque los
estudiantes previamente en el célculo diferencial debieron haber estudiado el tema, no lo
conectan al tema nuevo pues no ven relacion alguna entre la aproximacion del area por

poligonos y la aproximacion de la recta secante a una tangente.

En cuanto a la opinién sobre que aportan las construcciones propuestas en los links, en
general las respuestas coincidieron respecto a que permiten ver con precision lo que no
pueden construir por si mismos, ya que han perdido la habilidad de dibujar y ademéas no
tienen conocimientos claros sobre las caracteristicas de las figuras, sobre todo cuando se
deben construir circunferencias o curvas. Resaltaron ademas que mediante el uso del

software optimizan el tiempo y dinamizan las construcciones de forma inmediata, lo cual


https://tube.geogebra.org/student/m23344
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facilita hacer conjeturas, proceso que es mas lento cuando deben construir las figuras

manualmente.

En el desarrollo de la actividad 3, aunque en el inicio algunos tuvieron problemas para
graficar las funciones, gracias a las cuadriculas pudieron establecer con precision los
rectangulos. Cuando se indago por procedimientos diferentes usaron rectangulos y
tridngulos para hacer subdivisiones guiados por la idea de tomar un patrén y trazar una
cuadricula como se habia sugerido previamente en la actividad 1. Ademas en la discusion
pudieron establecer que la suma de las areas de los rectdngulos circunscritos excede al
area del triangulo que se formaba, y que andlogamente la suma de los rectangulos inscritos
es menor que el area de tal rectangulo, y que la medida que sobra en los rectangulos
circunscritos podria cubrir la medida que les falta a los rectangulos inscritos para cubrir el

triangulo.

En la actividad 4, el analisis de los links les permitio empezar a familiarizarse con las sumas
superiores e inferiores de forma mas precisa, en el sitio http://tube.geogebra.org/m/130532,
los estudiantes pudieron experimentar los cambios que se presentan en el area de las
regiones de aproximacioén cuando se aumenta el nUmero de rectangulos inscritos, sin
embargo, de forma manual tuvieron dificultades para precisar los extremos de los intervalos

y persiste la duda de lo que sucede cuando se habla de un nimero infinito de rectangulos

En esta actividad seis los estudiantes ya estaban familiarizados con el programa y no solo
usaron los links sugeridos, sino que hicieron sus propias construcciones argumentando que
gastaban menos tiempo y obtenian mayor precision que la obtenida al hacer las figuras
manualmente, En este punto las conjeturas que planteaban eran mas ajustadas a la

regularidad observada y las sustentaban con argumentos sélidos.


http://tube.geogebra.org/m/130532
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C' | [} www.geogebra.org

\ 12
fx)=(x*)/18
3 10 3

" )= / g glialy
J-10 18 lim;nferior=-10
limsupenor: 10

°
Valor de laintegral =0 = [ /) ne0a
alor de la integra (W] nteara
v

Suma Inferior de Riemann=-39.68 7 uma

Como se comentd anteriormente se evidencian dificultades sistematicas respecto a los
conceptos de limite e infinito, que pueden estar relacionadas con los obstaculos
epistemoldgicos inherentes a estos conceptos, que se mencionaron en otro de los capitulos,
y con las dificultades relativas a uso del lenguaje simbdlico, el manejo basico de las

herramientas algebraicas y el reconocimiento de propiedades de la sumatoria y los limites.

En el sitio https://tube.geogebra.org/student/m9006 mostraron una secuencia para hacer

una construccién hasta llegar a la relacién con la integral definida.

En conclusidn, la realizacion de la actividad permitié fundamentalmente que los estudiantes
relacionaran el &rea de una region con la integral definida; el uso del programa Geogebra
enriquecio la habilidad para reconocer funciones y sus variaciones.La idea de infinito sigue
un poco imprecisa porque el estudiante no concibe que una regién que esté acotada pueda
particionarse infinitamente, consideran que este infinito supera la medida de la region y
surgen contradicciones con la medicion del area por considerar el infinito una medida muy

grande que sobrepasaria cualquier region.


https://tube.geogebra.org/student/m9006
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El uso del programa puede ser beneficioso, si como en este caso apoya las explicaciones
tedricas de la clase, quienes participaron en la actividad percibieron segun lo manifiestan,
que el curso de célculo integral va mas alla de adquirir técnicas de integracion y se les
facilitd trabajar posteriormente con temas como el de solidos de revolucion, pues se

apoyaron de manera sistematica en el analisis gréfico.

Es importante resaltar que el hecho de que la secuencia parta de situaciones o problemas
sencillos e intuitivos y avance paulatinamente a niveles superiores de formalizacion, permite
no solamente consolidar las nociones previas acerca del area de una region plana y
trascender la idea de que referirse a un area, esta ligado a usar una féormula, sino admitir
como posibles y valiosas, las estrategias de estimar, recubrir y aproximarse al valor de un
area con recubrimientos cada vez mejores (particiones mas finas) y finalmente en este
proceso relacionar de manera significativa la integral definida con el area de una region

plana.

Se sugiere usar la unidad paralelamente o como complemento de la clase regular, ya que
la formulacion de los ejercicios planteados (aungque son elementales y cotidianos) permite
al estudiante reflexionar en la conceptualizacién de elementos propios de la integral que
previamente no habia considerado o que no lo podria hacer en un clase magistral

tradicional.
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Conclusiones y recomendaciones

Del andlisis del marco Histérico, epistemoldgico, disciplinar y didactico y del
disefio e implementacién de la unidad didactica objeto fundamental de este

trabajo, se pueden inferir las siguientes conclusiones.

= El origen del célculo integral se remonta a los matematicos griegos,
guienes usaron, hace mas de 2000 afios el método de exhaucién
(Eudoxo) para determinar areas de regiones planas. Este método fue
retomado exitosamente por Arquimedes (287 A.C -212 A.C) para
encontrar areas de circulos y otras figuras planas. Pero, fue necesario
esperar a laintroduccion de simbolos, técnicas algebraicas, y conceptos
fundamentales relacionados con el infinito y la continuidad, para que
el método se transformara, gradualmente, en lo que hoy conocemos

como el célculo integral.

La revision del proceso antes descrito permitié reconocer estrategias
didacticas adecuadas para trabajar en el aula la interpretaciéon de la
integral definida, como area de una region plana, pasando desde lo

intuitivo hasta lo formal.

= En investigaciones relacionadas con la educacion matematica a nivel
superior se han evidenciado obstaculos ontogénicos, epistemoldgicos y
didacticos relacionados con los conceptos fundamentales del calculo:

funcién, namero real, limite, infinito, continuidad, tales conceptos se
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asocian a las practicas pedagdgicas y curriculares que aun enfatizan en
aspectos puramente procedimentales 'y no en los aspectos
conceptuales. Esto impide a los estudiantes interrelacionar diferentes
conceptos y dominios de la matematica, que se asumen trabajados en

niveles previos.

Investigaciones didacticas consultadas para la construccion de este
trabajo corroboran observaciones de la préactica personal con respecto a
las dificultades que presentan los estudiantes universitarios en la
construccién del concepto de integral definida. Algunas de ellas,
relacionadas con conceptos previos antes citados como el de érea,
namero real, funcion, limite y otras relacionadas con lenguaje y formas de
representacion: uso de notacion, simbologia, andlisis e interpretacién de

representaciones graficas, etc.

En algunos de los textos de calculo integral (los mas usados a nivel
universitario) que se revisaron, si bien se introduce el concepto de
integral definida secuencialmente: método de exhaucion, paso al limite
y definicién, no se profundiza en la interpretacion de la integral definida
como area, ni el concepto mismo de area pues se asume que ha sido
trabajado en niveles anteriores. Aparte de ello en el aula, el texto se
retoma de forma mecéanica y desordenada atendiendo simplemente a
los requerimientos del programa pero sin tener en cuenta las
dificultades que puede presentar el estudiante en la construccion del

concepto.

Los resultados y el analisis de la prueba diagnostica aplicada a un grupo
de estudiantes de ingeniera, permitié reconocer dificultades respecto al
concepto de area de una region plana, que se asocia usualmente, al
uso de formulas para determinar areas de rectangulos y tridngulos y
de algunos poligonos elementales, no esta clara la nocién de &rea por
recubrimiento y por ello cuando se requiere determinar el area de

regiones no poligonales no se identifican procedimientos de
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aproximacion fundamentales para construir e interpretar la integral

definida.

= Teniendo en cuenta el analisis de la prueba diagnoéstica, las carencias
de los textos, las dificultades evidenciadas desde la practica y los
reportes de investigacion, la unidad didactica construida en este trabajo,
profundiz6 en la relacion entre el concepto de area de una region plana
y la integral definida, usando el software Geogebra, para visualizar
dindmicamente gréficas y procesos. Esta perspectiva permite avanzar
en la comprension de la interpretacion de la integral definida en términos
del area, hecho que se corroboré al implementar esta unidad didactica
a un grupo de estudiantes de calculo integral.

Con respecto a la implementacion y enriquecimiento de la unidad didactica, se

sugiere:

= Proponer la unidad didactica en las aulas antes de presentar la teoria formal

del calculo integral.

= Complementar el trabajo de la unidad didactica con la discusién y analisis de
elementos histéricos relacionados con el origen y desarrollo de conceptos vy
estructuras relacionados con el calculo integral, pues aparte de motivar a los
estudiantes, les permite apreciar la evolucién y dificultades que se dieron en el

proceso.

= Complementar la unidad didactica (si se considera necesario) con actividades
relacionadas con el concepto y formas de la representacion de la funcién y aspectos

basicos del calculo diferencial.

= Incluir en la clase de matematicas el uso de software especializado, como el
Geogebra, con una buena orientacion, se puede constituir en una potente

herramienta para analizar y solucionar problemas de calculo



145

A. Anexo: Prueba Diagnéstica.

UNIVERSIDAD DE BOYACA
FACULTAD DE CIENCIAS E INGENIERIA
CALCULO INTEGRAL

1. Observe las regiones planas que se encuentran a continuacion y describa en cada

caso un procedimiento para determinar el area de cada una de ellas.

2. Si la hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 5cm y uno de sus catetos mide
4cm. Entonces, es posible afirmar que el area y el perimetro del triangulo son

respectivamente:

A. 6cm?y12cm  B. 12cm?y6cm  C.10cm?y9cm  D. 9cmy 10 cm?
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3. Los cuadrados que aparecen sombreados en la siguiente figura, se construyeron
sobre los catetos y la hipotenusa de un triAngulo rectangulo y sus areas son A, By

C respectivamente. 4 Es correcto afirmar que A + B = C? Justifique claramente su
respuesta, ilustre con un ejemplo.

4. Sea ABCD un cuadrilatero. Se sabe que las medidas de sus lados son AD = 17 pies,
DC = 15 pies, BC = 19 pies, AC = 26 pies respectivamente y que el angulo ABC es
recto. Dibuje el cuadrilatero, determine su area y explique el procedimiento
empleado.

5. En las siguientes ilustraciones aparece la grafica de la funcion f(x) = x + 1, enlos

dos casos se construyeron algunos rectangulos desde x = 0 hastax = 2.

Flxd) =x+1 T Flad=x+1
= B / E,/

= 1

N
o

1
figura 1 figura 2

[
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Halle las areas de los rectangulos que aparecen en la figura 1 (izquierda) y
sumelas.

Halle las areas de los rectangulos que aparecen en la figura 2 (derecha) y
sumelas.

Determine el &rea del cuadrildtero O A B C y compare con las areas anteriores.

¢ Que concluye?

Un circulo de radio 4 unidades y un rectangulo tienen la misma érea. ¢ Cuéles son

las medidas de los lados del rectangulo? Justifique grafica y analiticamente.

Sea h(x) = x3 —6x .

a. Represente la funciéon h(x) en un plano cartesiano.

b. Proponga un procedimiento que le permita encontrar un valor aproximado del
area de la region comprendida entre la grafica de la funcién h(x), la recta

x =1, larecta

x=2Yy elejenx.

Determine el area de la siguiente region.

2L
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9. Laregidn limitada por la grafica de la funcién f(x) = x2, lasrectasx =0, x =1y

. . , 1
el eje x, tiene un &rea de guz.

a. Represente la region descrita en el plano cartesiano.
b. Proponga un procedimiento que le permita encontrar el area de la region y

compare su respuesta con el area dada en el enunciado.

10. Teniendo en cuenta los procedimientos que utilizé para resolver las preguntas
anteriores, describa un método general que le permita hallar el &rea de cualquier regién

del plano.
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B. Anexo: Algunas respuestas de la
prueba diagnostica.

B.1.Concepcidn de areas no poligonales
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B.2. Caracterizacion de areas de poligonos.
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B.3. Deducciones erréneas
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B.4. Sumando rectangulos inscritos

(pregunta 5)

g =
5 %—- : h\ | I
4 ] \‘,.‘ f(y] = LS
3 . L__\_.

‘ N\
2l .
1

. 3 + > ?
B EE BE R

o hallan el atect cle ot giaficor ((x o feste x70q a=5
2. 5 relamble pok el acee cle Buiegien de lot e belopiolos
33;2232 Nno JEwbw loa Pchot d{NOJ‘@\ndY €\ cesy ch

4, lo moe. de cod 1ecteno\o d(h)Jodc ey YS

5. aldoq ecie ooteaes e ewclloondas { en el o
famnal Pgetec”‘o c%ezdemdo )

6. Se ap(esey b $me de oy oteay de [y 6

‘0C4W<30(us :
3. S Jumam 44



153

B.5. Comparacion de areas

: .}ﬁ
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B.6. Mejor aproximacion al area
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B.7. Representa&)?ggean \n

e =
A

|
|

v
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i_zpl ¢ Crl il

|n09c3rrectas x3 porx

ghutiidgol 00! G
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ne | &
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; SAXY g
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v v T r ¥
'3 -2 L
. 2
- ]
Al realizar las operaciones, asumen que
al elevar un namero al cuadrado, los

| resultados también son negativos. lo cual
N Influye en la construccién gréfica, en

[Ncuanto a la operacidn no es dara la
mtencién,
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B.8. Representaciones Incorrectas -
circunferencia por region cuadratica
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C. Anexo: Guia basica de Geogebra

GeaGebra

Recurso TIC de formacion en el aula de matematicas

BLOQUE 1. AMBIENTACION.
Algunas caracteristicas y recursos de Geogebra.

GeoGebra es un programa de geometria dindmica con la ventaja de tener codigo abierto.
www.geogebra.org.

Provee herramientas para que los profesores creen hojas de trabajo.
www.geogebratube.org, disposicién de manuales y tutoriales wiki.geogebra.org, foro
de usuarios en www.geogebra.org/forum, una aplicacion para Chrome App Google.
www.tinyurl.com/GeoGebra-ChromeApp.

Es un paquete versatil para la enseflanza y aprendizaje en todos los niveles, une
interactivamente geometria, algebra, tablas, graficos, célculo y estadistica, facilitando a
los estudiantes la creacién de construcciones y modelos matematicos.

Remite desde el principio a la geometria de coordenadas con una ventana algebraica
gue mantiene a la vista los valores que toman las variables y las coordenadas de los
puntos en cada momento, esto lo hace especialmente apto para el estudio de funciones
ya que las relaciones entre gréfica y expresion algebraica aparecen més evidentes.

Para el dibujo con regla y compas supone algunas pequefias dificultades facilmente
resolubles si cambiamos un poco la forma de pensar y el tipo de razonamientos que
utilizamos.


http://www.geogebra.org/
http://www.geogebratube.org/
http://www.tinyurl.com/GeoGebra-ChromeApp
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BEARRA DE HERRAMIENTAS

Archive Edita Vista Opdiones Herramientas Ventana Ayuda

DREENECERAND DO,

»_Vista Algebraica () | v Vists Gréica HACER/DESHACER

VISTA GRAFICA e

Algebra y Grificos

’*QL Geometria Basica

l@ Geometria

EEE Hoja de Célculo y Graficos

EI CAS y Graficos

VISTA ALGEBRAICA

VISTA INICIAL DE GEOGEBRA?®

BLOQUE 2. GEOMETRIA A TRAVES DE GEOGEBRA

Ejemplo 1: Construir una rosa a partir de un segmento AB

Vista Grafica

J_ Ejes

Preparacion: Ocultar los ejes dando Click derecho sobre la pantalla vista grafica

Pasos de construccion

87 Usando las herramientas en la respectiva barra, pueden hacerse construcciones en la vista grafica con el mouse.
Al mismo tiempo las coordenadas y ecuaciones correspondientes se mostraran en la vista algebraica. La barra de
entrada es usada para entrar coordenadas, ecuaciones, comandos Yy funciones directamente, estas son mostradas de
inmediato en la vista gréfica y en la vista algebraica antes de presionar la tecla enter, En GeoGebra geometria y
algebra trabajan simultaneamente.



A

v

.‘ﬂ" Muevo Punto

Fijar los puntos A y B haciendo click sobre la
herramienta nuevo punto

i

-

Segmento entre Dos Puntos

Trazar el segmento AB

Construir una circunferencia con centro en Ay radio el
segmento AB

Construir el primer pétalo, i.e. una segunda
circunferencia cuyo centro es B y el radio es AB

@ Circunferencia dados su Centro y uno de sus Puntos

Secuencialmente construir los otros petalos tomando
como centro, la intersecciébn de cada una de las
circunferencias anteriores con la circunferencia inicial y
extremo el punto A hasta formar la rosa.

6 Con la herramienta de movimiento, establecer los
I3 atributos arrastrando sobre los puntos A o B. (Observar
el comportamiento de la vista algebraica)
Resultado
T B 2B =

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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¥

ABC
]

a=2
7]

N

el

» Vista Algebraica
= Cdnica
- C:{x - 0.820 +(y - 2.44F = 2.
di(x - 2.32F + (y - 234 = 2.
e: (X - 1.66) + (y - 3.69)*=2.
fofx - 01687 + (y - 3.79)p* = 2.2
g:(x+0.68F +(y-2.54yF=2
h: (x + 0.027 + (y - 119 =2
Ki(x-1.48) + (y - 1.09)P=2.
unto

A=(0.82, 2.44)

B=(2.32, 2.34)

(1.66, 3.69)

(0.16, 3.79)

(-0.68, 2.54)

{-0.02, 1.19)

(1.48, 1.09)

¥ Vista Grafica
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s3oTmon
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o
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4 | 1 F
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Entrada:







BLOQUE 3. ESTUDIO Y REPRESENTACION DE FUNCIONES.

Ejemplo 1: Crear la funcién f (x) = sin (x), su derivada y su tangente a un punto en f. Incluyendo su
triangulo de pendiente.

METODO 1. Punto sobre la grafica de la funcion

Options Window Help
. ew Window °
o & . - g — 2 '\,‘
Preparacion: Abrir una ventana nueva usando >
Pasos de construccion:
1 Introducir la funcion f(x)=sinx en la barra de entrada y presionar la tecla enter
2 A Elegir la herramienta nuevo punto y dar click sobre la gréafica de la funcién f,
i esta accidn creard un punto unido a la funcién.
3 O Elegir la herramienta tangente, dar click sobre el punto Ay la funcion f
.g'-.- -
. W
4 Usar la herramienta de movimiento, arrastrar el punto A sobre la funcion f,
% observar el comportamiento de la recta tangente.
5 / Elegir la herramienta pendiente (slope), dar click sobre el punto A.
6 - Nuevamente usar la herramienta de movimiento, arrastrar el punto A sobre
% la funcién fy observar el comportamiento del triangulo de la pendiente.
7 Introducir el comando Derivative [f(x)] en la barra de entrada y pulsar la
tecla enter. Observar la vista algebraica.

Tips y aplicaciones:
Introducir una funcion diferente. Ejemplo f(xX)= In(x)

Ver aplicacion en
http://platea.pntic.mec.es/curso20/123_geogebra/2010/Luis_Javier_Vilda_Cabria/interferencias.
html

Resultado


http://platea.pntic.mec.es/curso20/123_geogebra/2010/Luis_Javier_Vilda_Cabria/interferencias.html
http://platea.pntic.mec.es/curso20/123_geogebra/2010/Luis_Javier_Vilda_Cabria/interferencias.html

162 Unidad didactica para la interpretacion de la integral definida como el area de

una region plana, mediante la modelacion de las funciones en Geogebra

/OT“»@.@//\?ABC_a:% |

& Function Ecuacion de la funcion
s flx) =sin(x)
 g(x) = cos(x) Derivada de la funcion f

& Point Coordenadas del punto A ;
# A = (0.59, 0.bb

& Line Eenacion de la recta tangente en el punto A

4 a:y = 0.83x + 0.06

X

= Number Pendiente de la recta en el punto A

4 m = 0.83 1 (233

s my =083 7

METODO 2. Punto con coordenada — x “a” (Esta es otra version de la construccién anterior usando
la barra de entrada.

L. . . |:| Mueva Ventana
Preparacion: Abrir un nuevo archivo o nueva ventana.

e

Pasos de construcciodn: digitar los siguientes comandos en la barra de entrada y presionar “enter
después de cada linea

1 | f(x)=sin(x) Tips y aplicaciones
=32
2 a=2 A
v' Para mover el numero a puede crear un deslizador =
3 T= (a,f(@)) determinando un intervalo para desplazarse a través de la graflca

de la funcion, arrastrando el mouse sobre el deslizador

4 t=Tangent [a, ,
gent [a.] v" Al ocultar los botones azules de la pantalla algebraica, se ocultan

5 s=Slope[t] las respectivas caracteristicas.

6 B=(x(T), 5) v' Esta funciéon particularmente, puede aplicarse para estudiar los
' parametros de las ondas sinusoidales

7 Derivative[f]
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Resultado

LS 2 SO N S AN

2 Function
9 fix) =sin(x)
5 fx)=cos(x)
2 Number
v a=-4
b =46
4 5 = -0.6b
E Point |
# B = (-4, -0.65)
3T = (4,0.76) 3 4
2 Line

¥ty =-0.6bx-1.86

Ejemplo 2: Suma de Riemman. Calcular el valor de una integral definida, (area bajo la curva) de

una funcion f(x).

Preparacion: Abrir una ventana nueva usando >

se tomara f(x)=In(x)

Pasos de construccion:

. Para el ejemplo

Entrada: Sumalnferiorf f(x), 2,5, 10 |

1 Introducir la funcién f(x)=In(x) en la barra de
entrada y presionar la tecla enter
2 En la barra de entrada digitar sumainf y aparecera

por defecto el comando general para establecer la
funcion, los extremos del intervalo y el nUmero de
rectdngulos respectivamente.

Renombra

L,

Usar la herramienta de movimiento, arrastrar el

objeto denominado i1=3'52dar click derecho /

Renombra / en la ventana que aparece dar nuevo

2

w
n

|

nombre al objeto sefialado, para el caso
~@ 8i=352
4 Crear un deslizador denominado n; min=1,

max=50. Este determina el numero de

rectangulos.
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° ‘ Definicién: | Sumalnferiorff, 2, 5, n] Elegir Le>1=208 [ click derecho/propiedades
del objeto / basico. Reestablecer el nimero de
rectangulos como n.

6 En la barra de entrada digitar sumasup vy

Entrada: SumaSuperior[f(x), 2, 5,n | aparecera por defecto el comando general para
establecer la funcion, los extremos del intervalo y
el nimero de rectangulos respectivamente.

7 Usar la herramienta de movimiento, arrastrar el
|| % / Renombra objeto denominado a=3.73 gar click derecho /
Renombra / en la ventana que aparece dar nuevo

nombre al objeto sefialado, para el caso
@ 8585=3.73

Tips y aplicaciones:

Introducir una funcién diferente. Dar click sobre los objetos ~ S1=3.52 y @ 55=373 hara

cambiar el intervalo si es necesario.

El método es muy Util cuando no es posible utilizar el Teorema fundamental del calculo.

Resultados: izquierda f(x) = Inx , derecha f(x) = sinx

A — il Vsta Opoonts HITamienis Vrtng Kt
1 U R Y] A & — - 1
I'r N - Wi l‘f-. i MO S ." / ' :. \I: '*' l-_'l' :\.' ABg | s I-E-O
v Vealy atray A, | b Vieln Gebien
¥ F Vista Nipatraicy K| | ¥ Viska Gridca
Fucide Y . .
4 fix) = Infu) & ¥ Eeel 1 fi=Td
. 4 l{g) = seas) —
4 Sinlad 1 T ]
4 53145 4 N=41 i
i nefd J b=
il 4 n=id
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Ejemplo

BLOQUE 4. CALCULO SIMBOLICO CON GEOGEBRA.

1: Interseccion de funciones polindmicas. Intersecar una parabola con una funcién

lineal mediante la determinacion de las raices de su diferencia.

Preparacion: En la barra de herramientas seleccionar:

W=

CAS - Calculo Simbalico

La vista CAS solo esta disponible para versiones Geogebra 4.2 en adelante

Pasos de construccién

1 Entrar el comando f(x):=x"2-3/2*x+2 dentro de la primera fila, para definir f(x); evaluar
presionando enter.
2 Entrar g(x):=x/2+2 in la segunda fila.
3 Definir h(x) como h(x):=f(x)-g(x) en la tercera fila.
4 15
3.5
Introducir h(x) en la cuarta fila y dar click sobre la herramienta de factorizacion
Las raices se pueden leer de inmediato.
5 En la quinta fila, escribir Solve[h(x)=0,x] para confirmar la solucion
6 En la sexta fila, crear los puntos de interseccion digitando: S:=Intersect[f(x),g(x)].
Resultados
[E> GeoGebra =Tl ox
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
) [ B8 = ol (=2 [ PN 1 [ ) oo
» Vista Algebraica = [x] | » CAS - Calculo Simbélico (<] | » vista Grafica =)
—‘ an:ir; % Sgrs e | f(x):=xA2-312"x+2 =
. i > Af(x)::2xz—23x+4 »
sCx)="— P
P h(x) = x* —2x 2 Qx):=xi2+2 -
ER S W oy —2t2

Entrada:

2

3 | neo=feo-g00

> h(x) := x> —2x

4 | ho

Factoriza: (x —2) x —

5 | Resuelveln(x)=0x A R E

- {x=2.x=0}

6 | S=intersecalf(x).900]

- S :i= {(2.3).(0.2)}
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