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IIT

El cosmos es todo lo que es, todo lo que
fue y todo lo que serd. Nuestras més lige-
ras contemplaciones del cosmos nos hacen
estremecer: sentimos como un cosquilleo nos
llena los nervios, una voz muda, una ligera
sensacién como de un recuerdo lejano o como
si cayéramos desde gran altura. Sabemos que
nos aproximamos al mas grande de los misterios.

Carl Sagan
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Resumen

Palabras clave: Modos P, Regiones Activas, Oscilaciones solares, manchas solares.

La identificacién de modos actisticos de oscilaciéon, mejor conocidos como modos p; cuya fre-
cuencia tipica de oscilacién estd asociada a un periodo de 5-minutos, han permitido estudiar
con mas detalle el interior solar. El rétulo de modos p se debe a que la fuerza restaurado-
ra que genera estas oscilaciones es la presion. Para estudiar en detalle estas oscilaciones se
requiere resolver las ecuaciones de la hidrodindmica. Esto exige una serie de procedimientos
matematicos tales como: aplicar un método de perturbaciones para generar una ecuacion,
la cual se linealiza y posteriormente implementar un proceso de separacién de variables que
permite distinguir entre la influencia de la onda tanto radialmente como angularmente al mo-
mento de propagarse. Adicionalmente, cuando se quieren tener en cuenta efectos magnéticos
tal y como se observa sobre la superficie y la atmosfera solar se deben resolver las ecuacio-
nes de la magnetohidrodinamica que es la teoria que mejor explica estos fenémenos en la
actualidad. Sin embargo, en este trabajo se presenta un camino que, aunque mas sencillo
e ideal, es muy util para estudiar las posibles trayectorias que siguen las ondas acusticas
o modos p en el Sol. Esto consiste en considerar una teoria de rayos como alternativa a
resolver la ecuacién de onda, tanto si se tienen en cuenta efectos magnéticos como en caso
contrario. Con la anterior consideracién se logra comprobar que las trayectorias simuladas
para modos p no sélo dependen de una frecuencia temporal sino también de una frecuencia
especial (grado [). Parece demostrarse adicionalmente, que el campo magnético tiene una
fuerte influencia en la propagacién de ondas acisticas causando un mayor amortiguamiento,
y por ende, una trayectoria mas cercana a la superficie.

Abstract

Keywords: P modes, Active Regions, Solar Oscilletions, Sunspots

Acoustic oscillation modes have allowed to study in more detail the solar interior. These
oscillations, whose typical oscillation frequencies are associated with a 5-minute period, are
better known as p modes. The name of p-modes comes from the restoring force being gene-
rated by a change of pressure inside the Sun. In order to study these oscillations in detail,
solving the equations of hydrodynamics is required. This demand a series of mathematical
procedures such as, a perturbation method to generate an equation which should be lineari-
zed and then apply a separation of variables method in order to distinguish between the wave
influence both radially and angularly when they propagate. Additionally, when you want to
take into account magnetic effects as observed on the surface and the solar atmosphere,



you must solve the equations of magnetohydrodynamics which is the theory that nowadays
best explains these phenomena. However, this work presents a way despite of being simple
and ideal, very useful to study the possible paths followed by acoustic waves or p-modes in
the sun. So a ray theory is considered as an alternative to solve the equation wave whether
magnetic effects are taking into account as otherwise. Furthermore it is found that simulated
trajectories for p modes depends not only on a temporary frequency but also a special fre-
quency (degree [). It seems to be demonstrated that the magnetic field has a strong influence
on the propagation of acoustic waves causing greater damping and therefore a path closer
to the surface.
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1 Introduccion

El estudio del interior solar y en general de cualquier estrella viene desarrollandose como
uno de los campos mas importantes y significativos dentro de la astrofisica. Esto se ha lo-
grado en un principio con los modelos que han sido desarrollados resolviendo las ecuaciones
de la estructutura estelar tal y como lo ha hecho Bahcall et al. [2001], y posteriormente,
con el surgimiento de la heliosismologia, la cual propone investigar el interior solar a partir
de la identificacién de oscilaciones que se originan en la zona convectiva y se propagan por
todo el interior solar. Estas oscilaciones en principio, provienen de variaciones en la presion
de procesos convectivos para transferencia de energia desde el interior hacia el exterior que
ocurren en el Sol. De ahi que la mayoria de modos actsticos queden atrapados en la zona
convectiva de esta estrella. [Aerts et al., 2011].

En esta tesis se pretende desarrollar dos objetivos fundamentales. El primero de ellos con-
siste en estudiar la propagacién de ondas actsticas en un gas ideal con parAjmetros fisicos
asociados a un modelo solar estandar. Mientras que el segundo objetivo consiste en estu-
diar nuevamente la propagacién de ondas acusticas pero incluyendo la acciéon de un campo
magnético constante.

Este documento consta de tres partes. En el capitulo 1 se hace una breve descripcién de
las variables fisicas que han servido para estudiar y darle una clasificaciéon general al Sol
(diagrama H-R), y como este se diferencia de otras estrellas. Posteriormente, se hace una
mencién breve de la imagen que tenemos del Sol en la actualidad; dividiéndolo en ciertas
capas o regiones que dependen basicamente del proceso de transporte de energia que sea mas
efectivo. Finalmente, se describen los fundamentos tedricos esenciales que han servido para
construir modelos del interior solar, tanto si se considera como un gas ideal (hidrodindmica),
como si se tienen en cuenta efectos magnéticos (magnetohidrodinamica).

En el capitulo 2 se hace una introduccién a detalles mas finos y a teorias més avanzadas
que se han creado para estudiar el Sol, como es el caso de la heliosismologia. Esta teoria
propone que se puede estudiar el interior solar y en general de cualquier estrella (astrosis-
mologia, también llamada sismologia estelar) a partir de la deteccién de ondas actsticas
que se propagan a traves de toda su estructura. Para esto, primero se hace un recuento del
desarrollo histérico de esta teoria, enunciando cuando fue la primera vez que se detectaron
oscilaciones en la superficie del Sol (con un periodo de 5-minutos) y cémo se han creado
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nuevos instrumentos (puestos en 6bita a traves de satélites) y técnicas que han permitido
mejorar y continuar reafirmando la existencia de tales oscilaciones. Por otro lado, desde el
punto de vista de la teoria se muestra como mejorando los modelos planteados en el anterior
capitulo se obtienen nuevos sistemas de ecuaciones, que junto con la creacién de nuevas técni-
cas de andlisis como los diagramas de anillos [Hill, 1988], los diagramas de Tiempo-Distancia
[D’Silva, 1996], y la holograffa [Lindsey and Braun, 1997] han permitido estudiar el inte-
rior solar con mas detalle y mejorar la resolucién de los modelos ya existentes. Finalmente,
el capitulo termina con una breve discusién sobre como al querer estudiar el interior solar
por zonas mas localizadas (heliosismologia local) hay que tener en cuenta fenémenos
magnéticos que pueden ser observados en manchas solares y en fulguraciones, los cuales a su
vez son fuentes potenciales de un tipo especial de perturbacion actustica tales como sismos
solares. [Kosovichev and Zharkova, 1998].

Posteriormente, el capitulo 3 que es la esencia de este trabajo, plantea los ingredientes esen-
ciales que se tuvieron en cuenta para tener que evitar tratar con la solucién completa de
las ecuaciones de onda, pero aun asi lograr simular la propagacion de ondas acusticas hacia
el interior solar en dos situaciones: sin campo magnético y bajo la influencia de un campo
magnético constante. Esto se logra considerando una solucién ideal en ondas planas que
permite desarrollar una teoria de rayos aplicada a ondas sonoras, con la cual se caracteriza
la trayectoria de la senal con un parametro conocido como punto de retorno, que a su vez
depende de la componente horizontal del vector de onda kj, y de la frecuencia temporal w,
siendo mas influenciada por el primer parametro. Finalmente, se presentan los resultados
obtenidos y se hace un contraste con las simulaciones realizadas por Ganse [2013], creadas
en principio para estudiar sismos en la Tierra, pero que siguen los mismos principios fisicos.

El trabajo termina con unas conclusiones sobre las limitaciones y los aspectos interesantes
que sobresalen de este trabajo al compararlo con otros trabajos y cédigos méas avanzados
como por ejemplo, los realizados por Cameron et al. [2007], Hanasoge [2008].
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Este capitulo establece unos lineamientos generales que permitan entender el objeto de es-
tudio de este trabajo. No es la intencion el abarcar un gran contenido tedrico ya que el autor
considera que existen suficientes referencias y articulos detallados para cada uno de los temas
que aqui se expongan y por lo tanto se correria el riesgo de desviarse del objetivo central de
estudio de este trabajo en el cudl se hara especial énfasis a lo largo de todo el escrito.

2.1. Principios basicos en el estudio de estrellas

2.1.1. Luminosidades, masas y radios estelares

El estudio y la caracterizacion de las diferentes estrellas se ha realizado principalmente a
partir de parametros fisicos que definen propiedades tales como luminosidad, masa y radio,
los cuales han servido como base para crear los primeros modelos para el estudio de su es-
tructura interna.

Es normal que se tenga una mayor familiaridad con los conceptos de masa (notado como M)
y radio (notado como R) que ciertamente nos invita a imaginarnos la forma de la estrella
y su influencia en el espacio. Sin embargo, vale la pena aclarar el concepto de luminosidad
L, normalmente entendido como la tasa total de pérdida de energia por radiacion desde la
superficie estelar [Cox and Giuli, 1968].

Estos parametros han sido medidos o determinados en multiples ocasiones de forma empiri-
ca (o semiempirica), llevandonos casi siempre a definir o calcular otras variables fisicas de
interés como temperatura efectiva 7T, y densidad media p,, (como férmulas compuestas de
L, My R).

Cuando se asume que L y R no varfan mucho durante un cierto intervalo de tiempo (el
cudl serd discutido en la siguiente seccién), la temperatura efectiva vendria dada por la ley
de Stefan-Boltzmann mientras que la densidad media se calcula considerando una simetria
esférica.
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L = 4xR*T?
M/[(4/3) R’]

7
En la Tabla 2.1.1 se puede apreciar las variables fisicas méas fundamentales con las cuales se
describe el Sol:

Tabla 2-1: Principales propiedades fisicas del Sol. Esta tabla fue adaptada de Karttunen
et al. [2007] (Cap. 12. p. 263.).

Parametro Notacién Valor
Masa, M, 1,989 x 103%kg
Radio R, 6,960 x 10%m
Densidad media Iz 1409 kg - m=3
Densidad central e 1,6 x 10° kg - m=3
Temperatura efectiva Tery 578K
Temperatura central 1. 1,5 x 10K
Luminosidad L 3.9 x 10%°W
Clase espectral G2
X 0.71
Composicién quimica Y 0.22
Z 0.02
Periodo rotacional 25d
29d

Escalas de tiempo caracteristicas

Esta seccién se basa en su totalidad en Cox and Giuli [1968] Cap. 0, Sec. 2.

Basicamente cuando se habla de procesos de evolucion en estrellas, se tiene una especial
consideracién al cambio gradual de la composicién quimica al interior estelar (debido prin-
cipalmente a reacciones nucleares). En esta seccién se hace una introducién a tres escalas
de tiempo caracteristicas que se deben tener en cuenta al momento de hablar de diferentes



2.1 Principios bésicos en el estudio de estrellas 5

comportamientos tales como condicién de equilibrio térmico, equilibrio hidrostatico y estre-
llas pulsantes.

En primer lugar se introduce la medida de tiempo nuclear t,,., definido como el tiempo
requerido para que se aprecie un cambio significativo en las propiedades fisicas de una estrella
como consecuencia de reacciones nucleares. Por ejemplo, en una estrella como el Sol que
deriva toda su energia por combustién de Hidrégeno se tiene el siguiente estimado [Cox and

Giuli, 1968).
1\ 0,007Mc? M L
tnuc = =) F"-0ri—~ 1 LU ic) 3 2-
() 25~ () (5 ) e =9

Otra escala de tiempo interesante es el tiempo Kelvin, que es el intervalo que debe trans-
currir para que se aprecien cambios considerables en el radio de la estrella debido a efectos
gravitacionales. Aplicando el teorema del virial se puede estimar el siguiente cdlculo

tx ~ 6Ey/L donde, (2-4)
By = —(1/2) = (1/2)¢qGM?*/R (2-5)
3GM? ~( M\ (Ly\ (Rs\ .
por tanto, tx ~ 1 IR ~2x10 (M@) (T) (f) anos (2-6)

Para el caso de estrellas que no estan en equilibrio hidrostatico como ocurre con las estrellas
pulsantes, la escala de tiempo relevante es el tiempo de “caida-libre” ty;. Para los objetivos
de este trabajo, este tiempo caracteristico va a ser el mas importante ya que es del orden
tipico del periodo de pulsacion de la estrella en cuestién. Este tiempo puede ser estimado
facilmente a partir de la siguiente férmula

R3 2 1/2
GM ~ 47G/3

tig ~2 ~ 0,04(p5/p)"/* (2-7)

Para el Sol, ¢ es del orden de 1 hora.

2.1.2. Clasificacion Espectral y Diagrama Hertzsprung-Russell

Estudiar las estrellas desde un punto de vista espectral resulta muy ttil ya que la mayoria de
las propiedades fisicas se pueden inferir a partir de un anélisis sobre las lineas de absorcién

o emisién que presente el espectro. Por supuesto, el Sol estd incluido en esta discusién (ver
Fig. 2-1).

Se dice que la primera observacién del espectro solar fue hecha por Isaac Newton en 1966.
Sin embargo, el verdadero inicio de las observaciones espectrales surge con la identificacion
de lineas oscuras en el espectro vistas por Joseph Fraunhofer en 1814 que dio paso a una
primera clasificacién espectral. En su momento, Fraunhofer asigné arbitrariamente como
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nombre, letras mayusculas a lineas oscuras de las cuales en principio no tenia idea de cudles
elementos quimicos eran responsables de dicha absorcion. Més adelante, en 1860, Gustav Ro-
bert Kirchhoff y Robert Bunsen se dieron cuenta que realmente estas lineas eran un patrén
caracteristico producido por varios elementos quimicos en un gas incandescente.

Actualmente existen varias clasificaciones, de las cuales vamos a considerar y a enunciar
brevemente dos de ellas [Karttunen et al., 2007].

M
- 1 (R NNl 11}
' I I A NN BERITH R N E S
EEmsE =

]
B N U
TN =R

Figura 2-1: Espectro solar en alta resolucién. Créditos : N. A. Sharp, NOAO/NSO/Kitt
Peak FTS/AURA/NSF

Clasificacion Espectral de Harvard

Esta clasificacién espectral fue desarrollada en el Observatorio de Harvard en Estados Unidos
a principios del siglo XX.

Dado que este trabajo no tiene como objetivo hacer una discusién extensa en este tema en
particular, sélo se hara énfasis en que también se utiliza una notacion de letras maytusculas
tal y como lo hizo Fraunhofer en su momento, obteniendo la siguiente secuencia conocida

C
O-B-A-F-G-K-M-L-T
S

El orden de esta secuencia se caracteriza por un descenso en la temperatura de O hasta T.
Adicionalmente, las clases C y S corresponden a ramas paralelas para los tipos G-M, pero
que difieren en su composicién quimica superficial (ver Fig. 2-2).

La clase G agrupa estrellas “amarillas” como nuestro Sol. La temperatura superficial es del
orden de 5500K. Las lineas HI son tenues, mientras que las lineas H y K son fuertes. Las
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lineas metdlicas también son fuertes. La banda G es perfectamente visible y se aprecian
lineas CN para gigantes rojas [Karttunen et al., 2007].

Figura 2-2: Diagrama HR mostrando una diversidad de estrellas en la Via Lactea. Se puede
apreciar que el Sol hace parte de la secuencia principal. Créditos: European
Southern Observatory (ESO).

Clasificacion Espectral de Yerkes

Dado que la clasificacién espectral de Harvard sdlo tiene en cuenta el efecto de la temperatura
sobre el espectro, existe una clasificacion mucho mas precisa y detallada postulada por
William W. Morgan, Philip C. Kennan y Edith Kellman del Observatorio Yerkes en Estados
Unidos. Esta clasificacién usualmente notada con las siglas MKK esta basada en un conjunto
estandar de estrellas con un criterio de luminosidad detallado. Se pueden distinguir seis clases
diferentes de luminosidad [Karttunen et al., 2007]:

= Ja, las estrellas supergigantes mas luminosas.

» Ib, supergigantes menos luminosas.
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II, gigantes luminosas.

ITI, gigantes normales.

IV, subgigantes.

V, estrellas de la secuencia principal (enanas).

2.2. Estructura Estelar

Los argumentos y ecuaciones que se presentan en esta seccién fueron tomados de Hansen
and Kawaler [2012].

Cuando pensamos en estrellas, generalmente se nos viene a la mente la imagen de un montén
de puntos “brillantes” en el cielo. Pero a medida que ha avanzado la tecnologia permitiendo
el desarrollo de nuevos instrumentos de medicién, tales como satélites y telescopios, la huma-
nidad ha sido capaz de indagar més y mas sobre varios misterios del Universo. Sin embargo,
cuando se trata de estudiar el interior de las estrellas no nos queda mas opcién que recurrir a
modelos tedricos y a mediciones indirectas, utilizando todo nuestro conocimiento acumulado
en fisica y astrofisica.

Sorprendentemente, en varias ocasiones, cuando queremos aproximarnos al estudio de siste-
mas complejos; usualmente podemos partir de consideraciones muy ideales, y atin asi lograr
identificar cosas muy interesantes de nuestro objeto real de estudio. En el caso del Sol, po-
demos empezar pensando en una esfera de gas simétrica, no rotante, sin ninguna influencia
de algiin campo magnético, y sin fuerzas ni aceleraciones netas actuando sobre ella.

En primer lugar, miremos cémo es el balance de fuerzas para una estrella arbitraria en
equilibrio. De los principios de la mecénica newtoniana, podemos calcular la gravedad local
al interior

_GM,

2

9(r) = = (2:5)

Donde G = 6,6726 x 1078gtem3s~2 es la constante gravitacional.
M, es la masa contenida dentro de una esfera de radio r.

Teniendo en cuenta la simetria esférica de la estrella, M, también se puede calcular de la
siguiente manera

MT:/ 47r? pdr (2-9)
0

En forma diferencial,
gM, = 4nr?pdr (2-10)
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A las ecuaciones 2-9 y 2-10 se les conoce como ecuaciones de conservacion de la masa.
Ahora, si consideramos un elemento de area infinitesimal, el balance de fuerzas estard deter-
minado por un término gravitacional y una diferencia de presiones

dP GM,
f=—— — 2-11

pr dr r? ( )
A 2-11 se le conoce como ecuacion de movimiento.
Si hacemos 7 = 0 en la Ec. 2-11 obtenemos la Fcuacion hidrostdatica de equilibrio:

dP GM,

il — 2-12

= = gp (2-12)

Recordemos también que la energia total potencial gravitacional {2 de una esfera auto-
gravitante! se define como el total de energfa requerida para dispersar todos los elementos de
la esfera hasta el infinito (por convencién se adopta con signo negativo). En otras palabras,
Q) es la energia requerida para ensamblar la estrella a su configuracion actual, reuniendo el
material desde el “extremo” del universo. [Hansen and Kawaler, 2012].

M
Q= / Gy g, (2-13)
0 r
Que usualmente se expresa de la forma,
GM?
0O=— 2-14
T~ (2-14)

Tal y como se puede apreciar en el conjunto de ecuaciones 2-4.

2.2.1. Ecuaciones Basicas

Hasta el momento ya hemos obtenido dos de las expresiones que hacen parte de este conjunto
de ecuaciones. Estas son las ecuaciones 2-9 6 2-10 y 2-12 respectivamente.

Ahora bien, desde el punto de vista del balance energético, se tiene que, a partir de la con-
dicion de equilibrio térmico local junto con el principio de conservacién de la energia; toda
cantidad producida al interior debe ser transportada a la superficie y radiada hacia el exte-
rior. [Karttunen et al., 2007].

Introduciendo el coeficiente de produccién de energia €, también conocido como tasa local
de generacién de energia termonuclear; se tiene la siguiente ecuacion basica de la estructura
estelar.

dL,
= 471 pe (2-15)

'El concepto de auto-gravitacién es el que permite explicar que la estructura se mantenga unida como un

solo cuerpo debido a la atraccién gravitacional entre las diferentes partes de su estructura.
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Sin embargo, no hemos hecho ningtin énfasis en los mecanismos de transporte de energia has-
ta el momento. El interior solar basicamente esta gobernado por tres modos de transferencia:
transferencia por fotones, radiacién, conduccion y conveccion térmica. Por ahora, se presenta
una breve discusion acerca de la transferencia de fotones y la conduccién térmica al interior
estelar [Hansen and Kawaler, 2012]. El caso de la conveccién térmica se pospondré hasta el
segundo capitulo, cuando se explique la relacién entre oscilaciones apreciadas y detectadas
en el Sol con procesos de conveccion al interior de éste.

Aunque en términos generales, se asume la condicién de equilibrio térmico local (ETL) como
un principio valido, hay que aclarar que aunque suene opuesto al principio ETL, se necesita
un cierto grado de anisotropia para que se puedan trasportar fotones desde las regiones mas
internas. El efecto de introducir una “pequena anisotropia” puede estudiarse a partir de
procesos de difusion.

Lo primero entonces, seria partir de la ecuacion de transferencia radiativa

dIl/ (T7 /L)

e MG DR YD) (2-16)

I, se define como la intensidad de radiacién perpendicular a la superficie.

7, es el grosor Optico a una frecuencia arbitraria v.

S, se denomina funcion de fuente y tiene que ver con la razén entre el coeficiente de emision
7, v el coeficiente de opacidad o absorcién a,.

1 = cos 6 estd relacionado con la inclinacién del haz de radiacién sobre la superficie.

De donde se puede obtener una expresion para el flujo de energia radiado hacia el exterior

47 0B,
= 2-17
3 07, ( )
De 2-16 y 2-17 se encuentra un expresion para la luminosidad que varia con un gradiente de
temperatura
16 2 dT
L, = 2ra s & (2-18)
3Kp dr

Ordenando los términos de otra manera se tiene,

7 () @) (=) (219

Donde,

a=40/c="7,564 x 1071 Jm ™3 K~* es la constante de radiacién

k es el coeficiente de absorcion de masa mejor conocido como opacidad.
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Alternativamente, se puede definir el término V para caracterizar la transferencia térmica

dlnT__ r? ld_T
dinP ~ GM,pT dr

v = (2-20)
En el caso mas sencillo, se supone que este proceso de transferencia ocurre en un régimen

adiabatico y por lo tanto
3 Pk L,

16mac T* G M.,
En resumen, el conjunto de ecuaciones que explicaria la estructura interna de una estrella
estd compuesto por 2-10, 2-12, 2-15 y 2-21.

Voad = (2-21)

Finalmente, para completar nuestro sistema de ecuaciones hace falta definir una ecuacién de
estado, que en primera aproximacién podria considerarse un gas perfecto [Karttunen et al.,
2007]. Luego, nuestra ecuacién faltante serfa
k
P=——>pT (2-22)
KM g

Donde,
k es la constante de Boltzmann
my es la masa del a&tomo de hidrégeno
1 es la masa molecular media en unidades de my

En un caso completamente general, el estado del sistema estaria determinado por el siguiente
conjunto de ecuaciones y sus derivadas

P=PpT,X) (2-23)
E=E(pT X) (2-24)
k=r(p,T,X) (2-25)
e=¢€(p,T,X) (2-26)

La teoria de estructura estelar nos ha permitido contruir los modelos que actualmente tene-
mos del Sol; basandose en unos principios fisicos con los que se busca explicar como deberian
ser las condiciones de equilibrio interno, el estado del gas y los procesos de produccion y
transporte de energia de cualquier estrella (en especial, el Sol). Para efectos de evitar una
discusion extensa, se recurrird a la notacion y a la discusién planteada en Karttunen et al.

[2007].
Condiciones de Equilibrio Interno

Estas condiciones se resumen en un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales que dan
cuenta de la distribucién de presiones, distribucion de masa, produccién y transporte de
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energia, respectivamente.

= zmeet) (2-27)
dn;ir) = 4mr?p(r) (2-28)
dljiir) = 4nr?p(r)e (2-29)

(2-30)

Para el caso del transporte de energia, debemos tener en cuenta el mecanismo que este do-
minando el proceso (conduccién, conveccion, o radiacion). Para una regiéon donde predomine
un proceso de radiativo, se tiene la siguiente expresion

(2 ()

Por otro lado, el gradiente de temperatura se escribe de la siguiente forma para el caso

dT_(l_l) TdP (2-52)

convectivo
dr v /) P dr
Adicionalmente, se necesita hacer consideraciones sobre las fuentes de produccion de energia,

las cuales se puede explicar en términos de la fusién nuclear de Hidrogeno en Helio junto con
la tasa de cambio de la abundancia de hidrégeno proveniente de la estrella dada por

4 H — *He +2e" + 2v, (2-33)
0X 1o, 0X
— = — Dy— X 2-34
5 RH—i—szar{Tp( H8T+VH )} (2-34)

Donde Ry es la tasa de cambio en la abundancia de Hidrégeno a causa de reacciones nu-
cleares, Dy es el coeficiente de difusién y Vg es la velocidad de deposicion.

Todas las ecuaciones mencionadas anteriormente, constituyen el conjunto necesario para
contruir modelos estelares (en nuestro caso serd modelos solares), que en terminos sencillos,
significa expresar los cambios de variables fisicas bésicas tales como p, p, T, L, X; en términos
del radio de la estrella r Christensen-Dalsgaard [2002].

2.3. El Sol

El Sol ademés de ser el objeto central de nuestro sistema central, es la estrella mas cercana
que tenemos como referencia. De hecho, es nuestra mayor fuente de energia.

Thttps://commons.wikimedia.org/wiki/File:Afiche_del_sol.svg# /media/File: Afiche_del_sol.svg
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Tal y como se mencion6 en una seccién anterior, el Sol es una estrella en la secuencia principal
de tipo G2V, descrita cominmente como una “enana amarilla” y formada aproximadamente
hace unos 4,6 billones de anos.

La imagen que tenemos actualmente del Sol estd basada tanto en observaciones como en
calculos tedricos. Dado que algunas observaciones del Sol estan en desacuerdo con modelos
solares, estos tendran que ser ajustados para poder dar una explicacion més precisa. Sin
embargo, los detalles generales permanecen intactos (ver Fig. 2-3) [Karttunen et al., 2007].

Mancha solar__m Granulacién solar el SO |

Penumbra £ K e capas a escala

Umbra Zona ,;\\

convectiva

Temperatura_§
minima |

Cromosfera—

Regidén de transicion —

~~Protuberancia

Figura 2-3: Estructura interna del Sol. Créditos: “Afiche del sol” by Kelvinsong - Own
work. Licensed under CC BY-SA 3.0 via Wikimedia Commons

2.3.1. Estructura Interna

En la seccién anterior se mostrd, como a partir de las ecuaciones basicas de estructura estelar,
se pueden construir modelos que describan los cambios de las variables fisicas fundamentales
tales como densidad, presion, temperatura, composicién quimica hacia el interior de la estre-
lla. En esta seccién, se plantea brevemente lo mas relevante que se conoce de la estructura
interna del Sol desde un punto de vista més cualitativo.

En la actualidad el Sol estd compuesto de 6 regiones o capas diferentes: Nicleo, zona ra-
diativa, tacoclina, zona convectiva, fotosfera y atmdsfera (cromosfera y corona). Cada una
presenta unos fenémenos fisicos caracteristicos que la distinguen de las demas regiones. A
continuacion, se describira cada zona en detalle.
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El Nucleo

El ntcleo del Sol se extiende desde el centro, hasta un 20 o 25% del radio solar. Tiene
una densidad de 150g/cm? y su temperatura es cercana a los 15,7 millones de Kelvin [Basu
et al., 2009)%. Es en esta zona donde se produce energfa por fusién nuclear, en su mayoria
proveniente de un proceso conocido como cadenas protén-protén (p — p) [Broggini, 2003];
que convierte el Hidrégeno en Helio. Mientras que apenas el 0.8 % proviene de otro proceso
conocido como ciclo CNO [Goupil et al., 2011].

Zona Radiativa

Se extiende desde el ntcleo, a 0,7 radios solares aproximadamente. El proceso fisico que
predomina en esta regién es el transporte de energia por radiacion térmica. La temperatura
cae de mas o menos 7 millones, hasta 2 millones de grados Kelvin. La densidad cae en dos

ordenes de magnitud (de 20g/cm?® a 0,2g/cm?) a lo largo de esta zona?.

Tacoclina

La zona radiativa esta separada por una capa delgada de transicion conocida como tacoclina.
Esta es la regién que distingue la rotacién uniforme (tipo cuerpo rigido), de la rotacién
diferencial que ocurre a partir de la zona convectiva. Se presume que un dinamo magnético
dentro de esta regién podria ser el responsable de la generacién del campo magnético solar!
[Soward et al., 2005].

Zona Convectiva

Es la ultima capa interna del Sol, y va desde la superficie, hasta unos 200, 000km por encima
(o de 0,7 radios solares, hasta 1 radio solar). Dado que la temperatura en esta zona es més
baja que en la zona radiativa, los dtomos més pesados no estan completamente ionizados.
Consecuentemente, el transporte radiativo resulta menos efectivo, y por una baja densidad
del plasma, se hace posible la creaciéon de corrientes convectivas. La conveccién térmica se
manifiesta en forma de celdas que transportan calor hacia la fotosfera!.

Fotosfera

Es la capa visible del Sol. Su densidad de particulas es de ~ 102*m™3. Por encima de
esta capa, el Sol se vuelve transparente a la luz visible. Este cambio de opacidad se debe
principalmente al decrecimiento de la cantidad de iones H~. La fotosfera posee del orden
de unos cientos de kilometros de grosor, siendo ligeramente menos opaca que el aire en la
Tierra. Dado que la zona mas alta de la fotosfera es mas fria que la zona mas baja, cuando

2http:/ /solarscience.msfc.nasa.gov/interior.shtml
3https://web.archive.org/web/20130510142009 /http: //mynasa.nasa.gov/worldbook /sun_worldbook.html
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se aprecia una imagen del Sol; éste parece ser mas brillante en el centro que en los bordes
del Sol. Este fenémeno se conoce como oscurecimiento del limbo. [Abhyankar, 1977].

Atmasfera

Se puede apreciar a simple vista durante un eclipse total de Sol. Se compone de tres partes
distintas: la cromosfera, la regién de transicion y la corona. Juntas forman lo que se conoce
como la heliosfera. [Abhyankar, 1977].

La capa mas fria del Sol se encuentra a unos 500 km por encima de la fotosfera, con una
temperatura de 4, 100K. [Abhyankar, 1977].

Sin embargo, la cromosfera, regién de transicion y la corona son mucho mas calientes que
la fotosfera, lo cual entra en contradiccion con la teoria bésica. Este hecho ain constituye
problema abierto, objeto de investigaciones actuales. Hasta el momento ciertas evidencias
sugieren que las ondas de Alfvén podrian ser las responsables de este calentamiento inusual.
[De Pontieu et al., 2007].

Por encima de la capa mas fria del Sol se encuentra una capa de unos 2000km de grosor,
conocida como la cromosfera. Su temperatura varia de tal forma que alcanza los 20, 000K
en su zona mdas externa. [Abhyankar, 1977].

Por encima de la cromosfera existe una region delgada (de unos 200 km de grosor) conocida
como la region de transicion. Esta podria ser la region mas misteriosa y menos comprendida

ya que presenta un cambié abrupto de temperatura completamente inexplicable hasta el
momento (jde 20,000K hasta 1,000,000K!) [Erdélyi and Ballai, 2007].

La corona es la siguiente capa atmosférica. Se denomina corona baja a la zona que se encuen-
tra més cercana a la superficie del Sol, y su densidad de particulas oscila entre los 10m =3
y los 101®m 3. La temperatura promedio de la corona y el viento solar es de aproximada-
mente 1,000,000 — 2,000,000k ; sin embargo, en las regiones mas calientes alcanza valores
de 8,000,000 — 20,000, 000K . Aunque hasta el momento no existe una teoria completa que
permita explicar el efecto de porqué la atmosfera solar resulta ser mas caliente que su misma
estructura interna; se supone que al menos una parte del calor transferido a la corona podria
provenir de lo que se conoce como reconexion magnética [Erdélyi and Ballai, 2007].

Finalmente, la heliosfera es el remanente de plasma y viento solar que se extiende por todo
el sistema solar y més alld. A unos 20 radios solares (0.1 UA), el flujo del viento solar se

vuelve superalfvénico, es decir, el plasma viaja a una velocidad superior a la velocidad de
Alfvén [Dwivedi, 2003].
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Mecanica de Fluidos

Esta seccion estd basada en Landau and Lifshits [1959].

Fluidos ldeales

La dinamica de fluidos es la teoria que estudia el movimiento de liquidos y gases considerados
como un medio continuo. Lo anterior implica que cualquier pequeno elemento de volumen
siempre es lo suficientemente grande para seguir conteniendo un gran niimero de moléculas.

La descripcién matematica del estado de un fluido se caracteriza por una distribucion de
velocidades v = v(z,y, 2,t) y dos cantidades termodindmicas cualquiera, como por ejemplo
la presion p(z,y, z,t) y la densidad p(z, vy, z,1).

Las ecuaciones fundamentales con las que se explica la dinamica de fluidos son las siguientes:

Ecuacion de Continuidad: 5
n

T +V-(pv) =0 (2-35)

Ecuacién de Euler: La fuerza total que actia sobre un elemento de volumen en el fluido
ov 1

—_— . v = ——V 2_36

5+ V=V (2-30)

Ondas Acusticas

Variaciones en la presién y en la densidad en un fluido generan ondas actsticas. Estas
variaciones se pueden escribir como pequenas perturbaciones en torno a un valor de equilibrio:

p=po+p (2-37)
p=po+p (2-38)

Empleando las ecuaciones 2-35 y 2-36 se obtiene la siguiente expresién:

p' = (9p/0po)sp’ (2-39)

Introduciendo el término de potencial de velocidades v = V¢ se puede reescribir la ecuacion
de Euler (Ec. 2-36) como:
p' = —pdp/ot (2-40)

Ahora, derivando la ecuacion 2-39 con respecto al tiempo y utilizando la ecuacién de conti-
nuidad (Ec. 2-35) para sustituir p’ se obtiene la siguiente expresién util:
op'

2 T po(9p/0po)sV - v =0 (2-41)
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Introduciendo el potencial de velocidades en la ecuaciéon anterior se obtiene una ecuacion de
onda:

O*¢p/ot — V2 =0 (2-42)
Donde,

¢ =/ (9p/9p)s (2-43)

Es la velocidad del sonido en el medio.

2.4. Fisica de Plasmas

Esta seccion tiene como objetivo enunciar algunas ideas basicas sobre la fisica de plasmas y
su aplicacion al contexto de la astrofisica.
De manera elemental, un plasma puede ser caractizado por tres parametros fundamentales:

» La densidad de particulas n.

» La temperatura T de cada una de las especies quimicas que conforman el plasma
(usualmente medido en eV, donde 1 eV = 11650K)

» Un campo magnético cuasi-estatico B (medido en Teslas).

—3 en el medio

Para el caso de plasmas en el espacio, la densidad de particulas varfa de 10*¢ m
interstelar, a 102 m™3 en la atmosfera solar [Bellan, 2008|.

Corrientes eléctricas y campos magnéticos pueden ser facilmente generados en un plasma
astrofisico debido a su baja resistividad. La energia de campos magnéticos es acumulada en
el plasma, y posteriormente puede ser liberada subitamente en forma de explosiones (bajo
ciertas condiciones fisicas). Todo esto puede ser acompanado de eyecciones de plasma diri-
gidas (chorros), flujos de calor y radiacién intensos y aceleracién impulsiva de particulas a
altas energias.

Este fenémeno puede ser observado en fulguraciones en el Sol y otras estrellas; en la mag-
netosfera de la Tierra como tormentas magnéticas, en la corona de discos de acrecién de

fuentes de rayos X, y en nicleos activos de galaxias [Somov, 2006]

2.4.1. Ecuaciones Basicas de MHD

La magnetohidrodinamica es la teoria de fluidos correspondiente al plasma. Asi como la
hidrodinamica en el caso de fluidos, la magnetohidrodinamica usa parametros fisicos tales
como la densidad, presion, temperatura y velocidad para explicar el movimiento de un plas-
ma.
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Basicamente, un plasma puede entenderse como un fluido sometido a campos electromagnéti-

cos, cuyo su comportamiento estaria descrito por las ecuaciones de Maxwell. [Aschwanden,
2006]

Dado que ni el objetivo de este capitulo, ni de esta tesis es hacer una discusién extensa en
todos los detalles de esta teoria, sélo se hara énfasis en las ecuaciones ideales con las cuales
se puede llegar a explicar con un cierto grado de precision los movimientos y la propagacion
de ondas acusticas dentro de un plasma. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones ideales se
postula de la siguiente manera.

Ecuacién de Continuidad:

dp B
F +V-(pv) =0 (2-44)

Ecuacion de Fuerzas o Movimiento:
pOv/ot = —N'p — pg + (j x B) (2-45)

Ecuacion de Estado Adiabatica:

9 (o) = 0 (2-46)

Ecuaciones de Maxwell y fuerza de Lorentz:

VXxB = 4nj (2-47)
1dB
E = —(—— 2-48
VX c dt ( )
V-B = 0 (2-49)
1
E = E(U X B) (2-50)

Resumen

A partir de tres parametros fisicos fundamentales como lo son la masa M, el radio R y la
luminosidad L se pueden construir clasificaciones estelares (Diagrama H-R) y modelos bési-
cos que expliquen la estructura interna de las estrellas. Por otro lado, existen tres escalas
de tiempo (nuclear, Kelvin y caida libre), las cuales resultan 1tiles para saber si podemos
asumir un regimen de equilibrio termodindmico o no.

Refiriéndonos al caso especifico de nuestra estrella de interés, es decir, nuestro Sol, de acuer-
do a nuestra vision actual, se divide en 6 grandes zonas denominadas nicleo, zona radiativa,
zona convectiva, fotosfera y atmosfera (cromosfera + corona). Estas diferentes zonas de-
penden del mecanismo de transferencia de energia propio de dicha zona; que puede ser por
conduccién (sélo es dominante en las regiones més internas), conveccién o radiacion.
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Posteriormente, se hizo una breve discusion sobre la teoria basica de mecanica de fluidos, ya
que una estrella como el Sol en su idea més primitiva puede considerarse como una esfera
gigante de gas ideal. Esta teoria permite entender el hecho de que pequenas perturbaciones
en la presion y la densidad en la superficie del Sol (las cuales han sido observadas), pueden
llegar a generar ondas actsticas, que en principio, podrian propagarse por toda su estructura.
Estas ondas son el objeto central de estudio en este trabajo.

Finalmente, se establecieron unos principios generales de la fisica de plasmas, concretamente,
las ecuaciones basicas de la magnetohidrodindmica, que permiten tener en cuenta efectos
magnéticos, que de hecho, son importantes a nivel atmosférico y superficial.

En el siguiente capitulo, se hace una breve introduccion al desarrollo y fundamentos basicos
de la heliosismologia. Esta es la teoria més avanzada que existe para estudiar el interior
solar.



3 Heliosismologia

En este capitulo se presenta una breve descripcion de los aspectos mas fundamentales de
la heliosismologia global y local. Respecto a la visién global, se retoman las ecuaciones
bésicas de la hidrodinamica para mostrar cémo a partir de una serie de aproximaciones y
suposiciones tedricas se puede analizar y comprender el mecanismo de propagacién de las
oscilaciones solares, las cuales ya han podido ser identificadas observacionalmente. Posterior-
mente, una vez obtenidos el nuevo conjunto de ecuaciones se hace una deduccién breve para
obtener unas relaciones de dispersion que constituyen una pieza clave en las simulaciones
desarrolladas para obtener los resultados que son presentados en capitulos siguientes.
Ahora, en lo que concierne a la heltosismologia local, que no significa otra cosa mas que
estudiar la estructura solar a un nivel mas definido restringiendo el analisis a regiones mas
limitadas. Se hara un especial énfasis a cémo el campo magnético puede tener una influencia
relevante en la forma como se propaguen dichas oscilaciones. También se hace una mencién
breve al fenémeno de los Sunquakes 6 sismos solares observado por primera vez por Ko-
sovichev en 1996. Finalmente, se hace una descripciéon muy concisa de técnicas muy usadas
y aceptadas en la actualidad como es el caso de los diagramas de anillos, las técnicas
empleadas mediante los diagramas de tiempo-distancia y las técnicas mas modernas de
holografia. Cabe aclarar que en este trabajo no se emplea ninguna de estas técnicas, sino
que se aborda el estudio de ondas desde una perspectiva diferente. Sin embargo, vale la pena
mencionar estas técnicas para poder tener una idea muy clara sobre el estado actual de esta
teoria

Para empezar, resulta muy ttil presentar un contexto histérico que nos permita comprender
el sentido de los desarrollos tedricos que dieron origen a la heliosismologia.

3.1. Breve Historia de la Heliosismologia

Aunque siempre puede existir una opinion diferente, digamos que la primera deteccion de
oscilaciones solares aceptada mayoritariamente corresponde a la realizada por Leighton et al.
[1962] quienes encontraron fluctuaciones en una serie de imagenes Doppler con periodos de
alrededor de 300 s (5 min), que permitieron postular una nueva herramienta para estudiar las
propiedades fisicas de la atmosfera solar. Estas detecciones fueron confirmadas méas adelante
por otros investigadores como Evans and Michard [1962].

En esa época se pensaba que dichas oscilaciones correspondian a movimientos superficiales
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producidos por movimientos convectivos de estructuras conocidas como granulos solares.
Sin embargo, no era claro el verdadero origen de estas oscilaciones. Esto llevo a personas
como Frazier [1968] a proponer la aplicaciéon de transformadas de Fourier para desompo-
ner las oscilaciones en modos normales y lograr establecer un espectro de potencias que
explicara una posible relacion entre el periodo y los nodos observados (longitudes de onda
horizontales) concluyendo que las ondas acisticas se correspondian muy bien con ondas es-
tacionarias en la atmdsfera solar. Mas adelante, Ulrich [1970] formulé las condiciones para
modos actusticos discretos que se pueden resumir en los siguientes hechos: las observaciones
deberian tener una duracion de varias horas, abarcar una region de al menos 60,000 £m de
tamano, y finalmente, los Dopplergramas deberian tener una resolucion de 3,000 km con una
separacion temporal de 1 minuto.

Posteriormente, Brown et al. [1978] reportaron la deteccién de oscilaciones en el diame-
tro solar aparente. Dichas observaciones se ajustaron a periodos entre 10 y 40 minutos y
se consideran como las primeras observaciones reales de oscilaciones globales en el Sol de-
jando abierta la posibilidad de una nueva herramienta para estudiar las propiedades del
interior solar. Junto con este gran anuncio, siguieron las observaciones reportadas por Se-
vernyi et al. [1976] quienes afirmaron haber encontrado oscilaciones solares con un periodo
de 160 minutos. Tiempo despiies, por medio de la misiéon espacial SOHO se comprobé que
estas observaciones no provenian de un origen solar. Aun asi, este tipo tipo de observaciones
contribuyeron mucho al desarrollo de la base tedrica de la heliosismologia, tanto asi que ac-
tualmente continua la busqueda de oscilaciones estables de largo periodo como las reportadas
por Severnyi et al. [1976] y conocidas como modos g.

El siguiente hecho observacional relevante que vale la pena rescatar corresponde a la decom-
posicién por modos de oscilacién para senales de 5 minutos realizada por Claverie et al. [1979],
convirtiéndose en la primera confirmacién de la existencia de modos o patrones bien defini-
dos de oscilacion en el Sol. Estos patrones estan asociados tedricamente a modos acusticos
de alto orden radial. Sin embargo, esto condujo a una posible inconsistencia ya que Deubner
[1975] habfa reportado oscilaciones de 5 minutos con un alto nimero de onda. Este vacio se
pudo llenar gracias a los aportes hechos por Duvall and Harvey [1983], quienes realizaron
mediciones en un rango intermedio. Con esto se pudo obtener en definitiva un rango completo
de modos permitiendo la inferencia de propiedades importantes tales como la rotacion solar
interna Duvall et al. [1984] y la velocidad del sonido Christensen-Dalsgaard et al. [1985].
En las ultimas decadas, con la aparicién y realizacién de ambiciosos proyectos tales como las
redes de tescopios GONG y BiSON junto con la mision espacial SOHO, se logré avanzar
enormemente en el perfeccionamiento de analisis de datos y técnicas de inversién. Actual-
mente, estos datos han sido complementados con la misién espacial SDO (Solar Dynamics
Observatory) lanzada el 11 de Febrero de 2010, cuyo instrumento HMI estd disenado para
mostrar imagenes de oscilaciones en todo el disco solar con una resoluciéon de 4096 x 4096
pixeles, la cual ayudard a mejorar nuestro conocimiento del interior solar.

Finalmente, es necesario destacar que gran parte de los esfuerzos que realizan los fisicos
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solares hoy en dia se basan en ajustar y refinar simulaciones numéricas con el proposito de

ajustar las observaciones detectadas recientemente y mejorar la precision de las técnicas de

inversién empleadas hasta el momento.

Big Bear

- ‘

LG

Udaipur

Mauna Loa

Carrn Tolaola

=

d

Figura 3-1: Red de telescopios GONG.

3.2.

Fundamentos de Heliosismologia Global

Esta teoria consiste en estudiar la estructura interna del Sol modelando dicha estrella como

una caja de resonancia y poder descomponer las oscilaciones observadas en sus modos fun-

damentales. Para esto vamos a recurrir a lo planteado en al capitulo anterior cuando se hizo

referencia a las ecuaciones basicas de la estructura estelar y de la mecénica de fluidos para

desarrollarlas con mas en detalle.

3.2.1. Determinacion de la Estructura Interna del

Ondas

Sol a partir de

En la seccion 2.2.1 se presenté un conjunto de ecuaciones que en principio pueden servir para

reproducir los cambios de las variables fisicas hacia el interior del Sol y contruir modelos
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Figura 3-2: Red de telescopios BiSON.

solares. En esta seccién se cambia un poco de perspectiva y se muestra como a partir de las
ecuaciones basicas de la hidrodinamica y conservacién de la energia se pueden reproducir
las ecuaciones de la estructura estelar. Adicionalmente, se puede estudiar la propagacion de
ondas acusticas en el Sol medidas por primera vez por Leighton et al. [1962].

Ecuaciones Basicas de la Hidrodinamica

Las consideraciones fisicas y ecuaciones presentadas en la siguiente seccién fueron tomadas
de Christensen-Dalsgaard [1997].

Al principio de este capitulo se definié el Sol como una esfera de gas incandescente. Este
gas puede ser tratado como un continuo, es decir, podemos expresar sus propiedades ma-
tematicamente como funciones de la posicién r y el tiempo t. Ejemplos de estas propiedades
pueden ser la densidad local p(r,t) y la presién local p(r,t). Cabe aclarar que el vector po-
sicién r corresponde a lo que seria visto por un observador estacionario. Usualmente a esto
se le denomina descripcion FEuleriana. En contraste, una descripciéon Lagrangiana
corresponderd a un observador moviéndose con el fluido. De esta manera, la tasa de cambio
de una cantidad escalar arbitraria ¢ que mediria un observador que se mueve con el fluido

d_gb_(@gb dr  0¢

it~ a)ﬁwa—a

es
+v-Vo (3-1)
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Figura 3-3: Misién espacial SOHO.

La primera ecuacién basica de la hidrodindmica consiste en expresar la conservacién de la
masa en la region de interés, mejor conocida como la ecuacién de continuidad.

dp

—_— = V . V) = 0 3—2

=9 () (32)
En condiciones solares o estelares generalmente se pueden ignorar efectos de friccion interna
(o viscosidad) en el gas. Con lo cual, las ecuaciones de movimiento pueden ser escritas

de la siguiente forma

dv
“w_ f _
P Vp+p (3-3)

Donde los términos a la derecha de la igualdad corresponden a los tipos de fuerza que actuan
sobre el volumen del fluido (en nuestro caso una esfera de gas). Estas fuerzas consisten en

1. Fuerzas superficiales, por ejemplo, la presion.

2. Fuerzas de cuerpo, por ejemplo, la gravedad.

Si se tiene en cuenta la accion de la gravedad, entonces, la fuerza de cuerpo por unidad
de masa f corresponde a la acelaracién gravitacional g que proviene de la solucién de una
ecuacion de Poisson

V20 = 47Gp (3-4)
O(r,t) = —G/ M (3-5)
y o |r-r|
También es necesario realizar una descripcion energética del sistema. Para esto se va a
recurrir a la primera ley de la termodinamica
dq dE av

o= a P (3-6)
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La cual puede ser escrita de diferentes maneras empleando la notacion de exponentes adiabati-
cos

dq 1 dp Typdp
“ea_ - (P _21PEP 3-7
dt  p(I's—1) (dt p dt (3-7)

. [dT Ty,—1Tdp
_Cp(dt I, pdt) (&)

dr T dp
— v | (T =T = 2F _
v {dt o dt} (3-9)

Donde ¢, y ¢y corresponden a calor especifico por unidad de masa (a presiéon y volumen
constante respectivamente) y los exponentes adiabaticos se definen como

Olnp I,—1 OlnT OlnT
r = = Is—1= 3-10
' (alnp)ad7 FQ (alnp)ad’ ’ (alnp>ad ( )

De una manera mucho mas general podemos escribir la ecuacién de ganancia de calor te-
niendo en cuenta el flujo de energia F

dq

— =pe—V_-F 3-11
P =P (3-11)
Donde € es la tasa de produccion de energia por unidad de masa debido a reacciones nucleares
(tal y como se planteé en la seccién de estructura estelar). Por otro lado, para el interior del

Sol el flujo radiativo F estaria dado por una aproximacién de difusién

F=——VB=—- vT 3-12
3Kp 3Kp ( )

Donde B = (ac/4m)T* es la funcién de Planck integrada, « la opacidad, ¢ la velocidad de la
luz y a es la constante de radiacién.

La Aproximacion Adiabatica

En esta seccién se demostrara cémo para propositos de calcular las frecuencias de oscilacion
de una estrella (en particular del Sol) podemos despreciar el término de calentamiento dq/dt
en las ecuaciones de energia estudiando el camino libre medio y el tiempo que tarda un
foton para viajar desde el ntcleo hasta la superficie.

Partiendo de las ecuaciones 3-9, 3-11 y 3-12 podemos escribir la siguiente expresion

dr Ty —1Td 1 1 4acT?
e T U PR O it v
dt I'y pdt ¢ p 3Kp

Donde el segundo término del lado derecho se puede aproximar de la siguiente manera

LV- (4acT3VT) - 4a20T4 _ T
PCp 3kp 3kp?c, L TR
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Aqui L representa una longitud caracteristica de escala, y 7 es un tiempo caracteristico de

la radiacién 5
3kp e, L

T el T T3

La constante 102 proviene de trabajar con unidades cgs. Para el caso del Sol se tienen los

siguientes valores Kk = 1, p = 1, T' = 10%, £ = 10'°, de donde se obtiene que 77 ~ 107
anos. Ahora, si nos enfocamos especificamente en la zona de conveccién, encontramos los
siguientes valores: k = 100, p=°, T = 10*, £ = 10°, lo cual nos llevaria a 7= = 10% afios.
La derivada temporal de T" puede estimarse como T/(Periodo de Oscilacién). Actualmente,
de las observaciones realizadas, se ha mostrado que los periodos tipicos de las oscilaciones
solares varian en un rango del orden de minutos a horas.

Si se cumplen las condiciones planteadas anteriormente, se dice que el movimiento ocurre
adiabdticamente. Liuego, es posible plantear la siguiente relacion entre p y p.

dp _Lwdp

- 3-13
dt p dt ( )

Esta ecuacion, junto con la ecuacion de continuidad, las ecuaciones de movimiento y la ecua-
cién de Poisson constituyen el sistema completo de ecuaciones para resolver el movimiento
adiabético.

Estado de Equilibrio y Andlisis Perturbativo

Se hace necesario considerar una alternativa al conjunto de ecuaciones planteadas hasta el
momento, debido a la enorme dificultad que existe en resolverlas (jincluso numéricamente!).
Lo mejor a lo que se ha llegado utilizando al maximo la capacidad de los mejores compu-
tadores es a simular pequenas regiones cerca de la superficie solar durante un intervalo de
unas cuantas horas.

La razén de introducir un analisis perturbativo se basa en el hecho que las diferentes obser-
vaciones solares detectadas hasta el momento muestran amplitudes “pequenas” comparadas
con las escalas de longitudes o el tamano caracteristico del Sol, de tal manera que podemos
pensar en alteraciones en torno a un estado de equilibrio. Este desarrollo justamente es lo
que se mostrara a continuacion.

Por definicion, se asume un estado de equilibrio como estatico, de tal forma que no se pre-
sentan flujos de material en el sistema. Por lo tanto, nuestro sistema de ecuaciones quedaria
reducido asi,

Vpo = pogy = —po VP
VZCI)O = 47TGp0

1
:EO——V'FO

0=—
dt Po
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Ahora si consideramos g, = —goa, (donde a, es un vector radial unitario dirigido hacia
afuera), la ecuacién de movimiento queda reducida a

dpo

W = —4goPo

Mientras que la ecuaciéon de Poisson integrada se convierte en

G [" G
9o = — Ampor’dr’ = —mg(r)
r? J, r

El flujo dirigido radialmente hacia afuera seria F = F) pa, tal que

¢ oy L dL
%(T FT’O) 42 dr

1
Poco = —

r

donde Ly = 4712 F,  es el flujo total de energfa a traves de una esfera de radio r,

Ly
dr

= 47T7’2p0 €0

Finalmente, de la ecuacién de difusiéon 3-12 se obtendria la expresién que completaria la
familia de ecuaciones de estructura estelar como el estado de equilibrio para un analisis
perturbativo.

Ahora, para ver como se deben perturbar las ecuaciones de la hidrodinamica, se van a
proponer las siguientes expresiones:

p(r,t) = po(r) +p'(r,1) (3-14)
dp(r) = p(rg + 67r) — po(ro) = p(ro) + 67 - Vpg — po(ro) (3-15)
= p/(r9) + 67 - Vo (3-16)

Esto corresponde a estudiar la variacién respecto a un punto (no material) del fluido. Este
método se conoce como perturbacion Euleriana en contraste con la perturbacion Lagragiana
que consiste en estudiar el cambio de una variable fisica cuando un elemento del gas se
desplaza una distancia dr. Para el caso de la presion, la perturbacion calculada seria

op(r) = p(ro + 67r) — po(ro) = p(ro) + 7 - Vipg — po(ro) (3-17)
=p'(ro) + 07 - Vo (3-18)
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Con estas expresiones en consideracién, se escribirdn nuevamente las ecuaciones basicas de
la hidrodinamica introduciendo los términos perturbativos en p y p

8 /
8_’; + V- (pov) =0 (3-19)
02 (6r) ov , .,
P=gp =P = —Vp + pog + P8 (3-20)
= - 3-21
8t ,00(]?34) - ].) ( 825 £o (975 ( )
0
2L = 5(pe ~ V- F) = (pe — V- FY (3-22)
9op  T'10po Oop
_ L — -9
ot oo Ot 0 (3-23)

Ondas Acusticas

Para terminar este capitulo se muestra como a partir de unas simplicaciones ideales, pero
razonables, se puede describir la propagacién de ondas hacia el interior estelar. En particular,
se puede despreciar la perturbacién al potencial gravitacional asi como también todas las
derivadas (temporales y espaciales) de las cantidades en equilibrio (las que tienene subindice
“0”). Entonces las ecuaciones de movimiento de reducen a:

9?*6r

pOW =-Vy (3-24)

Por otro lado, si integramos la ecuacién de continuidad perturbada 3-20 se obtiene una
relacion importante en nuestra deduccion

P+ V- (pdr)=0 (3-25)

Aplicando la divergencia a la ecuacion 3-24 y usando la expresiéon anterior junto con la
aproximacién adiabatica llegamos a una ecuacién de onda

82,0/ I'1 opo
AV A v 3-26
atQ 20 P ¢ P ( )
Donde r
0(2) = L.0Po (3-27)

Po

3.2.2. Ecuaciones Lineales para las Oscilaciones Estelares

1

IEsta seccién estd basada en Aerts et al. [2011] Sec. 3.3.
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Asumiendo un modelo de equilibrio no-rotante, e ignorando por el momento cualquier efecto
de tipo magnético podemos escribir un sistema de ecuaciones empleando el sistema coor-
denado (r,6,¢) junto con el método de separacién de variables. Esto nos va a permitir
descomponer la propagacién de las ondas en dos direcciones: radial y horizontal (6, ¢).
Para empezar, vamos a descomponer el desplazamiento diferencial r en las direcciones que
se acaban de mencionar

or = Ea, + & (3-28)

La componente horizontal de la ecuacién de movimiento 3-20 queda escrita asi

9%
0" 912

Aplicando nuevamente V;, como un operador de divergencia y teniendo en cuenta que el gra-

=~V — poV, 0 (3-29)

diente de cualquier cantidad en equilibrio (subidice 0) es nulo, se tiene la siguiente expresion

82
Po5 Vi &n = —Vip — poVid’ (3-30)
Por otro lado, la ecuacién de continuidad 3-19 queda escrita de la siguiente manera
10
/ 2
=——=— r) — . 3-31
P o (por”&r) — poVin - &n (3-31)
Lo cual nos sirve para eliminar V,, - &, de la ec. 3-30.
0? 10
o2 P+ _6_( por?ée) | = _V%Lp/ - Povi@/ (3-32)
La componente radial de la ecuacion de movimiento 3-20 es
82 fr ap/ P’
P g = g, P9~ o (3-33)
Finalmente la ecuacién de Poisson puede escribirse de la siguiente manera
10 [ ,00
Vid' = 4rwGyp 3-34
r2or ( or ) + TP ( )

Ahora, si nos concentramos exclusivamente en las variables angulares podemos aplicar nue-
vamente el método de separacion de variables para los términos que contengan 6 y ¢. Con-
sideremos una funcién arbitraria f(6,¢) que satisfaga una ecuacién de valores propios para

el operador Laplaciano.
1
Vi = ——5Af (3-35)
Donde A es una constante.
Escribiendo el Laplaciano explicitamente en las coordenadas angulares

1 of 1 *f
sin 6 90 <Sm989) * sinf 9¢? —A (3-36)
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De donde podemos aplicar el método de separacion de variables

[0, 0) = f1(0)f2(0) (3-37)
Obteniendo para f5 la ecuacion
0* f
967 =af, (3-38)
Donde a es una constante y la solucién para f es exp(+a'/?¢). Dado que la solucién tiene

1/2

que ser periddica, f>(0) = fo(27); y por lo tanto, a'/# = im con m un nimero entero.

Por otro lado, la ecuacién diferencial para f es

St (e e

1 — 2
Donde x = cos @ y las soluciones son regulares sélo si
A=1(l+1) (3-40)
Donde [ es un nimero entero positivo y
Im| <1 (3-41)

Luego la solucién regular es
f1(68) = P"(cos ) (3-42)

Con P/ correspondiente a los bien conocidos polinomios de Legendre. Introduciendo ademas
un factor de escala adecuado, la funcién angular finalmente queda escrita asi

[(0,0) = (=1)"cim " (cos 0) exp(imo) = Y/ (0, ¢) (3-43)

Donde Y;™ corresponde a un arménico esférico y ¢, es una constante de normalizacion.
Adicionalmente, de 3-35 y 3-40 se obtiene:

I(1+1)

r2

Vif= -y (3-44)

Por lo que si consideramos una solucion en ondas planas
p' = aexpli((k-r) —wt)], (3-45)
se puede hacer la siguiente identificacién para (k)

1(1+1)

2

=k (3-46)

r

Esta tltima expresion serd muy util mas adelante cuando se este construyendo el modelo
solar para simular la propagacion de ondas actsticas.
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Analisis JWKB

Los argumentos planteados en esta seccién, asi como también todas las ecuaciones plantea-
das estan basadas en Kosovichev [2011].

El método propuesto por Jeffreys, Wentzel, Kramers y Brillouin, mejor cononido como andli-
sits JWKB, consiste en implementar una aproximacién asintotica ademas de las conside-
raciones adiabdticas tenidas en cuenta previamente. Esto se puede justificar gracias a que la
mayoria de oscilaciones corresponden con un alto orden.

Esto nos lleva a definir las siguientes transformaciones para los pardmetros de perturbacién

1) = A2 (347)
p/ — Bpl/QeikrT (3—48)
Para reescribir nuevamente las ecuaciones béasicas de la hidrodindmica
d& 1 ‘
S __A 1/2 —ik, + — tkpr 3-49
dr P ( et ) e (3-49)
dP’ 1 .
- _—_B 1/2 _~kr__ ikyr 5
dr P ( ? H) e (3-50)

dlogp
dr

Estas ecuaciones nos conducen a unas relaciones de dispersion fundamentales las cuales nos

Donde H =

) es un factor caracteristico de longitud (density scale height).

sirven para clasificar los diferentes modos fundamentales.

2 2 2 2
kf:%[l—&—i@—l)] (3-51)

w?  w?

Por lo tanto, la propagacién de los modos globalmente se caracteriza principalmente por tres
factores:

2 dH
» La frecuencia de corte — w? = ¢ (1 2 )

A2\ Tdr
g ¢
» La frecuencia de flotabilidad Brunt-Vdisala — N? = T =
c
1+ 1)c?
» La frecuencia de Lamb — S? = #
r

Relaciones de Dispersion

Esta seccion también estd basada en Kosovichev [2011].

A continuacion se prondizard un poco mas en las implicaciones de la ecuacién 3-51. Se de-
duciran las relaciones de dispersion para los modos p y g junto las implicaciones que esto
tiene en el analisis tedrico.
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Modos p

Los modos p se caracterizan por presentar oscilaciones de alta frecuencia. Para este caso,
w? > N? y por lo tanto la relacién de dispersién se reduce a

w=w>+ (k2 +k})* = w? + k*c? (3-52)

52
Donde k7 = —é
c
Dado que su propagacion ocurre principalmente a nivel superficial, el punto de retorno de la

senal cumple con la siguiente condicién
c(ry) w

e I+ D) (3-53)

Modos g

Se caracterizan por oscilaciones de baja frecuencia que viajan horizontalmente, es decir,
w? < S? y w? < N2 la relacién de dispersién se reduce a

k2 = k2 (N? — w?) (3-54)

Asi mismo, la condicién para los puntos de retorno se expresa como N(r;) = w

Ley de Duvall

Para estd seccién se utilizaran los argumentos descritos por Christensen-Dalsgaard [1997].
Para frecuencias altas en los modos p, se tiene la siguiente expresion

ENE (3-55)

c2

k?

T

12

Esta ley surge de estudiar las condiciones de resonancia para los modos p resumidas en la
siguiente expresion integral

w/ [1-“’—3—5—?(1—32”1/2@:#@—1/2) (3-56)

w?  w? w? c

Donde 7y y 1o corresponden a los valores criticos de la expresién (0 — 40). Siguiendo los
argumentos utilizados por Christensen-Dalsgaard and Pérez Hernandez [1992] se obtiene lo
que se conoce como la Ley de Duvall

F (L> LT =1/2) 5(11 + I+ 1) (3-57)

VIL+1) w

R 2 "% dr
F(w) = / (1-w2r2> g (3-58)

Donde
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Y las integrales I; — I3 estan definidas asi

R 2\ 1/2
S; dr
Il = w/7:2 ( _E) ? (3—59)
2 52\ 2 N
L = “/n [( _E> e | e (3-60)

71 52 1/2 d?"
Iy = w/ ( _w_;) — (3-61)

Aternativamente se puede enunciar la Ley de Duwvall de una forma mas compacta:

P(p) - G0

Donde L? = [(I + 1) y « es una constante de fase.

Problemas de Inversion

Los argumentos y ecuaciones presentadas en esta seccion se basan en Christensen-Dalsgaard
[1997] Sec. 9.2.

Conociendo los valores de las frecuencias observadas, un objetivo importante consiste en
inferir las propiedades fisicas sobre el interior solar. Christensen-Dalsgaard [2002].

Una oscilacion observada estaria relacionada matematicamente con los parametros fisicos
del Sol mediante la siguiente expresion.

wnt = Fulp(r), (1), ...] (3-63)

Esta ecuacién usualmente se aproxima a la ecuacion correspondiente a frecuencias adiabaticas

w = Fulp(r), 2(r),...] (3-64)

nl

Donde F% estd determinada por la solucién de las ecuaciones para oscilaciones adiabaticas.
Si (po(r),co)(r) corresponde al modelo de referencia con frecuencias caraceristicas wy,;. El

objetivo entonces es determinar correcciones 8,p(r) = p(r) — po(r) y 6.¢*(r) = 2(r) — c3(r)
(obs)

7 —wl, entre las frecuencias observadas y las correspondientes

para ajustar las diferencias w
al modelo de referencia utilizado.

R 2
OWny _ / [Kggl,p(r)é’“g (r) + Kgfcz (r)@(r) dr + Q' G(wn) + € (3-65)
Wn 0 c P

Donde Kgg{p y Kgfc » son kernels determinados por las autofunciones en el modelo de referen-
cia. Por otro lado, G representa posibles incertidumbres en la regién cercana a la superficie;
que en principio, puede contener las posibles diferencias entre F,,; y F4. Adicionalmente, se
incluyen errores observacionales en el término €,;.
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Para facilitar el problema matematico un poco, se puede imponer la condicién de que la
masa del Sol y la del modelo de referencia deben ser la misma.

)

47T/ rp(r)p(r)r2dr =0 (3-66)
o p(r)

Esto implica pasar de estudiar un problema no lineal a estudiar un problema lineal, lo cual

resulta mas sencillo de analizar.

En principio, las incégnitas en la Ec. 3-65 serfan d,p, §,¢% y G(w).

Heliosismologia Local

A diferencia de la Heliosismologia Global, que consiste en un andlisis 2D para inferir las
propiedades fisicas al interior como funciones del radio y la latitud. La Heliosismologia Local
permite sondear el interior solar con modelos 3D. Esto resulta de vital importancia para el
estudio de la actividad solar, la cual es vista desde la superficie como parches con fuerte
influencia magnética tales como, regiones activas, manchas solares, puntos brillantes, etc.
Gizon et al. [2010].

Entre las técnicas empleadas en heliosismolgia local se encuentran los diagramas de anillos,
el andlisis de tiempo-distancia y la holografia.

Uno de los mayores retos actuales consiste en estudiar el campo de ondas acusticas en
regiones cercanas a manchas solares. Gracias al aprovechamiento de las observaciones de
alta resolucion, algunas técnicas se han perfeccionado para mejorar nuestro conocimiento
sobre la estructura interna del Sol en regiones muy localizadas. A continuacion se describira
brevemente algunas de estas técnicas.

Diagramas de Anillos

Esta técnica proviene de la hipdtesis sugerida por Gough and Toomre [1983], en la cual se le
atribuye cambios a las frecuencias de oscilacion debido a la presencia de perturbaciones en
la velocidad del sonido a nivel local. Posteriormente esta idea fue realizada por Hill [1988]
calculando un espectro de potencias, suponiendo algin perfil de ajuste (por ejemplo un perfil
Lorenziano)

A b[)
Plw, k) = — 3-67
(w, k) (w—wo + kU, + k,U,)? + I'? + k3 ( )

Donde A, wy, I y by corresponden a la amplitud, frecuencia central, ancho de linea y parame-

tro de ruido del fondo de la imagen. Una vez se tiene construido el espectro de potencias, se
hacen cortes horizontales a diferentes valores de frecuencia lo cual se traduce en un patrén
de anillos en el plano definido por las componentes del vector de onda k, y k, tal y como se
puede apreciar en la figura 3-4.
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Figura 3-4: Esquema del diagrama de anillos. Créditos: Figura tomada de
http://www2.mps.mpg.de/projects/seismo/NA4/SW /ring_analysis.html

Diagramas de Tiempo-Distancia

Esta técnica ha sido inspirada por métodos usados por la sismologia para estudiar la estruc-
tura interna de la Tierra a partir del andlisis del tiempo y la distancia que le toma a una senal
para viajar desde una fuente (sismos o perturbaciones inducidas) hasta un detector ubicado
arbitrariamente. Sin embargo, para el caso del Sol existe el efecto adicional de una senal
excitada constantemente debido a los procesos de conveccién para transportar energia (cosa
que no sucede al menos en la parte rocosa de nuestro planeta). De todas maneras, esto no ha
sido un impedimento para proponer algin tipo de correlacién entre el campo de ondas vistos
desde la superficie y el tiempo de retraso entre dos puntos de interés (Christensen-Dalsgaard
[2002]). Siguiendo los argumentos de D’Silva [1996] se puede calcular el tiempo de recorrido
a partir de la siguiente férmula

7i(t) = /1“ - (3-68)

cow(r,t) +v(r,t) - n

Donde s es la distancia a lo largo de la senal, r es el vector de posicion, cy, es la velocidad
de propagacién de la onda, v es la velocidad local del material y n es un vector unitario a
lo largo de la senal.

Estos diagramas (ver Fig. 3-5.) han sido usados para investigar perturbaciones en la ve-
locidad de propragacion de las ondas asociadas a emergencias de flujo en regiones activas.

Holografia

Esta técnica ha sido desarrollada por Lindsey and Braun [1997] e independientemente por
Chang et al. [1997] bajo la idea de tratar de reconstruir imagenes de regiones internas cerca-
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Time lag (min)
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Figura 3-5: Diagrama Tiempo-Distancia. Créditos: Figura tomada de Gizon et al. [2010].

nas a la superficie utilizando inicamente la informacién proveniente de un campo ondulatorio
local. A continuacion se presentara un contexto matematico bastante concreto siguiendo lo
planteado por Schunker [2006] en su tesis de doctorado.

El fundamento de esta técnica se centra en la ecuacién de onda y su solucién en términos de
las integrales de Kirchoff

V2(r) + k*)(r) = 0 (3-69)
U(r) = /S ds[{0,G(r" — 1)} (r") — G(r' —1)0,0(r")] (3-70)

De donde se puede calcular adicionalmente, unos coeficientes de ingresion y egresién del
material, dados por las siguientes expresiones

Hy(r,7w) = /PdZ'r'Gi(r —r' T, w)(r,0,w) (3-71)

Por 1ltimo, se hace una estimacién de qué tan bueno resultan los ajustes entre las mediciones
del campo acustico local y la cantidad que ingresa o emerge hacia o desde el interior. Esto
se calcula gracias a un parametro de correlacién determinado por.

C_(r,w) = (Y(r,w)H* (r,0,w)) Aw (3-72)

Se dice que uno de los exitos mas grandes de esta teoria se manifiesta en la capacidad de
poder detectar regiones activas en la cara opuesta del Sol, tal y como se puede apreciar
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en la figura 3-6. En dicha figura se puede notar como se podria rastrear la localizaciéon de
una fuente sismica que en principio se encuentre en la cara opuesta del Sol. Este rastreo
dependera del modelo artificial 6ptico que se imponga (1, 2 o 3 pupilas).

a) b)
focal point focal point

2-skip pupil

3-skip pupil k

v ‘
observer observer

Figura 3-6: Esquema de la técnica de holografia. Créditos: Figura tomada de Lindsey et al.
[2000].

3.2.3. Sismos Solares

Para finalizar este capitulo, se presenta uno de los fenémenos mas estudiados en la actualidad
dentro del campo de la heliosismologia. Este efecto consiste en la respuesta hidrodindmica
que se manifiesta como una serie de fuertes impactos a la fotosfera durante la fase impulsiva
de un flare.

Esta serie de impactos puede generar ondas acusticas que viajen hacia el interior solar. Sin
embargo, este fendmeno tiene un caracter completamente local, por lo que, a diferencia de
lo que sucede con ondas acusticas generadas por procesos convectivos, estas oscilaciones se
atenuan mucho mas rapido.

Curiosamente, este efecto es muy similar al que ocurre en la Tierra cuando una ruptura
se desplaza a lo largo de una falla geolégica. Los sismos solares pueden servir como un
mecanismo muy tutil para estudiar la interaccién entre oscilaciones actsticas con regiones
activas como por ejemplo las manchas solares, y poder analizar como seria la estructura
interna debajo de estas regiones tan especiales lo cual aiin permanece como un problema
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abierto dentro de la fisica solar. Kosovichev [2011].

Los Sunquakes 6 también conocidos como ondas sismicas pueden ser detectados mediante el
andlisis de Dopplergramas donde se puede apreciar una cresta carateristica (ver Fig. 3-7)
Kosovichev [2006], Kosovichev and Zharkova [1998].

Lime
s/w ‘ag

0 20 40 60 B0 100 120 b)
a) distance, Mm

Figura 3-7: Diagrama Tiempo-Distancia para Sunquakes. Créditos: Figura tomada de Ko-
sovichev [2011].

Resumen

Hasta el momento es aceptado el hecho que ondas acusticas fueron observadas desde 1962
por Leighton como flutuaciones en una serie de imagenes Doppler. Desde esa época hasta la
actualidad el periodo caracteristico de oscilacién més observado y detectado corresponde a un
tiempo de 5 minutos. Teéricamente, también se puede evidenciar como todos los fundamentos
de la heliosismologia global provienen de considerar el Sol como un fluido en equilibrio
y aplicar teoria de perturbaciones a las ecuaciones de la hidrodinamica. Esto nos lleva a
un conjunto de ecuaciones para las variables perturbadas de donde se puede deducir una
ecuacion de onda para la presion o la densidad alternativamente. Para poder solucionar la
ecuacién de onda en el caso solar se requiere de una serie de suposiciones que permitan
obtener un conjunto de ecuciones lineales y aplicar el método de separacién de variables.
La heliosismologia global permite estudiar el interior solar con modelos 2D, es decir, las
variables fisicas s6lo dependen del radio y de la latitud. Por otro lado, la heliosismologia local
permite estudiar el interior solar con modelos 3D en regiones mas localizadas empleando
técnicas ampliamente desarrolladas en la actualidad como es el caso de los diagramas de
anillos, los diagramas Tiempo-Distancia y la holografia.

Se podria decir que el objetivo primordial de la heliosimologia local consiste en estudiar la
interaccion de ondas acusticas con regiones magnéticamente activas, y la influencia que estas
podrian tener hacia el interior y hacia la atmosfera solar.
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En este capitulo se presentan todos los ingredientes necesarios para construir un modelo que
nos permita estudiar la propagaciéon de ondas actsticas hacia el interior solar. Este analisis
estd dividido en dos partes: Primero se considera el Sol como un gas ideal y posteriormente
se introduce un campo magnético constante para entender cémo éste puede afectar las tra-
yectorias de las senales actsticas.

También se presentan unos argumentos muy sencillos que permiten evidenciar como la ley
de Snell también puede ser aplicada a ondas actsticas y construir “rayos actusticos” para
estudiar sus trayectorias de propagacion.

Posteriormente, se explica como introduciendo un efecto magnético se modifica el medio
(basicamente porque se afecta la presién) causando una variacién en las trayectorias segui-
das por estos rayos acusticos.

Finalmente, se presentan los resultados obtenidos con el cédigo realizado en este trabajo y
se hace una discusion sobre el rango de validez y aplicabilidad que tienen estos.

Ondas Planas

Nuestra primera consideracion para tratar de simular rayos actsticos es considerar una so-
lucién especial para la Ec. 2-42 mostrada en el Capitulo 1, en la seccién de Mecanica de
Fluidos.

Si se asume la siguiente solucién como potencial de velocidades:

¢ = Re[do(w,y, z)e™"] (4-1)
Al sustituir 4-1 en 2-42 se llega a la siguiente expresion
Vo + (w?/c*)do = 0 (4-2)

Ahora, si consideramos mads especificamente una onda plana monocromaética viajando en una
direccion arbitraria, el potencial de velocidades puede escribirse de la siguiente manera:

¢ = Re{Aexpli(k - r —wt)|} (4-3)

Donde,
A es la amplitud de la onda.
k = (w/c)n es el vector de onda.
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n es un vector unitario en la direccién de propagaciéon de la onda.

Las ondas monocromaéticas resultan de vital importancia, ya que cualquier onda arbitraria
puede ser representada como superposicién de ondas planas monocromaticas con diferentes
frecuencias y vectores de onda Landau and Lifshits [1959].

Cuando una onda de sonido atraviesa una frontera que conecta dos medios, ocurre un poceso
de refraccion en el cual el rayo cambia de direccién dependiendo de la velocidad de propa-
gacion del segundo medio tal y como ocurre en el caso de optica.

Para estudiar los cambios de direccion se aplicara la ley de Snell mientras que para hacer una
extension a multiples medios se procedera a hacer una extension a un modelo generalizado
justo como se explica a continuacion.

Ley de Snell

Los argumentos, ecuaciones y figuras presentadas en las siguientes secciones estan basados
en Shearer [2009].

Como primera aproximacion vamos a postular la muy conocida teoria de rayos de la optica
geométrica aplicada a una regién 2D con simetria plana (es decir, usando coordenadas car-
tesianas).

Consideremos una onda plana que se propaga en una region caracterizada por un medio
uniforme con una velocidad v. Puesto que el movimiento ocurre a velocidad constante, pode-
mos decir que el frente de onda recorrié una distancia As en un tiempo At. Para efectos de
simplicidad matematica, asumiremos también que la onda viaja en direccién a la superficie
(interfaz horizontal) de la regién, tal como se aprecia en la Fig.4-1.

l<— Ax —>|

wavefront at time 1] + Ar

wavefront at time #

Figura 4-1: Onda plana incidiendo sobre una superficie horizontal con un angulo 6 respecto
a la vertical.

Asi mismo, de esta figura podemos deducir una relacion mateméatica fundamental para poder
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reconstruir posteriormente las trayectorias de interés.

At B sin 8
Ar v

= usinf = p. (4-4)
donde u es la lentitud (u = 1/v donde v es la velocidad) y p se denomina el parametro de rayo.

Si ahora extendemos la misma idea a dos regiones homogéneas, cada una con una velocidad
de propagacion vy y vy con vy < vy, 0 lo que es lo mismo u; > uy respectivamente.

p = uy sin ¢y = uy sin 6. (4-5)

Generalizacion para un modelo estratificado

Para el caso del Sol, encontramos que segin los modelos estandares actualmente vigentes,
la velocidad de propagacién en el medio se ve unicamente afectada (en principio) por la
profundidad. Esta propiedad resulta bastante 1til ya que nos permite modelar las trayectorias
de las senales al interior del Sol como rayos que estan atravesando una serie de capas cada
una con una velocidad mayor que la anterior, dado que se sabe que la velocidad del sonido
aumenta con la densidad. En este caso, el parametro p permanece constante, dado que solo
tiene que ver con la componente horizontal del desplazamiento y por lo tanto

p=usinty = ussinfy = ... = u, sinb,. (4-6)

Para un gradiente de velocidad continuo, el parametro de rayo p se calcula con el valor de la
velocidad en la superficie (o su equivalente ug) y con el 4ngulo de ingreso 6y medido respecto
a la vertical

Ugsinfy = p = usinb. (4-7)

Cuando 6 = 90° se dice que el rayo ha alcanzado su punto de retorno y por lo tanto la senal
continuara viajando regresando nuevamente a la superficie, pero a una cierta distancia de
donde se emitié la senal. La profundidad maxima que puede alcanzar una senal dependera
del dngulo inicial a la cual sea emitida, tal como lo muestra la Fig.4-2.

Es conveniente mencionar que p puede variar a lo largo de la trayectoria si se presentan cam-
bios o gradientes laterales en la velocidad (es decir, aparece una componente de la velocidad
que varia en la direccién horizontal).

Una vez que se han determinado las trayectorias para diferentes angulos, se puede contruir
una grafica conocida como curva Tiempo-Distancia.
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™ p=90°

Figura 4-2: Variacién de la profundidad de penetracion respecto al angulo de incidencia.

Método analitico para obtener la curva Tiempo-Distancia

Vamos a mostrar como calcular las variables de tiempo y distancia conociendo tinicamente
los pardmetros u(z) y p para construir la curva que simule la trayectoria de un rayo acustico.

Sea s el vector de ralentizacion en un punto arbitrario a lo largo del rayo. La longitud de s

va estar dada por la magnitud u. Por otra parte, la componente horizontal s, correspondera
al valor de p; mientras que la componente s, estard dada por

sy =1n=mucost = (u2—p2)1/2 (4-8)

En el punto de retorno, p=uy n=0.

A partir de un planteamiento muy sencillo es posible deducir unas expresiones integrales para
calcular las variables de tiempo y distancia de una rayo en particular. Observando la Fig.4-3.

dx

>
X

d ds

Figura 4-3: Coordenadas polares y cartesianas de un vector arbitrario.

Geométricamente se encuentran las siguientes relaciones:
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d d
d—i = sin@,d—z = cosf = (1 — sin? 0)1/2 (4-9)

Aplicando regla de la cadena y recordando que p = usin @,

2\ 1/2
dz _p dz _ (1 _ p_) =t (u? _p2)1/2 (4-10)

ds ' ds
dv dvds dx/ds
dz dsdz dz/ds

_b u _ p i
o (u? — p2)1/2 o (u? — p2)1/2 (4-12)

(4-11)

Por lo tanto, integrando con respecto a z se obtiene:

2 dz
x(z1, 22,p) = p/z1 (w2(2) —p2)1/2 (4-13)

En particular, si escogemos z; como la fotosfera y 2, como el punto de retorno z,

x(p) =p /0 ! % (Z)dz 7 (4-14)

—?)
Debido a que la trayectoria es simétrica respecto al punto de retorno, la distancia total entre

la fuente y el receptor sobre la superficie es

X(p) =2p /0 ! (u2(2>d_z ol (4-15)

De un modo similar podemos calcular el tiempo que tarda la senal en viajar

dtdtds  di/ds
dz dsdz dz/ds

u2

= 4-17
(u?(z) —p*)"/? a

Luego, el tiempo total que gasta la senal en emerger nuevamente a la superficie es

(4-16)

T(p) = Q/OZP (u2é)(?iz)1/2 (4-18)

El modelo més simple para el perfil de velocidades consiste en asumir un conjunto de capaz

sucesivas. De esta manera, X (p) y T(p) quedan determinadas en términos de sumatorias



44 4 Construccion del Modelo Solar

= QpZ P > p (4-19)

u; Azl
—22 1/2, u; > p (4-20)

Para los objetivos de este trabajo se asumira un modelo estratificado muy sencillo en el cual
se consideran un conjunto de capas homogeneas sucesivas, cada una con una velocidad de
propagacién del sonido diferente. Se puede apreciar un esquema simple de esta idea en la
Fig. 4-4.

Uy A22
I
I
I
v
u Az

Figura 4-4: Conjunto de capas sucesivas con diferente velocidad de propagacion para simu-
lar un modelo estratificado.

Algunos Ejemplos

A continuacién se presentaran unos ejemplos. Las figuras presentadas a continuacion fueron
tomadas de los trabajos realizados por Andrew A. Ganse!, un geofisico computacional ads-
crito al Applied Physics Laboratory (APL-UW) de la Universidad de Washington.

Aunque su tema de investigacién principal se centra en la geosismica (el estudio de propaga-
cién de ondas acusticas) Ganse [2013], su interés alterno por la heliosismologia lo motivé a
desarrollar una aplicacién en el lenguaje java en donde ilustra los principios de propagacion
de rayos acusticos utilizando los principios explicados en las secciones anteriormente.

En la Fig. 4-5 se ilustra la propagacién de rayos en una region 2D siguiendo una geometria
cartesiana. El modelo utilizado es un perfil de velocidad que aumenta de forma constante
con la velocidad. Los dngulos de incidencia de los rayos varian en un rango de 89° a 0° con
un decremento de 1° entre rayo y rayo.

Thttp://staff.washington.edu/aganse/helioseis /helioseis_rtapplet.html
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Figura 4-5: Propagacion de rayos actsticos en un plano. Créditos: Figura tomada del applet
raydemo.jar creado por Andrew A. Ganse.

En la Fig. 4-6 se ilustran nuevamente rayos actsticos en un plano empleando el mismo perfil
de velocidad, pero esta vez, teniendo en cuenta un menor rango de estos. Los dngulos de
incidencia de los rayos varian en un rango de 60° a 10° con un decremento de 5° entre rayo
y rayo.

En el caso de la Fig. 4-7 se presenta la propagacién de rayos actusticos en una regién de
2D con simetria esférica que en principio simularia un corte transversal del Sol. El modelo
implementado es el B-P 2000 propuesto por Bahcall et al. [2001]. Los dngulos de incidencia
de los rayos varian en un rango de 90° a 10° con un salto de 10° entre rayo y rayo. Los colores
representan los diferentes angulos de incidencia que se tomaron como punto de partida para
construir las trayectorias de los diferentes rayos acusticos. Los angulos de incidencia estan
medidos respecto a la vertical. Luego entre més cercano sea su valor a 0, su profundidad de
penetracién sera mas grande.
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‘o0 @ Ray Trace Demonstration
B < @ B @

Waveyel vs Depth Range vs Depth

0p 5 o 1
2F 5 2r 1
41 5 4 1
iy 5 6 .
g 5 ar 1
d d
20 5 20 1
P P
£ £
h-12F . h-12 .
{ qat {1 (qat 1
i 14 i 14
m m
1 =16 5 116 1
181 5 181 1
-20 5 -20 1
S22 5 S22 1
-24 5 -24 1
-2E'| 1 1 10 -2E'I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -
0 2 4 6 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
vel (kmis) range (ki)

Figura 4-6: Propagacién de rayos acusticos en un plano tomando un rango més reducido de
angulos de incidencia. Créditos: Figura tomada del applet raydemo.jar creado
por Andrew A. Ganse.

Construccion de Rayos Acusticos utilizando Relaciones de
Dispersion

En vez de usar la ley de Snell, también se pueden reconstruir las trayectorias de los rayos
acusticos a partir de las relaciones de disperién, tal y como es explicado por Christensen-
Dalsgaard [1997] Cap. 5.2.3.
Los modos p estan atrapados entre la superficie y un punto de retorno r = r;. Este punto
de retorno esta determinado por la siguiente condicién:

A(ry) w?

2 I(l+1) (4-21)

Esta condicién determina r; como funcion de [ y w.
En esta aproximacion, la dindmica de los modos p esta determinada tnicamente por la
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Figura 4-7: Propagacion de rayos acusticos en una circuferencia. Créditos: Figura tomada
del applet spheraydemo.jar creado por Andrew A. Ganse.

variacion de la velocidad del sonido respecto a r. Estos modos son ondas actsticas, con la
presion actuando como fuerza restauradora, y justamente esto es lo que motiva el nombre de
modos p. Al escribir la magnitud al cuadrado del vector de onda separado en componentes
radial y horizontal se tiene la siguiente expresion:

k| = k7 + ki, (4-22)
Donde kj, estda determinado por [ tal y como se muestra en la siguiente ecuacion:

2
w? oy lI+1)
i k. + 7 (4-23)
La dependencia de la posicién del punto de retorno r; con el grado del modo p y la frecuen-
cia angular resulta de suma importancia para la interpretacién de las observaciones de las
oscilaciones de 5-minutos. Christensen-Dalsgaard [1997] también resalta que para valores de

[ pequenos, r; se localizarda muy cerca del centro del Sol, mientras que para grados mas altos
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el punto de retorno estara ubicado cerca de la superficie. Como dato adicional, se menciona
el hecho que para [ > 40 los modos estéan atrapados esencialmente en la zona de conveccién,
la cual tiene una profundidad alrededor de 0,28 R.

Resultados

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos teniendo en cuenta todos los fundamen-
tos tedricos y suposiciones planteadas anteriormente. Vale la pena enfatizar que los objetivos
de este trabajo se concentraban en estudiar la propagacion de ondas actsticas en un gas ideal,
y posteriormente calcular nuevamente trayectorias de rayos acusticos teniendo en cuenta la
influencia de un campo magnético constante. Esta ultima hipdtesis tiene como propdsito
acercarse al estudio de ondas acusticas en un plasma que seria el modelo mas elaborado que
se tiene hasta el momento para estudiar el interior solar.

Para elaborar el codigo computacional se decidié implementar el lenguaje de programacion
Python por la facilidad que ofrece para leer y manejar listas de datos nimericos, que pueden
ser almacenados en arreglos con los que posteriormente se pueden realizar los calculos y las
iteraciones pertinentes.

Para simular la propagacién de ondas actsticas se necesita adoptar un modelo de referen-
cia que en principio de cuenta de los cambios de variables fisicas tales como la densidad,
la presién, la temperatura hacia el interior solar. Para este trabajo en particular se decidié
implementar el Modelo S propuesto por Christensen-Dalsgaard et al. [1996]. Los resultados
de este modelo para las variables fisicas de estado fundamentales pueden ser apreciados en
las Figs. 4-8, 4-9, 4-10 y 4-11. Estas graficas presentan el comportamiento de las variables
fisicas densidad, presion, temperatura y coeficiente adiabatico I'y como funciones del radio
solar. Esto es absolutamente central para el codigo desarrollado en este trabajo, ya que es lo
que permite construir la region 2D estratificada en donde se van a propagar las oscilaciones
acusticas.

Para el caso de la velocidad del sonido presentada en la Fig. 4-12 se puede recurrir a la Ec.
3-27 conociendo los valores de p, p y I'y dados por el modelo S. Precisamente el hecho de
que la velocidad del sonido aumente hacia el interior es lo que hace que exista un punto de
retorno y la senal actstica regrese nuevamente a la superficie, tal y como se aprecia en las
Figs. 4-14, 4-15 y 4-16.

La Fig. 4-13 corresponde a un cambio de escala para poder expresar la profundidad de
penetracion en el Sol en unidades de megametros Mm y la velocidad del sonido en unidades
de (km/s). La convencién adoptada arbitrariamente es z < 0 hacia el interior solar y z > 0
hacia el exterior. Este cambio de escala se hace con el fin de poder analizar mejor la distancia
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Figura 4-8: Densidad del Sol en funcién del radio de acuerdo al Modelo S.

recorrida por los rayos acusticos, ya que todas las simulaciones se concentraron en un rango
de profundidad méximo alcanzado de unos 100Mm tal y como se observa en la Fig. 4-14.

La Fig. 4-14 corresponde al resultado obtenido para un rayo acustico implementando las
relaciones de dispersion tal y como se explico en el capitulo anterior. Se puede apreciar
que para [ = 100, donde [ esta relacionado con la frecuencia espacial de la senal acustica
propagada, dicha propagacon queda atrapada a una profundidad de 100Mm por debajo de
la superficie.

En la Fig. 4-15 se muestra como a medida que [ crece, el punto de retorno se hace mas pe-
queno y la senal queda atrapada en una zona muy cercana a la superficie. Todos los modos
corresponden a una misma frecuencia, es decir, oscilaciones de 5-minutos. En principio, el
codigo realizado permite propagar rayos acusticos a cualquier valor de [ y w, pero siguiendo
los argumentos planteados por Christensen-Dalsgaard [1997] quién encontrd que para [ > 40
los modos actisticos quedan atrapados entre la superficie y la zona de conveccion se decidié
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Figura 4-9: Presion del Sol en funcion del radio de acuerdo al Modelo S.

hacer simulaciones s6lo para [ > 100. Por otro lado, aunque las oscilaciones de 5-minutos no
son las Unicas observadas en el Sol, si son las mas frecuentes, por lo que todas las simulacio-
nes también se hicieron siguiendo este patron.

Otro aspecto relevante que se puede notar es que el punto de retorno es mucho mas sensible
a cambios en los valores de [, que a cambios en valores de w. El programa define el punto de
retorno teniendo en cuenta el valor de z para el cual la condicién k > kj, deje de ser valida.

Por ultimo en la Fig. 4-16 se puede notar como el campo magnético al modificar el perfil
de presiones del modelo estratificado, también va a alterar la trayectoria de las senales,
haciendo que el punto de retorno se acorte y por tanto, la distancia recorrida sobre la
superficie. Todas estas senales corresponden a oscilaciones de 5-minutos con [ = 650. Se
escogid arbitrariamente este valor para poder apreciar mejor los efectos del campo magnético
sobre rayos que viajan cerca a la superficie. Esto es debido a que la influencia del campo
magnético se atenua rapidamente hacia el interior de la estrella, de tal manera que al cabo
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Figura 4-10: Temperatura del Sol en funcién del radio de acuerdo al Modelo S.

de unos cientos de megametros el régimen de propagacion de las senales es completamente
acustico, comportandose nuevamente como un gas ideal. También vale la pena aclarar que el
rango de intensidades escogido para el campo magnético (Entre 0G y 3000G) corresponde con
lo que ha sido medido con algunos instrumentos instrumentos a bordo de algunas misiones
espaciales?.

2http://nssdc.gsfe.nasa.gov/planetary /factsheet /sunfact.html
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5 Conclusiones

Aunque los resultados obtenidos en este trabajo provienen de consideraciones muy simples
e ideales. Se puede apreciar el hecho de que en principio el interior solar estaria repleto de
ondas acusticas que se propagan en multiples direcciones abarcando todas las regiones posi-
bles, tal y como es expuesto por Schunker and Cally [2006].

Técnicamente, las consideraciones y aproximaciones expuestas en este trabajo, que permi-
tieron obtener los resultados presentados en el anterior capitulo, no pertenecen a ninguna de
las técnicas especificas implementadas en la actualidad tanto en el campo de la heliosismo-
logia global como la local. Sin embargo, vale la pena destacar que los resultados obtenidos
corresponden a la forma que se espera deben seguir estos rayos tal y como es expuesto en
detalle por Christensen-Dalsgaard [1997].

Dentro de los objetivos planteados en el desarrollo de este trabajo, se encontraba el interés
por desarrollar codigos propios para lograr las simulaciones deseadas. En efecto, este propdsi-
to se cumpli6 de manera satisfactoria, aunque eso no implica el hecho de obtener modelos
tan precisos tal y como lo han hecho Cally and Bogdan [1997], Steffens and Schmitz [2000],
Cally [2000], Schunker and Cally [2006] y Schunker et al. [2009] entre otros.

La teoria de rayos acusticos implementada en este trabajo, aunque no da cuenta de toda la
influencia que tienen las oscilaciones sobre todas las variables fisicas que constituyen un mo-
delo del interior solar, si permite poner de manifiesto el hecho de como diferentes frecuencias
espaciales (determinadas por las magnitudes asociadas al vector de onda k) y temporales
permiten estudiar el Sol a diferentes profundiades, para lo cual deberian tenerse en cuenta
técnicas de inversién especificas. Christensen-Dalsgaard [2002].

El cédigo desarrollado en este trabajo, en principio se puede aplicar a cualquier rayo dentro
de un rango de frecuencias y valores de [ arbitrarios. Esto concuerda con las simulaciones
realizadas por Andrew Ganse con sus aplicaciones desarrolladas en java (ver Figs. 4-5, 4-6
y 4-7) y con lo expuesto por Zharkov [2013].

Al tener en cuenta efectos magnéticos, el codigo desarrollado no permite hacer estudios so-
bre el cambio en la energia transmitida con la oscilacion ya que sélo se tiene en cuenta su
influencia para modificar la presion total del sistema. S in embargo, si permite mostrar una
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atenuacion reflejada en la reduccién en el punto de retorno, haciendo que la onda quede
atrapada en una zona mas estrecha y cercana a la superficie. Inicialmente, se pensaba hacer
un andlisis de la influencia de campos magnéticos inclinados arbitrariamente con el fin de
recrear un ambiente mas parecido a lo que se puede esperar en las vecindades de una man-
cha solar tal y como ha sido realizado por Cally and Bogdan [1997], Cally [2000], Schunker
and Cally [2006] y Schunker et al. [2009] entre otros. Pero finalmente, se decidié modificar
este anasisis por un modelo que sélo tuviera en cuenta cambios en la intensidad del campo
magnético, en parte por la exigencia computacional que lo anterior demandaba (luego de
comunicaciones realizadas mediante correo electrénico con Paul Cally).

Entre las simulaciones méas robustas hechas hasta el momento vale la pena destacar los tra-
bajos hechos por Hanasoge [2008] desarrollando el c6digo sparec y Cameron et al. [2007]
desarrollando el cédigo SLiM .

Las perspectivas a futuro son continuar con la investigacién en este campo tan apasionante
y tan exigente tanto tedrica como computacionalmente como lo es el de la heliosismologia,
para eventualmente poder acercarse a modelos mucho més cercanos a la realidad como los
mencionados anteriormente.
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