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Resumen

El trabajo consisti6 en analizar el comportamiento de las soluciones de una
ecuacion diferencial no lineal y no auténoma, que modela el potencial eléctrico
a una distancia determinada de la superficie de una particula inmersa en un me-
dio de dispersion coloidal, especificamente un modelo que se ajusta a un sistema
no acuoso. En la primera parte se describe, desde la fisica, el sistema objeto de
estudio, después se deduce la ecuacion y se obtienen soluciones aproximadas,
se garantiza que existe una solucion tnica usando el teorema del punto fijo de
Banach y por ultimo se estudia la estabilidad de las soluciones con la ayuda de
una funcion de Lyapunov.

Palabras clave: coloide, no acuoso, ecuacién Poisson-Boltzman, existencia y uni-
cidad, funciéon de Lyapunov, estabilidad, ecuacion diferencial no lineal y no au-

ténoma.

Abstract

The study consisted on analyzing the behavior of solutions on non-autonomous
and non-linear differential equation, that gives an electrical potential on an
specific distance of the surface from a particle inside a colloidal medium, spe-
cifically related to a model adjusted to a nonaqueous system. The first part
describes from the Physics point of view, the system aim of the study, then the
product of the equation and the solutions obtain as a result, which guarantee
the existence of an unique solution using the Banach fixed-point theorem and
finally it studies the stability of the solutions with the support on Lyapunov
function.

Keywords: colloid, nonaqueous, Poisson-Boltzmann equation, existence and Uni-
queness, Lyapunov function, stability, nonlinear non autonomous differential

equations.
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1. Introduccién

El potencial eléctrico alrededor de una particula cilindrica o esférica en un me-
dio de dispersion coloidal en funcion de la distancia a la particula no tiene una
expresion analitica, la ecuacion que modela este potencial es la ecuacion de
Poisson — Boltzmann, no lineal y no auténoma, que ha sido ampliamente usada
como modelo para determinar las variaciones del potencial eléctrico [I7], en
particular en dispersiones coloidales, cuyas aplicaciones en tecnologias moder-
nas es considerablemente ttil dada su versatilidad [16]. La dispersion salt-free
que es definida como una dispersion coloidal, ha sido usada para determinar
el coeficiente de difusion de iones de sodio [3], estudio de propiedades estruc-
turales y termodinamicas de soluciones de concentracion moderada o alta [29].
En comparaciéon con una dispersion coloidal convencional, la dispersion salt-
free en su medio disperso contiene principalmente los contraiones disociados de
la superficie de la fase dispersada diferente a como ocurre en la convencional,
donde el medio de dispersion contiene tanto coiones como contraiones [14]. El
conocimiento de los potenciales ha cobrado un gran interés, debido al impulso
que ha dado a la tecnologia y en especial la nanotecnologia [34], que permite
usos fundamentales para la medicina, tanto en diagnostico [10], 1], como en
tratamientos [30], entre los que se encuentra la mortal leucemia [26], donde hay
desempenio destacable en bioiméagenes [5]. Las aplicaciones también incluyen la
seguridad alimentaria, dado que se puede lograr la degradacion de un amplio
rango de contaminantes quimicos [33]. La sintesis de nanoparticulas (NPs) ha
entrado también al mundo del buen trato con la naturaleza con la biosintesis,
donde se tienen ventajas sobre procesos fisicos y quimicos, en el que se redu-
cen los impactos ambientales y se da un aumento en la biocompatibilidad [12],
ademas de la conocida “quimica verde” donde se evita el uso de reactivos con-
taminantes [9) 31] y se obtiene estabilidad de las NPs [28].



1 Introducciéon

La ecuacion ((1-1)) es la frecuentemente encontrada en la literatura, sera la ecua-
cion sometida a estudio. Las condiciones iniciales varian dependiendo de con-
diciones electrostaticas, es decir que se pueden analizar diferentes tipos de sis-
temas, entre los que se pueden encontrar problemas de tipo Dirichlet, el cual
implica un potencial de superficie o problemas de tipo Neumann, el cual implica
una carga superficial.

d*x w dx 1
— = —e?” 1-1
I T (1-1)

En la revision realizada, se evidencié que la solucion de la ecuacion ((1-1f), para
w = 0, se encuentra en la literatura de manera exacta, en los demés casos se
encuentran aproximaciones [16, [15]. En la busqueda del modelo no se encontro
estudios previos en los que se usen conceptos de sistemas dinamicos para este
caso en particular y es parte de los estudios que se abordaran en este trabajo.

Para garantizar la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacion diferencial
se usa un teorema muy util en estos casos, el Teorema del Punto Fijo de Banach,
en donde se involucra una funcién contractiva. En cuanto a la estabilidad de
soluciones se usa una funcién de Lyapunov, que en muchos casos se vuelve un
arte obtenerla.

1.1. Justificacion

Gran parte de los fenomenos de la naturaleza son bien modelados mediante
ecuaciones diferenciales y en muchos de estos casos se trata de ecuaciones de ti-
po no lineal, donde se dificulta tener una solucion que esté expresada solamente
en términos de la variable independiente, es por eso que estudiar el comporta-
miento de las soluciones sin conocer una expresion de este tipo se vuelve muy
interesante, esto se puede lograr con el uso de la teoria de los sistemas dinami-
cos, como se hace en este caso para estudiar la estabilidad de las soluciones.



1.2 Objetivos

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Estudiar el comportamiento de la soluciéon de la ecuacion de Poisson—Boltzmann
para particulas metélicas en dispersion coloidal en medios homogéneos.

1.2.2. Objetivos especificos

» Garantizar existencia y unicidad de soluciones de la ecuacion de Poisson
- Boltzmann en un medio de dispersion coloidal.

s Estudiar estabilidad de las soluciones de la ecuacién de Poisson - Boltz-
mann en un medio de dispersion coloidal.

= Determinar las condiciones eléctricas del medio en el que estan las parti-
culas con el fin de establecer los parametros presentes en la ecuacion.



2. Medio de dispersién coloidal

diluido

En este capitulo se especifica el tipo de coloide que se estudia y sus condiciones
eléctricas, que servira para la deduccion de la ecuacion que modela el sistema.

2.1. Coloide

Existen variadas formas de definir un coloide (también conocido como suspen-
sion coloidal, sistema coloidal o dispersion coloidal), en general, consistente de
dos fases, una dispersa y otra dispersante, donde en la primera se trata de par-
ticulas mucho méas grandes que la segunda (en la mayoria de las definiciones se
trata para las particulas pequeias con tamanos entre 107 m hasta 107° m);
la diferencia fundamental entre una solucién quimica y un coloide esta en el
tamano de las particulas que forman la fase dispersa, pues el tamano de las
particulas en un coloide no permite que sean observables a nivel macroscopico
como si ocurre en una suspension quimica, por lo que en esta tltima el soluto
si es filtrable [2].

Los coloides aparecen en geles, emulsiones, comidas, sistemas biologicos y re-
vestimientos, nos encontramos rodeados de estas sustancias en nuestra cotidia-
nidad, ejemplos tipicos de coloides son la leche, las tintas, pinturas, la sangre,
la mayonesa. Pueden estar presentes en los diferentes estados de agregacion,
cualquiera de las dos fases. Una manera sencilla de describir este sistema es in-
terpretarlo como una mezcla, se puede interpretar como una especie de mezcla
[20].



2.1 Coloide

Figura 2-1.: (a) Coloide estable, sin aglomeracion y sedimentacion de las par-
ticulas. (b) Coloide inestable

Algunos principios de coloides fueron usados en culturas antiguas para produc-
tos finales como las porcelanas. Michael Faraday describié6 un procedimiento
para estabilizar particulas coloidales de oro. A un coloide se le dice estable si
no tiende a generar aglomeraciones y no precipita, en caso contrario se dice que
es inestable; esta condicion se ilustra en la Figura [2-3]

La distribucion de los electrolitos (fase dispersante) y del potencial eléctri-
co alrededor del coloide (fase dispersa, las nanoparticulas) influye el ambiente
eléctrico del sistema. Un buen modelo para determinar el comportamiento del
potencial es la ecuacion de Poisson - Boltzmann, en la cual para fines practicos
se toman las siguientes aproximaciones [22]:

= los iones de la fase dispersante se consideran cargas puntuales
= ]la interacciéon ion-ion se considera despreciable

= la fase dispersante tiene una permitividad dieléctrica uniforme e (pueden
hacerse estudios interesantes con el uso de permitividades distintas para
el medio, es decir, varias fases)

= Las cargas en la superficie de la particula estan esparcidas para dar una
densidad de carga superficial uniforme p,..
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= No existen agentes perturbadores
= No se consideran particulas magnéticas

» Geometrias completamente suaves y definidas

Como ocurre frecuentemente en fisica, las aproximaciones facilitan la solucion
del problema y no afectan de manera importante los resultados, como lo es en
este caso [0, 32].

2.2. Comportamiento eléctrico del coloide

La particula coloidal que esta inmersa en la solucién, posee generalmente una
carga eléctrica en la superficie, que para nuestro proposito se trata de particulas
negativas, por tratarse de un metal; debido a esta carga se adsorben iones del
medio de signo opuesto (positivas) sobre la superficie, que por esta caracteris-
tica se denominan contraiones, tienden a acercarse a la superficie y neutralizar
las cargas superficiales.

Gracias al movimiento térmico de estos iones no se da una acumulacion de
iones continua, por lo que alrededor de la particula se forma una nube i6nica de
tamano definido. Los coiones (iones electroliticos con cargas del mismo signo
que las cargas de la superficie de la particula) que tienden a ser repelidos por
las cargas superficiales que estan presentes en una concentraciéon muy baja en la
nube, los que se encuentran presenten son atraidos por los contraiones. La nube
ionica y la carga superficial de la particula forman una doble capa eléctrica,
si se trata de una distribucion de iones difusa debido al movimiento térmico
se le llama una doble capa eléctrica difusa. Una representacion esquematica la

podemos observar en la Figura [2-2]

2.3. Particula coloidal en un medio salt-free

Un medio libre de sal se considera aquel en el que solamente hay presencia de
contraiones en el sistema coloidal. Si bien este modelo no se encuentra experi-



2.3 Particula coloidal en un medio salt-free
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Figura 2-2.: Doble capa eléctrica alrededor de una particula coloidal cargada
negativamente.

mentalmente, sirve como una buena aproximacion para un medio no acuoso [19],
dado que en este ultimo la concentracion de iones electroliticos es muy baja,
la cual podemos considerar como cero para efectos practicos. Estudios previos
muestran que la distribucion del potencial eléctrico alrededor de una particula
en un medio de este tipo difiere bastante a como ocurre en una solucién acuo-
sa [25], [13]. Se ve reflejada en la funcion dieléctrica y la distribucion de las cargas.

Consideremos una particula que lleva grupos ionizados sobre la superficie de la
particula en una solucién coloidal. En la suspension ademas de iones electroliti-
cos existiran contraiones generados por la disociacion de estos grupos. Cuando
se estudia una suspension de particulas coloidales diluida generalmente se asu-
men las siguientes dos condiciones [22]:

1. La concentracion de contraiones generada por los grupos superficiales ad-
heridos se puede despreciar comparada con la concentracion de los elec-
trolitos agregados.
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Grupos
lonizados

Figura 2-3.: Respresentacion de grupos superficiales que proporcionan los con-
traiones por disociacion

2. Los efectos de la fraccion de volumen pueden ser despreciados.

La condicioén [1| no se cumple cuando la concentracion de electrolitos es baja y la
condicion [2| es invalida cuando la concentracion de iones es baja, lo que genera
una interaccion entre las particulas coloidales y asi se trate de una suspension
diluida se debe tener en cuenta la influencia que tienen las particulas vecinas.

Una caracteristica importante que se puede observar en una suspension de
particulas coloidales en un medio salt-free es el efecto de condensacion de los
contraiones como se ilustra en la Figura [2-4] que se da fundamentalmente
cuando la densidad de carga de la particula es considerablemente alta, por
lo cual se genera una delgada capa alrededor de la particula por efectos de
atraccion de las cargas y donde se pierde efecto del movimiento térmico, que
permitiria una capa mas difusa.



2.4 Problemas de valor en la frontera con la ecuacion de Poisson
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Figura 2-4.: Suspension coloidal Salt-free con efecto de condensacion.

2.4. Problemas de valor en la frontera con la
ecuacion de Poisson

Existen diferentes maneras de calcular el campo eléctrico E dependiendo de los
datos que se conozcan del problema a resolver, esto es, si se conoce la distribu-
cion de carga en el medio se puede usar | la ley de Coulomb o de Gauss segtn
convenga, se puede calcular con E = —ng si conocemos el potencial eléctrico
¢ en toda la region. Estas dos primeras opciones presentan la desventaja de no
ser comun el conocer la distribuciéon de carga o potencial en toda la region, es
por eso que un método para calcular el campo eléctrico, conociendo solamente
condiciones de fronter para hallar E y ¢ en todo el sistema, es realmente
muy util. Este tltimo tipo de problema, suele ser resuelto usando la ecuaciéon
de Poisson o la de Laplacd] o también con el método de imégenes [27].

A continuacion, en la Tabla 1 se muestran las constantes dieléctricas de algunos
disolventes, cuya importancia esta en el apantallamiento de la influencia entre

ILas condiciones electrostéaticas pueden ser de carga o de potencial eléctrico.
2La ecuacién de Laplace corresponde a un caso particular de la ecuacién de Poisson, donde se tiene una
densidad de carga nula en el medio, que no es nuestro caso.
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las particulas coloidales, es decir el grado de interacciéon entre las particulas
coloidales dependera del medio que esté entre ellas (medio dispersante). Los
datos fueron extraidos de [24].

Tabla 1. Constantes dieléctricas de algunos
disolventes

Disolvente Constante dieléctrica ¢, (adimensional)

Acetato de etilo 6.02

Acetona 20.7
Agua 80.1
Benceno 2.27

Bromobenceno 5.17
Ciclohexano 2.02
Cloroformo 4.81

FEtanol 24.5
Tolueno 2.38
Trietilamina 2.42

2.4.1. Ecuaciones de Maxwell

Para que un campo reciba el calificativo de campo electromagnético debe sa-
tisfacer las cuatro ecuaciones de Maxwel. No es exageracion la importancia de
estas ecuaciones, ya que resumen todas las leyes electromagnéticas conocidas,
por su puesto la ecuacion de Poisson estudiada en esta trabajo se deduce de
estas.



2.4 Problemas de valor en la frontera con la ecuacion de Poisson

G.5-"2,
€0
V-B=0,
. . OB
VxE=—"2
8 ot’
- OF

donde E es campo eléctrico, B induccion magnética, p densidad de carga eléc-
trica, € constante dieléctrica del medio, u permeabilidad magnética del medio, J
densidad de corriente eléctrica y t el tiempo. Cuando el campo es conservativo,
este se genera a partir de un potencial y obedece a:

E=-V¢ (2-1)

al considerar que no existen fuentes en el ambiente de la particula coloidal, es
decir otras particulas coloidales o fase dispersante, entonces

V-E=-V-V¢=-Vp=0 (2-2)
en casos donde hay fuente de carga se tiene

V=L (2-3)

€0



3. Modelo. Ecuaciéon de
Poisson-Boltzmann

El potencial eléctrico de tipo Coulomb de una particula plana, esférica o cilin-
drica, en un medio de dispersion coloidal es expresado mediante la ecuacion de
tipo Poisson-Boltzmann y en su expresion funcional. Se emplea la variacion de
un tnico parametro asociado al tipo de geometria de la particula. Es encontra-
da en la literatura este tipo de ecuacion y aqui es presentada una deduccion
detallada desde la ecuacion de Poisson. Se muestra paso a paso la solucion de
la ecuacion para una particula plana. Adicionalmente son expresadas las solu-
ciones para la particula esférica y cilindrica, cuya solucion no es exacta, como
si lo es para la particula plana.

3.1. Deduccién de la ecuaciéon de
Poisson-Boltzmann para un medio
salt-free

Las ecuaciones que rigen el comportamiento entre las particulas en un coloide
se deducen de la ecuacion de Poisson [23], que a su vez es obtenida de la ley
de Gauss. Se ha supuesto un medio homogéneo para simplificar el analisis. El
campo eléctrico E es obtenido mediante la ley de Gauss. El campo eléctrico E
generado en un punto r y cuya fuente es la densidad volumétrica de carga p,
asociados a los iones del medio dispersante estan relacionados mediante la ley
de Gauss descritos por la ecuacion siguiente:

V-E=" con E-= —€¢ y o py = pl 4 pt (3-1)
€



3.1 Deduccion de la ecuacion de Poisson-Boltzmann para un medio salt-free
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donde € es la constante dieléctrica del medio, p®! es la densidad de carga de
otras moléculas en la solucion y p™" es la densidad de carga de los iones que
rodean la particula coloidal presente en la solucion. Obtenemos la siguiente

ecuacion [17]:

B pion + pext
€

V2(r) = (3-2)

en la Figura se muestra un esquema del sistema que modela la ecuacion
(-2)

Particula
Vecina

Figura 3-1.: Sistema coloidal modelado por la ecuaciéon de Poisson.

N
Vv
en un volumen V' (a una distancia considerable de la particula coloidal, tal que

Teniendo en cuenta que ¢® = 7 representa la concentracion de iones del tipo %

exista una solucion en una region r tal que ¢(r) — 0 cuando r — o), usando
la distribucion de Boltzmann [I7, [§] se llega a la ecuacion:

199(r)
n; = Pk (3-3)

donde n; es la densidad de iones tipo ¢ por unidad de volumen a una distancia
determinada de la particula, z;,q,k y T' son respectivamente, la valencia de los
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Figura 3-2.: Particulas coloidales diluidas (p* = 0).

iones 7 que rodean la particula, la carga del electron, la constante de Boltzmann
y la temperatura del medio. Dado que p'* = 3" gz;n;, se tiene:

7

299(r)

Pl = Z coqzie” R (3-4)

Reemplazando la ecuacion (3-4) en (3-2)), en la que se ha supuesto p* = 0, es
decir consideramos despreciable la interaccién con las particulas vecinas r. <
Text, cOMO se ilustra en la Figura obtenemos:

2;99(r)
50 _Z
Zci qzie KT
VA

V2 (r) = — (3-5)

€

Si consideramos un solo tipo de ion b, podemos reescribir la ecuacion ([3-5|)

como:
=, qzpep e =g
Vig(r) = — (3-6)

€

Haciendo la sustitucion F' = —gN 4, donde N4 corresponde al nimero de Avo-
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c° ., ., .
gadro y = C}y° es concentracion molar, de la ecuacion [3-6/ se obtiene:

26(r)
2 F'CpeerNaT

NAE

Teniendo en cuenta que kN4 = R, donde R corresponde a la constante de
gases, dado que la distribucion de las particulas coloidales se pueden modelar

V26(r) = (3-7)

como un gas, se tiene:

z2p Fo(r)

2 F'Cple rT
€

V3g(r) = (3-8)

Con el fin de obtener una ecuaciéon que involucre la geometria de la particula, se
hace necesario expresar la ecuacion (3-8)) en coordenadas cartesianas, cilindricas
y esféricas. En este caso si la fuente de potencial que es la carga tiene geometria
definida, el potencial asociado a dicha distribucion se supone de igual geometria.

» Coordenadas cartesianas:

Po(r)  aFCpre’n (3-9)
dr? €
donde r es la distancia a la superficie planar.
» Coordenadas cilindricas:
— e d>¢  do d’¢  1d¢
v’ il _29
or) = 7“87°< 87’) ( dr2+dr dr2+7°d7“
Asi, reemplazando en [3-§| se tiene:
- 2y 1dp  ZFCre wr
2 b
==+ —— -1
Vielr) dr? + rdr € (3-10)
= Coordenadas esféricas:
— 5 0P o ¢ do d*p 2 dgb
vQ _ pr—— | = ——
o(r) = 72 87“( 87“) ( dr? * dr dr? T rdr
Reemplazando esta tltima expresion en se tiene:
- 2y 2d FOxe™mr
2p(r) = L0 4 240 akCie (3-11)

dar? " rdr €
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Observando las ecuaciones (3-9)),(3-10)) y (3-11)) se puede ver que el coeficiente de

fl—‘f varfa en cada caso (0 en el caso de coordenadas cartesianas, %
cilindricas y % en coordenadas esféricas), y los demés términos mantienen la

en coordenadas

forma. Es asi, que se puede escribir una sola ecuaciéon que incluya los tres casos
mencionados [16]:

2 Fé(r)

d*¢ wdgp — pFCl e 7

dr2 " ordr €

(3-12)

donde w = 0, 1, 2 para simetrias plana, cilindrica y esférica respectivamente.

Siguiendo los cambios de variable propuestos en la literatura [16, 9], cuyo pro-
posito es el de medir el potencial eléctrico desde la superficie de la particula y
no desde su centro geométrico,pues en nuestro estudio tratamos con particulas
metélicas cuyo potencial en su interior es constante; adicionalmente evitamos
el uso de una concentracion molar en particular, que esta incluida en el para-

metro k de esta manera kay = a, el cambio para el potencial eléctrico queda

Fo

RT"

cie de la particula, donde a es el radio de la superificie cilinerica o esférica,
(oo}

k? = Z%—F; % es la longitud

ibnica; @ = 0 para una superficie plana y 8 = 1 para una superficie cilindrica o

x = t = kr — 0kag = kr — 6a que representa la distancia a la superfi-

corresponde al parametro de Debye—Hiickel, I =

esférica. El reciproco de k es llamado la longitud de Debye que corresponde al
espesor de la doble capa.
Despejando la variable r y obteniendo las derivadas necesarias en (|3-12))

r= 1+ kay (3-13)
% _ % (3-14)
Asi, reemplazando (3-14]) vy (3-15|) en la expresion Cfi—f = fl—f%, se obtiene:

dx F dol (3-16)

dt — RT drk
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Haciendo uso de la regla de cadena para derivada de segundo orden:

cl2_x Ex (dr\?®  dzd®r
2 dr?

“at\a) Tarae &17)

La ultima parte de (3-17)) es cero como resultado de derivar nuevamente (3-15)).
Por lo tanto (3-17)) se puede expresar de la siguiente manera:

Pr  F o1\ F & (3.18)
dt*>  RT dr*\k)  K?RT dr?
Reemplazando (3-15)), (3-16) v (3-18)) en (3-12)), se obtiene:
2 2 00
k*RT d°x w  kRTdr zFCy IEBLs (3-19)

F 2 Tiga F dt e

Multiplicando (3-19) por el factor % y simplificando se llega a la siguiente
ecuacion diferencial:

d*z L de 2 2080 b
dt?  t+0kagdt  k2RTe

(3-20)

Usando el pardmetro de Debye — Hiickel y la longitud i6nica mencionada ante-
riormente se sigue que:

L 20F? 20°22F? O F?

k2 — - 3-21
eRT 2¢RT eRT ( )
Reemplazando ([3-21)) en (3-20)):
d*x w dr 1
S oae 3-22
= i fadt  z (3-22)

Esta ultima ecuacion es la frecuentemente usada en la literatura para
hacer andlisis del potencial eléctrico generado por una particula [9, BT].

Es de aclarar que si w = 0,0 = 0; y si w = 1 0 2 escogemos 6 = 1 para efectos
de simplificar el modelo.
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3.2. Soluciones aproximadas potencial
eléctrico

Ahora nos concentramos en el caso mas simple, correspondiente a w = 0y

6 = 0 en (3-22), sujeta a las siguientes condiciones:

sit=0,2 = x4 (3-23)
sit— o0,z =0 (3-24)

Esto significa que en la superficie de la particula hay un potencial eléctrico
constante y lejos de la particula el potencial se asume como cero. El segundo

término del miembro izquierdo en (3-22)) se hace cero, es asi que la ecuacion
(3-22)) que trabajamos queda de la siguiente manera:

Pe 1

Si u = 2/, podemos expresar la ecuacion (3-25|) como:
, du  dudx du
r = — = —— = U—
dt  dx dt dx
y dado que
1

!/
u = —e?”

<b

se obtiene la siguiente relacion de (3-26)) en (3-25)):

du 1
- ZpT _2
u—- Zbe (3-27)

Integrando ([3-27)), se tiene:

(3-26)

2
U= —y | e +c (3-28)
b

En la ecuacion (3-28)) se escogio el signo menos porque el potencial disminuye
con la distancia.
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A una distancia grande de la superficie de la particula, el potencial tiende a ser

cero. Como no hay variacion del potencial a grandes distancias, ‘fl—f =0, asi la

constante c; en la ecuacion [3-28 es —Z—22, integrando [3-28]| se obtiene:
b

ngynsz<—i%t+éﬂ (3-29)

Para obtener &, usamos la condicion [3-23| asi obtenemos x en funcion de ¢, para
1 2 1 -1/ _z
r = —In|sec” | — —=t+tan" (™" — 1)

la superficie plana[l6].
3-30
% V2 )] (530)

regresando a las variables originales ¢ y r, a partir de la superficie de la particula

(SIS

= %Zlbln [sec2 ( — %kr + tan ! (e™? — 1)5)] (3-31)
Ahora, para w = 2, correspondiente a una superficie esférica, se hace un cambio
de variable para la ecuacion (3-22)) como lo hacen en el articulo [16], donde u se
hace igual a [14(t/a)]x, asi la ecuacion se puede reescribir en términos de
la nueva variable. Obteniendo la primera y segunda derivada de u con respecto
a t, se tiene:

du x t\ dx

— =z 1+—]— 3-32
dt a * ( i a) dt (3-32)
d>u  2dx t\ d*z
- = 14+ -] — 3-33
a2 mﬁ+<+@>ﬁ2 (3-33)
Despejando Z—f, % en las ecuaciones (13-32) vy (3-33)) y reemplazando en la ecua-

cion (3-22)), (donde se hace § = 1), obtenemos

Lo o)t
d2u_2dx 1 2x n w d:v_ W _(+a>e (3-34)
dt? dt\a+t) ala+t) (t+a)dt at+a) 2

Si w = 2 en la ecuacion (3-22)), es decir si se usa coordenadas esféricas, se puede
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simplificar (3-34]) de manera que se obtiene:

dQU <1+£>6(1+‘t1)

= 3-35
dt2 Zb < )

Si la distancia t a la superficie esférica es muy inferior al radio a, entonces
th — 0, es decir en una region cercana a la superficie de la particula coloidal,
asi la ecuacion (3-35|) se puede simplificar en:

d2u e

= 3-36
dt? Zh ( )

La ecuacion (3-36]) tiene la misma forma que la ecuacion (3-25), asi u en tér-
minos de ¢, siguiendo el mismo procedimiento tenemos:

)

U= us,t=0 (3-38)
u=0,t— 00 (3-39)

(SIS

1 1
u=—In [sec2 ( — —t 4 tan (e — 1)

Zh \/§

sujeta a las condiciones de frontera

Regresando a la variable original x en términos de ¢, obtenemos:

1 2 1 —1/ _zpxs
Tesferico = (1 n 5) ln(sec ( — Et +tan” " (e*" — 1) )) (3-40)

y regresando a las variables originales ¢ y r, tenemos

RT( 1 ,( 1 sl
Pestorico = fa <1+%>ln(sec (—ﬁerrtan (e? —1)2)) (3-41)

En el articulo [16] para tratar el caso cuando w = 1 (superficie cilindrica),

N

definen una nueva variable v como aparece en ([3-42)), propuesto de esta manera
para llevar la ecuacion (3-22)) con este valor de w a la forma (3-25)) y resuelven
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de manera analoga al procedimiento seguido para w = 2 y se obtiene la soluciéon
tal y como aparece en (3-44)). Asi, haciendo

v = & (3-42)
Ky (a (1 + %) ) ea(1+5)
obtenemos
ofaf1+)] 1
T eilindrico = —In( sec? | — —t + tan"H(e®® — 1 5)) 3-43
” et (sec (= otan e - 1)) (33

donde Kj es la funcion de Bessel modificada de segunda clase y orden cero.
Aunque K, es una funcion, hemos usado una constante para representarla,
aunque siguiendo la notacion usada en la literatura para estos estudios.
Regresando a las variables originales ¢ y r

I(O[G(l + /4;7“)] k
T a " 1
_ & . ln(se02 <— —kr+

qbcilindrico - F K()(CL) ,Zb \/E <3_44>

tan_l(ezb¢s — 1)§> >

En las Figuras v [3-4] con los parametros definidos en la gréfica, se puede
observar que el medio dispersante influye de manera importante en el potencial
eléctrico, esto es, el potencial eléctrico tiene un efecto a mayor distancia para
las curvas con permitividad relativa de 32,7 comparada con las curvas con una
permitividad de 2,27. Esto se da por hecho de que en la ecuacion de Poisson-
Boltzmann se tomé como carga fuente la proporcionada por la fase dispersante
y se desprecio la influencia de particulas coloidales vecinas.

En las Figuras [3-5] [3-6] y [3-7] se observa el comportamiento del potencial eléc-
trico escalado (es decir, con el cambio de variable realizado), con cambios en

el radio de la particula; la caida del potencial coincide con los reportes en-
contrados en la literatura [I5]. La ventaja de trabajar el potencial eléctrico
escalado consiste en que el comportamiento no tiene dependencia de la cons-
tante dieléctrica del medio, sino que se observa la forma del potencial. Por los
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30
1 =227 b= =5 =
§=227 $,=30mV a =5nm z =1
25 4 —— Plansa
] —— Esférica
Cil.
20
-~
31E* 13 4
= i
10 4
5 -
a T T T T T
a 1 = 3

r{nm)

Figura 3-3.: Potencial eléctrico ¢ en funciéon de la distancia r

30
] £=327 $=30mV a =8nm z =1
255 —— Flana
i —— Esferica
Cil.
20 -
E 15
= i
10 4
e
a !

Figura 3-4.: Potencial eléctrico ¢ en funcion de la distancia r
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Potencial eléctrico vs distancia

[ o -

Potencial eléctrico escalado a.u

—— Planar
Esferica

Cilindrica

a3 1.2

Distancia escalada

Figura 3-5.: Variacion espacial del potencial eléctrico y para superficies planas,

cilindricas y esféricas, donde x; = 5,0, 2

cilindrica y esférica).

Poencial eléctrico vs distancia

P otencial electrico escalado

—— Planar
Esferica

Cilindrica

T T T
0.5 12

Distancia escalada

1ya=2 (para

Figura 3-6.: Variacion espacial del potencial eléctrico y para superficies planas,

cilindricas y esféricas, donde =y = 5,0,2, = 1 y a = 10 (para

cilindrica y esférica).
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cambios de variable hechos, el potencial escalado y y la distancia escalada x
son adimensionales.

Fotencial eléctrico vs distancia

o

Planar
Esférica
4 — Cilindrica

Potencial eléctrico escalado

0 : : : : : : : : :
0.0 0.4 0.8 1.2 1.8 20
Distancia escalada

Figura 3-7.: Variacion espacial del potencial eléctrico y para superficies planas,
cilindricas y esféricas, donde 3 = 5,0,2, = 1 y a = 100 (para
cilindrica y esférica).

En la Figura|3-8| se muestra el campo eléctrico E parazs =95,0,2, = 1ya =2

(superficies cilindrica y esférica). Los calculos se realizaron mediante la derivada
del potencial eléctrico, usando las expresiones de aproximacion (ecuaciones
30| y B-44)). Hemos usado los datos correspondientes a la Figura [3-5|debido
a que se pueden apreciar los comportamientos del potencial en las diferentes
geometrias, en contraste con las Figuras y donde la diferencia entre los
potenciales es muy pequena.

Antes de t = 0,4 se evidencia un campo eléctrico menor para la superficie plana,
esto debido a que el potencial para la superficie esférica decae mas rapidamente;
en el intervalo de 0,4 a 0,6 el cambio del potencial en el espacio (campo eléctrico)
se hace mayor para la superficie plana lo cual es una influencia de los iones
presentes en el medio cuya concentracion varia con la distancia a la superficie
de la molécula.
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Campo eléctrico vs distancia

Campo eléctrico escalado

——FPlana
—— Esférica
—— Cilindrica

Distancia escalada

Figura 3-8.: Campo eléctrico escalado para superficies planas, cilindricas y

esféricas, donde =y = 5,0,2, = 1y a = 2 (para cilindrica y

esférica).
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3.3. Anilisis y conclusiones

La deduccion paso a paso de la ecuacion de Poisson-Boltzman permite compren-
der el origen de la ecuacion diferencial resultante [3-25] El potencial eléctrico
de mayor a menor, generado por las diferentes geometrias es: superficie plana,
cilindrica y esférica, en el caso de que la distancia a la superficie sea pequena
comparada con el radio. Como es de esperarse, el potencial a distancias grandes
de la superficie, comparadas con el radio, no evidencia una diferencia apreciable
entre una y otra, lo que es resultado de la aproximacion realizada para las su-
perficies cilindrica y esférica, ello debido a que la geometria de carga a grandes
distancia es puntual, esto tiene aplicaciones importantes debido a que el campo
eléctrico generado en superficies con curvaturas acentuadas es mayor, posibili-
tanto el empleo de técnicas como Raman amplificado via efectos plasmoénicos.
El campo eléctrico cerca a la superficie de las particulas mantiene un compor-
tamiento esperado, que consiste en una caida del potencial mas rapida para la
superficie esférica; alejandose de las superficies, los iones del medio provocan
que el campo eléctrico para la superficie plana sea mayor.



4. Existencia y unicidad de
soluciones de la ecuacidon de
Poisson-Boltzmann

Garantizar que a una distancia determinada de una particula coloidal solamente
exista un valor para el potencial eléctrico es indispensable, ya que no pueden
haber dos o méas valores en el mismo punto. En este capitulo se aborda el
problema de la existencia y unicidad del potencial que se genera alrededor de la
particula, a una distancia determinada de ella, para ello usaremos el principio
de contraccion de Banach o Teorema del punto fijo de Banach, que tiene la
interesante consecuencia de que los puntos fijos son solucion del problema [4].

4.1. Deduccién de operador sobre el
potencial eléctrico

Consideramos la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden no lineal y no

autoéonoma
/! w !/ €be
T + Tr = 4-1
t+ Oa Zh ( )

Sujeta a las condiciones
2'(0)=¢>0 (4-2)
2(0) =z, <0 (4-3)

donde w € {0,1,2};0 € {0,1};a > 0;2, € ZT y t € [0, §], en donde § esta por
definirse.
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Como se especifico en el capitulo anterior, las cooderandas cartesianas, cilin-
dricas y esféricas corresponden a valores de w de 0,1 y 2 respectivamente, asi
como el valor de 8 = 0 corresponde a una simetria plana y # = 1 a una simetria
cilindrica o esférica, es decir si # = 0 entonces w = 0 y si § = 1 entonces w
puede tomar tnicamente los valores 1 o 2.

Teorema 4.1. x(t) es una solucion a (4-1)) sujeta a las condiciones (4-2)) y (4-3)

si y solo si
t
x(t) = x4 —|—/ G(r,z(r))dr, Vtel0,3§], (4-4)
0
con
B 1 r (S + 9a>wesz(s)
G(?“, .I'(?")) = m [k + /(; % ds (4—5)

Demostracidn. (=) Supongamos primero que (t) es una solucion a (4-1]),
2), (4-3). Multiplicando por el factor integrante:

ef et eln(t—l—@a) _ eln(t—&—ea)w _ (t + QCL)W

obtenemos:

((t + 0a)“z") = w(t + 0a)* 2’ + (t + 0a)“2"
_ Cd(t + ea)w / w N
= 1 0a) '+ (t+6a)“x

t+ 0a)”
(t+6a) L+0a
(t 4 a)“e®”

Zp .

(4-6)

:L_/ _|_ xll]

Como (s + fa)“e®*®) es continua en [0, 8], podemos usar el Teorema Funda-
mental del Calculo y obtenemos:

s+ ea)wesz(s)
Zb

ds,Vr € [0, 3], (4-7)

(r + 0a)*5'(r) — (6a)*x’(0) = /0 "
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y definiendo k := (Aa)“c obtenemos:

r w ,2px(8)
(r + Ba)°z' () = k+ / (s + 9‘2 ds,vre 0,4 (4-8)
0 b
) 1 /T (5 + fa)~e?™() .
= |k ds|,¥r € [0, ). 4-9
v = g [ [ S s v e 0.9 (49

Ahora, si € = 0 entonces w = 0 asi que la expresion de la derecha en seria
continua en r = 0. Cuando # = 1y r — 0", r + 6a no se hace cero pues a > 0.
De esta manera, la expresion de la derecha en (4-9) es continua en el intervalo
de interés, por lo que podemos usar nuevamente el Teorema Fundamental del
Céalculo y obtenemos:

t 1 r (S + ea)wezbz(s)
t) —z(0) = —F |k ds|d
R e R
t 1 r (S + Qa)wesz(s)
t) = xs — |k ds|d
x(t) SC+/O(T—|—96L)W|: +/0 - 3]7’

que es justamente lo que queriamos probar en esta direccion.

(4-10)

(<) Se deduce facilmente como consecuencia inmediata de la derivabilidad de
G vy el Teorema Fundamental del Célculo aplicado dos veces. Es de notar que
(r + fa)“ nunca es cero pues si w = 0 ya esta cantidad es 1 y si w # 0 6 no
puede ser 0, por lo que r 4+ 6a > fa > 0

O
Con el teorema siguiente, vamos a definir § para (4-1)).
Teorema 4.2. Sea F(t) := x4 + fot G(r)dr para t > 0
donde:
~ 1 "(s+6a)”
G(r)=——\k ——ds|. 4-11
() (r + 6a)~ { Jr/0 2p S] (4-11)

Entonces
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1. G(r)>0,¥r>0
2. F(0)=x25<0

3. lim F(t) = +o0

t—00

4. F es estrictamente creciente, derivable con

F(t) = G(t), parat >0
0, para t = 0.

5. Existe un tnico § > 0 tal que F'(§) =0
Demostracion. 1. Ningtn término en G es negativo, asi G > 0,Vr >0

2. Sit = 0 es claro que la integral en la expresion de F' es cero, asi que
F0)=z,<0

3. Para G(r) se tiene que
lim G(r) = 400

r—-+00

pues si w = 0 entonces

- "1
lim G(r) = lim (ki +/ —d8> = lim (/f + —T> = 400,
r——+00 r—+00 0 <b r—+00 Zp

pues 2z, > 0y si w # 0, usando la regla de L’Hopital obtenemos:

1 rr w
lim G(r) = lim £t 5 Jy (o Ba)ds
r—-+00 r—=400 (7“ + Qa)w
. Zlb for(s + fa)¥ds
ro+oo (14 fa)¥
— tm (r 4 fa)” (4-12)
r—+o0 zyw (1 + fa)v~!

1
= lim —(r + 6a)
r—=+00 ZpW

pues 25, w > 0, por lo cual lim F(t) = 400
t—00
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4. Se observa en (4-11)) que G (r) es continua por tratarse de suma de fun-

ciones continuas y el denominador no se hace 0, de manera que podemos
usar el Teorema Fundamental del Calculo para hallar I’ que sera dada
por

[ G(t), parat >0
0, para t = 0.

Asi F'(t) existe y al ser G > 0 encontramos que F' es estrictamente
creciente en su dominio.

5. Aplicamos el Teorema del Valor Intermedio para la funcion F(t), que
es continua en [0,+00) como consecuencia de su derivabilidad. Como
F0) <0y tlim F(t) = 400, necesariamente tiene que haber un § > 0

—00

para el cual F(s) = 0.
[]

Sea C' = {az : 10, 8] = [xs, 0]; z es una funcion continua en su dominio}, con §

como en el Teorema [4.2] Definimos el operador

T:C—C
x—Tr: [0,8 — [xs,0]

t (4-13)
t— xs+ /0 G(r,z(r))dr,

con G dado por (4-5)).
En virtud del Teorema 4.1 mostrar la existencia de una solucion de (4-1)), (4-2)),
(4-3)) es equivalente a encontrar un punto fijo de T.

Teorema 4.3. T esté bien definida, es decir, para x € C y t € [0, 8], es cierto
que z;, < (Tz)(t) <0

Demostracion. Sea z € C. Por ser z,k > 0y z, < 0, Vs € [0, 8], se tiene que
e() < 1, Vs € [0, 5] por lo que obtenemos:
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t r w ,2px(8)
/—1 [k+/ (s + fa)"em ds]dr
0 (7“4—9@)“ 0 Zh
t 1 (s + 6a)”
< ———ds|dr (4-14
N e e
s

Ahora, teniendo en cuenta que 0 < ¢t < § y sumando x, en la desigualdad

anterior,
t 1 r r (8+8a)wesz(s)
Tx t:x5+/—k+/ ds}
(T2)(®) o (r+6ba)” 0 2p
t r r w
SxS—I—/ ; k‘+/ mds]dr
0 (7“+(9a)‘” L 0 Zh
t
—s,+ [ Glryar
O/\
<z,+ | G(r)dr=

= F'(8) =0,Vt € [0, 5], por el Teorema [4.2]
Asi (T:z:)() < 0, Vt € [0,8]. Por otro lado, Tx(t) > =z, Vt € [0,§] por

ser fo ))dr > 0, por ser G > 0. Todo esto garantiza que (Tz)(t) €
[z, 0], Vt E [0 s]
[l

4.2. Existencia y unicidad

El conjunto C' lo dotamos de la siguiente norma

£l = S%Q]{e‘mlf(s)l}, (4.15)

la cual es una modificacion de la norma usual |||«

Teorema 4.4. ||-||# vy ||/l son normas equivalentes en C’, es decir, existen
a, # > 0 tales que

all flleo < Iflle < Bllflloos VS € C (4-16)
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Demostracion. Sean a = e 2% y B =1 entonces

e 8 < et <1Vt e [0, 8] (4-17)
e F)] < ePH )] < [f(1)], Ve € [0, 8] (4-18)
2 sup {101} < swp {2501 f < sup {irc01} (419)
t€(0,3] t€(0,8] t€|0,3]
lo que significa que
a[fllee < Iflle < Bl fllo (4-20)
[]

En virtud de que el espacio de todas las funciones continuas f : [a,b] — R defi-
nidas sobre un intervalo compacto [a, b] es un espacio de Banach con la norma

[fllse = supregay {If (O}, ¥ al ser [l v [l equivalentes, (C'[|-]l¢) es un
espacio de Banach, pues (C, ||[|«) 1o es.

Teorema 4.5. G definida por (4-5)) cumple con la condicion

G (r, f(r)) = Gr,g(r)| < Le™ || f — gl ¥r € [0, 3], (4-21)
I .
L:= W/o (s 4 fa)“ds, (4-22)

que es una constante positiva.

Demostracion. Sea L dado por [4-22]
Para f,g e Cyr €0, 3]

|G (r, f(r)) = G(r,g(r))| =

1 " (s +fa)”
1 / (SO0 1 anre) _ oo | (4-23)
(r+9a)°’ 0 Zh

Pero por el Teorema del Valor Medio e®/(5) — e#9(5) = e£(19) [z, f(s) — 2,g(s)]
para algin £(f, g) entre 2, f(s) v 2p9(s), que son siempre menor o igual a cero,
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por lo que

|27 (5) — e290)| = EF9) 2 £ (5) — g(s)]
< 2| f(s) = 9(s)], Vs € [0, 3]

Asi,
DI Sy J 175N SR
— m /Or(s + fa)? et e 3| f(s) — g(s)|ds.

(4-25)

Ahora, como todos los términos del integrando son no negativos y e~ 25| f(s) —
g(8)] < |If = gllg, Vs € ]0,5] y 25 < e*L" Vs € [0, 7], entonces

1 ' w_ 2Ls
Gr () = Glrg(r)| < g [ (s 00 = glets (426)
1 ' w 2L R
g@:3554<s+%>e If —glleds  (a-27)
_ ; ' s a)ds 62Lr o R B
| [ 00| Vs gl 29
pero
/T(s + 6a)¥ds < /s(s + 0a)?dsVr € [0, §] (4-29)
0 0
y
1 1 .
L < (ea)w,Vr € [0, §] (4-30)
Luego
1 : w 2Lr - ) B
61 1) = G gD < | [ bapas] s =gl (a3
= L If - gllo (432)
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A continuacion, probaremos que 1" tiene un tinico punto fijo usando el Teorema

del Punto Fijo de Banach.

Teorema 4.6. T' es una aplicacion contractiva sobre C' dotado con la norma

e

Demostracion. Sean f, g € C'. Entonces

1T~ Tylle = sup {e—“ﬂ(Tf)(s) - <Tg><s>r},

s€[0,3]

por lo que si sy € [0, §] entonces

e 2L (T £)(s0) — (Tg)(s0)]
/0 G(r, f(r))dr —/0 G(r,g(r))dr

§6—2L50 /OSO|G(7~, f(?“)) . G(T; g(r))’dr

26721150

§62LS°/ Le*" || f — gllzdr por el Teorema [£5
0

S0
:e_2LSOLHf_gHé/ €2er7“
0
—2Ls 1 s
e 2L f ~ gllogr (@0~ 1)
1 —2Ls
=1~ gll a1 — )

1
<=|lf = 9gll¢-

Asi, tomando el supremo a amabos lados tenemos que

1 .
WT—Twcéjﬁ—ﬂb,VﬂgGQ

lo que demuestra que 1" es una contraccion.

(4-33)

(4-34)

(4-35)
(4-36)

(4-37)

(4-38)
(4-39)
(4-40)

(4-41)

(4-42)
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De esta manera se cumple la hipotesis del Teorema del Punto Fijo de Banach, lo
que nos permite concluir que 7" tiene un tinico punto fijo en C', que corresponde

a la tnica solucion de (4-1)), (4-2), (4-3) quedando probada la existencia y la

unicidad de soluciones de nuestro problema de interés.

4.3. Conclusiones

Se ha obtenido la comprobacion de la existencia y unicidad de los potencia-
les con simetria plana, cilindrica y esfércia, de las respectivas soluciones de la
ecuacion de Poisson-Boltzmann. Esto garantiza la definicion del potencial y del
campo eléctrico en cada punto del espacio donde el potencial tiene alcance.



5. Estabilidad de soluciones

El desarrollo de una funciéon de Lyapunov es una herramienta muy tutil para
establecer estabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Uno
de los métodos mas efectivos para establecer la estabilidad de soluciones, es el
método directo de Lyapunov [7]. Estos resultados se basan en los desarrollos
encontrados en la literatura para este tipo de ecuaciones [I].

5.1. Propiedades cualitativas

Definiciones Basicas [21], [1§]:
Dado el sistema de ecuaciones diferenciales
—>

j():f(t?X)

donde X es un n-vector vy f (t,)_() ) es una funcion n-vector definida sobre la
region I x R (donde I es un intervalo) y continua en (o, 7o) tal que para cada

(to, o) hay una solucion X (t,to, o) que satisface X (to, to, o)

Definicion. (Estabilidad de Lyapunov) Sea X *(t) un vector solucion real o

complejo de un sistema n-dimensional X = f(t, X ) entonces:

= X* es estable en el sentido de Lyapunov para t > ty si y solo si, para
cada valor € > 0, corresponde un valor § > 0 (donde § puede depender
solamente de € y ty) tal que

[X () = X7 <0 = [[X(1) = X" ()] <€

para toda t > ty, donde X (t) corresponde a alguna solucion vecina.



38

5 Estabilidad de soluciones

« De otra manera la solucion X *(t) es inestable.

Definicién. (Estabilidad uniforme) Si una solucion es estable para t > ¢y y la
0 de la definicién anterior es independiente de ty, la solucion es uniformemente
estable en t > t.

Definicion. (Estabilidad asintotica) Sea X* una solucion estable (o uniforme-
mente estable) para ¢t > t;. Si adicionalmente existe 1(ty) > 0 tal que

IX(to) ~ X*(t)ll < n = 1| X (1) — X (1) =0

entonces se dice que la solucion es asintoticamente estable (o uniformemente
asintoticamente estable)

Definicién. Una funcion de Lyapunov V definida como V' : I xR" — R, es una
funcion de variables reales X ()_() € R"), t con las condiciones t > T'y |z;| < H.
T v H son constantes reales, donde 1" puede ser tan grande como se desee y H
tan pequena como se desee pero no cero, con las siguiente propiedades:

= Continuidad: V(¢, )_()) es continua y V(¢,0) = 0.
= V(t, )_()) es definida positiva.

o OV o OV oV . 4 9V ; ;
n V= g1+ gl o+ g% + G es definida negativa.

Consideremos la ecuacion no lineal de segundo orden no auténoma

w 1 e~ 1

T+ T = —e*"con w # 0, < — 5-1

t+6a 2p 7 2y 2 ( )
tenemos el sistema equivalente
T =1y

W 1 (5-2)

. — _|_ _ezbl’
YT T 0 T

donde z € [ug, 0],2, > 0 por tratarse de un metal.
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5.2. Obtencién de una funcién de Lyapunov

para el sistema [5-2

Una de las grandes dificultades que se tienen para usar la teorfa de Lyapunov
es la obtencion de las funciones de Lyapunov, es tal, que se considera un arte
su obtencién en muchos casos. En este trabajo suponemos una funcién de Lya-
punov de forma cuadratica, siguiendo el articulo [I]. Es decir, supondremos que
2V = Ax? + By? + 2Cxy. Entonces

V = Axi + Byy + Ciy + Cxy
V = Azy + Byy + Cy? + Cay

: 1 1
V:Amy+By(— - y+—esz>+0y2+0x(— - y+—ez”x>

t+ 0a 2 t+ 0a 2
: Bw 9 Cw 1
= — — — — A C By)—e**
N (5 TR U (e ) KA G R e

Para lograr que V sea definida negativa, el coeficiente del producto ay se hace
cero y el coeficioente de 42 se hace igual a una constante — > 0, esto es

Bw _C—s
t+ 0a
Cw -
t+ ba

Hagamos adicionalmente C' = 1 y resolviendo el sistema tenemos

Bw 1—s B:(t+9a)(5+1)
t+ fta w
W W
_ A= A=
t+ 6a 0 t+ fa

sustituyendo los valores de A y B nos da

1w 5 (tHba)(0+1)
V_2<t—|—9ax + " Y+ 2xy

(t + Oa) w? s 2w
— 1
v 2w (t+0a)2x O+ Ly t+6a""
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donde § > 0.

La funcion de Lyapunov V' constituye la principal herramienta para la obten-
cion de resultados sobre estabilidad de soluciones.

Sea t € [0, 8],z € [z, 0]. Supondremos que 20w > § + 1.
Los resultados principales en relacion con la estabilidad del sistema (5-2)), co-
rresponden a los dos siguientes teoremas:

Teorema 5.1. [I] Suponiendo que se cumplen las condiciones mencionadas,
entonces la solucion homogénea (sin el termino %) es globalmente asintotica-
mente estable.

Teorema 5.2. [I] Suponiendo que se cumplen las mismas condiciones entonces
existe § > 0 tal que cada solucion del sistema (5-2)) satisface

(1) + #(t) < <Q1+@2/;"’Z T>2

para toda t > ty, donde ()7 y (2 son constantes.

Para demostrarlos, establecemos los siguientes lemas, siguiendo el articulo [1].

Lema 5.1. Usando la hipotesis del Teorema 5.1} existen constantes positivas
A\; tales que

M2 +y?) < V(tz,y) < M2 + ¢°)

Demostracion. Claramente V(¢;0,0) = 0, usamos la desigualdad |zy| < 2(z?+
y?) que para nuestro caso de estudio se cumple que |zy| = —xy por ser x
(potencial eléctrico) y y (derivada del potencial) de signos opuestos.

1 1
—ay < 5(9:2 + %) de donde zy > —E(x2 + %)

Vitzy) (t;ja) ;osza) O ]
= (@f;)z—(tfe@) (5“759@)1]2]
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Vt;z,y) > M(2® +y°) (5-4)

con /\1 = )\0 min {t—t}ea (t—l—% ) 0 +1-— t+9a} y >\O H—ea)

A w w fa §4+ba —w —w
Para t € [0, §], tenemos que 0 < o S e S A< 5 e S g S

Por lo tanto, aunque las expresiones para A; hasta A7 son funciones de t,

s—|—9a
podemos suponer que se pueden cambiar por expresiones que no dependen de

t.
De ((5-3) tenemos

t+6a)

(
<
Vs 2w

w2
[(t n 0a)2$2 + (0 + 1)y2] ,ya que xy < 0

donde § > 0

V < Xo(2? + %) (5-5)

donde Ay = /\Oméx{(t+9a2,5+ 1}

De estos dos resultados tenemos
M2+ %) < V(ta,y) < Ao(a® +y°)
O

Lema 5.2. sujeto a las condiciones del teorema [5.1], existen constante positivas
Ao v Ag tal que cualquier solucion (z,y) del sistema cumple

d dV (t; 2T
V V(t . y) V( 3 Ly y) < -\ ($2_|_y2) —l—)\4($2 +y2)1/2€_
dt dt Zb

Demostracion. la derivada temporal de ((5-3)) a través del sistema (5-2)) se define
de la siguiente manera

dV(t,z,y) -, oV oV . 0V .
dt _V_8t+xx+dyy
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donde
ov 1 w? 5 5 2w
ot ﬂ((wr by’ T 0+ 1y + (t + ea)x‘y)
(t+6a) 2w2x? 2w
+ — - xy
2w (t+0a)® (t+0a)?

ov 1 w? o, ) 2w
EASN B (N 1
ot 2w<(t—|—0a)2x O+ Ly (t—l—@a)xy)

N 1 2w x? 2w
— - — x
2w (t+0a)?> (t+0a) Y

ov 1 w?
R N

oV (t+6a) [ 2w° 2w

- STy
Ox 2w (t 4 6a) (t 4 6a)
v
Or 2w\ (t+ Ha)x e
8_Vx,_8_V _ 1 2 zy + 2wy?
or"  9z" " 2w (t + 6a) Y v

ademaés

oV (t+6a)

o o <2((5 + 1Dy + i iwea)x)

_ % (2(t +00)(5 + 1)y + 2wx>

C;—‘y/y = QL (2(t +6a)(d+ 1)y + 2wx> ( T —f@a)y + Zlbezb”j)
1 (t+0a)(d+Dw 5  2wzy
_ _w(
2(t +

(t+0a) 7 " (t+6a)
(5+ Dye*® 2wz Zx)
+ e’

<b
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Por lo tanto,

, 1 w? 9 2
_ < <2wx+2(t+9a)(5+1)y)]
Zb
‘ 1 w? 2 2
= | 20w —0—1
1% 2w[(t+9a>2x+(5w 5 — 1)y?)

ZpL

> (2wx + 2(t + fa) (0 + 1)y)]

(t+(9a)[ w? s (20w—6-1) ,

V== G102 T it6a) !

2w

e’ 2w
_ % <(t T Qa)w +2(0 + 1)y>] aqui se usa la suposicion 20w > d + 1

ZpT

: e

V(t;z,y) < =A3(2” + ) + M(|z] + [y]) > (5-6)
w? (20w —0 —1)

A3 = Ao mi

3 0mm{(t+ea)3’ (t + 0a) }

2w

Ay = dgmax ——,2(0 + 1

Omax{(t+0a) O+ >}
Usando la desigualdad |z| + |y| < v/2(2® + 3?)'/? obtenemos
V(tir,y) < =d(a® +y7) + ala® + ) 12— (5-7)
b

donde Ay = V2, O

Observacién: para la ecuacion

i+ i=0 (5-8)

t+ Oa

que corresponde a un modelo donde no hay presencia de iones en el medio, se
tiene

V< =N+ Y
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5.3. Prueba de los teoremas.

Demostracion Teoremali 1 De los Lemas y para la ecuacion ([5-8)
muestran que V(t;z,y) > 0y V(t;2,y) < 0 es una funcion de Lyapunov para
el sistema y que la ecuaciéon tiene soliciones uniformemente asintéticamente
estables. ]

Demostracion Teorema (5.2 De (5-7)) tenemos

. esz
V(t;z,y) < —A3(2? +42) + M(2® + )Y 22—6

De la desigualdad ((5-4]) tenemos

(5-9)
. 1/2
(2 +y*)'? < (V(t—y)> (5-10)

Multiplicando (5-5)) por As

v
A2

Usando (59) y (5-10)

v
<AV A VS
dt Zp

—A3(2® +9°) < —A3—

(5-11)

donde \g = i—g VA5 = )\1 4% . La inecuacion ((5-11)) se puede expresar como
1

dV
S < oV 4 A VRS
dt 2p

donde \7 = %)\6, por lo tanto,

V4+ AV < )\5V1/2(
2p

— A v1/2>



5.3 Prueba de los teoremas.

45

donde )\8 A7 . Asi obtenemos V + A,V < A\sVY/2V* donde V* = ﬂ A\ V1/2
cuando - < AsVIZ V<0V 4+ AV < AV2E2 donde Ay = f
VVY2 L VY2 < AgS— porser V > 0
Zb
multiplicando la desigualdad por e*'/?
A7t . Azt be
e (vvl/2 + >\7V1/2) < e s -
b
(5-12)
d Art At et
2— (V2T ) <eZ )
dt( c ) ° ) Zp
Integrando a ambos lados de (p-12)) de g a ¢ obtenemos
i T=t t r 2T
(Vl/2 " > < / 1e%)\ge dr
T:to tO 2 Zb
A to A A7 @90F
V2T < V21 s + 22 | T gr (5-13)
to Zb
Aqt Arto A -
VI2(t) < e F (Vl/z(to)e2 + 2] C e2d7')
2 Ji, &
Usando la desigualdad (5-4) y (5-13))
2 2 ot (g2, A g [T eERT a ?
)\1(1’ (t)—i—x(t))Se v (t0)€2 +?/ s ez dr
to b
Usando ((5-5)
VI/Q( to) < )\1/2( +y2)1/2
Asi
1 >\7t0
0+ 80 < 5| () + 220)
1
)\9 t et ar 2
2 -
+ — 2 ) = e 7') ] (5-14)

t zbm 2
() + (1) < —M(@lwg / c )
t

0 Zb
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Aztg

1/2 .
donde Q1 = - (2%(to) + #3(1) 2% y Qs = 2.
Sea A7 = o en p-14

t _zpw 2
2 (t) + i (t) < e (Ql + Q2 / c dT) (5-15)

o ~b

Cuando t — 0o, 2%(t) +4? — 0 de manera que las soluciones del sistema ((5-2)
son asintoticamente estables. O]



0.

6.1.

Conclusiones y perspectivas

Conclusiones

La ecuacion de Poisson-Boltzmann para un medio de dispersion coloidal
salt-free con las condiciones de frontera senaladas en este trabajo y gracias
al uso del Teorema del punto fijo de Banach tiene solucién para cada
distancia a la superficie de la particula y es tnica, que es indispensable
desde el punto de vista de la matematica y de la fisica.

En la dltima parte de este trabajo se logré mostrar, usando una funciéon de
Lyapunov, que las soluciones dadas por la ecuacion de Poisson-Boltzmann
para el medio objeto de estudio son estables.

Se obtuvo un operador que acttia sobre el potencial eléctrico escalado,
logrado con la aplicacion de un factor de integracion sobre la ecuacion
diferencial y del teorema fundamental del calculo, donde ademaés se evi-
dencié que posee un tnico punto fijo, que correspondera a una solucion
de la ecuacion para una distancia especifica de la particula. Este ope-
rador sirvié a su vez para obtener el resultado del primer item de estas
conclusiones.

El tipo de sistema coloidal que se tenga, ya sea diluido o no, acuoso
0 no acuoso; se verd reflejado en la ecuacion de Poisson en el término
que incluye la distribucion de carga, lo que generaré la diferencia en la
ecuacion para los distintos coloides. En el caso estudiado no se tuvieron en
cuenta las interacciones entre las particulas coloidales lo que para muchos
es considerado un coloide estable.
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6.2. Perspectivas

Como ocurre en muchos temas de estudio en ciencias, siempre habra espacio
para investigar mas. En este trabajo quedan muchos caminos por recorrer, entre
ellos, estudiar la ecuacion de Poisson-Boltzmann para medios acuosos y lograr
una generalizacion de los resultados acd obtenidos para este tipo de medios,
donde la distribucion de los iones alrededor de la particula coloidal cambia.
Otro punto importante que puede arrojar resultados que se puedan comparar
més facilmente con los obtenidos con experimentos es el analisis de los efectos
que tiene incidir luz sobre la muestra en la ecuacion del potencial eléctrico.



A. Anexo: Articulo sometido
para publicacién. Modelo y
aproximaciones

Potencial eléctrico debido a superficies plana, cilindrica y

esférica en un medio libre de sal
C. Vargas-Hernandez, 5. Casanova Tryjille, J. Vinasco Suarez
Laboratorio de Propiedades Opticas de Materiales (POM)
Universidad Nacional de Colombia, Sede Manizales, Km 9 via al Aeropuerto la Nubia
Mamizales A A 170003, Caldas- Colombia

Resumen- Son analizadas las condiciones del sistema coloidal, el potencial eléctrico de tipo
Coulomb de una particula plana, esférica o cilindrica, en un medio de dispersion coloidal es
expresado mediante ecuacion de tipo Poisson-Boltzmann. Se emplea la variacion de uninico
parametro asociado al tipo de geometria de la particula. Es encontrada en la literatura esta
ecuacion v aqui es presentada una deduccion detallada desde la ecuacion de Poisson. Se
muestra paso a paso la solucion de la ecuacion para una particula plana. Adicionalmente son
expresadas las soluciones para la particula esférica v cilindrica, cuva solucion no es exacta,

como s1 lo es para la particula plana.



B. Anexo: Articulo sometido
para publicaciéon. Existencia
y estabilidad de soluciones

Existencia vy estabilidad de potenciales en superficies plana,

cilindrica y esférica en un medio libre de sal
J. Vinasco Suarez, L. Aguirre Salazar, 5. C'fzscmova Trujille, C. Vargas-Hernandez
Laboratorio de Propiedades Opticas de Materiales (POM)
Universidad Nacional de Colombia, Sede Manizales, Km 9 via al Aeropuerto la Nubia
Manizales A A 170003, Caldas- Colombia

Resumen- El potencial eléctrico de tipo Coulomb de una particula plana, esférica o cilindrica,
en un medio de dispersion coloidal salt-free, es expresado mediante ecuacion de tipo Poisson-
Boltzmann, en la ecuacion se emplea la variacion de un Unico parametro que esta asociado
al tipo de geometria de la particula. Usando el teorema del punto fijo de Banach se garantiza
la existencia v unicidad de soluciones para el sistema. Adicionalmente se establecen criterios
suficientes para garantizar la estabilidad uniformemente asintoticamente estable de las

soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria v no auténoma usando una funcion de

Lvapunov.
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Se presenta un estudio de la ecuacifn de Poisson - Boltzmann:
d*y w dy 1

4+ il by
dx? x+4+adx b

Ecuacidn diferencial, no lineal, de segundo orden, no autdnoma que sirve de modelo para determinar el

potencial eléctrico () a una distancia (x) determinada de la superficie de una particula [1] plana,

esférica o cilindrica (w = 0,1 ¥ 2 respectivamente, con radio de particula a para las dos tltimas)
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