
CAPITULO 4 

El Momento Vectorial - Reducci6n de Vectores 

4. 1 Vecto?' deslizante. Rasta ahora hemos considerado vec
tores libres 0 sea, aquellos vectores que se pueden suponer localiza
dos indiferentemente, en todo punta del espacio de tres dimensiones. 

Ray otros vectores llamados vectores deslizantes cuya linea de 
acci6n 0 soporte ocupa una posici6n fija; tales vectores 'pueden ser 
desplazados a 10 largo de su soporte pero no pueden ser separados 
del mismo. El prototipo de estos vectores es la fuerza. 

4.2 Vector de punto. Un punto, referido a una terna carte
siana, queda determinado por las tres coordenadas, pero tambi€m 
es posible fijar el punta por medio del vector que une el origen de 
coordenadas con el punto dado. A tal vector se da el nombre de 
('oo'rdenada vectorial, vector de punto, vector de posicion. Se tiene, 
(Figura 4-1). 

r = ix + jy + kz 

donde se designa por r la coordenada vectorial del punta cuyas 
coordenadas cartesianas son (x, y, z). 

4. 3 ]'r[omento de un vect01' deslizante. Lo definiremos pri
mero con respecto al origen de coordenadas. 

En Mecanica anaHtica es fundamental el concepto de MO?nen
to de una fuerza (que, como ya hemos dicho, es vector deslizante), 
con relaci6n a puntos y a ejes. En general, definiremosi el Momen
to de un vector desIizante, V, con relaci6n al origen de coordenadas 
como el siguiente producto vectorial, 
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(1) 	 M = r A V 

a saber: e1 producto del vector- posicion del origen de V por e~ vec
tor V, (Figura 4..,1). 

Este vector M es caracteristicoz 
de los vectores deslizantes; en 

)V-------y 

(x,y,?; ) otras palabras, el desplazamiento 
del vector V a 10 largo de su so
porte, no produce modificaci6n en 
eI vector M. 

Es facil explicar la razon. En 
primer lugar, M es un vector nor
mal al plano determinado POl' el 

,x 	 origen de coordenadas, y POl' el 
rilj 1- -/ sopprte de V, no por la posicion 

de V; y, por ultimo, el deslizamiento de V no afecta ni el sentido de 
M ni el modulo, el cual esta dado por el doble del area del tri{mgu
10 que .tiene V como base y °como vertice, area que no varia al des
lizar ,el vector. ' 

La siguiente demostracion anaHtica lleva al mismo resultado. 
Si el vector sedesplaza sobre el soporte, las nuevas coordenadas 
del origen podran ser expresadas como sigue, 

(3) x+mX; y + mY; z + mZ 

donde m es un numero positivo 0 negativo, convenientemente ele
gido. 

Reemplazando las nuevas coordenadas en el determinante (5) 
pag. 43, se tiene como una nueva expresion para el Momento vec
torial, 

k 

(4) x + mX y + mY z + mZ 

x Y Z 

Este determinante se descompone en dos. El primero es el mis
mo (5) ; el segundo es nulo POl' tener dos lineas proporcionales. 

4'1 

4. 4 	 klomento de ,un vector,deslizante, con r-especto a un pun
/' to 0 1 diferente del oTigen. 

z 

ri<J 1-- 2 

Se construye (Figura 4-2), 0

tra terna de ejes coordenados pa
ralelos, con origen en 0 1, y se tie
ne en cuenta que la nueva coorde
nada vectorial para H, vale, 

H y 

(1) 

Con esto se tiene, 

(2) 	 MOl - OIR A V == (r 

== F A V - fl A V 

= Mo + rl A (-V) 


Es decir, que se obtiene el Momento de V con respecto a ,01> 
sumando al Momento respecto de 0, el l'rlomento de un vector opues
to, ~N, aplicado en 01) con respecto al origen ° del primer sistema. ' 

4. 5 M omento de dos vectOl'es concurrentes Teorema de 
Varignon. 

Sean dos vectores deslizantes cuyas lfneas de acci6n concurren 
a un mismo punto A del espacio. 
Se llama M ornento resultante de 
estos dos vectores, con respecto z 

al origen, 0, a la suma vectorial 
de los dos Momentos correspon
dientes a uno y otro de los vecto
res. 

En este caso se verifica el teo
rema de Varignon que dice: el 
M omento de la Resultante R de 
los dos vectores, es igual al Mo
mento re.sultante, teorema cuya 
demostraci6n se da en seguida: 

Adicionando, se tiene, 
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4. 4 	 i'vlomento de ,un vector, deslizante, con re8pecto a un pun~ 
. to 0 1 diferent(J del migen. 

, , 

Se construye (Figura 4~2), 0

ira terna de ejes coordenados pa~ 
ralelos, con origen en 0 1, y se tie

r. 	 ne en cuenta que la nueva coorde
nada vectorial para H, vale, 

y 

(1) 

Con esto se tiene, 
x rig 1·-2 

(2) 	 MOl - 01R A V = (r r1) A V 

= FA V - r 1 A V 

= Mo + r1 A (-V) 


Es decir, que se obtiene el Momento de V con respecto a 0 1 , 

sumando al Momento respecto de 0, el Momento de un vector opues~ 
to, -V, aplicado en OJ> con respecto al origen °del primer sistema. 

4. 5 Momento de dos vectOl'es concurrentes Teorema de 
Var'ignon. 

Sean dos vectores deslizantes cuyas lineas de acci6n concurren 
a un mismo punto A del espacio. 
Se llama M omento resultante de 
. estos dos vectores, con respecto z 

al origen, 0, a Ia suma vectorial 
de los dos Momentos correspon

. dientes a uno y otro de los vecto
res. 

En este caso. se verifica eI teo

rema de Varignon que dice: el 

M omento de la Resultante R de 

los dos vectores, es igual al Mo

mento resultante, teorema cuya 

demostraci6n se da en seguida: 


(1) 

Adicionando, se tiene, 
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(2) 	 M1 + M2 = r A VI + r A Vl 


= r A (Vl + V2 ) = r A R 


Este teorema se generaliza a un numero cualesquiera de vec
tores deslizantes, cuyos soportes pasen por un mismo punto, 10 que 
equivale a decir, vectores concu1'rentes. 

Para tal caso se tiene, 

(3) 

Por adicion de estas: 

n n 
~Mh = r A :i,Vh = r A R 
h=l h=l 

donde R indica la suma 0 Resultante de los vectores. 

El teorema de Varignon ha quedado demostrado para el origen 
de la terna, pero como tal origen puede ser elegido en todo punto 
del espado, el teorema tiene validez generaL 

De manera general puede enunciarse el teorema de Varignon 
asi: 

Dado un sistema de vectores Vlt concurrentes, cuya Resultan
te es R, el Momento resultante de los VI" para cualesquiera punto 
u del espado, es igual al Momento de la Resultante R respecto del 

. mismo punto u. 

4. 6 Vectores no concurrentes Para vectores deslizantes no 
concurrentes no es vaJido el teorema de Varignon. Para estudiar 
los sistemas de vectores en el caso general, es necesario definir dos 
elementos vectoriales, a saber: a) la Resultante general del siste
ma de vectores; b) el Momento resultante. 

La ResuUante general 0 simplemente, la Resultante, se define 
como la suma -vectorial- de los vectores considerados, supuestos 
libres.. La Resultante se puede considerar, en consecuencia, aplicada 
a cualesquiera punto del espado. 

El M omento resultante es la suma vectorial de los Momentos 
de cada uno de los vectores del sistema, calculados con respecto a 
un mismo punto. El Momento resultante varia, en consecuencia de 
un punto a otro del espado, salvo casos de excepcion. 

Dados, pues, los vectores, 
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por Resultante general se entiende el vector, 

(l) 

y por Momento resultante, 

n 
(2) 	 M = :i,(rh A Vh) 

h=l 

Como, es obvio, en esta ultima los Momentos se suponen calcu
lados respecto al origen de la terna. 

La Resultante general tiene el mismo valor para todos los pun
tos del espacio. No ocurre 10 mismo con el Momento resultante. 

En efecto, para un punto! 0 1 de coordenada vectorial ro, el Mo
mento resultante vale, 

n 
(3) 	 Ml = :i,{rh - ro) A V h 

h=l 

n n = :i,rh A VII - :i,ro A Vh 
h:=l h=l 

n 
- M - roA"S.VII 

h=l 

de donde, 

(4) 	 Ml === M - ro A R 

Esta relacion se descompone en los tres ejes cartesianos, co
mo sigue: 

(5) 

(6) 	 M1y = My - (zoRx - xoRz) 

(7) 	 Mlz = M~ - (xoRy - YoRx) 
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Como es obvio, en esta ultima los Momentos se suponen calcu
lados respecto al origen de la terna. 

La Resultante general tiene el mismo valor para todos los pun
tos del espacio. No ocurre 10 mismo con el Momento resultante. 

En efecto, para un punto: 0 1 de coordenada vectorial ro, el Mo
mento resultante vale, 

(3) 

de donde, 

(4) 

n 
MI = ~ (rll - ro) A V ll 

h=1 

n n 
= :'Srh A Vb - :'SrOAVb 

ro A R 

Esta relaci6n se descompone en los tres ejes cartesian os, co
mo sigue: 

(5) 

(6) 

(7) 

MIX = Mx - (YoRz - zoRy) 

Mly = My - (zoRx xoR.) 

Mla = M. - (xoRy - YoR,) 
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por Resultante general se entiende el vector, 

(1) 


y por Momento resultante, 


(2) 
~ 

M = :'S (rh A Vll )
h=' 



x 

4. 7 Eje central de un sistc'ma de vectores. Cabe preguntar 
para que puntos del espacio· coinciden cn direccion la Resultante 
general y el Momento resultante. 

Si se considera quo tales puntos tienen por coordenada vecto
rial fo, se debe tener, 

(8) 	 M1 = lR = M fo A R 

donde l es un factor numerico. 

La ecuaci6n '(8) es la ecuaci6n vectorial de una recta que re
cibe el nombre de eje central del sistema de. vectores. 

Las ecuaciones cartesianas del eje central se obtienen a partir 
de Jas (5, 6, 7), teniendo encuenta que, por ser Ml = lR, se deduce. 

(9) MIX = lRx ; 

valores que substituidos en las (5, 6, 7), dan, 

(10) 	 lRx = lVIx - (YoRz - zoRy)
t· 

(11) 	 lRy = My - (zoRx - xoR,J 

(1.2) 	 lRz = M. - (xoRy - YoRx) 

que son las ecuaciones cartesianas del eje central. 

4. 8 Sistema de vectores cuyd Resultante es nula. Si, dado 
un sistema de vectores, se tiene, R = 0, se verifica el siguiente, 

Teorema.-· Si 'u;~ sistema de vectores tiene Resultante nula, 
el Momento resultmnte es el tnismo para todos los puntos del espa-' 
cio. 

La demostraci6n se lleva a cabo considerando Ia formula (4) 
de la pagina 51, en la cual al substitulr R = 0, queda, 

(1) 

o sea que, el Momento resultante contrufdo enOl (punto ,elegido 
arbitrariamente), es igual al Momento resultante construido 1m' O. 

4. 9 El Par. Definici6n.:.-· Una aplicaci6n importante' del 
teorema demostrado en el num~ro. precfldente, Ia suministra el.sis
tema de dos vectores opuestos, no-coaxiales, de modulo igual, siste
ma que constituye el llamado par (fr. coupLe). . 
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Veamos directamente como, en 
el caso de los vectores V, -V, (fig 
4-4), el Momento resultante no 
varia de un punto a otro del es
pacio. Este Momento resultante 
se toma como expresi6n 0 equiva
lente vectorial del par. ';-------y 

En la fig. 4-4, el vector Vesta 
aplicado al punto A de coordena
da fo, Y el vector opuesto, -V, es
ta aplicado al punto fo + u. 

EI momento resultante, calculado para el origen, tiene por va
lor, 

(1) 	 M =fo A V + (fo + u) A (-V) 

= ro A V - fo A V - U A V 


de donde, 

(2) 	 M = u A (-V) 

resultado que no depende de fo Y hace ver ademas como el valor del 
par, se reduce al Momento de uno de los vectores que Ie forman, cal
culado con respecto a un punto de la linea de accion del otro vector. 

Ocurre muchas veces en las ciencias matematicas que una mis
ma palabra debe tener numerosas acepciones. La palabra Pal' en cal
culo vectorial tambien puede significar las otras tres disposiciones 
que ocurren con frecuencia, como se hace constar en la Figura 4-5. 

-v v 
Par 2 

..
ParI v -v 


Par 3 


..... 
Par 4 

... 
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zVeamos directamente como, en 
el caso de los vectores V, -V, (fig 
4-4), el Momento resultante no 
varia de un punto a otro del es
pacio. Este Momento resultante 
se tom a como expresion 0 equiva
lente vectorial del par. r--------------y 

En la fig. 4-4, el vector Vesta 
apIicado al punto A de coord en a
da ro, y el vector opuesto, -V, es
tit aplicado al punto ro + u. 

x 

EI momento resultante, calculado para el origen, tiene por va
lor, 

(,1 ) M =ro A V + (ro + u) A (-V) 
=ro A V - ro A V uAV 

de don de, 

(2) M = u A (-V) 

resultado que no depende de ro y hace ver ademas como el valor del 
par, se reduce al Momento de uno de los vectores que Ie forman, cal
culado con respecto a un punto de la linea de acci6n del otro vector. 

Ocurre much as veces en las ciencias matematicas que una mis
rna palabra debe tener numerosas acepciones. La palabra par en cit 1
culo vectorial tambien puede significar las otras tres disposiciones 
que ocurren con frecuencia, como se hace constar en la Figura 4-5. 

ParI 
to • 

v 

< ...... 

-v V 

v 
Par ;] 

Por 4

Par 2 
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Las designacione3 correspondientes a los cuatro pares son: 1) 
Par de rotacion; 2) Par de tension, (vectores coaxiales) ; 3) Par de 
compresion (vectores co-axiales) ; 4) par de vectores iguales, sepa
rados. 

4. 10 Aplicaci6n -- Area de un poligono. Una aplicacion im
portante del teorema relativo a un sistema de vectores con Resul
tante nula, 10 constituye el caso de una linea poligonal plana cerra
da como es la que representa la Figura 4-6. 

La f.oligonal quedara descrita en sentido positivo cuando el area 
esta constantemente a izquierda del observador que la recorre. 

Los lados del poligono pueden 
entonces ser considerados como 

y 
vectores deslizantes, cuya suma 0 
Resultante es igual a cero. Por 0
tra parte, c1 Momento resultante 
de tal sistema de vectores, que 
seguira la direccion del eje z, es 
distinto de cero, y su medida al
gebraica expresa e1 doble del area 

oL----------------x del poligono. Para convencerse de 
e110 basta localizar el centro de 
Momentos -01- en el interior del 
polfgono y ver c6mo, pOl' ejemplo, 
el momento de AD = VI respecto 

de 01> tiene ~OI' medida algebraica e1 dob1e del area del triangulo 
OlAB, constituyendose con' las areas de los trhingu10s, el area total 
del poligono. 

La doble area del poligono tiene, pues, por expresion, 

(1) 	 2A - ±mod ~rs A Vs 
- ::::; (XsYS+l YsXs+t> 

donde el signo se debe e!egir de acuerdo con 10 dicho sobre el sentido 
de recorrido. 

La f6rmula (1) se transforma facilmente en otra, que permite 
calcular el area en funci6n de las coordi:madas de los vertices. 

Al efecto, se tiene, 

(2) YS +1 = YS+l Ys; Xs 
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valores que, al ser reemplazados en (1), dan, 

(3) 2A - ~ [xs(Ys+t Ys) - Ys (X s +l - xs) 

expresi6n en la cual se debe tener en 'cuenta que es Xu = Xn ; Yo = Yn 
(dos designaciones para el punta de salida y de llegada) , 

Esta f6rmula (3) es usada en Topografia para el calculo de 
areas. Su obtenci6n directa no ofrece dificultad si se escribe el valor 
del area de un triangulo en funci6n de las coordenadas de los ver
tices. 

EJERCICIO NUMERICO SOBRE LA DETERMINACION 
DEL EJE CENTRAL. 

Se da el siguiente sistema de cuatro vectores: 

• x Y Z X Y z 

VI -.2 1 4 1 3 -1 

V~ 5 --.:.3 2 2 -1 2 

Va -4 2 3 --.:.3 2 5 

V4 7 -5 4 4 -1 _2 

6 -5 13 

- Rx = Ry - Rz 

Componentes del Momento: 

yZ zY zX-xZ xY-yX 

13 -2 7 

4 6 -1 

-4 -11 2 

-14 --.:.30 -t13 

-1 --.:.37 -5 

= Mx = My = M. 



valores que, al ser reemplazados en (1), dan, 

(3) 2A - ~ [XS(YS+I - Ys) - Ys (XS+I - xs) 

- ~(XsYs+l - YSXS+I) 

expresi6n en la cual se debe tener encuenta que es Xo = Xu; Yo = Yu 
(dos designaciones para el punto de salida y de llegada) 

Esta f6rmula (3) es usada en 'fopografia para el c:llculo de 
areas. Su obtenci6n directa no ofrece dificultad si se escribe el valor 
del area de un triangulo en funci6n de las coordenadas de los ver
tices. 

EJERCICIO NUMERICO SOBRE LA DETERMINACION 
DEL EJE CENTRAL. 

Se da el siguiente sistema de cuatro vectores: 

• 

VI 

V'.!. 

V3 

V4 

x 
-2 

5 

-4 

7 

Y 

1 

-3 

2 

-5 

Z 

4 

2 

3 

4 

X 

1 

2 

-3 

4 

Y 

3 

-1 

2 

-1 

z 

-1 

2 

5 

_2 

6 -5/ 13 

- Rx - Ry = Rz 

Componentes del Momento: 

yZ-zY 

i3 
4 

-4 

-14 

zX-xZ 

-2 

6 

-11 

-30 

xY-yX 

7 

-1 

2 

-13 

-1 

= Mx 

-37 

- My 

-5 

= M. 
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Las ecuaciones del eje central vienen a ser, 

6l =-1 13y - 5z 

5l = 37 + 6z - l~.'c 

13l = -5 + 5x + 6y 

La eliminacion del panlmetro l conduce a las ecuaciones ordina
rias, 

78x - 65y - 61z - 227 = 0, 

30x + 205y + 65z - 17 = 0 

4. 11 Teo1'ema sobre proyecciones. Es importante demostrar 
el siguiente: 

Teorema.- La proyecci6n del Momento resultante sabre la Re
sultante general, es cOlU5tante. 

En efecto, partiendo de la formula r4) de la pagina 5:1, se tie
ne al mu!tiplicar escalarmente por R, 

(1) R.M, = R.M ~ R. (ro A R) 

El ultimo de los productos escritos en (1) es nuIo, por tratarse 
de dos .vectores perpendiculares, luego, 

(2) R.Ml = R.M 

Basta dividir en (2) por el modulo de R para que el teorema 
quede demostrado. 

En el eje central el Momento resultante coincide en direcci6n 
con la Resultante general, 10 que significa que el eje central es el lu
gar geometrico de los puntos para los cua1es es minimum el Momento 
resultante. 

Este resultado se obtiene facilmente por calculo. 

En efecto, se trata de determinar el minimum de M, 0, 10 que es 
equivalente, el minimum de la funcion de tres variables. 

(3) 
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que expresa el cuadrado del modulo del vector Momento. Mx, My> Mz 
estan dados por las relaciones (5), (6), (7) .de Ia pagina 5.1. 

Las condiciones del minimum son, 

M aM = Mx ilM"+ lV1yaMy + MzaM. = 0(4) ax ax ax ax 

con otras dos ecuaciones analogas provenientes de la derivaci6n se
gun y,z respectivamente. 

Se forma en consecuencia un sistema que puede escribirse como 

sigue, 

aM" aMy aMz 

ax ax ax 

( 5) LM", Mp Mz ] 
aM"-  ..~..--
ay 

~M.v 
ay 

aMz--- 
ay 

= O· 

aM" aMy aM.- ....-~-

az az az 

La matriz que figura como factor a 1a derecha, recibe el nom
bre de tensor. Calculando las derivadas con ayuda de las relaciones 
(5), (6), (7) de In pagina 51 se obtiene al substituir en (5), 

o -R.· Ry 

=0o -Rx 

-Ry o 
(6) 

y, al efectuar Ia multiplicacion, 

(7) 

(8) 

(9) 


de este sistema se deduce.la proporcion, 
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que expresa el cuadrado del modulo del vector Momento. M", My> lVi, 
esUin dados por las relaciones (5), (6), (7) de Ia pagina 51. 

Las condiciones del minimum son, 

(4) MaM - l\1f' ilM,,+ "c\.1f' aMy I M aM,_ 0 
- 1.1." lUy-T z-
ax ax ax ax: 

con otras dos ecuaciones analogas provenientes de Ia derivaci6n se
gun y,'Z respectivamente. 

Se forma en consecuencia un sistema que puede escribirse como 
sigue, 

aM" aMy aM. 
ax ax ax 

(5) [Mx, Mp lYLJ aM" aM, =0 
eJy ay ay 

aM" aMy 
az iJz az 

La matriz que figura como factor a la derecha, recibe el nom
bre de tensor. Calc ulan do las derivadas con ayuda de las relaciones 
(5), (6), (7) de In pagina 51 se obtiene al substituir en (5), 

o 
(6) 

y, al efectuar In multiplicacion, 

(7) 

(8) 

(9) 

-R•. 

o 

de este sistema se deduce-Ia proporcion, 

-0 

o 
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(10) , 

que son, si se tiene en cuenta substituir los valores Mx, M~", Mz, las 
mismas ecuaciones del eje central que aparecen en la pagi,na 52. 

4. 12 Reducci6n de un sistema de vector'es. Reducir un siste
ma de vectores es obtener k Resultante (definida como vector libre) 
y el Momento resultante para un punta dado del espacio, 

Se da el calificativo de equivalentes, a aquellas sistemas de vec
tores que tienen la misma Resultante y el mismo Momento resul
tante. 

La determinaci6n del eje central tiene Ia ventaja de que para 
los puntos del mismo, la Resultante general y el Momento resultante 
llevan la misma direcci6n del eje. Tal reducci6n es la mas convenien
te, y constituye la expresion mas simple de sistema equivalente al 
sistema dado. 

EI complejo constituido entonces por M y por R recibe el nom
bre de torsor. 

Cuando los vectores son fuerzas aplicadas a un s6lido, R es cau
sa de traslaci6n del solido segun la direcci6n c-c'; M es causa da la 
rotacion alrededor de c-c', eje central. 

4. 1,3 Jlomento de 'Un vect01' con respecto a 'Un eje. Se da el 
nombre de Momento de un vector 
V con respecto a un eje a-a', a Ia 7: a 

proyecci6n sabre a-a' del vector 
Momenta, canstrufdo en un pun
to cualesquiera del eje a-a'. 

8 

I 
I 
I 
I A 

a ),;-----'..,.--+---.'-'+-y 
Esta definicion sera valida al 

demostrar que Ia proyeccion Mp 
del vector Mp construido en el 

la'punto p, (Figura 4-7), es inde x 
pendiente de la posicion de dicho FiJ 4-1 
punto en el eje a-a', 

Teorema.- La proyecci6n sobl'e un eje, del Momento de un 
vector con relaci6n a lJ'Untos de diclw eje, ·es constante. 
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Con el fin de demostrar el teorema, eleglmos" e eJe z-z , 

, 'd 'a con a a" por otra parte el origen del vector quedaracaInCl cnCl - , , 
dispuesto sabre el plano de las xy. 

Con atenci6n a la Figura 4-7, podemos escribir, 

(1) 	 Mp = pA A AB 
= (pO + OA) A (u + v) 
=pO Au + pO A v + OA Au + OA A v 

Acerca de los vectores escritos en el segundo miembro d~ esta 
relaci6n, se advierte que el primero y el cuarto son perp~ndlCula
res al eje a-a'; el segundo es nulo por estar los factores dlspuestas 

en soportes paralelos, 

En consecuencia, 	al establecer la relaci6n de proyecciones, que

da, 

(2) 

resultado que no depende de la posicion del punto p. 

La relaci6n (2) justifica una definici6n diferente par~ el mo
mento de un vector con relaci6n a un eje a-a', a saber, 

MO1nento de 'un 'vect01" V aplicado en A, con relacion a 1tn ;l~ 
a-a' e8 la n/,edida algebraica del ]\ifo'mento que la cornponente e 
vect01' V, situada en un plano normal al eje a-a', posee con respecto 
al }J'Unto de inte1'seccion del eje con el plano, 

Es obvio que Ie momento de un vecto: con relaci6n a un eje, es 
una magnitud definida para vectores deshzantes. 

otra demostracion rauy sencilla del teorema que nos ocup~, se 
basa en la relaci6n para cambio de origen, (F:6rmula (2) del nume

ro 4-4), 
Al efecto, si toe considera el punto p como nuevo origen, se pue

de escribir, 

(3) Op A V 

Al multiplicar escalarmente los dos lados por el versor k, se 

tiene, 

(4) k(Op A V) 
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Con el fin de demostrar el teorema, elegimos el eje z-z' en 
coincidencia con a-a'; pOl' otra parte, el origen del vector quedara 
dispuesto sobre el plano de las X]J. 

Con atencion a la Figura 4-7, podemos escribir, 

(1) 	 Mp = pA A AB 

= (pO + OA) A (u + v) 

= pO Au + pO A v + OA A u + OA A v 


Acerca de los vectores escritos en el segundo miembro de esta 
relacion, se advierte que el primero y el cuarto son perpendicula
res al eje a-a'; el segundo es nulo por estar los facto res dispuestos 
en soportes paralelos. 

En consecuencia, al establecer la relacion de proyecciones, que
da, 

(2) 	 (Mp) 0_0' = Moo' = (OA A u) 0_0' 

resultado que no depende de la posicion del punto p. 

La relaci6n (2) justifica una definicion diferente para el mo
mento de un vector con relacion a un eje a-a', a saber, 

Momenta de un 'vector V aplicado en A, can relaci6n a un e,ie 
a-a', es La medida algebraica del Momenta que la componente del 
vector V, situada en un plano normal al eje a-a', posee can 1'especto 
al punta de intersecci6n del eje can el plano. 

Es obvio que Ie momento de un vector con relacion a un eje, es 
una magnitud definida para vectores deslizantes. 

Otra demostracion muy sencilla del teorema que nos ocupa, se 
~asa en la relacion para cambio de origen, (Formula (2) del nume
ro 4-4). 

Al efecto, si se considera el punto p como nuevo origen, se pue
de escribir, 

(3) 	 Mp = Mo - Op A V 

Al multiplicar escalarmente los dos lados por el versor k, se 
tiene, 

(4) 	 k.Mp = k.Mo k(Op A V) 



Ahora bien, el ultimo sumando es nulo por tratarse del produc
to interior de dos vectores normales entre s1. Queda en consecuen
cia, 

(5) 	 k.Mr :::; k.Mo 

o bien, 

(6) 

10 que demuestra el teorema. 

Observaci6n.- El concepto demomento de un vector con rela
cion a un eje, no es esencial a la teoria. Si tenemos en vista la con
veniencia de simplificar los principios, dicho concepto debe rele
garse a la historia. 

.. 
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EJERCICIOS 

1) Obtener, con respecto al origen de coordenadas, el momento 
del vector': [6; 2; -5], aplicado en el punto (2; 3; 1). Calcular ade
mas el momento en el punta (2; -1; 4) 

Resps. 	 Mo - [-17; 16; 14], 


Ml - [-14;----118;-241. 


2) Se dan 3 vectores, d~slizantes y un punto en sus correspon
dientes lineas de accion, como sigue; 

Vl :::; [-3; 5; 7], 


V~:::; [ 2;0;5], p~:::; (-3; 2; 5), 


Vs:::; [-5; 2; 4], Ps :::; ( 2 ; 3 ; 4) . 


Calcular la resultante general, y el momento resultante en el 
origen de la terna; luego en el punto (1; 1; 1). 

Resps. R - [-6; 7; 16], 


Mo - [2; -13; 17], 


Ml - [-7; 9; 4]. 


3) Obtener las ecuaciones del eje central del sistema constitui
do por los vectores del ejercicio ,2 y el siguiente: 

V4 :::; [5; -'2; 6], 	 P4 :::; (-7; 5; 1) 

Resp. llx 55y + 13z + 102 :::; 0, 

5X' + 485y - noz - 7154 :::; O • 

4) Calcular el iirea del exiigono cuyos vertices, en coordenadas 
rectangulares, estan definidos asi: 

Pi 
UNlVERSJOIJ') NAcrONAt DR COLOMnIA 

1~£llj"I!DI!l.I~ 

DEPTO. DE aIlluOTECAS 
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EJERCICIOS 


1) Obtener, con respecto al origen de coordenadas, el momento 
del vector': [6; 2; -5], apllcado en el punta (2; 3; 1). Calcular ade
mas el momento en el punto (2; -1; 4) 

Resps. 	 Mo - [-17; 16; 14], 


MI [-14; -;18; -24]. 


2) Se dan 3 vectores. d~slizantes y un punta en sus correspon
dientes lineas de acci6n, como sigue: 

VI = [-3; 5; 7], PI = ( 1; -1 ; 1) , 

V'.!. = [ 2;0;5], P:!= (-3; 2;5), 

V3= [-5;2;4], P3 = ( 2 ; 3 ; 4) • 

Calcular Ia resultante general, y el momento resultante en el 
origen de !a terna; luego en el punta (1; 1; 1). 

Resps. R - [-6; 7; 16], 


Mo - [2; -13; 17], 


MI - [-7; 9; 4]. 


3) Obtener las ecuaciones del eje central del sistema constitul
do por los vectores del ejercicio ,2 y el siguiente: 

V.. = [.5; -2; 6], 	 P4 = (-7; 5; 1) 

Resp. llx - 55y + 13z + 102 = 0, 

5x + 485y - noz 7M = o. 

4) Calcular el 	area del exagono cuyos vertices, en coordenadas 
rectangulares, estan definidos aSI: 

UNJVER!HPAD NACIONALDll' COLOMBIA 
SfOl!""'onl~ 

DEPTO. DE BIBUOTECAS 
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A (5; 1), . B (8; 3), C (10; 5), D (8,7), E(6; 10), F (0; 5) 

Resp. Area = 57,5 

5) Sistemas equivalentes. Demostrar que un sistema de n 
vectores, (n mayor que 2), es equivalente ados vectores, uno de 
los cuales se considera aplicado a un punta dado, no aSl el restante. 

Aplicaciones a la Geornetr'ia A nalitica. 

6) Ecuaci6n vectorial del plano. Dada una terna cartesiana 
y un plano fijo referido a aqueBa, llamaremos n al vereor normal a 
dicho plano. 

n = [0:, /3, yJ 

Si P(X, Y, Z) es un punta cualesquiera, del plano, se tiene, 
(Figura 4~8): 

z 
OP.n = OR = p 

que es la ecuaci6n vectorial del 
plano. La forma analitica corres
pondiente es, 

aX /3Y + yZ - p - 0 

Si Po (Xo, Yo, Zo) es un punta 
fijo en el plano, se tiene, por 
otra parte 

PoP.n = 0 

Para esta se tiene la correspondiente ecuaci6n analitica: 

(X 

7) Ecuaci6n vectorial de la renta: 

Construiao uno"dt)os versores paralelos a la recta, se tiene, si 
.. to 

.·~ .. ~t.,~'~ 
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Qo es punto fijo en la misma: 

z 

~-------",.......:Y 

o bien, 

(1) r = ro + qs 

don de q tiene por valor el seg
mento QoQ. 

Tambien se puede expresar la 
ecuaci6n vectorial de la recta co
mo sigue: 

(2) q A 5 = 0 

De la) (1) 0 la (2) se obtienen facilmente las ecuaciones pa
rametricas: 

x = Xo + o!q 

y - Yo /3q 

Z = Zo + yq 
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Qo es punta fijo en la misma: 

o bien, 

r = lo + qs 

donde q tiene p~r valor el seg
mento QoQ. 

Tambh~n se puede expresar la 
ecuaci6n vectorial de la recta co
mo sigue: 

(2) q A s = 0 

De la, (1) 0 la (2) se obtienen faciImente las ecuaciones pa
rametricas : 

x - Xo + CIlq 

Y - Yo + {3q 
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