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Resumen

El objetivo de esta Tesis Doctoral es construir disenos 6ptimos para estimacién de parame-
tros y discriminacion entre dos modelos de efectos mixtos no lineales anidados, con diferentes
matrices de covarianza intra-individuos. Para resolver este problema se construye un criterio
de diseno que combina un criterio para estimacién con un criterio para discriminacion. Se
establece y se demuestra el respectivo teorema de equivalencia. Para el problema de discrimi-
nacion entre modelos se propone una extensién del criterio de T-optimalidad y se establece
el respectivo teorema de equivalencia. Aunque en la literatura existen varias propuestas de
métodos para discriminacién, la metodologia propuesta en esta tesis permite discriminar
entre modelos anidados, grupos de individuos con diferentes disenos experimentales y veri-
ficacién de la optimalidad de un diseno. Por medio de ejemplos se ilustran las metodologias
propuestas.

Como resultado de esta Tesis Doctoral se elaboré un articulo de investigacién publicado
en la revista Ciencia y Desarrollo editada por el Centro de Investigaciones y Extension de
la Facultad de Ciencias (CIEC) de la Universidad Pedagdgica y Tecnoldgica de Colombia
UPTC, indexada en categoria A2 por Colciencias.

Palabras clave: Modelos de efectos mixtos, Disenos éptimos, D-optimalidad, T-optimalidad,
Criterio de diseno compuesto.

Abstract

The objective of this Doctoral Thesis is to find optimal designs for parameter estimation
and discrimination between two nested nonlinear mixed effects models which differ in their
within-individual covariance matrix. A design criterion that combines a criterion for pa-
rameter estimation with a criterion for discrimination is proposed. For this criterion an
equivalence theorem is provided. For the problem of discrimination between models a gene-
ralization of the T-optimality criterion is proposed and an equivalence theorem is provided.
Although there are several proposed methods for discrimination in the literature, the pro-
posed methodology in this thesis can be used for nested models discrimination, for groups
of subjects following different designs and for checking the optimality of a proposed design.
The application of the proposed methodologies are illustrated with examples.

As result of this Doctoral Thesis one research paper has been elaborated and published on
the journal Ciencia y Desarrollo published by the Center for Research and Extension of the



IX

Faculty of Sciences ( CIEC ) of the Pedagogical and Technological University of Colombia
UPTC, indexed A2 category by Colciencias.

Keywords: Mixed effects model, Optimal design, D-optimality, T-optimality, Compound
design criterion.
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1. Introduccion

En el campo de la investigacién y en muchas areas de aplicacion es una practica comin hacer
o realizar experimentos con el fin de resolver un problema o comprobar una idea. El éxito de
este experimento radica en gran parte en su planificacion, la cual depende entre otros aspec-
tos, del diseno experimental. Un experimento mal disenado puede conducir a informacién
imprecisa o poco confiable acerca del fenémeno de estudio, y posiblemente el experimento se
deba realizar nuevamente implicando costos adicionales. Por esta razén, es importante con-
tar con una metodologia estadistica que permita determinar aquellos factores que definen el
diseno, de forma tal que garanticen una buena respuesta a los interrogantes planteados por
el experimentador. La teoria de disenos optimos resuelve este tipo de problemas, propor-
cionando las herramientas para la eleccién de las mejores condiciones experimentales en las
cuales se deben realizar las observaciones del proceso o fenémeno de estudio, en el sentido
de que éstas maximizan o minimizan algin criterio con significado estadistico.

El problema de disenos 6ptimos ha sido considerado por mas de cien anos a través de nume-
rosas contribuciones tedricas y aplicaciones en varias ciencias experimentales. Los primeros
resultados de la teoria de disenos éptimos se establecieron con el proposito de construir di-
senos experimentales que maximizaran la precisién en la estimacion de los parametros del
modelo de regresion lineal. Entre ellos, se encuentran, la primera contribucion realizada por
Smith (1918), quien consideré el problema de disenos para modelos de polinomios hasta de
grado seis, llamados posteriormente disenios G-6ptimos en Kiefer y Wolfowitz (1960), y el
trabajo realizado por Wald (1943) quien introdujo el criterio de D-optimalidad, uno de los
criterios mas utlizados en la teoria de disenos optimos. Una de las contribuciones mas im-
portantes a la teoria de disenos 6ptimos es el desarrollo de la teoria de disenos aproximados
a través de la formulacién de los teoremas de equivalencia. El primero y més utilizado es el
Teorema de Equivalencia de Kiefer y Wolfowitz (1960) en el que se establece la equivalencia
de los criterios de D-optimalidad y G-optimalidad, ademéas de proporcionar condiciones que
permiten verificar la optimalidad de un diseno. El teorema fue generalizado a otros criterios
de optimalidad por Whittle (1973) en el Teorema General de Equivalencia. Los libros de
Atkinson y Donev (1992), Fedorov y Hackl (1997) y Pukelsheim (1993) conforman un buen
compendio de los resultados més importantes de los disenos éptimos.

Un elemento clave en la aplicacién de la teoria de disenos 6ptimos es la definicién de un cri-
terio de optimalidad a través del cual se formula el problema de diseno experimental 6ptimo



como un problema de optimizacién y cuya eleccién depende de los objetivos que se buscan
al realizar el experimento. Por ejemplo, varios criterios de optimalidad han sido sugeridos
para el problema de estimacion éptima de los parametros del modelo, los méas importantes y
utilizados son aquellos definidos como funciones de la matriz de informacion de Fisher, como
el criterio de D-optimalidad. Si el objetivo es seleccionar el modelo mas adecuado entre dos
o mas modelos competitivos que describen el mismo fenémeno de estudio, se puede utilizar
el criterio de T-optimalidad introducido por Atkinson y Fedorov (1975). También se han
introducido criterios con multiples objetivos, como por ejemplo, los criterios compuestos que
combinan dos o mas criterios de optimalidad, ver por ejemplo Atkinson y Donev (1992).
Estos criterios han sido ampliamente desarrollados para modelos de regresién tanto lineales
como no lineales.

Una clase de modelos particularmente ttiles en estudios longitudinales en los cuales el niume-
ro de observaciones por individuo es limitado, son los modelos no lineales de efectos mixtos.
En estos modelos se distinguen dos clases de variacion: la variacién aleatoria entre las obser-
vaciones dentro de un individuo (intra-individual) y la variacién aleatoria entre los individuos
(inter-individuos) (ver Davidian y Giltinan, 1995; Demidenko 2004). Esta separacién de la
variabilidad permite la estimacién de las caracteristicas de la poblacion a partir de un grupo
de individuos con muestras escasas sin necesidad de la estimacion individual de los parame-
tros. Dependiendo de la naturaleza de los datos, diferentes estructuras se pueden utilizar
para describir la variabilidad intra-individual, por ejemplo, en estudios poblacionales se pue-
de suponer errores heteroceddsticos y/o correlacionados.

La aplicacion de estos modelos en dreas como la farmacocinética poblacional ha motivado el
desarrollo de metodologias para la construccion de disenos éptimos, especialmente en lo que
concierne al problema de estimacién de pardmetros. Bajo un modelo de efectos mixtos, un
diseno poblacional esta definido por el nimero de individuos a estudiar y los disenos asocia-
dos con cada individuo (nimero de muestras y tiempos de medicién individuales) (Mentré et
al., 1997). El problema de construir disenos éptimos poblacionales ha sido considerado por
varios autores. Mentré et al. (1997) derivaron una expresién de la matriz de informacién de
Fisher para la construccion de disenos D-6ptimos usando la expansion en series de Taylor de
primer orden del modelo. Estos autores encontraron disenos D-6ptimos en un espacio finito
de disenios individuales. Retout et al. (2003a) desarrollaron una expresién para la matriz de
informacion en el caso de modelos con covariables y errores heteroscedasticos, bajo el mismo
enfoque de Mentré et al. (1997). Mielke (2011) sugirié otra aproximaciéon para la matriz
de informacién y estudio el efecto de diferentes expresiones en el diseno de experimentos.
Stroud et al. (2001) y Han y Chaloner (2004) sugirieron un enfoque alternativo para en-
contrar disenos D-6ptimos con base en métodos Bayesianos. Otros enfoques basados en la
construccién de un disefio paramétrico fueron desarrollados por Wang (2007) y Dette et al.
(2010). Los disefios D-6ptimos también han sido estudiados bajo diferentes clases de modelos
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mixtos entre ellos modelos con intercepto aleatorio (Debusho, 2004), modelos con coeficientes
aleatorios (Schmelter, 2007b; Nie, 2007), modelos con observaciones correlacionadas (Dette
et al., 2010; Nyberg et al., 2012), y modelos con covariables (Schmelter 2007a; Bogacka et
al., 2015). Para la construcciéon numérica de los disenos se han propuesto diferentes técnicas
como por ejemplo técnicas basadas en el algoritmo Simplex (Retout y Mentré, 2003b), el
algoritmo de Fedorov-Wynn (Mentré et al., 1997; Retout et al., 2002; Retout et al., 2007) y
algoritmos multiplicativos (Holland-Letz et al., 2012).

En contraste con la estimacién de parametros, no hay muchos métodos que aborden el pro-
blema de discriminacion entre modelos. Entre las contribuciones realizadas en esta direccién
se pueden citar los trabajos de Waterhouse et al. (2005) quienes propusieron el criterio pro-
ducto para estimacion y discriminacién simultaneamente. Sin embargo, para modelos de
regresion no lineales, estos disenos pueden ser menos eficientes para discriminar en compa-
racién con los disenios T-6ptimos. Vajjah y Duffull (2012) propusieron una metodologia para
encontrar disenos T-6ptimos robustos que no depende de la seleccién a priori del modelo co-
rrecto. La construccion de estos disenos se basa solo en los modelos de efectos fijos sin error
residual. Kuczewski et al. (2008) propusieron una extensién del criterio de T-optimalidad
para modelos heteroscedasticos con multiples respuestas en el caso particular donde todos
los individuos son observados bajo las mismas condiciones experimentales.

El problema de disenos con muiltiples objetivos, en especial estimacién de parametros y dis-
criminacion en modelos, también ha sido objeto de estudio en el caso de modelos de efectos
mixtos. Varios de los enfoques propuestos se desarrollan aplicando las metodologias para
modelos de regresién. Por ejemplo, Jones y Wang (1999) sugirieron el uso de disefios com-
puestos combinando T-optimalidad con el criterio D-optimalidad para modelos de efectos
mixtos, Waterhouse et al. (2005) sugirieron el uso del criterio producto y Vajjah y Duffull
(2012) propusieron disenios condicionales combinando D-optimalidad para modelos mixtos y
T-optimalidad para las componentes fijas.

El objetivo de este trabajo es construir disenios 6ptimos para estimacion de parametros y
discriminacién entre dos modelos no lineales de efectos mixtos anidados, con diferentes ma-
trices de covarianza intra-individuos. Para resolver este problema se construye un criterio de
optimalidad que representa un balance entre la estimacion de parametros y la discrimina-
cién entre los modelos. Aplicando la teoria de disefios 6ptimos aproximados se establece y
se demuestra el respectivo teorema de equivalencia.

El problema de discriminacién para esta clase de modelos anidados, de acuerdo con la revi-
sion bibliografica realizada, no ha sido considerado y aunque en la literatura existen varias
propuestas de métodos para discriminacion, como los descritos anteriormente, la metodologia
propuesta en esta tesis permite la discriminaciéon entre modelos anidados, la posibilidad de



grupos de individuos con diferentes disenos experimentales y la verificacién de la optimalidad
de un diseno. En este trabajo se propone una extension del criterio de T-optimalidad para
este problema de discriminacién. Aplicando la teoria de disenos aproximados se establece y
se demuestra el respectivo teorema de equivalencia.

El trabajo se desarrolla a través de los siguientes capitulos. En el capitulo 2 se presentan
algunos conceptos y resultados de la teoria de disenos 6ptimos para modelos de regresion.
Aunque el contenido se centra en la estimacién de parametros, éste es fundamental para el
desarrollo tedrico de los capitulos posteriores.

En los capitulos 3 y 4 se presenta uno de los resultados principales de este trabajo. Especifica-
mente, en el capitulo 3 se considera la discriminacion entre una clase particular de modelos
mixtos. Se enuncia y se demuestra el respectivo teorema de equivalencia. Para ilustrar la
metodologia propuesta se presentan dos ejemplos de aplicacién: el primero para modelos
polinomiales de decrecimiento exponencial y el segundo para modelos de compartimientos.
En el capitulo 4 los resultados previos desarrollados en el capitulo 3 se extienden a una clase
mas general de modelos mixtos. En este caso también se establece el respectivo teorema de
equivalencia y el criterio propuesto se ilustra con un ejemplo en modelos de un comparti-
miento.

En el capitulo 5 se presenta el segundo resultado importante de este trabajo. Se construye un
criterio compuesto para los objetivos simultaneos: estimacién y discriminacién. Se establece
el respectivo teorema de equivalencia y se ilustra la aplicacion del criterio con un ejemplo.

Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo y algunas lineas de
investigacion.



2. Teoria de disenos optimos

En este capitulo se presentan algunos conceptos y resultados de la teoria de disenos 6ptimos
para modelos de regresién sin componentes aleatorias. Aunque el tema abordado se centra
principalmente en la estimacion de los parametros del modelo, los conceptos y propiedades
que se exponen son fundamentales para la comprension y desarrollo de los capitulos siguien-
tes. La mayor parte del contenido de este capitulo ha sido tomado de los libros de Silvey
(1980), Fedorov y Hackl (1997), y Atkinson y Donev (1992). Como bibliografia complemen-
taria de la teoria de disefios dptimos se recomienda el texto de Pukelsheim (1993) para un
tratamiento matematico mas riguroso. Para una mayor comprension de estos resultados asi
como de los teoremas y demostraciones que se derivan en los capitulos posteriores, en el
Anexo A se presentan algunas propiedades importantes de la teoria de conjuntos convexos
y funciones convexas.

A continuacién se presenta una descripcién resumida de la teoria de disenos 6ptimos en
modelos de regresion

2.1. Modelo

Suponga que las observaciones de un experimento se pueden describir mediante el siguiente
modelo

ylzf(wzaﬁ)+€l7 2217777‘ (2_1)

donde @; es un vector k-dimensional de variables explicativas o regresoras seleccionadas
libremente por el experimentador, 3 es un vector p-dimensional de parametros desconocidos,
¢; es el término del error y f(, 3) es una funcién conocida la cual puede ser lineal o no lineal
en el vector de parametros 3. Se asume que el vector x; pertenece a un conjunto compacto
X de R*¥ y que la funcién f es continua en X. El conjunto X contiene todos los posibles
puntos donde se pueden obtener las observaciones y es llamado espacio o regién de diseno.
Ademas se supone que los errores son independientes e idénticamente distribuidos con media
cero y varianza constante o2.

Para modelos lineales la funcion de respuesta estda dada por

f(zi,8) = g(z:)" B, (2-2)
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donde g(x;) = (g1(x:), . .., gp(x;))T es un vector de funciones de regresiéon continuas, de valor
real y linealmente independientes. El modelo se puede expresar en forma matricial como

Y= Gﬁ + €, (2_3>

donde y = (y1,...yn)" es el vector de observaciones, G = (g(x1),...,g(x,))? denota la
matriz de disefio de orden (n X p) y € es el vector de errores. Bajo las formulaciones anteriores
se tiene que E(y) = GBy Cov(y) = 0*I,, donde I,, es la matriz identidad de orden (n x n).

2.2. Estimacion

Una vez definido el modelo, el siguiente paso es ajustar el modelo con los datos experimenta-
les, es decir, determinar los valores de los parametros que mejor describen los datos. Suponga
que se tiene interés en estimar el vector de parametros 3. Entonces aplicando el método de
minimos cuadrados se obtiene que:

B=(G"G)'G"y. (2-4)

Para evaluar la calidad del estimador se puede examinar su matriz de covarianzas, la cual
bajo los supuestos del modelo esta dada por:

Cov(B) = o*(GTG) ™. (2-5)

La matriz GT G es llamada la matriz de informacién para el vector de parametros 8. Nétese
que esta matriz estd determinada por las condiciones experimentales y no depende de las
observaciones. Asi, la precision en la estimacién dependera considerablemente del diseno
experimental.

En el caso de modelos no lineales, generalmente, no es posible hallar una expresién cerrada
para B y excepto en casos especiales, es dificil encontrar una expresién analitica para la
matriz de varianzas y covarianzas C’ov(ﬁ). Para obtener una expresion aproximada de esta
matriz se linealiza el modelo mediante un desarrollo en series de Taylor de la funcién f(x, 3)
alrededor de un valor local del vector de pardmetros, 8°, siendo 3° una buena aproximacién
para el vector de pardmetros.

Esta aproximacion es

F@.8) = f(@.8) + (8- B n(z.8"), n(e.B)— %ﬁ. (2:6)

A partir de esta expresiéon, se puede demostrar que la matriz de varianzas y covarianzas
asintotica de 3 es (ver Fedorov y Hackl, 1997, Capitulo 1, p. 18):

Cov(B) =2 (‘7_2277(331‘;/80)77(931‘7/30)T> : (2-7)

Por simplicidad, en lo que sigue se considera el caso de modelos lineales.
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2.3. Diseno experimental

A partir de la ecuacién (2-5), se observa que al seleccionar variables de diseno & que “ma-
ximizan” funcionales de la matriz GT G se obtienen variables de disefio que “minimizan”
funcionales de la matriz de varianzas y covarianzas del estimador. Por lo tanto, si el objetivo
del experimento es obtener buenos estimadores de los parametros o funciones de éstos, los
niveles de los x; y las frecuencias de medicion de la respuesta se deben seleccionar de ma-
nera que maximicen algin funcional de la matriz de informacién. Estos valores de @ y sus
respectivas frecuencias es lo que define un diseno éptimo.

A continuacion se presenta la definicién formal de un diseno experimental y el problema de
diseno.

Definicién 2.3.1. Un diseno exacto de n observaciones es un conjunto de n puntos de X
representado por {@y,...,x,}.

Si hay repeticiones de los puntos @x; entonces el disefio se puede representar como

. r1 ... Ig
e={o ol 29

K . .. .
donde w; = — y r; es el nimero de repeticiones del punto x; en la muestra de n observaciones.

Este diseno es llamado diseno exacto normalizado. Los puntos @; se dice que son puntos de
diseno o de soporte y los w; son llamados pesos. Asociada a este diseno se define la matriz
de informacién normalizada:

M(&,) = Z wig(xi)g<mi)T' (2-9)

El problema de hallar un diseno experimental éptimo se puede formular como un problema
de optimizacién en el que se busca encontrar la solucién £ que verifica:

§, = arg mix D(M(En)), (2-10)

donde ® es un funcional seleccionado segin el objetivo del experimento y es llamado criterio
de optimalidad.

Para modelos no lineales, debido a que la matriz de informaciéon depende del vector de
pardmetros desconocido 3, el problema de disefio (2-10) se puede resolver, por ejemplo,
fijando un valor especifico del pardmetro. En este caso, se dice que el disenio es 6ptimo
localmente (ver Chernoff, 1953).

Con el fin de simplificar el problema de optimizacién entera (2-10) y caracterizar la solucién
optimal, Kiefer (1959) introdujo la teoria de disefios éptimos aproximados, en la cual se
considera una definicién mas general de diseno. A esta clase de disenos se les llama disenos
aproximados o continuos.
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Definicién 2.3.2. Un disenio aproximado o continuo es cualquier medida de probabilidad &
definida en la sigma dlgebra de Borel de X con soporte finito.

El soporte de un diseno aproximado £ esta dado por el conjunto de puntos de X para los
cuales los pesos w; = &(x;) son distintos de cero, esto es

Supp(§) = {x; € X : &(x;) > 0}. (2-11)

El conjunto de todos los disenos aproximados se denota por =Z(&X).
Para un disenio aproximado &, la matriz de informacion normalizada se define como:

M(E) = /X g(z)g(x) & (d). (212)

Si M = {M(E) : €€ ZE(X)} es el conjunto de las matrices de informacién de todos los
disenos aproximados en Z(X), entonces el problema de diseno descrito previamente se puede
formular como:

§ = arg max D(M(S))- (2-13)

Los disenos que maximizan ®(M (£)) son llamados ®-optimales.
Las siguientes son algunas caracteristicas de las matrices de informacion para disenos apro-
ximados fundamentales en el problema de disefio experimental (ver Fedorov y Hackl, 1997,

Capitulo 2, p. 29).
Teorema 2.3.1. Sea & un diseno aproximado en =. Entonces

(i) M(&) es una matriz simétrica y definida no negativa.

(ii) M(E) es singular si el soporte de & contiene menos puntos que el nimero de pardmetros.
(i1i) A es un conjunto convero.

(iv) Si X es compacto y g es continua en X entonces M es compacto.

(v) Para cualquier matriz M de # existe un diseno £ que no contiene mds de ng =
p(p 4+ 1)/2 + 1 puntos con pesos diferentes de cero, tal que M(&) = M. Si M es un
punto de frontera de M entonces ng = p(p+1)/2.

Finalmente, bajo el supuesto de normalidad de los errores, la matriz de informaciéon M (&)
coincide con la matriz de informacién de Fisher:

_ Plogp(y|x, B)

M(§) = E¢ 9305 :

o 5 (2-14)

9 Jogp(yl, B) <3logp<y|w,ﬂ>)T] - & |

donde p(y|z, B) =
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2.4. Criterios de optimalidad

Como se menciond en la seccién anterior la funciéon ®(M) en el problema de diseno (2-
13) se elige acorde con las necesidades del experimento. Con el fin de establecer resultados
tedricos y construir algoritmos de optimizacién es deseable que estas funciones tengan ciertas
caracteristicas que se describen a continuacién.

Sea ® una funcion real definida en el conjunto de las matrices definidas no negativas de
orden (p x p) denotado por NN D(p). Las siguientes son condiciones generales deseables en
un criterio de optimalidad:

(i) ® es homogéneamente positiva: ®(dM) = d®(M) donde § > 0.
(ii) @ es una funcién céncava.

(iii) @ es una funcién mondtona: si M; > My entonces (M) > ®(M,). La relacién entre
las matrices se refiere al orden de Loewner.

(iv) Existe un diseno & tal que ®(M(£)) toma un valor finito.
(v) @ es Fréchet diferenciable.

En la literatura de disenos 6ptimos varios criterios de optimalidad han sido propuestos.
Algunos de los mas utilizados en diferentes aplicaciones son:

» D-optimalidad: ®(M) = logdet M. Es el criterio de optimalidad més conocido. Bajo el
supuesto de normalidad de las observaciones el diseno D-6ptimo minimiza el volumen
del elipsoide de confianza del vector de parametros (3.

» A-optimalidad: ®(M) = — tr(M ). Este criterio minimiza el promedio de las varianzas
de los estimadores de los parametros.

» E-optimalidad: ®(M) = A\, (M) donde A, es el minimo valor propio de M. El
criterio minimiza el mayor de los ejes del elipsoide de confianza del vector de parametros

8.

» c-optimalidad: ®(M) = —cT’ M~!'c. Este criterio es 1til cuando el objetivo es estimar
de forma eficiente una funcién lineal del vector de parametros.

» G-optimalidad: ®(M) = — mix,ecx d(x, €) donde d(zx, &) = g(x)" M ~g(x). El criterio
minimiza el valor més grande posible de la varianza en el espacio de diseno.

En la siguiente seccion se presenta el Teorema General de Equivalencia uno de los resultados
mas importantes en la teoria de los disenos 6ptimos. Este teorema no solo proporciona
condiciones precisas para verificar la ®-optimalidad de un diseno sino que también juega un
papel importante en la construccion de algoritmos para hallar el diseno 6ptimo.
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2.5. Teorema de Equivalencia

La equivalencia entre los disennos D- y G-6ptimos fue establecida en el Teorema de Equiva-
lencia de Kiefer y Wolfowitz el cual se enuncia a continuacién (ver Fedorov y Hackl, 1997,
Capitulo 2, p. 34).

Teorema 2.5.1. (Teorema de Equivalencia de Kiefer y Wolfowitz). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) & = arg maxecz(x) det M(§).
(ii) & = arg mfﬂgeE(X) MaxXgex d(x, ).
(i1i) méxgex d(x,£*) =p

A continuacion se presentan algunos resultados importantes que conllevan a la formulacion
del teorema para otros criterios de optimalidad (ver Silvey, 1980, Capitulo 3, pp. 17-23).
Primero se introduce una definicién alternativa de la derivada de Fréchet.

Definicién 2.5.1. La derivada de Fréchet de ® en M (&) en la direccion de M (&) estd
definida por
, (1 —a)M +aM - (M
Fa(M(€), M(&) = 1l SULZOME) +aM(&) Z2ME)) (5

a—0t «

En el espacio de las matrices reales de orden k x v el producto interno esta dado por (A, B) =
tr(AT B). Asi, si existe el gradiente de ® entonces

Fo(M(&1), M(&)) = tr[VO(M(62))(M(&2) — M(&1))]- (2-16)

Teorema 2.5.2. Sea ® una funcion criterio concava en A . Entonces £ es ®-optimo si y
solo st

Fo(M(&"), M(€)) <0, V& € E(X). (2-17)

Teorema 2.5.3. Sea ¢ una funcidn criterio concava en A vy diferenciable en M(£*). En-
tonces £ es ®-optimo si y solo si

Fp(M(€), g(z)g(x)") <0, Va € X. (2-18)

Teorema 2.5.4. Sea ® una funcion criterio y sea A" el subconjunto de .# donde ®(M) >
—o00. Si ® es diferenciable en todos los puntos de T y existe una medida ®-optimal,
entonces £ es ®-optimo si y solo si

méx Fp(M(£"), g(x)g(x)") = min méx Fo(M(§), g(x)g(x)"). (2-19)

TeEX EEE(X) TeX
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Corolario 2.5.4.1. Si &* es ®-optimo y ® es diferenciable en M(£*) entonces

mix Fyp(M(£"), g(x)g()") =0 (2-20)
Y
Ee[Fo(M(£), g(x)g(2)")] = 0, (2-21)

donde x es un vector aleatorio con distribucion £*. Esto puede suceder solo si

Fo(M(€). g(z)g(2)") =0

con probabilidad uno. Asi, si £ es una medida discreta con soporte finito Ty, ..., %),
entonces

Fo(M(€%),g(x))g(®w)") =0, i=1,...,1. (2-22)
Finalmente, se enuncia el Teorema General de Equivalencia.

Teorema 2.5.5. (Teorema General de Equivalencia). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) & es O-dptimo.
(i) & minimiza méx,c=x) Fo(M(£), M(n)).

(iii) méxpez(x) Fo(M(£"), M(n)) = 0.

2.6. Disenos optimos para discriminar entre modelos

En la aplicacién de la teoria de disenos éptimos uno de los supuestos basicos es asumir que el
modelo utilizado para describir las observaciones de un experimento es el modelo correcto. Sin
embargo, en algunas situaciones practicas, pueden existir dos o mas modelos potencialmente
capaces de proporcionar buenos ajustes para las observaciones. En el contexto de la teoria
de disenos 6ptimos, el problema de elegir cudl es el mejor modelo se puede resolver mediante
la construccion de un diseno que tenga una potencia alta para discriminar entre los modelos.
Varios enfoques han sido propuestos para la construcciéon de disenos con este propdsito,
como por ejemplo, los desarrollados por Pukelsheim y Rosenberger (1993) y Lépez-Fidalgo
et al. (2007). Una de las metodologias mas utilizadas en la literatura de los disefios 6ptimos
fue propuesta por Atkinson y Fedorov (1975), quienes introdujeron los disenos T-6ptimos
para discriminaciéon entre dos modelos. El criterio se propuso inicialmente para modelos de
regresion lineales y ha sido extendido a otras clases de modelos, como por ejemplo, modelos
heterocedasticos (Ucinski y Bogacka, 2004), modelos con miiltiples respuestas (Ucinski y
Bogacka, 2005), entre otros.
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El problema de disenar un experimento para discriminar entre dos modelos, basicamente
consiste en hallar un diseno para el cual las respuestas esperadas bajo cada modelo estén tan
alejadas como sea posible de acuerdo con un criterio apropiado. Esta es una forma de decir
que posiblemente algunos puntos de disenio proporcionan més informacién que otros para
discriminar entre los dos modelos. Puntos de diseno en los que la diferencia de las respuestas
esperadas es grande son puntos que permiten discriminar entre los modelos. En contraste,
puntos donde esta diferencia es pequena son puntos donde los modelos se confunden. Una
dificultad que se presenta bajo este enfoque es que dichas diferencias esperadas son des-
conocidas pues dependen de los valores desconocidos de los pardametros, es més, dependen
del vector de pardametros desconocido del modelo correcto que también es deconocido. Una
solucién a este problema fue propuesta por Atkinson y Fedorov (1975) a través del criterio
de T-optimalidad el cual se describe a continuacion.

Criterio de T-optimalidad

Considere el modelo de regresion

y=[f(z0)+e (2-23)

donde el vector de variables explicativas @ € X C R, con X un conjunto compacto conocido.
La funcién de regresion f representa el modelo verdadero que relaciona las variables x y y,
y la cantidad e denota el error aleatorio el cual se asume que es una variable aleatoria con
media cero y varianza o2

Suponga que la funcién de respuesta f(x,3) coincide con uno de dos modelos paramétricos
fi(x,B1) 6 fa(x,B,) donde B, € O C RP* y B, € ©y C RP2, con ©; y Oy conjuntos com-
pactos conocidos. El objetivo es disenar un experimento de manera que las observaciones
obtenidas permitan decidir cudl de los dos modelos es el mas adecuado. Suponga que se fija
uno de los dos modelos como el modelo correcto con su respectivo vector de pardmetros
conocido, por ejemplo sea f(x) = f(x,3) = fi(x,3;). Entonces un disenio T-éptimo apro-
ximado es un diseno que maximiza la desviacion minima entre el modelo f; y la clase de
modelos definidos por fs, esto es, el diseno £* tal que

£ = argmix A(S), (2-24)
donde
AE) = [ (1) = fule. B5) (), (2:25)
8; = arguin [ (7() = fulo. By) el
= arg Brileing(&BQ)- (2-26)
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El valor 3% corresponde a la mejor aproximacién del modelo fi(x,3,) determinada por los
modelos de la forma fo(z,3,) donde B, € ©,. Asi, un buen disefio para discriminar entre
f1y f2 proporciona una suma de cuadrados de falta de ajuste A(§) grande para el segundo
modelo. Nétese que los disenos T-6ptimos son 6ptimos localmente pues el criterio depende
del vector de parametros del modelo que se asume como correcto.

Si las funciones f;(x, 3;) dependen linealmente del vector de pardmetros 3;, j = 1,2y los
errores son normales e independientes, entonces la cantidad A(&) es proporcional al pardme-
tro de no centralidad de la distribucién x? de la suma de cuadrados residual asociada al
segundo modelo. Asi, los disefios que maximizan (2-25) proporcionan la prueba F' més po-
tente para la falta de ajuste del segundo modelo cuando el primer modelo se asume como el
modelo correcto. La letra T se usa para enfatizar la conexién con el contraste de hipdtesis
de modelos (“Testing models”). Para modelos no lineales las propiedades de la prueba F' se
reemplazan por propiedades asintoticas.

Asumiendo que las funciones f(x)y fao(x, 3,) son continuas en X', Atkinson y Fedorov (1975)
formularon el respectivo teorema de equivalencia para el criterio A(€), el cual se enuncia a
continuacién (ver Fedorov y Hackl, 1997, Capitulo 5, p. 94).

Teorema 2.6.1. (Teorema de equivalencia para T-optimalidad). Una condicion ne-
cesaria y suficiente para que un diseno £ sea T-optimo es la existencia de una medida C*

tal que:

o(.£7) < A€ (2-27)
donde
H@8) = @60 = [ olwB)(d,) (2-28)
62(8)
@(CB?/BQ) = (f(.’L') - f2(w7/32))27 (2_29)
0u(6) = { B+ B, = Bul6) = are guiy A(E. )}, (230
| ey =1y 8 = min A6, (2-31)
©2(¢) 2602

Ademas, la funcion ¢'(x,&*) alcanza su valor mdzimo en los puntos de soporte del diserio
£
Si el conjunto ©y(&) es unitario entonces

¢'(@. ) = (f(z) - folz, BY))° (2-32)
donde 35 = 35(£*), lo cual simplifica la verificacién de un disenio T-6ptimo. Los disenios para

los cuales la solucién en (2-30) es unica son llamados T-regulares.
Otras propiedades de este criterio se pueden encontrar en Atkinson y Donev (1992).
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2.7. Eficiencia de un diseno

Una forma de medir la eficiencia de un diseno £ con respecto a un diseno éptimo £* bajo el
mismo criterio de optimalidad, ®, es a través de la razén

o)
O(&7)

Esta medida toma valores entre 0 y 1, y cuanto mas cerca esté de 1 mejor serd la eficiencia.

D —ef(€) =

(2-33)

Para el criterio de D-optimalidad, la D-eficiencia se define como:

D el = | 1irie,

Este valor permite determinar la capacidad del diseno & para estimar de manera eficiente los
parametros del modelo en comparacion con el diseno &7,.
En el caso de T-optimalidad:

A6
A(&r)

donde & es el diseno T-6ptimo y A(&) estd dado por (2-25).

T — ef(¢) = (2-35)



3. Disenos 6ptimos para discriminacion
entre modelos marginales mixtos tipo
|

En este capitulo se propone una metodologia para el problema de discriminaciéon en una
clase de modelos no lineales de efectos mixtos. El criterio de diseno propuesto se desarrolla
con argumentos tedricos similares a los utilizados en la interpretacién estadistica del criterio
de T-optimalidad, introducido por Atkinson y Fedorov (1975), pero en el contexto de los
modelos mixtos. El resultado més importante del capitulo es la formulacién del teorema de
equivalencia para el criterio de discriminacién mediante la aplicacién de la teoria de disenos
aproximados.

En general, un modelo no lineal de efectos mixtos se puede definir como un modelo donde
la funciéon de respuesta depende de algunos efectos fijos y otros aleatorios. Una clase es-
pecial de estos modelos son aquellos donde la funcién de respuesta es lineal en los efectos
aleatorios, llamados modelos no lineales marginales (ver Demidenko, 2004). En un modelo
marginal tanto la media como la matriz de varianzas y covarianzas tienen una expresion
cerrada, haciendo el proceso de estimacion de los pardametros del modelo menos complejo. El
modelo no lineal con coeficientes aleatorios y el modelo linealizado de un modelo de efectos
mixtos son ejemplos de modelos marginales. De acuerdo con la estructura de la matriz de
diseno de los efectos aleatorios, se pueden definir dos clases de modelos marginales: (a) los
modelos marginales tipo I en los que la matriz de diseno es constante y no depende del
vector de pardmetros poblacionales, y (b) los modelos marginales tipo 1T donde la matriz de
diseno depende del vector de parametros poblacionales. Estos modelos aunque en estructura
son muy similares tienen propiedades estadisticas diferentes (ver Vonesh y Chinchilli, 1997;
Demidenko, 2004).

En este capitulo el objetivo es construir disenos para discriminacion entre dos modelos mar-
ginales tipo I anidados, los cuales difieren en su matriz de covarianzas intra-individuos.

El capitulo se desarrolla en cuatro secciones: en la seccién 3.1 se describe el modelo consi-
derado, en la seccion 3.2 se presenta la definicién de diseno poblacional, en la seccion 3.3
se describe el problema de discriminacion entre modelos, en la secciéon 3.4 se muestra una
generalizacion del criterio de T-optimalidad para modelos marginales tipo I, en la seccién 3.5
se enuncia y se demuestra el respectivo teorema de equivalencia, y finalmente, en la seccion
3.6 se ilustra la metodologia propuesta con dos ejemplos de aplicacién.
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3.1. Modelo

Suponga que se tienen N sujetos y cada sujeto se observa n veces a través del tiempo sin
repeticiones en cada tiempo de medicién. Sea y; = (i1, ..., ¥in)’ €l vector de observaciones
del i-ésimo individuo y sea @; = (241, ..., T,)" el vector que contiene los diferentes tiempos
en los que se realizan dichas observaciones, con x;; perteneciente a un conjunto finito X C R
conocido. Suponga ademas que las observaciones en individuos distintos son independientes.
Para describir la relacion entre los vectores y, y «; se considera el modelo no lineal de efectos
mixtos:

Yy, = f(xi,B) +Z;b; +e&;, i=1,...,N (3-1)
donde:

= 3 es un vector p-dimensional de parametros poblacionales fijos desconocidos.

» f(xy,3) es un vector n-dimensional tal que f(x;, 3) = (f(xi1,3),- -, f(zin, 3))T donde
f(z,B) es una funcién conocida no lineal del vector de parametros 3.

= 7, es una matriz de orden n x ¢ de rango completo y es la matriz de diseno asociada
a los efectos aleatorios.

= b; es un vector g-dimensional de efectos aleatorios asociados con el i-ésimo individuo.
Se supone que los vectores by, ..., by son independientes con distribucién N, (0, D)
donde D es una matriz definida positiva comuin para todos los individuos.

= g; es el vector de errores aleatorios. Se supone que los vectores g; son independientes
entre s{ y de los vectores b; con distribucién N, (0, R(x;,0% X)) donde 02 > 0y
A € Q C R? es un vector que no depende de 3. La estructura de la matriz R(x;, 0%, \)
es la misma para todos los individuos y varia de un sujeto a otro solamente a través
de los valores diferentes del vector x;.

El modelo (3-1) tiene, entre otras, las siguientes caracteristicas (ver Vonesh y Chinchilli,
1997; Demidenko, 2004):

(i) El modelo lineal de efectos mixtos y el modelo de curvas de crecimiento con coeficientes
aleatorios son casos especiales del modelo (3-1).

(ii) La matriz Z; es fija y no depende del vector de pardmetros 3.
(iii) El modelo es lineal en los efectos aleatorios.

(iv) Si Z; es igual al vector de unos 1, = (1,...,1)7 se obtiene la estructura de simetria
compuesta en modelos univariados de medidas repetidas con efectos mixtos univaria-

dos.
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(v) El modelo puede ser modificado para incluir el modelo no lineal de efectos mixtos de
Beal y Sheiner (1982).

(vi) Este modelo es llamado modelo marginal debido a que la media marginal de y; se puede
expresar en forma cerrada como una funcién del vector de parametros poblacionales,
esto es, E(y,) = f(x;, B). Siguiendo Demidenko (2004) este modelo es llamado modelo
marginal tipo I.

Sea 1 el vector que contiene los ¢(q + 1)/2 elementos diferentes de la matriz D y sea
~ = (02,97, A1)T € T C R™ el vector que contiene las componentes de varianza. Bajo las
formulaciones anteriores, se tiene que la distribucién marginal de y, es normal n-variada con
vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas dadas por

Cov(y,) = Z;,DZ! + R(z;, 0% \)

= X(x;,7). (3-2)
Este modelo también se puede escribir como
Y, = -f(ml7/6) + €, € ~ Nn<07 2(w277>> (3_3>

A partir de (3-2) se observa que el vector de medias y la matriz de covarianzas no tienen
parametros comunes, es decir, B y v no se superponen. Para la estimacion del vector de
parametros 6 = (ﬂT,'yT)T se pueden aplicar diferentes enfoques basados en el método de
méaxima verosimilitud. Informaciéon mas detallada acerca del problema de estimacién en
modelos marginales se encuentra, por ejemplo, en Vonesh y Chinchilli (1997) y Demidenko
(2004), entre otros.

Estructuras de covarianza

La matriz D representa la variabilidad entre los individuos y es llamada matriz de covarianzas
entre-individuos. En algunas aplicaciones es comin, en la practica, no asumir una estructura
particular para la matriz D excepto en aquellos casos donde consideraciones previas sugieren
un modelo de covarianzas particular (ver Davidian y Giltinan, 1995; Hand y Crowder, 1996).
La variabilidad dentro de un individuo estd representada por la matriz R(x;, 02, A), conocida
como la matriz de covarianzas intra-individuos. Debido a que las observaciones en un mismo
individuo se miden a través del tiempo, la matriz R puede tener distintas parametrizaciones
que dan cuenta de la heteroscedasticidad de los errores y la estructura de correlacién entre
ellos. Algunos de los modelos mas utilizados para la estructura de covarianzas intra-individuo
son:

(i) Estructura de independencia, asume errores no correlacionados con varianzas iguales

R(x;, 0% X\) = 0’1,
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donde I,, es la matriz identidad de orden n x n.

(ii) Varianza constante y un modelo autorregresivo de primer orden para la estructura de

correlacion
1 p pn—l
) ) ) p 1 ... 2
R(wh o 7A) =0 W(wm p) =0 . . . . ) (3_4)
pn—l pn—2 1

donde A=py —-1<p<l.
(iii) Estructura de simetria compuesta
R(zi, 0% A) = o*[(1 = p)L, + pJ.,]
donde J,, es una matriz de unos de orden n y A = p.
(iv) Errores no correlacionados y heteroscedésticos con funcién de varianza g(z, o) donde
R(x;, 0% \) = G(x;, 0%, a) = o diag(g(zi1, @), . . ., g(Ti, ) (3-5)
aqui A = a.

(v) Modelos que combinan una funcién de varianza con una estructura de correlacién.
Por ejemplo, modelo de varianza exponencial, util en aquellos casos donde la varianza
tiende a aumentar o a disminuir a través del tiempo en forma exponencial, y el supuesto
de un modelo autorregresivo para la estructura de correlacion:

9 pgingiz - P 'GiGin
R(x;, 0% \) = sz'.lgiz 9:?2 . Pn72.9i29m | (3.6)
P"fl‘gz‘lgm pniz.gﬂgin e 9;271
donde g;; = exp(az;) y A = (o, p)7.
Otras estructuras de covarianza se pueden consultar en Pinheiro y Bates (2000).
En general, para un individuo dado, la matriz R se puede expresar como:
R(x;, 0% ) = Gl/Q(mi,02,a)W(azi,p)Gl/2(mi,02,a), (3-7)

donde G(z;, 0%, o) es una matriz diagonal de orden (n x n) que caracteriza el modelo para las

varianzas y W (x;, p) es una matriz de orden (n X n) que describe el modelo de correlacién,
con A = (al, ph)T.
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3.2. Diseno poblacional

En el caso de modelos de efectos mixtos un disefio experimental se puede definir en dos
etapas: en la primera etapa se especifica el disenio a nivel individual y en la segunda se define
el diseno para el grupo total de individuos (ver Patan y Bogacka, 2010).

Definicién 3.2.1. (Nivel individual) Para cada individuo i, ¢ = 1,..., N, un diseno
individual & con n; observaciones es un conjunto de condiciones experimentales x;y, ..., T,
Junto con el nimero de repeticiones n, ..., N, en cada punto x;; tal que Zj;l ni; = n;. bn

forma resumida el diseno indiwvidual & se puede representar como

ki
& = { wlﬂ wik } = {@y, wy )iy, wy =nig/ni, Yy = (3-8)

Jj=1

De acuerdo con (2-8) el diseno individual &; es un diseno exacto normalizado y el correspon-
diente diseno aproximado estda dado por

k;
& = {wy, wiy by, wy €[0,1], szj = 1. (3-9)
=1

Definicién 3.2.2. (Nivel de grupo) Para una muestra dada de N individuos, un disenio
poblacional ¢ es un conjunto de disenos individuales &1, . .., & junto con el niumero de indi-
viduos que serdn observados bajo cada diserio individual Ny, ..., Ny tal que > ;_, Ny = N.
En forma resumida un diseno poblacional ¢ se puede representar como

& ... & P
¢ ={ N N }:{@,Nk}l, ;Nk:N. (3-10)

Observaciones 3.2.1. Las siguientes son algunas observaciones con respecto a la definicion
de diseno poblacional:

1. Si los disenos individuales &; son exactos entonces el diseno poblacional
{&wwk}i’ wk:Nk/N7 ZNk:N (3—11>
k=1

es llamado diseno poblacional exacto.
2. El conjunto de individuos con el mismo diseno individual &, conforman un grupo.

3. Si todos los individuos son observados bajo el mismo diseno individual entonces se dice
que el diseno poblacional es de un solo grupo.
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Bajo las formulaciones del modelo (3-1), los vectores n-dimensionales @; de tiempos en los
que las observaciones se realizardn para cada individuo son disenos individuales &; exactos
sin repeticiones en cada punto de observacion. Asi, para una muestra de N individuos, bajo
el modelo (3-1) un disefio poblacional exacto estd dado por

Ly ... Lg S Nk
= ={zp,wi}], T € X", W= — 3-12
N {wl---ws} {@k, Wi}, @ E= (3-12)
donde X" = {(z1,...,2,) : x; € X'} es el conjunto que contiene todas las combinaciones sin

repeticion de elementos de X tomados de a n, el cual se supone conocido. Se denotara por
r el nimero de elementos de X™.

El problema de diseino

Para valores fijos del niimero de individuos N y el ntimero de tiempos de medicion n, el
problema de disefio poblacional éptimo consiste en determinar los diferentes vectores x; € X"
y el nimero de sujetos observados bajo cada vector x; de tal forma que el diseno obtenido
maximice algin criterio de optimalidad cuya elecciéon dependera del objetivo del experimento,
es decir, elegir el disenio que verifica

(N = arg Héix O(Cn), (3-13)

donde ® es una funcién acorde con el propodsito del experimento como se describié en la
seccion 2.3. Debido a que varios de estos criterios generalmente dependen de los parametros
del modelo, un enfoque cominmente adoptado es hallar disenios 6ptimos locales. Este enfoque
consiste en especificar un valor a priori del vector de parametros y realizar el proceso de
optimizacién para ese valor especifico (Chernoff, 1953).

Diseio poblacional aproximado

El problema de optimizacién (3-13) es un problema de optimizacién entera

v={x, Wi} = arg wm;ixg@({sck,wk}i), Nwy, entero (3-14)
k- Wk,
el cual, en general es més dificil de resolver. Con el fin de simplificar este problema y propor-
cionar condiciones necesarias para la optimalidad de un diseno con respecto a algin criterio
de optimalidad, se define el correspondiente diseno poblacional aproximado.
Asumiendo que los N son valores moderadamente grandes, un diseno poblacional aproxi-
mado estd dado por

(= {xp, )}, T X", 0<w, <1, Zwkzl (3-15)
k=1
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donde los pesos w; representan la proporcion del total de individuos a ser observados en el
punto x;.
El soporte del diseno ( esta dado por

Supp(¢) = {x € X"|wp >0} = {x1,..., .} (3-16)

A partir de la definicién de los pesos wy, en (3-15), se tiene que cualquier medida de proba-
bilidad definida en el espacio de disefo finito X™ es un disefio. Asi, un disefio aproximado se
puede especificar por medio del vector de pesos w € = donde

== {(wl,...,wT) cw; > 0i=1,...,ry Zwizl}. (3-17)
i=1

Valores iguales a cero en algunas componentes del vector w indicarian que el vector de
tiempos correspondiente no es considerado en el experimento.
Asi el problema de optimizacién (3-13), en el contexto de los disenos aproximados, consiste
en determinar el disefio optimal que verifica

w* = argmax ¢(w). (3-18)

wez

Nétese, que si w; y wo son medidas de probabilidad definidas en X™ y o € [0, 1] entonces
w = (1 — a)w; + aw, también es una medida de probabilidad en X™, por tanto el conjunto
de todos los disenos aproximados = es un conjunto convexo.
En lo que sigue se hace referencia a los disenos aproximados w localmente éptimos.

3.3. Discriminacién entre modelos marginales mixtos

En esta seccion se describe el problema de discriminacién considerado en este trabajo.
Asuma que la funcién de respuesta f y la matriz de covarianzas entre-individuos D bajo
el modelo (3-1) se especifican de forma correcta. Como se mencioné en la seccién 3.1, la
matriz que describe la variabilidad de las observaciones en un mismo individuo puede tener
diferentes estructuras dependiendo del problema de estudio. Bajo los supuestos del modelo
(3-1), suponga que Ry (x;, 0%, A1) y Rao(x;, 05, A2) son dos modelos alternativos para la matriz
de covarianzas intra-individuos con la misma estructura dada por

R(x;,0%A) = G'2(z;, 0%, a)W(z;, p)G'*(z;, 0%, ), A= (a’, p")".  (3-19)

Suponga, ademas, que el modelo R, estd anidado dentro de R; con respecto al vector
de parametros A. Esto significa que el espacio paramétrico €25 de Ry es un subconjunto del
espacio de parametros €2y de R; definido por « restricciones de igualdad a partir de funciones
continuamente diferenciables, es decir,

QQZ{AeglIhT()\):O,T:]_,...,/{}
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donde las funciones h,(A) son continuamente diferenciables. El objetivo es construir disefios
poblacionales 6ptimos que permitan decidir cudl de los dos modelos es el mas adecuado.

En la revision bibliografica realizada, este problema de diseno no ha sido considerado y aun-
que algunas metodologias, como las que se describen a continuacién, han sido sugeridas con
el fin de discriminar entre dos modelos de efectos mixtos, éstas pueden ser poco eficientes o
no se pueden aplicar directamente en el caso considerado.

Waterhouse et al. (2005) sugirieron el criterio producto de D-optimalidad basado en el pro-
ducto de los determinantes de las matrices de informaciéon de Fisher para estimacion y
discriminacién simultdneamente. Sin embargo, para modelos no lineales, estos disenos pue-
den ser menos eficientes para discriminar en comparacion con los disenos T-6ptimos.
Vajjah y Duffull (2012) propusieron una metodologia para encontrar disefios T-6ptimos ro-
bustos que no depende de la seleccion a priori del modelo correcto. Sin embargo, en el caso
de dos modelos de variacién anidados esta metodologia no puede ser aplicada debido a que
los disenos T-6ptimos que se derivan alli se basan sélo en los modelos de efectos fijos sin
error residual.

Kuczewski et al. (2008) propusieron una extensién del criterio de T-optimalidad para mode-
los heteroscedasticos con multiples respuestas pero este enfoque solo se aplica directamente
para el caso de disenos de un solo grupo.

En este trabajo se propone una generalizacién del criterio de T-optimalidad con el fin
de discriminar entre dos modelos de covarianzas intra-individuos anidados Ry (zx;, %, A1)
v Ro(x;, 0%, X2). Se muestra que los disefios que maximizan este criterio proporcionan el test
de la razén de verosimilitud mas potente cuando el modelo mas grande se asume como el
modelo correcto y el correspondiente vector de parametros es completamente conocido. En
la siguiente seccién se define el criterio de optimalidad para discriminacion.

3.4. Criterio propuesto para dicriminacion entre dos
modelos intra-individuales

El problema de discriminacion entre dos modelos de covarianzas intra-individuos anidados
descrito previamente conduce al problema de discriminar entre dos modelos marginales M/
y My con vectores de parametros 8; € ©; C R y 8, € Oy C R™, los cuales asumen la
misma estructura tanto para la funcién de respuesta media f(x,3) como para la matriz
de covarianzas entre-individuos D, pero suponen modelos diferentes para la variabilidad
intra-individual. En forma compacta estos modelos se pueden representar como:
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Miie; ~ No(0,Ri(xs,02,)1)), 0,= (B, 41T co,
Y1 = (Uf’w?’)"{)T el cR™

My:ig; ~ Nn(O,RQ(IIZi,Ug, >‘2))7 0, = ( ga’)’g)T € O,
Yo S FQ = {72 = (U%,Qf)g,Ag)T S 1—‘1 : hT()‘Q) = 077_ = ]-7 .. '7K’}'
Con el fin de discriminar entre M; y M se propone el siguiente criterio de optimalidad.

Definicién 3.4.1. Asumiendo que M, es el modelo correcto con vector de pardmetros ~9
conocido, un disenio poblacional optimo local (3 para discriminar entre My y My verifica

Gy = argmitx Th(C) (3-20)
N
donde
°\ N,
Th(Cy) = min Y =2F (@, 7,) (3-21)
’YQEFQ 1 N
con
F(z,v,) = tr[S(z)5" (2, 7,)] — log det[X(x) 3, ' (z,v,)] (3-22)

y E(w) = Tu(w, 7).

El diseiio (x es llamado Ti,-6ptimo, donde la letra W se refiere a la variabilidad dentro
(“Within”) y el superindice se refiere al tipo de modelo marginal. Este disefio es 6ptimo
local pues el criterio depende del valor del vector de pardmetros ~;.

A continuacién se presenta la justificacién estadistica del criterio Tjj,-optimal.

3.4.1. Justificacidon del criterio

Para discriminar entre los modelos alternativos My y My considere el test de la razén de
verosimilitud usual para comparacién de modelos. Sea v° el valor verdadero pero desconocido
del vector de parametros « y considere el problema de contraste:

Hy:~" €Ty versus Hy: v €Ty, (3-23)

donde T'y = {v = (o2, ", A |y €T, h(A) =0, 7 =1,...,K}.
Los siguientes supuestos son establecidos:

(A1) I'y es un conjunto compacto,
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(A2) f(a, ) es una funcién continua y dos veces continuamente diferenciable en I'y

(A3) X(x,7) es una funcién continua y dos veces continuamente diferenciable en T'y.

Sean yyy,. .., Yy, vectores de observaciones independientes con vector de tiempos de me-
dicién xx, k =1,...,s. Bajo el modelo marginal (3-1), ¥4, ..., Yy, , constituye una mues-
tra aleatoria de vectores que provienen de una distribucién N, (f(xx, B), X(xk,y)) donde
pr = f(xg, B). Debido a que el interés estd sélo en las estructuras de covarianzas 3 (xg,y) y
los vectores B y « no se superponen, los vectores p;, son considerados parametros molestos.
Para el problema de contraste (3-23), la funcién de verosimilitud con base en s muestras
independientes esta dada por

S

1
L(FYJ M-, /"l’s) = H(zﬂ-)iNkn/z(det E(wkv 7))7Nk/2 etr |:_§Z_1(wk7 W)Ak:|
k=1
L Ty—1 —
<oxp [Nl ) 5 ) 0 )|
donde gy, = Ny ' o0 Ypons Ak = 30 (Y — Up) W — Up)T ¥ etr(-) = expltr(-)].
El logaritmo de esta funcion es

° n 1 1 _
AT B R\t [—5 log 27 — _ log det(S(wy, 7)) — 5 tr(S Yy, ~)Sk)
k=1
L Ty—1 —
5@k = ) B (@) [Ge — ) |
donde S}, = 1Ak
Si 4, v 45 son los estimadores de méxima verosimilitud sobre I'; y I's respectivamente, y

L. = Yy, entonces el estadistico de la razén de verosimilitud para (3-23), estd dado por

—210gXN = ZNk {Fyi(Sk, Bk, 7)) — Frrrn(Sky Z1(w,71))} (3-24)
=1

donde
Fyi(S,%(x, 7)) = logdet(E(x,v)) + tr [E7' (z,v)S] — log det(S) — n. (3-25)

Bajo Hy, el estadistico de prueba —2log /):N sigue asintéticamente una distribucién y? con &
grados de libertad. Por tanto, un test aproximado basado en —2 log /):N de tamano « rechaza
Hy si —2log Ay > ¢x(@), donde ¢, (a) denota el punto porcentual 100t % superior de la
distribucién 2.

En el andlisis de modelos de estructuras de covarianzas, la funcién Fy (S, 3(x, 7)) es co-
nocida como la funcién de discrepancia de méxima verosimilitud (ver Steiger et al., 1985).
La extension de esta funcién en el caso de s grupos esta definida por (ver Bollen, 1989):

Z—FML Si, 2(xr, 7). (3-26)
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Asi, el estadistico (3-24) se puede escribir como
—2log Ay = N(F(3,) — F(31)- (3-27)

Ahora, la funcién potencia del test estd dada por P(—2log Ay > co(a) | ¥ € T1), la cual
depende del valor del vector de parametros bajo la hipotesis alternativa. Para un valor dado
de N denotado por Ny, y un valor especifico 4% € T'; cercano a I'y, esta probabilidad se puede
aproximar considerando la distribucion asintética de —2log Ay bajo una sucesiéon {7%} de
alternativas locales que convergen a un punto interior 45 en I'y; bajo Hy (ver Stroud, 1972).
Debido a que F() en (3-26) es una funcién de discrepancia, bajo los supuestos (A1)-(A3) y
condiciones de regularidad, esta distribucion asintética es una distribucién chi-cuadrado no
centrada x2(8) con k grados de libertad y parametro de no centralidad 4, el cual se puede
aproximar mediante el valor:

N , N k 0

0 = N min NFML(E1(33k,’Yl),22(in,’)/2))

el
Y2 2k 1

S

N,
- N { kg
" ety N (T 72)

= N x Ty (), (3-28)

(ver Satorra y Saris, 1985; Steiger et al., 1985). Debido a que la potencia de la prueba es
una funcién mondétona creciente del pardmetro de no centralidad, a partir de (3-28) se tiene
que la potencia es una funcién creciente de T, (Cy) y por tanto se maximiza mediante la
eleccion del diseno (.

3.4.2. Diseiios TVIV-o'ptimos aproximados

Debido a que el objetivo principal es caracterizar los disefios Tjj,-6ptimos mediante la apli-
cacién de la teorfa de disefios aproximados, se define el disefio T},-6ptimo en el contexto de
disenos poblaciones aproximados.

Definicién 3.4.2. Asumiendo que M, es el modelo correcto con vector de pardmetros ~9
. . ~ . . T , . * . . .
conocido, un diseno poblacional aproximado Ty, -dptimo local w* para discriminar entre M,

y My verifica

w* = arg mix T4 (w) (3-29)
we=
donde
TI — _
7?61?2 E wz m1772 (3 30)

con F(x;,~v,) dada por (3-22).

En la siguiente seccién se presenta el principal resultado de este capitulo.
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3.5. Teorema de Equivalencia

De acuerdo con la aplicacion de la teoria de disenos aproximados dos condiciones son ne-
cesarias en la formulacion del teorema de equivalencia para un criterio de optimalidad: la
concavidad del criterio y una expresion para la derivada direccional. Los siguientes resulta-
dos establecen estas dos propiedades para el criterio de Tij-optimalidad. Asi como en el caso
de T-optimalidad, con el fin de simplificar el chequeo de un disefio T},-6ptimo, se adopta la
siguiente definicion de diseno regular.

Definicién 3.5.1. Un diserio w es llamado Ty, -reqular si el conjunto

Fa(w) = {:772 Yo (w) = arg_glelgzka wka'h)}

es unitario, de lo contrario es llamado T, -singular.

Nétese que si w es Tik-regular y 4, € I'y(w) entonces 7, es la tnica solucién de la ecuacién

Zka Jik,’)’Q) = min Zka $k772)

Y2€l'2

En los siguientes teoremas se demuestra la concavidad de la funcién T§, en el conjunto Z y
la existencia de la derivada direccional.

Teorema 3.5.1. Sean wy, wy € Z y o € [0, 1]. Entonces
Th((1 — Q)wy + awsy) > (1 — a) Tiy(w:) + a T ws). (3-31)

Demostracion. Sea w = (1 — a)w; + aws, entonces

I _ . . , , . .
Tw(w) = min|(1-a) }El wigF' (@5, 7,) + El wai ' (@3,772)
> (1 —a) min wii F(2;,75) + o min woi F (2, 75)
voE€I'2 Py voE€I'2 1

= (1 - )Ty (w1) + aTyy (wo).
Por tanto T}, (w) es una funcién céncava en Z. O

Teorema 3.5.2. Sean w y @ disenios poblacionales con w un diseno T}, -reqular. Entonces,
bajo los supuestos (A1)-(A3), la derivada direccional de T, en w en la direccion del vector
0, = w — w existe y estd dada por

O Tiy(w sz (i, 72) — Tiy(w) (3-32)

donde v, € I'y(w).
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Demostracion. Sea g(w,y,) = > i_ wiF(x;,7,), entonces

Tiy(w) = min g(w,7,). (3-33)

Y2€72

Considere la funcién h : [0, 1] x y2 definida por
h(a,7v,) = g(w + ads,vs). (3-34)

Claramente h(a,7y,) es una funcién continua en « € [0,1] y debido a que las componentes

de ¥y (x, ) son continuas con respecto a “, se tiene que h(a,7,) también es una funcién

ah(aa 72)

continua en I'y. Adicionalmente, existe y es continua en [0, 1] X 7y,. Asi, aplicando

el teorema A.3.4 se obtiene que la derivada direccional de T}, en el punto w en la direccién
de d5 existe y estd dada por

OTH (w, @) = min 9g(w,v,, @),
Y2€T2(w)

donde dg(w,~y,,w) es la derivada direccional de g en w en la direccién de dg.
Como I'y(w) = {7, } debido a que w es un disenio T},-regular, se tiene que

aTI{I/<waw) = ag("’?%%‘:})' (3_35>
Luego, aplicando la definicién A.3.4 de la derivada direccional se obtiene

g(w + adg, '72) - 9(‘*’7772)

9w Apw) = i
g(w7727w) ai}%ﬂ_ a
_ im g((l _&)w+&w7’72) _g<w7§2>
a—0t (6%

= Z@F(iﬂiﬁz) - Z%‘F(mz‘,%)
i=1 i=1

= Z@;F(% ¥a) — Ty (w). (3-36)
i=1

]

Corolario 3.5.2.1. Bajo las condiciones del Teorema 3.5.2, si @ = w, es el diseno que
tiene su peso concentrado en el punto & entonces

0T (W, we) = F(x,7,) — Thpw). (3-37)

El siguiente teorema proporciona condiciones precisas para verificar si un diseno particu-
lar es T{-6ptimo. El resultado es una generalizacién del teorema de equivalencia para T-
optimalidad.
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Teorema 3.5.3. (Teorema de equivalencia para T}, -optimalidad). Sea w* un diseno
TE -reqular. Entonces, bajo los supuestos (A1)-(A3) se tiene que:

i) Una condicién necesaria 1y suficiente para que el diseno w* sea TE -dptimo estd dada
w

por
¢T‘fv(w7w*> < 07 Va € Xn7 ’7; € F2(w*) (3_38>

*

donde ¢p1 (x,w*) es la deriwvada direccional en w* en la direccion de 0y, = Wy — w*.
TW ? @

(it) La funcién ¢pr (z,w”) alcanza su valor mdzimo en los puntos de soporte del diserio

*

w*.
(iii) El conjunto de diserios Ty, -dptimos es convezo.
Demostracion.

(i) A partir de los teoremas 3.5.1 y 3.5.2 se sigue que T}, es una funcién céncava cuya

derivada direccional dT},(w*, w) en el punto w* existe para cualquier direccién y estd
dada por

T (w*, w) Zwlqﬁ i, Y5) (3-39)

donde ¢(x,~v3) = F(x,v5) — Ti (w*) v 45 € y2(w*). Por el corolario 3.5.2.1, ¢(x,v3)
es la derivada direccional en w* en la direccion de d,,,

Luego, aplicando el teorema A.3.3 se obtiene que w* es Ti-6ptimo si y sélo si
T} (w*,w) <0, Yw € E. (3-40)

Asi, una condicién necesaria y suficiente para que el disefio w* sea T} -6ptimo estd
dada por

Iggzc {ZwZ wz,'yz)} <0. (3-41)

Como {w, : € X"} C = entonces

méx ¢(x, v5) = max 0T (w*, wy) < max ITE (w*, w) = max Y  wid(x;, v5) (3-42)

TeXxn xreXxn we= weE < T
1=
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(i)

Ademas

T T
max Z wip(xi,vy) = méx Z w0 (W*, wy,)
wen “ wezs

; max 0T} (w*, wy)
zeXn

VAN
[%
1M
&

= méx w; max o(x,v3)

weE L~ pexn
= max oz, 73) (3-43)
TEX™
Luego de (3-42) y (3-43), se tiene que
rilégzwisb(wi,’ﬁ) = méx §(z,73). (3-44)

Asi la desigualdad en (3-41) es equivalente a

max ¢(z;, ;) < 0 (3-45)
TcA™
y por tanto
d(xi,vs) <0, Vo e X (3-46)
Suponga lo contrario, es decir, que existe un conjunto {x7,...,z: } C Supp(w*) y un
escalar a tal que
Zw o(x )<a<0y ¢x",w")=0 para x* € Supp(w*) \ {x1,..., x5}
Entonces
Z wip(x),w*) <a <0, (3-47)

donde s es el nimero de elementos de Supp(w*). Pero, a partir de (3-39) tomando
w = w", se tiene que

D wig(a;,w) =0, (3-48)
=1

lo cual es una contradiccion. Por tanto la funcion ¢z (x,w*) alcanza su valor maximo
en los puntos de soporte del diseno w*.



3.6 Ejemplos 31

(iii) Suponga que w} y wj son T{,~6ptimos. Entonces
Ty (w)) = Tiy (w3) = max Ty (w). (3-49)
wez

Sea w* = (1 —a)w} + aw} donde a € [0, 1]. A partir de la concavidad de T{, se obtiene

que
Ty(w) > (1—a)Ty(wi) + aTy(ws)
= mix T (w). (3-50)
Por tanto
T (w) < T (w*), Yw € . (3-51)
O

3.6. Ejemplos

En esta seccion se presentan dos ejemplos que ilustran la metodologia propuesta. En el
primer ejemplo se considera un modelo polinomial de decrecimiento exponencial utilizado
para describir datos de experimentos que se obtienen en un periodo de tiempo a partir de una
perturbaciéon bioquimica en un organismo. En el segundo ejemplo se considera un modelo
compartimental utilizado con frecuencia en experimentos farmacocinéticos para describir la
concentracion de un medicamento en funcién del tiempo. Para los dos ejemplos el objetivo es
hallar disenos que permitan discriminar entre dos modelos para la variabilidad intra-sujeto.
Con el fin de mostrar las ventajas del criterio propuesto, se evalta la eficiencia de cuatro
disenos utilizados comtunmente con respecto al diseno propuesto.

3.6.1. Modelo polinomial de decrecimiento exponencial

Modelos

En Hand y Crowder (1996) se describe un estudio bioquimico realizado en dos momentos
con el fin de evaluar el efecto de un tipo de aditivo alimentario en ciertos compuestos de la
sangre. Los datos del primer experimento corresponden a los niveles de glucosa en la sangre
de siete individuos medidos durante un periodo de tiempo después de ingerir una bebida
alcohdlica. Por cada individuo se tomaron 14 muestras de sangre sobre un periodo de 0 a
5 horas. Los datos son tomados de Hand y Crowder (1996) y se encuentran en el marco de
datos Glucose?2 de la libreria nlme del software R. En lo que sigue por simplicidad en los
ajustes el individuo 6 no es incluido en el analisis.

Los datos se representan graficamente en la Figura 3-1.
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Niveles de glucosa (mg/dl)
1 1
T T
» (<]

0 10 20 30
Tiempo (min/10)

Figura 3-1.: Niveles de glucosa para seis individuos.

Crowder y Tredger (1981) sugirieron una clase de modelos de regresién polinomiales de
decrecimiento exponencial que se pueden utilizar para describir datos de experimentos que se
obtienen en un periodo de tiempo a partir de una perturbacién bioquimica en un organismo.
Una curva polinomial de decrecimiento exponencial esta dada por

f(z) = p1 + Bo(x)x? exp(—F3x), Vx>0 (3-52)
donde x representa el tiempo, fa2(x) = B2 + Bo)® + - - - + Baya?; p, ¢ son nimeros enteros
conocidos y (81, B2, Baq1ys - - - Ba)s B3)T es el vector de pardmetros a estimar. Se supone que

[ es un valor diferente de cero, B3 > 0 y ¢ > 0. Las caracteristicas mas importantes que
se reflejan en este tipo de curvas son: (i) la intensidad del decrecimiento representada por el
pardmetro (s, (ii) el nimero y naturaleza de los puntos de inflexién y (iii) el comportamiento
enx =0y x=o00.5¢>0, f(oo) = f(0) entonces el proceso regresa eventualmente a su
nivel inicial y en cualquier otro caso si ¢ =0, f(oo) = a'y f(0) = 81 + fa.

Una representacion alternativa es la siguiente:

f(z) = p1 + Boy(z)x? exp(—Psx), (3-53)
donde y(z) = 14+vy2+ -+ 72 y 7 = PBag)/ P2 De esta forma, B y (2 se identifican como
parametros de localizacién y escala, mientras que (71, ...,7,)? determinan la forma de la

curva.
Para el estudio descrito previamente, se considera el siguiente modelo marginal de decreci-
miento exponencial con p =0y g = 3:

Ya = B+ 5255?1 exp(—Pszq) + b; + €ur, (3-54)
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donde b; es el efecto aleatorio asociado al i-ésimo individuo y ¢; es el término del error
aleatorio intra-individuo. Sea b = (by,...,bx)T y € = (i1, .., &in)T. Asuma que:

b~ NN(0,¢IN), E; Nn(O, R(a:l, 0'2, A)), CO’U(b, €i) =0. (3—55)

Para ilustrar el criterio de optimalidad propuesto, se consideran dos modelos alternativos
para la variabilidad intra-individual. En el primero se asume que los errores aleatorios intra-
individuo tienen varianza constante y estructura de correlacién dada por un modelo auto-
rregresivo AR(1) continuo con el tiempo como covariable. Esta estructura fue utilizada por
Hand y Crowder (1996) quienes propusieron para estos datos ajustar un modelo mixto con
efectos aleatorios en los parametros 5, y f2. En el segundo modelo se asume la estructura
usual: errores independientes con varianza constante. En forma compacta, estos modelos se
pueden escribir como:

M. Modelo AR(1) continuo y varianza constante

Eg; NNn<O,R(wi,02,A))
R(xz;, 0% \) = 0*W (x4, p)

donde W (x4, p) = {war (i, p) } oy ek (i, p) = pl7=="nl (=1 < p < 1).

My. Errores no correlacionados con varianza constante
2

g; Nn(O, R(CBZ, g, A))
R(xz;, 0% A) = 0*1,.

Los dos modelos fueron ajustados a los datos usando la funcién nlme del software estadistico
R. Los parametros estimados se muestran a continuacion:

M, : By =(3.76,0.43,0.57)", 1 =0.20%, 52 =0.772, p=0.72
My ¢ B, =(3.77,0.53,0.60)", 1y =0.34%, 52 =0.712 (3-56)

En las graficas 3-2 y 3-3 se muestra las curvas individuales ajustadas para cada modelo.
Se observa que los dos modelos son adecuados para representar el perfil de los niveles de
glucosa. Para la construccion del diseno, los vectores 3, y 3, son los vectores de parametros
locales.

Disefio 7},-6ptimo

Debido a que el modelo M, estd anidado dentro de M, se asume que M; es el modelo
correcto con vector de parametros dado por

0? = (16{7 U%a wla )‘>T

donde B, = (3.76,0.43,0.57)T, 62 = 0.77%, ¢y = 0.20> y A = p = 0.72.
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Niveles de glucosa (mg/dl)

Tiempo (horas)

Figura 3-2.: Ajuste del Modelo 1.

Para el modelo alternativo Ms el vector de parametros poblacionales es
02 = (B, 03,¢2,0)". (3-57)

Con fines ilustrativos, se tomo6 a X' como el conjunto de tiempos de medicion del experimento
sin incluir t = —1

X ={0,2,4,6,8,10,12, 15, 18, 21, 24, 27,30} min/10. (3-58)

y se fijaron tres muestras por individuo, es decir, n = 3. Asi, la regién de disefio X? contiene
(133 = 286 combinaciones posibles de secuencias de elementos tomados de X

X = {(x1, 29, 73) : 2, € X}, (3-59)

Para hallar el disetio T}-6ptimo local se usaron los valores de los estimadores de los pardme-
tros como parametros locales y la regién de disenio X3. El disefio 6ptimo se calculé optimi-
zando el criterio T} a través de un algoritmo implementado en el software estadistico R [41].
La funcién nlminb fue utilizada en la optimizacién sobre la regiéon X3. El cédigo fuente en
R para el calculo de los disenios puede verse en el Apéndice B.

El diseno poblacional resultante es un diseno de seis puntos dado por

e :{ (0,2,4) (0,2,18) (0,2,21) (0,2,24) (0,2,27) (0,2,30)}

0.26 0.14 0.14 0.17 0.19 0.10 (3-60)
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Niveles de glucosa (mg/dl)

Tiempo (horas)

Figura 3-3.: Ajuste del Modelo 2.

y el vector de parametros 5 del modelo My obtenido en el proceso de optimizacién es

v = (03, 43)"
= (0.72%,0.41%)T

Una interpretacién préactica del diseno es la siguiente: si el experimento se repitiera fijando
tres muestras por individuo y el objetivo es obtener observaciones que permitan discriminar
entre los modelos M; y Ms, entonces para un tamano de muestra fijado N: el 26 % de los
pacientes se deben medir en 0,2 y 4 (min/10) después de ingerir la bebida, el 14% de los
pacientes en (0,2,18) (min/10) y asi sucesivamente. De acuerdo al diseno obtenido todos los
pacientes se deben medir en 0 y 2 min, es decir, inmediatamente después de la ingesta de la
bebida, y la tercera muestra se toma en un lapso de tiempo mayor excepto para el primer
grupo.

Con el teorema de equivalencia, se puede verificar graficamente que en efecto el disenio obte-
nido es T{-6ptimo local. Primero se enumeran todas las secuencias de tiempos de medicién
en X? en el siguiente orden:

L1 = (O, 2, 4), Lo = (O, 2, 6), ..., d285 = (21, 27, 30)7 Log — (24, 27, 30)

y se calcula la funcién de sensibilidad F(xy,~v3) — Ti), (w*) para todas las 283 secuencias.
Luego se grafica dicha funcién como una funcion del indice k, ver Figura 3-4. Se observa que
para cualquier ¢ € A®

F(z,73) — Tiy(w") <0
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Figura 3-4.: Funcién de sensibilidad para los vectores de muestreo.

y en los puntos de soporte del diseno la funciéon de sensibilidad es cero. Ademas, se observa

que existen muchos disenos que también son buenos.

Comparacioén con otros diseios

Con el fin de demostrar las ventajas de la metodologia propuesta, se comparé el rendimiento
de diferentes disefios poblacionales comtinmente utilizados en la préctica con el disefio T}, -
optimal, mediante el cdlculo de la T} -eficiencia. Estos disefios se describen a continuacién.

(i) El diseno producto de D-optimalidad sugerido por Waterhouse et al. (2005). El criterio
producto esta basado en el producto de los criterios de D-optimalidad para cada uno
de los modelos M; y Mj. Especificamente, el diseno producto para dos modelos esta

definido por

w* = arg max | M, (w, 8;) Y| My(w, 05)|/2, (3-61)
wez

donde M;(w, ;) es la matriz de informacién de Fisher para el j-ésimo modelo con
vector de parametros 6; y v; = dim(6;). En el capitulo 5, se presenta una expresion
para la matriz de informacién y algunas propiedades de los disenos D-6ptimos para

modelos de efectos mixtos.
(ii) Los disenos D-6ptimos para cada modelo:

wp, = arg max logdet M (w, 6;) (3-62)

we=
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wp, = arg max log det M (w, 6,).

we=

(3-63)

(iii) Un diseno de rejilla obtenido a partir de la divisién del conjunto de tiempos X en
cuatro subconjuntos. Los disenios de rejilla sugeridos por Fedorov y Leonov (2007)
corresponden a secuencias alternativas de puntos de medicién que se obtienen divi-
diendo el conjunto X = {z1,...,xs} (la rejilla inicial) en dos o mas subconjuntos.

Estos autores mostraron la utilidad de esta clase de disenos en la estimacion de ciertas

funciones de interés en estudios farmacocinéticos poblacionales. Para comparar el di-

sefio obtenido bajo el criterio T}, se considerd un disefio de rejilla de cuarto orden con

secuencias {z1, 5, To}, {72, Ts, T10}, {73, T7, T11} ¥ {T4, T3, T12}, y la misma proporcién
de individuos en cada una de ellas.

Los disenos anteriores se denotan por (p, ¢p,, Cp, ¥ (r, respectivamente. Para calcular la
eficiencia de un disefio ¢ con respecto al criterio T}, se utiliza la razén

Tw(0)

T —ef =
v T (G )

(3-64)

donde (7, es el diseno T -6ptimo. En la Tabla 3-1 se presentan los disenos poblacionales
w

obtenidos junto con el cdlculo de la T} -eficiencia.

Tabla 3-1.: T} -eficiencias de disefios poblacionales

Diseno Tk — ef(¢)
o = (0,2,4) (0,2,18) (0,2,21) (0,2,24) (0,2,27) (0,2,30) .
™l 026 0.14 0.14 0.17 0.19 0.10
(0,4,6) (4,6,8) (4,6,30) (6,8,30)
5 = 94
G { 0.18  0.10 0.50 0.22 09495
¢ = [0.20) (0,28 (0,4,8) (0,8,27) (0.8,30) (4,6,8) (4,8,30) 07905
Dr™ 027 008 009  0.03 006 028  0.19 '
. [(0,4,6) (0,6,8) (0,6,30)
CD?‘{ 073 021 0.06 07653
(0,8,18) (2,10,21) (4,12,24) (6,15,27)
- 0.0001
R { 0.25 0.25 0.25 0.25

Se observa que los disefios (7, v (p, tienen eficiencias similares del 80 % y 77 % respecti-
vamente. En este caso, el disenio ¢} tiene una eficiencia comparable con respecto al diseno
TE -6ptimo mientras que el disefio de rejilla no es eficiente para discriminacion.
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3.6.2. Modelo de dos compartimientos

En este ejemplo se consideran los datos de un estudio realizado sobre la farmacocinética del
medicamento indometacina (ver Davidian y Giltinan, 1995), un antiinflamatorio que reduce
el dolor y la inflamacién. A seis individuos voluntarios se les administré por via intravenosa
una dosis igual de indometacina y se midieron sus concentraciones en plasma 11 veces en un
periodo de 15 minutos a 8 horas después de la inyeccion. Los datos son tomados de Davidian
y Giltinan (1995) y se encuentran en el marco de datos Indometh de la libreria nlme del
software R.

Estos datos se representan graficamente en la Figura 3-5. Del grafico se observa que aunque

o
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Figura 3-5.: Concentracién de Indometacina para los seis individuos.

la forma de las curvas de concentracion son similares éstas difieren para cada individuo.

Un enfoque usual para modelar datos que provienen de un experimento farmacocinético es
representar el organismo como un sistema de compartimientos en los cuales la transferencia
del medicamento sigue una cinética de primer orden, es decir, la tasas de transferencia de
un compartimiento a otro son propocionales a la cantidad de sustancia en el compartimiento
proveedor. En esta clase de modelos, la concentracién del medicamento en cada comparti-
miento a través del tiempo esté determinada por un sistema lineal de ecuaciones diferenciales
cuya solucion se puede expresar como una combinacion lineal de términos exponenciales. Por
lo general, muchos medicamentos dan al organismo las caracteristicas de un modelo de dos
compartimientos. Bajo esta representacién, luego de una inyeccion intravenosa, la concen-
tracion del medicamento en el compartimiento central (plasma o sistema circulatorio) a lo
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largo del tiempo esta dada por

f(x) = Brexp(—pfax) + Bz exp(—faz), Bi,..., B> 0. (3-65)

donde z es el tiempo, (81, B2, B33, 81)7 es un vector de pardmetros con 8, > 34. El primer
término del modelo determina la fase inicial del medicamento (decrecimiento en la curva).
La fase de eliminacién esta determinada principalmente por el segundo término.

Para el estudio de la indometacina, se considera el siguiente modelo marginal:

Yi = Brexp(—PBazi) + By exp(—PBaxa) + b; + €, (3-66)
donde b; es el efecto aleatorio asociado al i-ésimo individuo y ¢; es el término del error
aleatorio intra-individuo. Sea b = (by,...,by)T y & = (i1, ..., &in)T. Asuma que:

b~ Ny(0,9Iy), & ~ N,(0,R(x;,0% X)), Cov(b,e;)=0. (3-67)

En este caso

f(«’Bi, ﬂ) = (51 GXP(—ﬂﬂil) + B3 eXP(—@wﬂ), B eXp(—Bzxm) + B3 eXP(—ﬁ4$in))T(3-68)

vy Z;=1,.

Las dos estructuras consideradas para la variabilidad intra-individual son: (i) la estructura
utilizada por Lin y Wei (2007): un modelo de varianza con funcién exponencial y un modelo
autorregresivo AR(1) continuo, y (ii) la estructura usual: errores independientes con varianza
constante. En forma compacta, estos modelos se pueden escribir como:

M. Funcion de varianza exponencial y modelo AR(1) continuo

€; ~ Nn(O? R((B,L, 027 A))? R("Dlv 027 )‘) = G1/2<wi7 027 Oé)W(CCi, p)G1/2(wi7 027 Oé)
donde

G(x;, o2, a) = o2 diag(exp(—ax;), . . ., exp(—ax;,))

W (zi, p) = {wa (@i, p)} o joys Wk (@i, p) = pl7o"l (=1 < p < 1).
M. Errores no correlacionados con varianza constante

Eg; NNn(O,R(mi,U2,>\))
R(x;, 0% X\) = o°I,.

Los vectores de parametros estimados de los dos modelos se muestran a continuacion.

My
My

=(2.92,1.92,0.28,0.17)", 1 = 0.0122, 52 = 0.36%, p; = 0.76, &) = 0.48

B
B, = (2.76,2.48,0.63,0.37)T, = 0.0972, 52 = 0.14%.
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Figura 3-6.: Ajuste del Modelo 1.

En las graficas 3-6 y 3-7 se muestra las curvas individuales ajustadas para cada modelo. Se
observa que el modelo 1 es el méas adecuado para representar el perfil de la concentracion de
indometacina.
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Figura 3-7.: Ajuste del Modelo 2.
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Disefio T};,-6ptimo

Debido a que el modelo M estd anidado dentro de My, se asume que M; es el modelo
correcto con vector de parametros v, dado por

’7(1J = (0%7 1017 AT)T

donde o} = 0.362, ¢, = 0.0122 y X = (0.48,0.76)7".
Para el modelo alternativo M, el vector de parametros poblacionales v, es

Y2 = (03,12,07)". (3-69)
Con fines ilustrativos, se tomé a X’ como el conjunto de tiempos de medicién del experimento
X ={0.25,0.50,0.75,1.00, 1.25, 2.00, 3.00, 4.00, 5.00, 6.00, 8.00} horas (3-70)

y se fijaron cuatro muestras por individuo, es decir, n = 4. Asi, la regién de disefio X*
contiene C; 4 = 330 combinaciones posibles de secuencias de elementos tomados de X:

24:{<I1,§C2,$3,x4) L Tg EX} (3_71)
Para hallar el disefio Ti-6ptimo local se usaron los valores de los estimadores de los pardme-

tros como parametros locales v la regién de disenio X*.

El diseno poblacional resultante es un diseno de dos puntos dado por

) (0.25,0.50,6,8) (4,5,6,8)
= 3-72
i, { 0.94 0.06 (3-72)

y el vector de parametros 5 del modelo M, obtenido en el proceso de optimizacion es
~v; = (0.19%,0.74%)T,

De acuerdo al diseno obtenido la mayoria de los pacientes, aproximadamente un 94 %, se
deben medir en 0.25, 0.5, 6 y 8 horas y un 6 % en 4,5,6 y 8 horas. En la Figura 3-8 se verifica
que en efecto el disenio hallado es Tjj-6ptimo local, es decir, se muestra que para cualquier
x c Xt

F(z,v;) = Tiy(w*) <0

y es cero en los puntos de soporte del diseno.

Comparacién con otros diseiios

En la Tabla 3-2 se muestran los disenos D-6ptimos para cada modelo, el diseno producto y
un diseno de rejilla de tercer orden con tres grupos asignados a las secuencias de medicion
(71, T4, 27, T10), (T2, T5, T8, T11) ¥ (T3, T6, Tg), TEspectivamente.
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Figura 3-8.: Funcién de sensibilidad para T{,-optimalidad local.
Tabla 3-2.: T} -eficiencias de disefios poblacionales
Diseno TE — ef(¢)
(0.25,0.50,6,8) (4,5,6,8)
C*I = 1
Ty 0.94 0.06
s = (0.25,0.50,1.25,4) (0.25,0.50,2,8) (0.25,0.75,4,8) (0.25,1.25,4,8) 0.6171
P 0.30 0.55 0.13 0.02 '
(0.25,0.50,0.75,2) (0.25,0.50,2,8)
 _ .6664
Dy { 0.13 0.87 0066
. [(0.25,0.50,1.25,4) (0.25,0.50,2,4)
D, = { 0.70 0.30 03998
(0.25,1,3,6) (0.50,1.25,4,8) (0.75,2,5)
= .364
Cr { 0.33 0.33 0.33 05643

Las T} -eficiencias de estos diserios se encuentran en la Tabla 3-2. Se observa que las eficien-
cias en todos los disefios son inferiores al 67 %. Tanto el disefio ¢}, como el disefio (r son
poco eficientes para discriminar mientras que el diseno (},, tiene la mayor Tk -eficiencia. En
este caso el diseno producto tiene cuatro puntos de soporte y su eficiencia es solamente del

62 % cuando compite con el disefio (7, .
w



4. Disenos optimos para discriminacion
entre modelos marginales mixtos tipo
I

En este capitulo los resultados presentados previamente en el capitulo anterior se extienden
a una clase mas general de modelos mixtos. Especificamente, se propone una generalizacién
del criterio de T-optimalidad para modelos marginales tipo II. Se muestra, ademds, como
se puede aplicar el criterio propuesto para hallar disenos 6ptimos que permitan discriminar
entre dos modelos generales de efectos mixtos anidados con diferentes matrices de covarianza
intra-individual.

En la seccién 4.1 se presenta el modelo y se define el criterio de optimalidad para discrimina-
cion. En la seccidn 4.2 se establece el teorema de equivalencia para el criterio propuesto. En
la seccién 4.3 se considera el problema de discriminacién para modelos generales de efectos
mixtos. Finalmente, en la seccion 4.4 se presenta un ejemplo ilustrativo.

4.1. Modelo y un criterio de optimalidad

Considere el modelo marginal (3-1) y suponga que la matriz Z; depende del vector 3 de
parametros poblacionales. Entonces el vector de observaciones y, del i-ésimo individuo es
representado como

Suponga ademas que €; ~ N, (0, R(x;, 3,0%, X)), entonces bajo los demds supuestos descri-
tos en la seccion 3.1, se tiene que la distribucién marginal de y, es normal n-variada con
vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas:

E(y) = f(zi,0) (4-2)
Cov(y,) = Zi(B)DZ;(B)+ R(z;,B,0% N) (4-3)
= Y(x;,0)

donde 0 = (,BT, o2, T, )\T)T. Se observa que, en este caso, la matriz de covarianzas mar-
ginal depende del vector 3 de parametros poblacionales. Este modelo es llamado modelo
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marginal tipo II. Para esta clase de modelos, se pueden ajustar estructuras de covarianza
intra-individuos mas generales, como por ejemplo, el modelo:

R(x;, B,0% a) = o* diag(f**(xi1, B), . . ., [**(zin, B)). (4-4)

Esta matriz supone errores no correlacionados con varianza proporcional a una potencia de la
respuesta media. Adicionalmente, si las observaciones se miden a través del tiempo, es posible
considerar un modelo para la correlaciéon serial, como por ejemplo el modelo autorregresivo
(AR) de primer orden para observaciones igualmente espaciadas.

El modelo marginal también se puede escribir como

Y, = f(wlaﬁ) + €,

donde €; ~ N,(0,X(x;, 0)).

Como se procedio en el capitulo anterior, sean My y My dos modelos con estructura dada por
(4-1), los cuales asumen modelos diferentes para la variabilidad intra-individual. Suponiendo
que M, estd anidado dentro de M con respecto a la matriz de covarianzas intra-individuos,
estos modelos se pueden representar como:

Mg ~ N, (0,%(x;,0,)), 6, = (5{70%7¢1T7A1T)T €06, CR™

Mz N P Nn(O, EQ(CL'Z',GQ)), 02 = (Bg,o‘;,’lpg,Ag)T < @2 - @1

donde ©5 = {02 = (ﬂg,o‘%,lﬂg,)\g)T €0 : hT()\Q) =0,7=1,..., /{}.
Con el fin de discriminar entre M; y M se propone el siguiente criterio de optimalidad.

Definicién 4.1.1. Asumiendo que My es el modelo correcto con vector de pardmetros 0(1]
conocido, un diseno poblacional optimo local (3 para discriminar entre My y My verifica

G = arg méx T{ () (45
N
donde
N
Il o , k B
Ty (Cv) = min 2N F(xy, 62) (4-6)
con

F(x,0,) = tr[2(x)X !z, 0,)] —logdet[2(z)X ' (x, 0,)]
(f(x) — f(x,0:)"= (z,0,)(f(x) — f(x,6,)) (4-7)
donde f(z) = (. ) y S(x) = S(a, ).

A continuacion se presenta la justificacién del criterio bajo argumentos similares a los em-
pleados en la seccién 3.4.1.



4.1 Modelo y un criterio de optimalidad 45

Justificacion del criterio

Sea 6° el valor verdadero pero desconocido del pardmetro 6. Suponga que se quiere probar
el siguiente sistema de hipdtesis:

Hy:0° € ©, versus H,: 60" €6, (4-8)

donde ©, = {6 = (B, 0%, ", A0 € ©1,h.(A\) =0,7=1,...,K}.
Los siguientes supuestos son establecidos:

(A1’) ©; es un conjunto compacto,
(A2") f(=x,B) es una funcién continua y dos veces continuamente diferenciable en ©,
(A3") X(«,0) es una funcién continua y dos veces continuamente diferenciable en ;.

Sean Yy, - . ., Yy, vectores de observaciones independientes con vector de tiempos de medi-
cién xy, k =1,...,s. Bajo el modelo marginal (4-1), Yy, - .., Yxy,, constituye una muestra
aleatoria de vectores que provienen de una distribucién N, (f(xx, ), (x4, 0)).

Para el problema de contraste (4-8), el logaritmo de la funcién de verosimilitud, con base en
s muestras independientes, estda dada por

W = SN [—ﬁ log 27 — ~ log det (S (., 0)) — %tr(E_l(a}k, 6)S,)

k=1 2 2
_%<§k — f(@r, 8))" 27 (4, 0)(G), — fr, 8))| ,

donde G, = Ny o0 Yw ¥ Sk = Ny 0 Ui — Ui) Wi — Ti)T- Si 61y 05 som los
estimadores de maxima verosimilitud en ©; y ©, respectivamente, entonces el estadistico de
la razén de verosimilitud para (4-8), estd dado por

_QIOg/)\\N = —2{5(9;) - 6(51)}
= Z Nk {FML(yka Sk’a ?2’67 i\]Zk’) - FML(ylm Ska }1197 i\llk)} )
k=1

con

~ A~ A

~-1
Fro (@ Sk For Sir) = logdet(S5) — log det(Sy) — n + tr [zjk sk}
— “p Eas — >
+(Yp — fjk:)TEjk U, — Fn) (4-9)
donde f, = f (@, B;) v Ty = ey, O51), j = 1,2,
Bajo Hy, el estadistico de prueba —2log \y sigue asintéticamente una distribucién x? con x
grados de libertad. Por tanto, un test aproximado basado en —2log Ay de tamano « rechaza
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Hy si —ZIOgXN > ¢4(a), donde c,(r) denota el punto porcentual 100a % superior de la
distribucién 2.
La funcién Fusr(Yy, Sk, £, Zjx) es conocida como la funcién de discrepancia de maxima
verosimilitud la cual cuantifica la discrepancia entre los momentos muestrales y los momentos
poblacionales que dependen del vector de pardmetros @ (ver Steiger et al., 1985). La extension
de esta funcién, en el caso de s grupos, estd definida por (ver Bollen, 1989):
N, k .
F(0) = WFML(ykv Sk, Finr Zjn), J=1,2. (4-10)

k=1

Asi, el estadistico (4-9) se puede escribir como
“2log Ay = N(F(8,) — F(8))). (4-11)

Bajo los supuestos (A1’)-(A3’) y condiciones de regularidad se puede demostrar que la fun-
cién criterio T (Cy) es proporcional al pardmetro de no centralidad de la distribucién x? del
estadistico —2log /):N bajo una sucesion de hipotesis alternativas locales. Asi la potencia de
la prueba es una funcién monétona creciente de T (¢x) y por tanto se maximiza mediante
la eleccion del diseno (.

A continuacién se define el criterio T para disefios poblacionales aproximados.

Definicién 4.1.2. Asumiendo que My es el modelo correcto con vector de pardmetros 0(1)
conocido, un diseno poblacional aprozimado T -éptimo local w* para discriminar entre M,

y My verifica

w* = argmax Tii (w) (4-12)
we=
donde
II f— 1 . . -
Ty (w) = Jnin 4 w; F(x;,02) (4-13)

=1

con F(x;,02) dada por (4-7).

4.2. Teorema de equivalencia

Los resultados obtenidos en la seccién 3.5 se pueden extender para el criterio T4/ -optimal y
se deducen de forma similar. Para establecer el teorema de equivalencia se adopta la siguiente
definicién de disenio T}/ -regular.

Definicién 4.2.1. Un disenio w es llamado T} -reqular si el conjunto

Os(w) = {02 92( —argegrélél?z% X“OQ}

es unitario, de lo contrario es llamado T -singular.
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A continuacién se enuncia el teorema de equivalencia para el criterio T{i/-optimal cuya de-
mostracion es similar a la demostracion del teorema 3.5.3.

Teorema 4.2.1. (Teorema de equivalencia para TE -optimalidad). Sea w* un diseno
TEH -reqular. Entonces:

(i) Una condicién necesaria y suficiente para que el diserio w* sea Tk -éptimo estd dada

por
o(x,w*) <0, Vo € X", 05 € Oy(w”) (4-14)

donde
¢z, w) = F(z,0;) - Ty (w) (4-15)

es la derivada direccional en w* en la direccion de d,,, .
(ii) La funcion ¢(x,w*) alcanza su valor mdzimo en los puntos de soporte del diseno w*.

(iii) El conjunto de diserios T!-dptimos es convezo.

4.3. Discriminacion en modelos no lineales de efectos
mixtos

En esta seccién se considera el problema de discriminacién previamente descrito para el
modelo general de efectos mixtos el cual se puede definir mediante un modelo jerarquico en
dos etapas como se muestra a continuacion.

4.3.1. Modelo no lineal de efectos mixtos

Suponga que el vector y, de respuestas para el i-ésimo individuo, ¢ = 1, ..., N se representa
por medio de un modelo no lineal de efectos mixtos, definido en dos etapas (ver Davidian y
Giltinan, 1995):

FEtapa 1. Modelo intra-individuo
En esta etapa se establece un modelo para la variabilidad entre las observaciones dentro de
un individuo dado. Especificamente, para cada individuo i se asume que

y, = f(x;,6;,) +&;, i=1,... N, (4-16)

donde x; = (7;1,...,7:,)7 es el vector que contiene los diferentes tiempos en los que se
realizan las observaciones, 3, es un p-vector de parametros asociados con el i-ésimo individuo,
f(xi, B;) = (f(xi1,8;), ..., f(win, B;))T v &; es el término del error aleatorio. En contraste
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con los modelos marginales mixtos, la funcién f(z;,3;) es ahora una funcién no lineal del
vector aleatorio 3.
Se asume que

€’L|/61 ~ Nn(O, COV(Ei‘,B,L-)), COV(€i|,6i> = R(iBZ, i 02, )\) (4—17)

Asi como en el caso de los modelos (3-1) y (4-1) la matriz R representa la variabilidad intra-
sujeto y se puede escribir en términos del modelo de varianza y la estructura de correlacion
como

R(mia/gia(j-Qa)\) = G1/2(wi7 i70-27a)W(xi7p)G1/2(wi7 i7027a>7 (4_18)

donde A = (aT, p?)T.

Dependiendo de la naturaleza de los datos, diferentes estructuras, incluyendo las descritas
en la seccién 3.1 y 4.1, se pueden utilizar para la matriz R(x;, 3;, 02, A).

Etapa 2. Modelo entre-individuos

Para describir la variabilidad entre individuos, en esta etapa se establece un modelo para
el vector de parametros 3, en funcién de ciertas caracteristicas individuales. Como un caso
especial, se supone que

B,=p+b, (4-19)

donde B es un vector de parameros poblacionales y b; es un vector de efectos aleatorios
asociados con el ¢-ésimo individuo. Se asume que los vectores b; son independientes entre si
y de los vectores g;, con distribucién N, (0, D), donde D es una matriz comin para todos
los individuos y es llamada la matriz de covarianzas entre-sujetos.

4.3.2. Modelo aproximado lineal

A partir de (4-16) y (4-19), y aproximando f(x;,3;) por una expansién de series de Taylor
de primer orden alrededor del punto E(b;) = 0 se obtiene el modelo linealizado conocido
como el pseudo modelo no lineal de efectos mixtos de Beal y Sheiner

Yy, = f(azz,,@) + Z(wzuﬂ)bz + R1/2(wiuﬂ7 027 A)€7>,"<7 (4_2())

donde Z(;, §) = [W’ﬁ ﬁ

Se observa que este modelo aproximado corresponde a un modelo marginal mixto tipo II, no

1 es una matriz de orden n x p y € ~ i.i.d. N,(0,0%I,).

lineal en el vector 3 y lineal en los efectos aleatorios.
Ademas, se tiene que la distribucién marginal de y; es aproximadamente normal con vector
de medias

E(y;) ~ f(x:,B) (4-21)
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y matriz de varianzas y covarianzas

Cov(y,) ~ Z(z;,B)DZ(x;,B)" + R(x:, 8,0% )
= E(whe)a

que depende de 8. Asi, asumiendo que la aproximacién en (4-20) es exacta, la discriminacién
entre dos modelos de efectos mixtos anidados con respecto a la matriz de covarianzas intra-
individuos se puede realizar con base en el disefio T{{f-6ptimo que se obtiene para discriminar
entre los correspondientes modelos linealizados.

En la siguiente seccion se muestra un ejemplo de aplicaciéon del criterio para esta clase de
modelos.

4.4. Un Ejemplo

Con el fin de ilustrar la aplicacion del criterio en el caso de un modelo general de efectos
mixtos se utilizo la informacién de un estudio de simulacion sobre la farmacocinética de un
medicamento realizado por Hashimoto et al. (1991). Este ejemplo también fue considerado
por Mentré et al. (1995) quienes encontraron disefios poblacionales 6ptimos bajo dos modelos
de variabilidad intra-sujeto con el propdsito de estimar las caracteristicas farmacocinéticas
del medicamento. La siguiente es la informacion tomada del segundo estudio.

Modelos y condiciones experimentales

Para describir la evolucién de las concentraciones del medicamento en el organismo en funcién
del tiempo se asumio el modelo abierto de un compartimiento con dosis tinica D dado por

concentracion en plasma = v exp (_V X tiempo>

donde V' y Cl son los parametros del modelo y representan en la cinética de un farmaco
el volumen de distribucion y el aclaramiento, respectivamente. Debido a que el objetivo era
estudiar las caracteristicas poblacionales del medicamento (parametros medios y variabilidad
entre-individuos) con un nimero limitado de muestras por sujeto se consider6 el siguiente
modelo no lineal de efectos mixtos:

Etapa 1. (Variacion intra-individuo)

ya = [lza,B;)+ 515
Fend) = e (o)
&ilB; ~ Nu(0, (muﬁwa A) (4-22)
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donde, para el sujeto ¢, y; representa la [-ésima concentracion en el tiempo z; y B, =
(Cl;, V;)T. Para todos los individuos se asumié una dosis igual a 1.
Etapa 2. (Variacion entre-individuos)

B;=B+b;, b~ Ny0,D), D= Vgl w(; } (4-23)

donde B = (B4, 52)7 es el vector de pardmetros poblacionales.

Los dos modelos considerados para la matriz de covarianzas intra-individuos R(zx;, 3;, 0%, A)
fueron:
M. Errores no correlacionados con varianza proporcional a una potencia de la respuesta
media

&ilB; ~ N (0, R(z, 17027)\))
R(mialgi7a2’A) = O-QG(wh iua)a

donde
G(mh Bi’ a) = diag(fQQ(xila ﬁz)? AR f2a(17in; /61))

M. Errores no correlacionados con varianza constante

€2|/61, ~ Nn<07R(wi7ﬁi7027)\))
R<mi7/6ia02aA) = U2I”'

Para la construccion de los disenos D-6ptimos locales se tomo
X ={0.05,0.15,0.3,0.6, 1} horas (4-24)
y se usaron como vectores de parametros locales
B =(0.50.2)7", 4, =(0.01,0.0016)" y o =1. (4-25)

En ambos modelos se asumi6 0% = 2 = 0.15.

Disefio T'}/-6ptimo

A partir de la informacién anterior, en esta seccion, se construye el disefio T{i/-6ptimo local
con el fin de discriminar entre M7 y Ms. Debido a que M, esta anidado dentro de My, se
asume que M es el modelo correcto con pardmetros dados por (4-25).

Para el modelo alternativo Ms el vector de parametros poblacionales es

0, = (ﬁg’ U%a Q/J;F’ O)T' (4‘26>
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Con fines ilustrativos se fijaron tres muestras por individuo, es decir, n = 3. De acuerdo con
los resultados obtenido por Mentré et al. (1995), este niimero en experimentos con muestras
escasas es razonable. Asi, la regién de disefio X3 contiene (53 = 10 combinaciones posibles
de secuencias de elementos tomados de X:

X? = {(x1, 29, 73) 1 2, € X}, (4-27)

El diseno poblacional éptimo local resultante es el diseno de dos puntos dado por

.05,0.15, 0. .05,0.15, 0.
Gvaf:{ (0.05,0.15,0.3)  (0.05,0.15,0.6) } (428)

0.82 0.18

y el vector de parametros del modelo My obtenido en el proceso de optimizacién es

0; = (Cl; ‘/2*7 ¢Z‘ll ’ ¢€/1 )T
= (0.6287, 0.1998, 1.4059, 0.0027)T.

Asi, si el objetivo es disefiar un experimento con muestras escasas por individuo con el fin de
discriminar de forma 6ptima entre los modelos M; y My entonces las muestras de sangre
se deben tomar en los tiempos 0.05, 0.15 y 0.3 (horas) para aproximadamente el 82 % de los
pacientes y en los tiempos 0.05, 0.15 and 0.6 (horas) para aproximadamente el 18 % de los
pacientes. En la grafica 4-1 se verifica que en efecto el disefio es Tf-6ptimo.

-2 -

-3 -

-4 -

Funcién de Sensibilidad

indice de Secuencia

Figura 4-1.: Funcion de sensibilidad para los vectores de muestreo.



52

4 Disenos éptimos para discriminacion entre modelos marginales mixtos tipo 11

Comparacién con otros diseios

En la Tabla 4-1 se muestran los disenos D-6ptimos para cada modelo, el diseno producto y

un diseno de rejilla de segundo orden con secuencias de medicién (x1,x3,z5) y (22, 74) vy la

misma proporcién de individuos en cada una de ellas.

Tabla 4-1.: T!-eficiencias de disefios poblacionales

Diseno

T — ef(¢)

17 —
TW

|

Cp

. {(0.05,0.15,0.30)

(0.05,0.15,0.60)

0.82 0.18
(0.05,0.30,0.60) (0.05,0.30,1)
0.01 0.99 }
G = {(0.05,0.15,1)}
D1 — 1
o = {(0.05,0.30,0.60)}
b: — 1
(0.05,0.30,1) (0.15,0.60)
0.50 0.50 }

cn{

|

1

0.2609

0.4601

0.2876

0.2604

Las Ti}f-eficiencias de estos disenos se encuentran en la Tabla 4-1. Se observa que la T{{/-

eficiencia maxima es tan s6lo del 46 % correspondiente al diseno (}, . Los demds disefios,

incluyendo el diseno producto, tienen eficiencias inferiores al 29 % con respecto al disefio

-6ptimo.
gT‘f[} p



5. Disenos optimos para estimacion y
discriminacion en modelos mixtos

En este capitulo se propone una metodologia para construir disenos éptimos poblacionales
con dos objetivos simultaneos: estimacion de parametros y discriminacién entre dos estruc-
turas de variabilidad intra-sujetos para modelos de efectos mixtos. Se propone un criterio
compuesto que combina un criterio para estimacion y otro para discriminacion. Para esti-
macién se usa el criterio de D-optimalidad, ampliamente utilizado en el caso de modelos de
efectos mixtos (ver por ejemplo Mentré et al., 1997; Gagnon y Leonov, 2005; entre otros)
y para discriminacion entre modelos se considera el criterio Ty, propuesto en este trabajo.
El principal resultado de este capitulo es la formulacién del teorema de equivalencia para el
criterio compuesto mediante la aplicacion de la teoria de disenos aproximados.

El capitulo se desarrolla en cinco secciones. En la seccion 5.1 se presenta la descripcién del
problema de estimacion y discriminacién. En la seccién 5.2 se presenta una expresion para
la matriz de informacion Fisher para modelos no lineales de efectos mixtos. En la seccion
5.3 se describen los disenos D-6ptimos poblacionales y se enuncia el respectivo teorema de
equivalencia. En la seccién 5.4 se construye un criterio de optimalidad para la estimacion de
parametros y discriminacién entre dos modelos de efectos mixtos. Se enuncia y se demuestra
el respectivo teorema de equivalencia. Finalmente, en la seccion 5.5 se muestra un ejemplo
de aplicacién.

5.1. Descripcidn del problema de estimacion y
discriminacion

Diferentes areas de aplicacién de los modelos mixtos, principalmente la farmacocinética, han
impulsado el desarrollo de varios enfoques para la construccién de disenos poblacionales
optimos, especialmente con el propdsito de obtener estimadores eficientes de los parametros
del modelo. En contraste con la estimacién de pardmetros, no hay muchos métodos que
aborden el problema de discriminacion entre modelos. En el caso de modelos de efectos fijos,
algunos autores han puntualizado que los disenios 6ptimos obtenidos para discriminacion, en
general, no son eficientes para la estimacién de los pardmetros del modelo (ver por ejemplo
Atkinson y Donev, 1992). Lo ideal seria construir un diseno que sea eficiente tanto para
estimacion como para discriminacién. En el contexto de modelos de efectos fijos, varios
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enfoques se han desarrollado con el fin de construir disenos con ambos propédsitos. Algunos
resultados de criterios compuestos aparecen en Atkinson (2008), quien propuso el criterio DT-
optimalidad, Lépez-Rio (2008) consideré el problema de disenios éptimos para la estimacion
de funciones no lineales y discriminaciéon, Waterhouse el al. (2005) propusieron un criterio
producto para discriminacién y estimacion basado en el producto de los determinantes de
las matrices de informacién. Otros enfoques consideran la construccion de disenios hibridos
y condicionales. Para modelos no lineales de efectos mixtos el problema de disenos para
estimacién y discriminaciéon ha sido considerado por algunos autores. Por ejemplo, Jones
y Wang (1999) sugirieron el uso de disenos compuestos combinando T-optimalidad con el
criterio D-optimalidad para modelos de efectos mixtos, Waterhouse el al. (2005) sugirieron
el uso del criterio producto y Vajjah y Duffull (2012) propusieron disenos condicionales
combinando D-optimalidad para modelos mixtos y T-optimalidad para las componentes
fijas.

En este trabajo el objetivo es proponer un criterio de optimalidad con el fin de obtener di-
senios Optimos que permitan discriminar entre dos estructuras de covarianza intra-individuo
y ademas estimar de forma eficiente los parametros de cada modelo. El criterio propues-
to es un criterio de diseno compuesto que combina D-optimalidad para modelos mixtos y
Ty-optimalidad para discriminacién segin el modelo marginal considerado. Aunque, enfo-
ques como los descritos anteriormente resuelven el problema de diseno para estimacion de
parametros y discriminacién entre modelos mas generales, la metodologia que se desarrolla
en este trabajo permite la discriminacion entre modelos anidados, la posibilidad de grupos
de individuos con diferentes disenos individuales y la verificacion de la optimalidad de un
diseno.

Para describir el problema de disenos 6ptimos para estimacion de parametros en modelos
no lineales de efectos mixtos, se presenta a continuacién una expresion para la matriz de
informacién de Fisher.

5.2. Matriz de Informacion de Fisher

Considere el modelo marginal (4-1) con vector de parametros 8 = (87,47)T € © C RY, el
cual se puede expresar de forma compacta como

Yy, ~ No(f(x;,0),%(x;,0)), i=1,...,N, (5-1)
donde la funcién f(x;, @) depende solamente del vector de pardmetros 3.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador de maxima verosimilitud de @ con base
en la muestra total de N individuos tiene una distribucién asintotica normal

0~ N, (6°, N "MV (z1,...,xN,0") (5-2)
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donde M (xy,...,xyN,0) es la matriz de informacién de Fisher dada por
N
M(zy,..., @y, 0) =Y p:;,0) (5-3)
i=1
con

,u'(wive) = {“kl(wi’9>}z7l:1

af mive T — a.f .’.UZ',H
My (i, 0) (aTk)E l(wiae)%
1 1 8E(mz,0) 1 82(:&1,0)
1|27 @, ) St e @, ) S

ver Magnus y Neudecker (1988).
Las condiciones de regularidad requeridas son (ver Cox y Hinkley, 1974, Capitulo 9, p. 281):

(i) © es un conjunto compacto.
(ii) 8" es un punto interior de ©.
(iii) Valores diferentes del vector de parametros € corresponden a distribuciones diferentes.
)

(iv) La funcién log-verosimilitud es tres veces diferenciable con respecto a 8 en una vecidad
de 6°.

(v) El valor absoluto de la tercera derivada de la funcién log-verosimilitud con respecto a
0 est4 acotada por una funcién de y con valor esperado finito, en una vecidad de 6°.

(vi) La matriz de informacién de Fisher es finita y definida positiva.

En el caso general de los modelos no lineales de efectos mixtos, no es posible obtener una
expresion cerrada para la matriz de informacién de Fisher, debido a que la funcion de res-
puesta es no lineal en los efectos aleatorios. Un enfoque comunmente usado para obtener
expresiones aproximadas del vector de medias y la matriz de covarianzas de la distribuciéon
marginal, es considerar el modelo aproximado lineal como se describié en la seccién 4.3.2.
Asi, bajo este enfoque se tiene que:

Ely;,) ~ f(zi,B)

Cov(y;) Z(x;, B)DZ(z;, B)" + R(x;, 8,02, \)
= E<w170)7

Q

y una expresién aproximada para la matriz de informaciéon de Fisher se obtiene a partir de
(5-4).

De la expresion en (5-2), se tiene que asintéticamente la matriz de covarianzas del estimador
de méaxima verosimilitud de @ alcanza la cota inferior de la desigualdad de Cramér-Rao. Esta
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propiedad es lo que motiva el uso de la inversa de la matriz (5-3) como una aproximacién de
la matriz de covarianzas del estimador y en consecuencia emplearla como una herramienta
para evaluar la calidad o precision del estimador. Entre méas “pequena” sea esta matriz mas
precisa sera la estimacion de 6.

A partir de la expresién (5-3) se observa que la matriz de informacién depende de las condicio-
nes experimentales x por tanto el problema de disenio consiste en elegir el diseno poblacional
exacto de tamano N que hace “grande” esta matriz en algin sentido.

Cada diseno poblacional genera una matriz de informacién de Fisher la cual puede escribirse
como

= Z Nip(;, 0) = NM((n, 6) (5-5)

donde

s

N,
M((y, 0) = Wk 1, 0 Zwku ., 6). (5-6)

k=1

Asi, para N individuos el objetivo es elegir el disefio ¢y que minimice Cov(8) o< M~1(Cy, 0)
en algin sentido. Como se mencioné en la seccién 2.3, el enfoque utilizado para minimizar
esta matriz es maximizar un funcional de la matriz de informacion de Fisher cuya eleccién
dependera de los intereses del experimento. Es decir, se busca el diseno tal que

(v = arg H%]‘%X‘I)(M (v, 8)), (5-7)

donde ®(M ((y, ) es una funcién acorde con las necesidades del experimento. Con el fin de
simplificar este problema y proporcionar condiciones para verificar la ®-optimalidad de un
diseno se usan los disenos poblacionales aproximados continuos.

Generalizando la expresion (5-6), se define la matriz de informacién de Fisher para un diseno
poblacional continuo w como

k=1

El conjunto de las matrices de informacién asociadas a los disenos poblacionales continuos
en = se denota por .Z y esta dado por

M ={Mw,0):we=} (5-9)

A continuacién se presentan algunas propiedades de la matriz de informacién. El teorema se
demuestra de forma similar al teorema establecido en Fedorov (1972), Capitulo 5, p.210.
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Teorema 5.2.1. Para cualquier diseno w € = se tiene que:
(i) La matriz M(w, 0) es simétrica y definida no negativa.
(i1) Bajo los supuestos (A1°)-(A3’) se verifica que el conjunto M es compacto y convezxo.

(111) Para cualquier matriz M de M existe un disenio w que no contiene mds de v(v+1)/2+1
puntos con pesos distintos de cero, de tal manera que M (w,0) = M.

En la parte (ii) del teorema es importante notar que la convexidad del conjunto se sigue del
hecho de que éste coincide con la cubierta convexa del conjunto de las matrices de informacion
de los disenos individuales en =, es decir

M = conv( Mina), (5-10)
donde

Ming = {p(x,0) : T € X"} (5-11)

5.3. Disenos 6ptimos para estimacion

Con el fin de encontrar disenos para la estimacion eficiente del vector de parametros 6, se
considera el criterio de D-optimalidad definido en el contexto de los disenos poblacionales
como sigue.

Definicién 5.3.1. Un diseno poblacional w* se dice que es D-optimo local si verifica,

w* =argmax ®p(M(w,)) (5-12)

weE
donde ®p(M(w,0)) = logdet M(w, 0).
Las siguientes son algunas propiedades del criterio ®p:
(i) La funcién toma un valor finito si y sélo si M(w, 0) es una matriz no singular.
(ii) La funcién es continua en ..

(iii) ®p esuna funcién céncava en .# y estrictamente concava en el conjunto de las matrices
definidas positivas.

(iv) La funcién es diferenciable en el subconjunto de las matrices definidas positivas y su
gradiente es

Vop(M)=M". (5-13)
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(v) Bajo el supuesto de normalidad, los disenos que maximizan ®p minimizan el volumen
del elipsoide de confianza para el vector de parametros.

El siguiente es el teorema de equivalencia para D-optimalidad.

Teorema 5.3.1. (Teorema de equivalencia para D-optimalidad). Sea w* € = un
diseno poblacional con matriz de informacion de Fisher no singular M (w*, 0). Entonces una
condicion necesaria y suficiente para que el diseno w* sea D-optimo local estd dada por:

¢p(®, W) <0, Vo € X", (5-14)
donde
¢p(x, w*) = tr [p(x, )M (w*,0)] —v, v=dim(8) (5-15)

es la derivada direccional de ®p(M(w,0)) en w en la direccion de w,. Ademds la funcion
¢p(x,w*) alcanza su valor mdzimo en los puntos de soporte del diseno w*.

Demostracion. Sea H(w, @) una matriz simétrica y M (w, @) una matriz no singular. Por las
propiedades anteriores ®p es una funcién concava en .# y diferenciable en el conjunto de
matrices definidas positivas. Luego a partir de (2-16) y la propiedad (5-13) se tiene que la
derivada direccional de ®p en M en la direccién de H estd dada por

Fp, (M, H) = tr[VOp(M)(H — M)] = tr(M~'H) — v. (5-16)

Asi, aplicando el teorema 2.5.3 y el corolario 2.5.4.1 se tiene que w* es D-optimal si y sélo
si M es no singular y Fg, (M (w*,0), u(x,0) — M(w*,0)) <0, lo cual es equivalente a:

tr(M~H(w*, 0)u(x,0)) —v <0, Yz € A" (5-17)

con la igualdad en los puntos de soporte del diseno w*.

5.4. Disenos para estimacion y discriminacion

En esta secciéon se propone un criterio de optimalidad a partir de los criterios expuestos
para discriminar entre dos modelos de covarianza intra-sujetos y estimar de forma eficiente
el vector de parametros.

Sean My y My dos modelos de efectos mixtos con vectores de parametros 61 y 05 donde
0, € O, CR" y 0, € O, C R, los cuales asumen la misma estructura para la funcién de
respuesta media f(x,3) y matriz de covarianzas entre-individuos D (correctamente especi-
ficadas), pero modelos diferentes para la variabilidad intra-individual. Ademads, suponga que
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los modelos estan anidados con respecto a la variabilidad intra-sujetos. En forma compacta
los modelos se pueden representar como:

Ml € Nn(oaRl(wiuﬂlag%Al))a 01 = (ﬂ’{’v,{)T € @1
Y1 = (0,47, A])" €L CR™

MQ S & Nn(ouRQ(wiaﬂ%g;?AQ))a 02 = (IBQTa’YzT)T € @2
Yo € FZ = {'72 = (0§7¢57A5>T S F1 : h-,—()\g) = 077— = 17' . '7/€}'

El objetivo es proponer un criterio de optimalidad que permita encontrar disenos 6ptimos
locales con el fin de:

1. Discriminar entre las estructuras de covarianza R;(x;, 3,07, A1) y Ra(x;, B, 05, Xa),
y

2. Estimar en forma optima 6, y 6-.
Los criterios considerados para discriminacion y estimacion son los siguientes:
» ¢ (w) =Ty (w) para discriminacién asumiendo que el modelo correcto es M.
s ®y(w) = det M, (w)'/¥* para estimacion del vector de pardmetros 6.
» $3(w) = det My(w)'/?2 para estimacién del vector de pardmetros 5.

donde M (w) representa la matriz de informacién de Fisher para un valor a priori 8, de 6.

El criterio propuesto es un criterio compuesto que usa la media geométrica de las eficiencias
de un diseno w con respecto a cada criterio como funcién apropiada para combinar los dis-
tintos criterios bajo ciertas ponderaciones. Como en Lépez-Rios (2008), en este trabajo se
considera asignar la misma ponderacién a los criterios para estimacion y otra ponderacion
para discriminacion.

Para una constante predefinida o donde 0 < @ < 1, considere la funcion:

v = {30 } (e oed } (518)

donde wj = arg maxges ®;(w). El valor de la constante a se puede elegir de acuerdo con

la importancia que se le quiera asignar a estimacion y discriminacion. También se pueden
emplear métodos para determinar esta constante (ver por ejemplo Atkinson y Donev, 1992).
El logaritmo de ®(w) es

1-— 1 1
OPTW () = aln Ty (w) + 5 “ {— Indet M;(w) + — Indet MQ(w)} +C  (5-19)
U1 U2
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donde C' es un constante que no depende del diseno w. Asi, se propone el siguiente criterio
de optimalidad.

Definicién 5.4.1. Asumiendo que M es el modelo correcto, un diseno poblacional optimo
local w* para discriminar entre My y Mo, y estimar los vectores de pardmetros 6, y 05, es
tal que

w* = arg max ¢V (w) (5-20)
we=

donde ®PTW (w) estd dado por (5-19). El diserio w* es llamado DTS -dptimo.
A continuacion se enuncia y se demuestra el respectivo teorema de equivalencia.

Teorema 5.4.1. (Teorema de equivalencia para DT -optimalidad). Sea w* un di-
seno Ty -reqular con matriz de informacion de Fisher no singular. Entonces bajo los supues-
tos (A1°)-(A8’°) se tiene que una condicion necesaria y suficiente para que el diserio w* sea
DTy, -6ptimo local estd dada por

oPTW (x,w*) <0, Vo € X", (5-21)
donde

D (") — F(x,65) l—a{l

T T Loy @ )

bt (@)t )] -1 (522

es la derivada direccional de ®PTW(w) en w* en la direccion de wy. Ademds, la funcidén
¢PTW (x, w*) alcanza su valor mdzimo en los puntos de soporte del diserio w*.

Demostracion. Debido a que el criterio ®P7W (w) es una combinacién convexa de criterios
coéncavos se tiene que éste es una funcién concava. Ademads es diferenciable ya que cada
®;(w) es diferenciable. A partir de las propiedades de la derivada direccional se sigue que la
derivada direccional de ®P7W (w) en w* en la direccién de w,, es:

FCDSTW (w*7 wﬂc) = an)l (w*v wfc) + S [F¢2 ("‘J*7 wfc) + F<I>3(w*’ ww)] (5‘23)

donde
Fo,(w" wy) = Uil {tr [ul(a:)Ml_l(w*)} — Ul} , (5-24)
Foufwwa) = o {tr [(@) )5 ()]~ 02} (5-25)

y para Ty -optimalidad, aplicando la regla de la cadena se obtiene que:
F(x,03) — Ty (w*)

Reemplazando estas expresiones y simplificando se obtiene la expresién del lado izquierdo

Fo, (", wy) = (5-26)

de (5-22). El resultado se sigue aplicando el teorema 2.5.5.
[l
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5.5. Un ejemplo

Con el fin de ilustrar la metodologia propuesta, se considera un estudio realizado sobre la
farmacocinética del medicamento cadralazina utilizado como tratamiento para la hiperten-
sién, ver Racine et al. (1986). Los datos corresponden a las concentraciones de cadralazina en
plasma en 10 pacientes con insuficiencia cardiaca. Los niveles plasmaticos fueron observados
en un periodo de 2 a 32 horas después de una dosis tnica de 30 mg de cadralazina.

Estos datos se representan graficamente en la Figura 5-1.

5 10 15 20 25
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

20 -

1.0 -

0.5 4 -

0.0 1 -

Concentraciéon (NMOL/G)

// m

20

15+

1.0

0.5 4

0.0 1

1
T T T

T T T T T T T T T T T T T T 1
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

Tiempo (horas)
Figura 5-1.: Concentracién de Cadralazina.
Para el estudio de la cadralazina, se considera el siguiente modelo de intercepto aleatorio:

D
Yi = = exp(—Paxq) + b; + e, (5-27)
1
donde b; es el efecto aleatorio asociado al i-ésimo individuo y ¢; es el término del error
aleatorio intra-individuo. Sea b = (by,...,by)T y € = (i1, ..., cin)T. Asuma que:

b~ Ny(0,0Iy), € ~N,(0,R(x;,0% X)), Cou(b,e;) =0. (5-28)

Las dos estructuras consideradas para la variabilidad intra-individual son: (i) un modelo de
varianza con funcién exponencial y un modelo autorregresivo continuo con el tiempo como
covariable y (ii) la estructura usual: errores independientes con varianza constante. En forma
compacta, estos modelos se pueden escribir como:
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M. Funcion de varianza exponencial y modelo AR(1) continuo
g; ~ N, (0, R(z;, 0%, \), R(x;, 0%, A) = G (x;, 0%, @)W (x;, p) G *(x;, 0%, w)
donde
G(x;, 0% w) = o* diag(exp(—wx;1), . .., exp(—wr))

W (i, p) = {wsk (@i, p) o jmys wer(@i, p) = ploo0l, (=1 < p < 1).

M. Errores no correlacionados con varianza constante
gi ~ N, (0, R(x;, 0%, \))
R(x;, 0% X\) = 0’1,
Los vectores de parametros estimados de los dos modelos son:
M, : By =(14.880,0.214)", ¢y = 0.042%, 52 =0.402%, 5 =0.935, & = 0.075
My By = (15.029,0.202)", 1 = 0.207, 52 = 0.10° (5-29)
El objetivo es disenar un experimento que permita discriminar y estimar los vectores de
parametros en los dos modelos.
Para el modelo 1 el vector de pardametros es 8, = (BlT, V1,02, p, )T y para el modelo 2 es
0, = (ﬁQT, 9, 02)T. Adicionalmente se encontraron los disefios D-6ptimos para cada modelo
y el disefio T{j-optimal con el fin de tener un panorama general de los disefios individual-

mente. Los datos del estudio inicial son iinicamente utilizados para obtener buenos vectores
de parametros locales.

Con fines ilustrativos, se tomo6 a X como el conjunto de tiempos de medicion del estudio en
el periodo de 2 a 24 horas

X ={2,4,6,8,10,24} horas (5-30)

y se fijaron dos muestras por individuo, es decir, n = 2. Asi, la regién de disefio X? contiene
Cs2 = 15 combinaciones posibles de secuencias de elementos tomados de X

X? = {(v1,72) : 75 € X} (5-31)

Disefios D-6ptimos y T} -6ptimos locales

A continuacién se muestran los disefios D-6ptimos para cada modelo y el disefio Ti,-6ptimo
para discriminacion.

0.63 0.14 0.23

. _ ] (2,6) (2,8
b, = { 0.42  0.58 } (5-33)

G, = {(2,24) (8,10)} (5-34)

o = {(2,6) (2,24) (6,24)} (5-32)

0.60 0.40
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Se observa que para el modelo 1 el diseno D-6ptimo permite estimar @, en forma 6ptima
si aproximadamente el 63 % de los pacientes son observados en 2 y 6 horas después de la
administracién del medicamento, 14 % en (2,24) horas, y 23% en (6,24) horas. Para el
modelo 2 el diseno es de dos puntos y la mayoria de los pacientes deben ser observados en
2 y 8 horas después de la administracion. El disenio para discriminacién es un diseno de dos
puntos donde la mayoria de los pacientes se deben observar inmediatamente después de la
administracién y la segunda muestra al final del periodo de tiempo.

Con el teorema de equivalencia respectivo, graficamente se verifica que en efecto los disenos
encontrados son ®,;(w)-6ptimos, ver Figuras 5-2,5-3 y 5-4
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Figura 5-2.: Diseno D-6ptimo local Modelo 1.

Disenos DTj-6ptimos locales

El diseno 6ptimo compuesto D717, se construyo para tres valores de « : 0.25, 0.50 y 0.75. Los
disefios se calcularon optimizando el criterio ®27W (w) a través de un algoritmo implementado
en el software estadistico R [41]. La funcién nlminb fue utilizada en la optimizacién sobre
la regién A’3. Los disefios DTy -6ptimos locales para los valores de a considerados son los
siguientes:
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Figura 5-3.: Diseno D-6ptimo local Modelo 2.
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Figura 5-4.: Diseilo T{-6ptimo local.
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(2,4) (2,24) (6,8)}

. _ 5-35
Cprg {0.31 046  0.23 (5-35)

\ (2,4) (2,24) (8,10)
Cprg {0.18 054  0.28 } (5-36)
\ (2,4) (2,24) (8,10)
Cprge {0.07 0.58  0.35 } (5-37)

Los tres disenos son de tres puntos y los disenos para o = 0.5 y a = 0.75 coinciden en los
puntos de soporte pero difieren en el peso asignado al primer punto. En la Figura 5-5 se
tiene el grafico de la derivada direccional del criterio en la direccion del disenio unitario en
x. Se verifica que los disenos encontrados son éptimos.

Comparacion de los criterios de optimalidad

Ademas de los disenos éptimos obtenidos con los criterios para estimacion y discriminacién,
se encontré el diseno poblacional (} usando el criterio producto sugerido por Waterhouse
et al. (2005). Con este disenio las secuencias de muestreo son (2,6), (2,24) y (6,24) con
frecuencias respectivas: 0.77, 0.11 y 0.12.

Tabla 5-1.: D-eficiencias y T -eficiencias de disefios poblacionales

Disenio | Dy —ef(¢) | Dy —ef(¢) | T, — ef(¢)
Ch, 1 0.9023 0.4891
e, 0.7351 1 0.1139
C;va 0.7799 0.8056 1
Cp 0.9817 0.9403 0.3623

Gorozs | 09214 | 08406 | 0.8920
C;T‘%}s;o 0.8591 0.8164 0.9734
Gorgrs | 08190 | 08113 | 09939

En la Tabla 5-1 se muestran las D-eficiencias y T} -eficiencias para los disefios D-, T{-, DTS-
optimos y el diseno producto.

Se puede observar que los disenos D-6ptimos tienen eficiencias por debajo del 50 % para dis-
criminar entre los modelos, el disefio T}, tiene eficiencias alrededor del 79 % para estimacién
y aunque el disenio producto (} tiene un desempeno alto para estimacion su eficiencia es baja
con respecto al disefio T}, para discriminacién. En cuanto a los disefios compuestos, el valor
de o = 0.25 proporciona eficiencias relativamente similares para estimacion y discriminacion.



5.5 Un ejemplo 67

En la Figura 5-6 se representan graficamente las eficiencias para un rango de disefios com-
puestos incluyendo el diseio producto ¢} (a = 0) y el disenio T}-6ptimo (« = 1). Se observa
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Figura 5-6.: T} -eficiencias y D-eficiencias de los disefios DT§-6ptimos locales.

claramente un crecimiento de la T{-eficiencia a medida que aumenta la importancia para
discriminar entre los modelos, esto es cuando el valor de @ aumenta, y un crecimiento en
las D-eficiencias cuando aumenta el interés en la estimacion, es decir, cuando « disminuye.
Un valor de v que proporcionaria un buen compromiso entre los dos objetivos, estimacion
y discriminacion, estaria alrededor de av = 0.27 con una eficiencia levemente inferior para
estimacion en el modelo reducido.



6. Conclusiones y recomendaciones

6.1. Conclusiones

En este trabajo se construyé un criterio de optimalidad con dos objetivos simultaneos: es-
timacién de parametros y discriminacion entre dos modelos no lineales de efectos mixtos
anidados, con matrices de covarianzas intra-individuos diferentes. Bajo el enfoque de la
teoria de disenos optimos aproximados se establecié y se demostro el respectivo teorema de
equivalencia. Este resultado fue utilizado para verificar la optimalidad de los disenos encon-
trados. El andlisis del criterio se realizo a partir de una consideracién particular con respecto
a la ponderacion asignada a los criterios de optimalidad individuales. No obstante el uso
de otras ponderaciones conlleva igualmente a la formulacién y demostracion del respectivo
teorema de equivalencia. La metodologia propuesta se ilustré mediante un ejemplo. Para
calcular los disenos se desarrollaron programas en el software estadistico R.

Para resolver el problema de discriminacion entre modelos se propuso una extension del
criterio de T-optimalidad. El criterio se construy6 para dos clases de modelos mixtos: mar-
ginales tipo I y marginales tipo I, y en cada caso se presento la justificacion estadistica del
criterio. Se enuncidé y se demostro el teorema de equivalencia para cada criterio, utilizado
para verificar la optimalidad de los disenos. Ademas se mostré como se puede aplicar el
criterio propuesto para modelos marginales tipo II a una clase mas general de modelos no
lineales de efectos mixtos.

Por medio de cuatro ejemplos de estudios reales se ilustraron las metodologias propuestas.
Se demostrd que los disenos propuestos tienden a superar a los disenos obtenidos bajo otros
enfoques. Para los estudios de aplicacién considerados, de acuerdo con los resultados obteni-
dos, en general se observa que los disenos éptimos asignan un peso considerablemente mayor
a un solo punto. Esto conduce a la posibilidad de disenos de un solo grupo con un nimero
pequeno de muestras por individuo. Para calcular los disenos se desarrollaron programas en
el software estadistico R.

Finalmente, las metodologias propuestas permiten construir disenos poblacionales 6ptimos
para modelos mixtos anidados con respecto a la matriz de covarianzas intra-individuos y
grupos de individuos con diferentes disenos.



6.2 Recomendaciones 69

6.2.

Recomendaciones

A partir del trabajo de investigacién se proponen las siguientes linea de investigacion.

Disenos éptimos con miiltiples objetivos. Se necesita hacer investigacién en el desa-
rrollo de metodologias eficientes que permitan la construccion de disenos 6ptimos con
multiples objetivos, como por ejemplo, ademas de estimacién de parametros y discri-
minacién, considerar la estimacion de ciertas funciones no lineales de los parametros
en estudios poblacionales.

Disenos 6ptimos para modelos con multiples respuestas y multiples objetivos. Se nece-
sita hacer investigacion en el caso de modelos no lineales de efectos mixtos con multiples
respuestas y el problema de construir disefios para discriminacion y estimaciéon de fun-
ciones no lineales de los pardmetros. En Kuczewski et al. (2008) se estudian disefios
optimos para discriminacion entre modelos con multiples respuestas para disenos de
un solo grupo y en Waterhouse el al. (2005) la metodologia propuesta es el criterio
producto.

Disenos 6ptimos para modelos no lineales con multiples objetivos bajo el enfoque Ba-
yesiano. Se necesita hacer investigaciéon en la construccion de disenos éptimos bajo este
enfoque. En Han y Chaloner (2004) se construyen disenos D-éptimos con diferentes a
prioris. Ademaés de desarrollos numéricos para el calculo de los disenos.

Disenos 6ptimos para modelos no lineales més generales. Se propone extender la me-
todologia desarrollada a modelos de efectos mixtos més generales incorporando carac-
teristicas de los individuos (covariables) que podrian cambiar a través del tiempo. En
esta clase de modelos la segunda etapa del modelo jerarquico se puede escribir como
B, = A;3 +b; donde A; es una matriz de disefio que depende de los valores de las
caracteristicas a nivel individual. Adicionalmente se podria considerar el caso en el que
la matriz de covarianzas entre-individuos también dependa de dichas caracteristicas.
En Schmelter (2007a) se consideran disenos D-6ptimos para modelos donde el vector
de parametros individual depende linealmente del vector de parametros poblacionales
més la componente aleatoria. En Bogacka et al. (2015) se consideran disefios D-6ptimos
para casos donde las covariables son variables de diseno combinadas con otras variables
explicativas.

Se necesita hacer investigacién en métodos para hallar la constante de ponderacion en
el criterio compuesto para modelos no lineales de efectos mixtos.

Es necesario realizar un estudio acerca de ciertas consideraciones adicionales con res-
pecto a los disenos para discriminacion en modelos no lineales mixtos como numero de
muestras por individuos y nimero de grupos.



A. Anexo: Conjuntos convexos y
funciones convexas

En este anexo se presentan algunas propiedades de los conjuntos convexos y funciones con-
vexas fundamentales en la solucién de problemas extremos. Resultados sobre la estructura
de un conjunto convexo asi como propiedades de diferenciabilidad de funciones convexas son
algunos de los topicos tratados a continuacién. El contenido estd basado principalmente en
los libros de Rockafellar (1970), Pshenichny (1971) y Uciriski (2005).

A.1. Conjuntos convexos

Definicién A.1.1. Un subconjunto A de R™ es llamado convexo si para todo par de puntos
x, y en A se tiene que:

Ax+(1-Nye A vAe|0,1].

Es decir, A es un conjunto convexo si cualquier segmento que une dos puntos cualesquiera
del conjunto siempre pertenece al conjunto.

Definicién A.1.2. Sea A un subconjunto de R™. Una combinacion convexa de elementos
Ty,...,xy € A es un vector de la forma Zle ANixi, donde \; > 0,1 =1,..., 0y Zle A= 1.

Definicién A.1.3. Sea A un subconjunto de R"™. La cubierta convera de A, denotada por
conv(A), es el conjunto de todas las combinaciones de elementos de A:

L l
COHV(A):{Z/\zwzszA, )\1207 Z:]_,,é, Z)\Z:].} (A-].)
=1 =1

Se puede demostrar que conv(A) es el conjunto convexo més pequeno que contiene a A.
Ademas si A es un conjunto compacto entonces conv(A) es compacto.
El siguiente es uno de los resultados fundamentales sobre la generacién de conv(A).

Teorema A.1.1. (Teorema de Carathéodory). Si A es un subconjunto de R", entonces
todo elemento x en conv(A) se puede expresar como una combinacion conveza de a lo sumo
n+ 1 puntos de A.
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A.2. Funciones convexas

Definicién A.2.1. Sea f : A — R una funcion definida sobre un conjunto convexo A en
R"™. Entonces:

(i) Se dice que f es conveza si

fAz+(1=Ny) < \f(z)+(1—a)f(y), Ve,y e A, YX€0,1]. (A-2)

(i1) Se dice que f es estrictamente convexa i
FO@ + (1= Ny) < M(@) + (1 —a)f(y), Yo,y e A,z £y VA1, (A3)

(iii) Se dice que f es concava (estrictamente) si g = —f es conveza (estrictamente).

Noétese que en la definicién anterior es esencial que A sea un conjunto convexo. Las siguientes
son algunas propiedades de las funciones convexas.

Teorema A.2.1. (i) Sean f y g dos funciones convezas definidas sobre un conjunto con-
vero A en R™. Entonces af + Bg es convera si a >0 y 5 > 0.

(ii) Sea f:R™ — R una funcién convexa. Entonces f es continua.

A.3. Diferenciabilidad

En esta seccion se presentan algunos resultados sobre diferenciabilidad de funciones convexas
reales definidas sobre R". La siguiente es la definicién de una funcién diferenciable.

Definicién A.3.1. Sea f : R® — R. Entonces [ es diferenciable en un punto x € R" cuando
existe un vector x* tal que, para todo y € R" se verifica

fy) = f(®)+ (@ y — ) +o(||ly — =), (A-4)
donde (-,-) es el producto interno Fuclidiano y || || es la norma Euclidiana.

Si f es diferenciable, entonces el vector * es llamado el gradiente de f en x el cual es
denotado usualmente por Vf(x) y

Vf(z) = (%i“?,...,%i‘?) . (A-5)

A continuacién se introduce la definicién de derivada de Gateux.
Definicién A.3.2. Sea f: R®™ — R y sean x,y € R™. Entonces la derivada de Gateur de f

en  en la direccion de y, denotada por G¢(x,y), se define como

Gyla,y) = lim LEFOY) = (@), (A-6)

a—0 o
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Si f es diferenciable en x, entonces Gy(x,y) existe y

0f (@)

Gylw,y) = (VI(@).9) =D up

Luego, a partir de la definicién de V f(x) se tiene que
fy) = f(x) = Gp(x,y —x) + o(lly — =) (A-8)
y G¢(z,y — x) es llamada la derivada de Fréchet de f en @ en la direccién de y.

Definicién A.3.3. Sea f: R" — R y sean x,y € R". Entonces la derivada de Fréchet de f
en x en la direccion de y, denotada por Fy(x,y) estd definida por

Fy(z,y) = lim f(1 - o)z Z ay) — f(x)

(A-9)
Noétese que si f es diferenciable entonces

Fr(z.y) = (Vf(z),y — =) (A-10)

Definicién A.3.4. Sea f : R* — R y sean x,y € R™. Entonces la deriwada direccional
unilateral de f en x en la direccion de y, denotada por Of(x,y), estd definida por

9f(z.y) = lim flx+ay) - f(z)

a—0t «

(A-11)

Si f es Gateux diferenciable en @ entonces la derivada direccional unilateral de f en x existe
en cualquier direccién y

Of(x,y) =Gz, y), Yy € R™. (A-12)

Las siguientes son algunas propiedades importantes sobre diferenciabilidad de funciones con-
vexas.

Teorema A.3.1. Sea f : R" — R una funcion convezxa y sea A un conjunto convexo, cerrado
y acotado de R™. Entonces existe un punto x* € A tal que

f(x") = inf f(x). (A-13)

xrcA

Teorema A.3.2. Sea A un conjunto convexo de R™ y sea f: A — R una funcion conveza.
Entonces cualquier minimo local de f es también un minimo global. Si f es estrictamente
convexa, entonces existe a lo sumo un minimo global.

Teorema A.3.3. Sea A un conjunto convexo de R"™ y sea f : A — R una funcion convezxa
cuya derivada direccional unilateral Of(x*,x — x*) en x* € A existe para todo x € A.
Entonces una condicion necesaria y suficiente para que x* sea un minimo de f estd dada
por:

of(x",x —x*) > 0, Vo € A. (A-14)
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En el siguiente teorema se establece la propiedad de diferenciabilidad direccional para fun-
ciones de la forma

f(x) = mix p(x, 2)

zeZ

Teorema A.3.4. Sea Z C R™ un conjunto compacto y sea o : R"x Z — R. Si para xg € R",
_Op(@o + N, 2)

la funcion o(xg+ AJ, 2) es una funcion continua en A\ y z, y ademds existe

y es continua en A € [0,1] y z € Z, entonces f es diferenciable en xy en la direccion de § y

8f(330, 5) = méx a@(wm Z), (A_15)

z€Z(x0)

donde Z(x) ={z € Z: f(x) = ¢(x, 2)}.



B. Anexo: Cddigo fuente en R para el
calculo de disenos Tﬁ/ — optimos

#1. FUNCIONES PARA CALCULAR MATRICES DE COVARIANZA
library (MASS)

Mat.Inf<-function(xi,fx,th,S)
{

x <- t(as.matrix(xi))

X <- sapply(x,fx,th)

Mat <- X%*%ginv(S)%*%t (X)
return(Mat)

by

#2. Matriz de varianzas-covarianzas para los errores.
# Matriz de Correlacion.

Cov.Exp<-function(xi,phi)

{

S<-matrix(0,ncol=length(xi) ,nrow=length(xi))
for(i in 1:length(xi))

{

for(j in 1:length(xi))

{

S[i,jl=phi~(abs(xil[il-xil[j]))

}

}

return(S)

# Matriz de varianzas.

Cov.Var<-function(xi,a)

{



S<-matrix(0,ncol=length(xi) ,nrow=length(xi))
for(i in 1:length(xi))

{
S[i,il=exp(-a*xi[i])
}

return(S)
}

#4. Matriz de varianzas-covarianzas para los errores

Cov.R<- function(xi,phi,sig)
{

R<-(sig~2)*Cov.Exp(xi,phi)
return(R)

b
#5. Matriz de covarianzas para el Modelo FULL

Cov.Full<-function(xi,phi,sig,d)

{

uno<-c(rep(1,length(xi)))

V <= (sig~2)*(d"2)*uno%*’t (uno)+Cov.R(xi,phi,sig)
return(V)

}

#6. Matriz de covarianzas modelo Reducido

Cov.Red<-function(xi,sig2,d2)
{

T<-Cov.Full(xi,0,sig2,d2)
return(T)

}

#7. Funciones para calcular el dise\™no Tw-\’optimo

festth<-function(xi,p,phi,sig,d,r)

{

t = xi

u =p[1:2]

W1 = Cov.Full(xi,phi,sig,d)
dm = exp(p[2])

IW2 = ginv(Cov.Red(xi,exp(p[1]),dm))
M = IW2%*%W1
psi = sum(diag(M))-log(det(M))-r
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return(psi)

}

gth<-function(p,wei,phi,sig,d,r)

{
X<-apply(XI,2,festth,p,phi,sig,d,r)
w<-wei*(1/sum(wei))

G<-sum (w*X)

return(G)

}

Delta2thCor<-function(wei,phi,sig,d,p2,r)
{
out = nlminb(p2,gth,lower=c(rep(-Inf,2)) ,upper=c(rep(Inf,2)),
wei=wei,phi=phi,sig=sig,d=d,r=r)
p <- out$par
w = wei
Del<-gth(p,w,phi,sig,d,r)
return(-log(Del))
}

resTOP<-nlminb(w0,Delta2thCor,lower=c(rep(0,NG)) ,upper=c(rep(1,NG)),
phi=phi,sig=sig,d=d,p2=p2,r=r)

disfin<-matrix(resTOP$par,1)
nc4<-ncol(disfin)
pesos4<-disfin*(1/sum(disfin))
pesosé

ToptP<-rbind (XI,pesos4)

#8. Funciones para calcular el parametro p2

FT<-function(xi,phi,a,sig,d,p,r)

{
Wi = Cov.Full(xi,phi,a,sig,d)
dm = exp(p[2])

IW2 = ginv(Cov.Red(xi,exp(p[1]),dm))
M = IW2¥%*x%W1

psi = sum(diag(M))-log(det(M))-r
return(psi)

}
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Thopt<-function(p,phi,a,sig,d,zetal,w0,r)
{

X<-as.matrix(zetal)
Q<-apply(X,2,FT,phi,a,sig,d,p,r)
Fin<-sum(w0*Q)

return(log(Fin))

}

Th20pt<-nlminb(p2,Thopt,lower=c(rep(-Inf,length(p2))) ,upper=c(rep(Inf,length(p2))),
,phi=phi,a=a,sig=sig,d=d,zetal=zetal,w0=w0,r=r);
tens=Th20pt$par; Tx<-apply(XI,2,FT,phi,a,sig,d,tens,r)
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