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Resumen:

El presente trabajo aborda una estrategia didactica para la ensenanza y
aprendizaje de los conceptos de divisibilidad y factorizacién, mediante el
estudio de frisos de niimeros enteros positivos, con el fin de que los estudiantes
del grado sexto del Colegio Bravo Paez de la Ciudad de Bogota, puedan
observar, decir y registrar propiedades que se presentan en el conjunto de los
enteros positivos a través de sus divisores. Para tal propdsito, se comienza por
una resena historica en la cual se da a conocer algunos resultados asociados
a grupos de simetrias que se han podido encontrar con la ayuda de simetrias
ocultas en distintos tipos de objetos matematicos, la presencia de los grupos
de Leonardo Da Vinci en la arquitectura y de los grupos de frisos en la zona
urbana de una ciudad en Espana y en los hallazgos arqueolégicos de la cultura
Quimbaya. A continuacién, se dan algunos conceptos relacionados con la
teorfa de grupos y geometria dindmica. Ademads, se exponen algunos aspectos
de las investigaciones reportadas por J.H Conway y H.S.M Coxeter en [11]
se describen también. Luego, se hace referencia a los conceptos relacionados
con frisos de nimeros enteros positivos y el analisis de la distribucién de los
nimeros primos en la espiral de Ulam. Finalmente, se propone una actividad
pedagdgica en la cual los estudiantes plantean sus argumentos mediante el
“Modelo Argumentativo de Toulmin”.

Palabras Claves: Palabras claves: Divisibilidad, Espiral, Factorizacion,
Frisos de enteros positivos, Grupos, Modelo argumentativo de Toulmin, Si-
metrias.

Abstract

This paper deals with a teaching strategy for teaching and learning of the
concepts of factorization and divisibility, through the study of positive in-
tergers numbers friezes, so the students from the sixth grade of Bravo Paez
School in Bogota, will be able to see, to say, and to register properties arising
in the set of positive integers by using its divisors. For that purpose, it starts
with a historical review which gives some results that have been found with
the help of hidden symmetries in various types of mathematical objects, the
presence of Leonardo’s groups in the architecture and groups of friezes in the
urban area of a city in Spain and the archaeological findings of the Quimbaya
culture. Then it is given some concepts regarding the theory of groups and
dynamic geometry. Further, some investigations reported by J.H Conway and
H.S.M Coxeter in [11] are described as well. Also refers to the concepts related
to friezes of positive integers numbers and the analysis of the distribution of
primes in the Ulam spiral. Finally, proposes an educational activity in which
students propose their arguments using the “Argumentative Toulmin model”.
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Introduccién

El objetivo general del presente trabajo es el diseno de una secuencia de
actividades para abordar con los estudiantes del grado sexto del Colegio
Distrital Bravo Paez, el concepto de divisibilidad y la factorizacion de los
nimeros enteros positivos.

Desde la experiencia docente se ha evidenciado la necesidad de implementar
una estrategia didactica distinta a las que se proponen en la mayoria de los
textos escolares debido a que en primer lugar, éstos abordan los conceptos de
divisibilidad y la factorizaciéon de nimeros mediante la formulaciéon de unos
criterios que son memorizados por la mayoria de los estudiantes del Colegio
Bravo Paez para resolver de forma mecénica los ejercicios sobre dichos temas.
En segundo lugar, teniendo en cuenta que la divisibilidad es un tema fun-
damental para la clasificacion de los niimeros enteros positivos en primos y
compuestos, se debe implementar una estrategia didactica que permita a los
estudiantes observar, generalizar, relacionar y argumentar sobre qué tipos de
propiedades se pueden dar en los enteros positivos a través de sus divisores.
En este sentido, se pretende que mediante el estudio de frisos de enteros
positivos los estudiantes adquieran la habilidad de argumentar con solidez
sus ideas con respecto a los criterios de divisibilidad. Siendo la competen-
cia argumentativa una de las herramientas que contribuyen a la formacion
de ciudadanos criticos y propositivos segin se plantea en los Estandares del
M.E.N. [34].

Es importante resaltar que sobre los frisos de niimeros enteros positivos se
ha dicho muy poco hasta el momento, puesto que la mayoria de los estudios
sobre frisos esta dirigido a evidenciar la presencia de éstos en el ambito urbano
como se resalta en la investigacién desarrollada por J.H Pérez en Espana
en la ciudad de Alcorcén [42], en la arquitectura con la presencia de los
grupos de Leonardo y la arqueologia mediante la clasificacién de los hallazgos
arqueoldgicos de la cultura Quimbaya. Sin embargo, mediante el presente
trabajo se aborda un tipo especial de frisos referente a los niimeros enteros
positivos como se define en el capitulo 4.

El documento se presenta en 6 capitulos. En el primero se expone una resena
historica.

En el segundo capitulo se aborda algunos conceptos de teoria de grupos y el
teorema fundamental de la aritmética

En el tercer capitulo se encuentran los conceptos sobre simetria, transforma-
ciones lineales, la geometria dindmica, congruencias y grupos ornamentales
[36].

El cuarto capitulo, estudia patrones de frisos [13], poligonos triangulados
[11], los frisos de enteros [18] y un anélisis de la distribucién de los niimeros
primos en la espiral de Ulam [26,29].

El quinto capitulo expone los conceptos de razonamiento y modelo argumen-
tativo de Toulmin como la base pedagdgica del presente trabajo de grado.



En el sexto capitulo estd el andlisis y las conclusiones de la informacién reco-
lectada sobre la estrategia pedagdgica aplicada a los estudiantes ver Apéndice
A, haciendo uso del modelo argumentativo de Toulmin como se plantea en
[48].






Capitulo 1

Resena Historica

“La simetria es una idea por medio de la cual, el hombre
de todas las épocas ha tratado de comprender y crear la
belleza, el orden y la perfeccién”

(Weyl)

En este capitulo describiremos algunos resultados que han podido obtener-
se con la ayuda de simetrias ocultas en distintos tipos de objetos, para ello
se tendran en cuenta los trabajos de Tits, Da Vinci, Albis y J. H. Pérez;
ademads se resalta la importancia que tiene la visualizacién en la educacién
matematica.

A continuacién se hace referencia al excelente articulo Symmetry escrito por
Jacques Tits [47] en donde el uso del concepto de simetria es fundamental
para establecer identidades en combinatoria y teoria de grupos.

1.1. Jacques Tits y la simetria

Segiun Jacques Tits en su articulo Symmetry, la simetria posee diferentes
significados tanto en el argot popular como en el lenguaje matemaético; es
mas dificil encontrar simetria en la vida diaria, en el arte o en cualquier
fenémeno natural que en la matemaética, una de las razones es que en el
fenémeno natural u objeto de arte se deben conjugar todos los elementos
presentes a la vista del observador, mientras que en la matematica se tiende
a considerar unicamente las propiedades de un objeto que desde el principio
de su anélisis han sido descritas eliminando del problema aquellas que en un
caso eventual podrian afectar la simetria. Un bello ejemplo, se presenta en
la siguiente figura.
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(Tomado de [47]).

Al observar de manera superficial la figura anterior aparecen simetrias a
simple vista, sin embargo, si se detalla se puede encontrar facilmente algu-
nas caracteristicas que rompen dicha simetria. Una de esas caracteristicas
se nota en el hecho de que los 30 vértices poseen nombres diferentes y aun-
que pasemos por alto ese aspecto se puede encontrar otras irregularidades
que destruyen todas las simetrias visibles. Tits argumenta que al despreciar
todas esas pequenas irregularidades se pueden encontrar simetrias ocultas,
como la de una simetria rotacional de orden 5, es decir, a cada punto negro:
16, 26, 36, 46 y 56 le corresponde otro punto (que se llama punto “rotado” o
punto “imagen”) a la misma distancia del centro, es decir, 16,26, 36,46 y 56,
de tal manera que el angulo positivo que forman ambos con el centro de ro-
tacion es siempre el mismo. El niimero de veces que se puede hacer coincidir
la imagen rotada con la figura original se llama orden de la rotacién. Como
también, una simetria de orden 10 al no hacer la distincién entre los puntos
blancos y negros de la figura.

También, se hace referencia a otra simetria oculta cuando se observa que cada
punto blanco esta conectado a tres puntos negros, en la cual cada pareja que
forma puntos blancos unidos con las tres parejas de puntos negros forman
una particién del conjunto {1,2,3,4,5,6}, de la siguiente manera:

El punto blanco 12 forma las particiones (46), (15) y (23).
El punto blanco 13 forma las particiones (14), (26) y (35)
El punto blanco 14 forma las particiones (24), (56) y (13)
El punto blanco 15 forma las particiones (36), (45) y (12)
El punto blanco 16 forma las particiones (25), (16) y (34)
El punto blanco 23 forma las particiones (56), (12) y (34)
El punto blanco 24 forma las particiones (25), (36) y (14)
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El punto blanco 25 forma las particiones (35), (16) y (24)
El punto blanco 26 forma las particiones (13), (26) y (45)
El punto blanco 34 forma las particiones (16), (23) y (45)
El punto blanco 35 forma las particiones (13), (46) y (25)
El punto blanco 36 forma las particiones (24), (36) y (15)
El punto blanco 45 forma las particiones (26), (34) y (15)
El punto blanco 46 forma las particiones (35), (46) y (12)
El punto blanco 56 forma las particiones (14), (56) y (23)

Por consiguiente, los puntos blancos estan asociados con las 15 particiones de
{1,2,3,4,5,6}. Ahora cada permutacién ¢ del conjunto {1,2,3,4,5,6} pro-
duce una permutacién de los puntos negros (ya que éstas corresponden a los
pares de elementos de ese conjunto), asi como una permutacién de los pun-
tos blancos (considerandolos como particiones), las cuales juntas representan
una simetria de toda la figura completa.

Ademas, una de las tareas mas interesantes del trabajo matematico consiste
en descubrir aquellas simetrias ocultas, por ejemplo en los dos problemas
aparentemente distintos que se presentan a continuacion.

PROBLEMA 1 ;De cuantas maneras un nimero positivo N, puede expresarse como
una secuencia mondétona decreciente de niimeros enteros positivos im-
pares?

Ejemplo

6=1+1+1+1+1+1
=3+1+1+1
=3+3
=5+1

PROBLEMA 2 ;De cuantas maneras puede el nimero N expresarse como una suma
ordenada cuyo primer término es de la forma n(n +1)/2, mientras que
los otros términos forman una secuencia monotona creciente de enteros
positivos pares?

Ejemplo

6=0+2+2+2
=0+2+4
=0+6
=6

Ambos problemas tienen la misma respuesta M

De hecho, la equivalencia de los problemas 1 y 2 corresponde a la férmula de
Gauss
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2\2 + 00 1
né?qg = X (1.1.1)
donde
n(q) =¢"*-T](1-¢") (1.1.2)
n=1

Algunos ejemplos de las soluciones a los problemas 1 y 2, se describen en la
siguiente tabla:

N |
M|

10 11 12 13
10 12 14 17

1 2 3 45 6 7 8 9
1 1 2 2 3 4 4 6 8
Ahora, podria decirse que la situaciéon queda completamente entendida tan
pronto se produzca la prueba para la formula de Gauss?. No del todo. Se
puede encontrar mayor profundidad construyendo un objeto geométrico que
refleje los dos problemas y en consecuencia su equivalencia (esto es del niime-
ro de soluciones) corresponderia con la simetria no necesariamente oculta del
objeto. La existencia de esas simetrias no solo prueba la equivalencia de los
problemas sino también la formula de Gauss. Tal objeto fue encontrado por
Frenkel, Kac, Lepowsky en su publicacion “La teoria de representacion de

ciertas algebras de Kac-Moody-Lie”.

Es importante decir que las simetrias ocultas en un objeto matematico estan
relacionadas con el hecho de encontrar patrones de frisos en un friso de ntime-
ros enteros positivos a través de sus divisores.

1.2. Simetria y arquitectura

A continuacion se hace referencia a algunos conceptos de simetria en la época
del Renacimiento como se describe en [9]

Las primeras concepciones sobre simetria arquitecténica identificaban si-
metria con la proporcién, el equilibrio y la belleza.
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Templo de Apolo Didimeo en Mileto (335-320 a.d.C) (Tomado de [9]).
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El arquitecto romano Marco Vitruvio Polién define la simetria como el “vincu-
lo arménico de cada uno de los miembros del edificio respecto a la figura global
de la obra”. Esta concepcién influyé notablemente en el Renacimiento: Al-
berto Durero, Miguel Angel, Piero de la Francesca, Luca Paccioli, Leonardo
da Vinci, entre otros, contribuyeron al estudio de la simetria sin desligarla
del proporcionado de la obra.

¥ N
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e
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LW. 0
o "
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Izda.: Planta del Coliseo de Roma (70-82 d.d.C) (Tomado de [9]).

El arquitecto francés Eugéne Emmanuel Viollet le Duc, dio otro concepto
de simetria: “simetria significa hoy, en el lenguaje de los arquitectos, no un
equilibrio ni relacién armoniosa de las partes con el todo, sino una similitud
de partes opuestas, la reproduccion exacta a la izquierda de un eje, de lo que
hay a la derecha”.

1 ||l

TITTTITCS T
e LY
: 3

s
| "

Planta del Teatro en la Scala de Mildn (1774) (Tomado de [9]).

En el fondo, esta definicion desmarca la teoria de la proporcion de la teoria
de la simetria, reduciendo ésta a su aspecto euclideo puramente geométrico.
En este sentido, la teoria de la simetria es una parte de la geometria que,
operando sobre el espacio euclideo, abarca como transformaciones a todas
las isometrias (reflexién y rotacién), siendo su interés especifico el estudio de
los grupos de isometrias que dejan invariantes las figuras.

Por ejemplo, el grupo de simetria de una figura plana puede ser estudiada
estéticamente analizando sus propiedades métricas o bien dindmicamente,
analizando bajo qué isometrias permanecen invariantes.
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A L
LA N T e 7
i TN o

et s \

(Tomado de [9]).

Observando en la figura anterior, en las letras £ y A encontramos inmedia-
tamente su simetria bilateral; en el primer caso el eje de simetria (reflexion)
es horizontal y el segundo caso, vertical. La letra N es simétrica por un giro
de amplitud 7.

1.2.1. Evidencias de grupos de simetrias de Leonardo
Da Vinci

En la época del Renacimiento los grupos puntuales de Leonardo se utilizaron
para disenar capillas adyacentes a un nicleo, sin romper su simetria cen-
tral. Leonardo hizo un estudio sistematico con el propédsito de establecer los
métodos 6ptimos para realizarlo. Asi lo demuestran las siguientes capillas:

4 s ey
A P u?jsu\ b

p ol e et
: A B
™ : \ . % e
‘1 Slc I_e-)_ ui: P a.j-r‘._-»
7 e

1 K
w o r-a(_’i'! >

h "_“_‘J. ",

(Tomado de [9]).

Arquitectonicamente, en los tiempos modernos el uso de los grupos de Leo-
nardo se ha visto enriquecido con nuevas ideas como la existencia de un punto
central de simetria en la planta de tal manera que permite ubicar en el cen-
tro del diseno todos los servicios comunes e instalaciones de interés general
(escaleras, ascensores, conducciones eléctricas, de agua, luz, patios...). Esta
centralizacion geométrica aporta un notable ahorro econémico, y sobre todo,
un encubrimiento natural de esas instalaciones.
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Edificio Congreso, Bangladesh, L.Kahn (Tomado de [9]).

Y asi, brevemente se ha evidenciado la importancia que tienen los grupos
puntuales o de Leonardo en la arquitectura y el arte.

1.3. Evidencias de los grupos de simetrias en
la arqueologia

Para el presente trabajo, es importante traer a colacion una investigacién
realizada por Victor Albis, como se describe en [1], con respecto al andlisis
de las simetrias de disenos arqueolégicos mediante la determinacion de cudles
traslaciones, rotaciones o reflexiones ocurren en dichos disenos.

Considerando que la arqueologia estudia, entre otras cosas, testimonios y
monumentos de las civilizaciones antiguas; clasifica objetos para determinar
cronologias, intercambios culturales y entender pensamientos. Es de notar
que, en la mayoria de los objetos arqueoldgicos se presentan formas muy
particulares, puesto que tienen elementos o figuras que se repiten de manera
regular. En la cual se evidencia el uso consciente o no, de isometrias funda-
mentales en el disenio de objetos y utensilios como se observa en la siguiente
figura
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Simetria especular

Pajaritos
simeétricos

Objeto perteneciente al Grupo de Indigenas Quimbayas en Colombia
(Tomado de [1]).

Las isometrias que presentan este tipo de objetos han motivado a los ar-
quedlogos a clasificarlos de acuerdo a un grupo de simetria, teniendo en
cuenta que las isometrias son movimientos del plano que permiten repetir
(sin deformar) motivos o figuras en un diseno dado. De acuerdo con la si-
metria que ellos admiten se clasifican en:

1. Disenos Finitos: S6lo admiten rotaciones y reflexiones en su grupo
de simetria. Un ejemplo clasico son los grupos de Leonardo

GRUPOS
DE | L S
LEONARDO |

Corresponden a
los grupos
ciclicos

y
diédricos GRUPOS DIEDRICOS © Dn

- A A
(-"n hd Dn ’ Y N S
m=1,2,..) Q—Q

GRUPTS CICLICOS | Cp
- podfgenon orensudon

Da

Los grupos de Leonardo (Tomado de [1]).
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2. Disenos infinitos:

(a) Disenos Unidimensionales: Son los que admiten traslaciones en
una sola direccién. Un ejemplo de estos disenos son los frisos, puesto
que los movimientos permitidos en éstos, son:

» Traslaciones en una direccion. El friso tiene o no una traslacién
minima que lo deja quieto.
» Reflexiones con respecto al eje del friso (simetria horizontal).

» Reflexiones de eje perpendicular al eje del friso (simetria ver-
tical).

» Reflexién deslizante (simetria con deslizamiento).

» Giros de 180° alrededor de un punto situado en el eje del friso.

A continuacién se muestran algunas imagenes de algunos disenos
unidimensionales arqueoldgicos de la cultura Quimbaya.

Cultura Quimbayva
Técnica: ceramica.
rodillo

PaT

Grupo de Frisos F}: Diseno de la Cultura Quimbaya - Colombia
(Tomado de [1]).
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Cultura:
Quimbaya
Técnica:
ceramica. Tortero

Grupo de Frisos F3: Diseno de la Cultura Quimbaya - Colombia
(Tomado de [1]).

Cultura: Quimbaya
Técnica:orfebreria
Tambetas

Grupo de Frisos F}: Diseno de la Cultura Quimbaya - Colombia
(Tomado de [1]).

(b) Disenos Bidimensionales: En este diseno se permiten los siguien-
tes movimientos:
= Traslaciones en dos direcciones distintas.
» Una rotacién minima. Sélo hay cuatro posibles rotaciones mini-
mas: 60°, 90°, 120°, y 180°.
= Reflexiones en varias direcciones.

» Reflexiones deslizantes (simetrias con deslizamiento).

Ya que para los fines del presente trabajo lo méas importante es el diseno
unidimensional (frisos), se muestra a continuacién sélo un ejemplo de un
diseno bidimensional.
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Detalle de la vasija que contiene un disedio Esquema del diseflo de la vasija Tolima,
bidimensional en negativo: cambiamos colores del fondo y
del motivo

Diseno Bidimensional (p. 4): La Vasija Tolima-Colombia (Tomado de [1]).

Finalmente, se ha visto una aplicacién de los grupos de simetrias en la ar-
queologia.

1.4. Evidencias de grupos de frisos en la zo-
na urbana de la ciudad de Alcorcén (Es-
pana)

En una investigacién con fines didacticos realizada por Hernando Pérez Jests,
en la Ciudad de Alcorcén en Espana, muestra que en la zona urbana de dicha
Ciudad hay la presencia de los grupos de frisos, esto con el propodsito de
encontrar y evidenciar Matematicas en un espacio tan préoximo y vital como
lo es el barrio en el cual habitamos. A continuacién se muestran algunas
imagenes de los grupos de frisos encontrados en la zona urbana de la Ciudad
[42].

Grupo (F)

Se encontro en las tapas de cables de comunicaciones de la empresa ONO,
abundantes en toda la ciudad.
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(Tomado de [42]).

Es el grupo de frisos mas sencillos y no es otro que el grupo ciclico infinito
como se plantea en el capitulo 2. El grupo de simetria de este friso sélo
contiene las traslaciones multiplo de la traslacion t; , donde %, marcado
en rojo (ver la siguiente figura), es el vector fundamental que corresponde
al lado horizontal del rectdangulo fundamental. El grupo estd generado por
dicha traslacion.

Fl :<tﬁ> = {tmﬂneZ}

Detalle del grupo de friso F; (Tomado de [42]).

Grupo (Fy)

Se encontré en las tapas de registros en la Avenida de las Retamas.

(Tomado de [42])
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El grupo (F,) estda generado por la traslacién ¢; y unos de los giros g,
con centro en un punto con p (marcado con un punto oscuro como se puede
observar en la siguiente figura) de la recta centro del friso.

F2 = (tﬂagp,ﬂ'>
- {tus In € Z} v {on

Pi:P+%ﬁ, zeZ}

Detalle del grupo de friso Fy(Tomado de [42]).

1.5. La visualizacion en la educacion matemati-
ca

En el presente trabajo, la visualizacién juega un papel importante en las
relaciones que se pueden dar en las transformaciones isométricas de figuras,
en este caso en el plano euclideo.

Ademas, por la experiencia docente se observa que los estudiantes se sienten
atraidos mas por lo visual y dindmico que por las cosas mondtonas (que no
varfan).

También, hay que decir que la historia estd marcada por muchos aconteci-
mientos basados en lo visual. Por ejemplo, los grupos de simetrias de Leonar-
do en los disenios arquitectonicos en la época del Renacimiento y los grupos
de simetrias encontrados en las tapas de los registros de comunicaciones en-
contrados en Espana.

Los anteriores hallazgos dan fe de que “ver”, permite observar mejor ma-
tematicamente los elementos de las transformaciones isométricas que se pue-
den dar en el plano.

En general, la visualizacién amplia la capacidad natural de las personas para
promover la abstraccion y la generalizacion.

Finalmente, es importante dar una vistazo sobre la “visualizacion”, desde
una orientacion Peirciana, como se plantea en [27].

4

Charles Sanders Peirce, considera que en el analisis de la visualizacién, se
distinguen tres tipos de signos (icono, indice y simbolos) y segun la relacién
que los signos tengan con el objeto, realiza la siguiente clasificacién:

= [conos: Tienen una relacién de semejanza, en tanto se parecen al objeto
que representan. La relacién con aquello a lo que se refieren es direc-
ta, por ejemplo: pinturas, retratos, dibujos figurativos, mapas, etc. La
representacion muestra la estructura u organizacion del objeto.
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= Indices: La relacién con los objetos que representan es de contigiiidad
(relacién de causa-efecto) con respecto a la realidad. Por ejemplo, un
rayo (es indice de tormenta), una huella (es indice de alguien que pasé
por ahi), etc.

= Simbolos: Representa al objeto designado en virtud de un hébito o regla
que es independiente de cualquier cualidad fisica, o contigiiidad con-
textual, con el objeto. Ejemplo: palabras, logotipos, escudos de armas,
senales de trafico.

Particularmente, aunque no es el objetivo principal de este trabajo, nos in-
teresaria saber de acuerdo a la clasificacién que realiza Peirce, los grupos
simetrias y de frisos ;Cémo se clasifican?

Con ligereza puedo decir que es una posible combinacién de signos clasificados
como iconos e indices, puesto que los grupos de simetrias y de frisos tienen una
relacion de semejanza y una relacién de causa - efecto al estar relacionados
con las transformaciones isométricas.



Capitulo 2

Grupos

En este capitulo se hace una descripcion de los conceptos de teoria de grupos
que son importantes para este trabajo como se describe en [36].

Definicién 2.1. Un conjunto no vacio G dotado con una operacion - es un
grupo, Si:

1. - es una ley de composicion interna. Esto es, para todo a y b elemento
de G el elemento a-be G.

2. a-(b-c)=(a-b)-c, para todo a,b,c € G. Esto es, - es una operacion
asociativa.

3. Emiste e € G, tal que para todo x € G,e-x =x-e=x. Esto es, existe un
elemento neutro en G.

4. Para cada x € G existe un elemento x*, tal que x-x* =x*-x =e.

5. En el caso que para todo a,b e G se cumpla a-b=">-a, diremos que G
es un grupo conmutativo o abeliano.

Ejemplo 2.1.1.
1. Para cadan >1 fijo, (Zn,+) es un grupo finito.
2. El conjunto de unidades ZZ, de Z,, es un grupo con
k 1
o) =n 3 (1)
i=1 bi

unidades. En donde o(n) es la funcion de euler evaluada enn = pl'p3>---pp*,
la cual calcula la cantidad de primos relativos con n menores que el.
Las siguientes son algunas propiedades de la funcion de Fuler:

a) Si (n,m) =1 entonces o(nm) = p(n)p(m).

b) Para k>1,
p(2") =2,

19
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c) sip es un numero primo entonces
1
¢(p) =p(1—5) =p-1.

3. El conjunto de los numeros racionales es un grupo cuando se le dota de
la suma usual de niumeros racionales o del producto usual de niumeros
racitonales sin el cero..

4. El conjunto de los nimeros irracionales, no es un grupo si se le dota
con la suma o el producto usual de nimeros reales.

Definicién 2.2. El numero de elementos de un grupo G se denota por
|G| = o(G).

Si |G| < oo entonces G es un grupo finito, de otra forma, diremos que G es
un grupo infinito.

Ejemplo 2.2.1. {I,S,P,SP,PS,Q} es el unico grupo no conmutativo de
orden 6, el cual se corresponde biyectivamente con el grupo de las simetrias
de un tridngulo:

LYY

e
A A
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(Tomado de [36]).

Como las operaciones entre funciones

Observe que S, P se pueden escribir como las funciones:

A B C A B C
S:(ACB) P:(BCA)

de donde, SP=T,PS=U,S5?2=P3=1
El grupo de simetria del cuadrado pertenece a una clase amplia de grupos

denominados diédricos que junto con los grupos ciclicos son los grupos de
Leonardo. Los cuales se presentan de la siguiente forma

D, =<{a,b|a"™=b*=1,bab=a'} >
S

3
sr -1
ey ;?«

\‘ r
sr"c | ,T }sr"

Bl
s

r

En la grafica anterior, podemos hacer la identificacion:
(1 2 3 4 (1 2 3 4
"Tl23 41 "Tl21 43
en cuyo caso observamos r4 = s2 = id = identidad, en particular
(1 2 3 4
T4 3 2
De esta forma el grupo de simetrias del cuadrado o grupo diédrico, esta

constituido por los siguientes elementos:

D, = {id, rr2 3. s, sr, sr?, 37"3}.
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Definicién 2.3. St G es un grupo finito y a € G entonces el orden de a es el
minimo entero positivo, ng tal que a™ = e, en donde e es el elemento neutro
de G. En particular a® = e, para todo a € G.

Ejemplo 2.3.1. En (Z4,+): el orden del elemento 0 es 0,
el orden de 1 es 4, ya que

1+1+1+1=0.
el orden de 2 es 2, debido a que
2+2=0.
el orden de 3 es 4, ya que
3+3=2, 3+3+3=1 3+3+3+3=0.

Definicién 2.4. Si G es un grupo y H € G es un grupo entonces diremos
que H es un subgrupo de G.

Teorema 2.4.1 (Leyes de los exponentes en un grupo). Sea G un grupo y
a,be G yr,s numeros enteros, entonces:

1. (ab)t =b"ta L.
2. Si a,b conmutan entonces

(ab)" =a"b".

3. (a71)" = (a")™', lo cual se nota frecuentemente como a™"
4_ (ar)s =a’s.
5 a/T’aS - a7’+8
Demostracion. En el primer caso, note que el inverso x de ab debe ser tal
)
que abx = e, tal x es unico.
Ahora observamos que

abbta ' =aea =aat = e.

De donde z =b"1at.

En el segundo caso si r > 0, podemos usar induccién, para probar que ba” = a™b
y que (ab)" =a"b".

Si r es negativo entonces r = —m en donde m es positivo, note que si a y b
conmutan entonces también lo hacen a=' y b7t
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Por definicién (observe que (at)" =a™)

(ab)™ = ((ab) )"

]

Teorema 2.4.2 (Criterio para subgrupos). Si G es un grupo y H € G en-
tonces H es un subgrupo de G si para todo a,be G, se cumple a-be H.

Teorema 2.4.3 (Un criterio para subgrupos finitos). Si G es un grupo finito
y H € G entonces H es un subgrupo de G si para todo a,b € H se cumple
a-be H. Esto es, en este caso basta verifiar que - es cerrada en H, para
determinar si este subconjunto es un subgrupo de G.

Definicién 2.5. Si G es un grupo y a € G entonces, notamos {(a) al subgrupo
generado por el elemento a, tal que

(a) ={e,a,a*a*...}

si G es un grupo tal que para algin elemento a € G se cumple (a) = G entonces
diremos que G es un grupo ciclico generado por a.

Ejemplo 2.5.1. Los dnicos grupos ciclicos finitos (salvo isomorfismos) son
los grupos (Z,,+).

Mientras que (Z,+) es el inico grupo ciclico infinito (salvo isomorfismos).

Grupos finitos de orden menor que 6

Todo grupo de orden menor que 6 es abeliano. De orden 4 (Z4,+) es ciclico
y el grupo 4 de Klein es un grupo abeliano de orden 4 no ciclico. De hecho
K ={e,a,b,ab} tiene la propiedad de que todos sus elementos son de orden
dos. La siguiente es la tabla de multiplicacion de K:

e | al| b |ab

e | e b | ab
alal|e|ab| Db

b | b |ab| e | aa
ablab| b | a | e

Definicién 2.6. Si H es subgrupo de un grupo G' y a € H entonces la co-clase
aH de G es el subconjunto aH de G, tal que

aH ={ah|heH}
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Ejemplo 2.6.1. Considere el plano cartesiano R xR e I una recta que pasa
por el origen. Por tanto existe un vector distinto de cero o € R?, tal que

I={ra|reR}.
Es facil ver que I es un subgrupo de R?:
0=0a¢el
y st r,r’" e R entonces

ra+r’'a=(r+r)ael,
—(ra)=(-r)acel,
Si € R? entonces la co-clase B+ 1 es una recta paralela a I que contiene a
B.
Ejemplo 2.6.2. En S3 (grupo de simetria de un tridngulo equildtero) si
H={(U)=A{I,U} entonces:
TH={T,P},
SH={5,Q}.
Teorema 2.6.1. St H es un subgrupo de un grupo G y a,b e G, entonces:
1. aH =bH si y solo si ab™' € H,
2. SiaHNbH + ¢ entonces aH =bH
3. |aH| =|H| para todo a € G

Teorema 2.6.2 (Teorema de Lagrange). Si G' es un grupo finito y H es un
subgrupo de G entonces el orden de H que notamos o(H) divide al orden

o(G) de G.

Note por ejemplo que si G es un grupo finito de orden un niimero primo p
entonces los tnicos subgrupos de G son el mismo y el subgrupo constituido
por el elemento neutro del grupo.

Teorema 2.6.3. Sea {a1H,axH, ... arH} la familia de todas la co-clases de
H en G. Entonces

L
G = alHUagHU---UaLH = UaiH,
i=1

Como cada elemento g € G pertenece a la clase gH y gH = a;H para algtn 1.
Por el teorema anterior dichas co-clases son disyuntas por lo que:
L
G| =) laiH].

i=1

Como |a;H| =|H|, para todo i entonces se cumple que |G| = t|H|.
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Corolario 2.6.1. Si p es un numero primo entonces todo grupo de orden p
es ciclico.

Note que si a € G, a+# ey H = (a) es el subgrupo ciclico de G, generado por
a entonces | {(a) || |G|, luego |G| = |H| = p, ya que |H| > 1.

Con respecto al orden de un elemento de un grupo finito G de orden n, de-
bemos anotar que a’ = e si y solo si n = ngt, en donde ng es un entero. Esto
es, el orden de cada elemento de un grupo dado divide el orden del grupo.

Como el subgrupo de unidades de ZZ, para n > 1 fijo es un grupo multi-
plicativo finito entonces por el teorema de Lagrange 2.6.2, el orden de toda
unidad divide ¢’(n), que es el orden de este grupo.

Definicién 2.7. Si G es un grupo ciclico finito y a € G es tal que {(a) = G
entonces diremos que a es un elemento primitivo de G.

Note que para G = Z,, los elementos primitivos son aquellos primos relativos
con n. Esto es, si m < n es tal que (n,m) = 1 entonces m es un elemento
primitivo de Z,

Ejemplo 2.7.1. Observe que en (Z4,+), 2 no es primitivo y que los unicos
primitivos son 1y 3 .

EnZ§, 5 es un elemento primitivo, pero no lo es 6. Estos hechos nos permiten
enunciar resultados:

Teorema 2.7.1 (Teorema de Euler). Si a > 0 es un entero primo relativo
con n entonces a®™ =1 (méd n).

En consecuencia:

Teorema 2.7.2 (Teorema de Fermat). Sia > 0 es un entero y p es un nimero
primo entonces aP = a (mdd p).

Esto debido al Teorema de Euler y al hecho de que ¢(p) =p—1, ya que p es
primo.

2.1. Algunos referentes sobre el teorema fun-
damental de la aritmética

En este apartado [28] veremos que cualquier entero n > 1 o es primo o puede
escribirse como producto de primos. Este resultado, que tiene un equivalente
en el libro IX de los Elementos de Euclides, se conoce con el nombre de
Teorema fundamental de la aritmética. Procederemos a probarlo, para ello
recurrimos a algunos resultados previos referentes al maximo comun divisor.
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Teorema 2.7.3. Sid=mcd(a,b), entonces d es el menor entero positivo que
puede escribirse como combinacion lineal de a y b con coeficientes enteros.

Teorema 2.7.4. Si d es el menor entero positivo que puede escribirse como
combinacion lineal con coeficientes enteros de dos enteros dados a y b y es
divisor comin de ambos, entonces d =med(a,b).

Corolario 2.7.1. Sean 0 # a,b e Z. med(a,b) =1 si, y sélo si existen x,y € Z
tales que
ar+by =1

Notamos “a divide a b” como a | b en caso contrario a 4+ b para abreviar
notacion.

Lema 2.7.1 (Lema de Euclides). Sia| (b-¢) y med(a,b) =1, entonces a| c.

Demostracion. En efecto, si a | (b-c¢) y med(a,b) = 1 entonces existen dos
numeros enteros x e y tales que

ar+by =1

Por otra parte, ya que a | (b-¢), y como a | a, entonces a dividird a cualquier
combinacion lineal con coeficientes enteros de a y bc. En particular,

a| (axe+byc) = (ax+by)c=c
de donde se concluye que a | c. O

Corolario 2.7.2. Para p entero mayor que 1. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) p es un nimero primo.

(b) Sip divide a un producto de dos nimeros enteros, entonces divide a uno
de los dos.

Demostracion.

(a) = (b) Probaremos que para cualquier par de enteros, a y b,
pes primo = (p|lab=p|a 6 p|b)
o lo que es igual,
pesprimoyplab=pladpl|b

Lo haremos por contradiccién. En efecto, supongamos que p es primo
yp|laby p+ayp+b Pues bien,
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e si p no es divisor de a, como p es primo, el tinico divisor comun
de a y de p es 1, luego a y p son primos entre si, es decir,

plaby med(a,p)=1.