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Resumen

En este proyecto, se busca estudiar y analizar las distintas propiedades algunos conjuntos
autosimilares y como a partir de este estudio se pueden construir operadores diferenciales
que modelan procesos de difusién y propagacion de densidades en estos dominios fractales.
Se pretende también estudiar aproximaciones numéricas de los modelos obtenidos a partir
del método de elementos finitos. Un caso particular que es estudiado con detalles es la solu-
cién del problema de Dirichlet en el tridngulo de Sierpinski.
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los elementos finitos..

Abstract
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1. Introduccion

En la actualidad, la modelacién matematica de distintos problemas practicos es del interés
de investigadores tedricos y aplicados ya que el correcto desarrollo de estos modelos puede
ayudar a comprender mejor, predecir y controlar los posibles resultados de un experimento
o situacién.

Muchos de los fenémenos presentes en situaciones practicas son modelados por ecuaciones
diferenciales parciales clasicas. En este caso los operadores diferenciales actian sobre fun-
ciones definidas en dominios abiertos de R?. Este enfoque se ha mostrado muy adecuado
y fructifico en el estudio en modelos relacionados a diversos problemas de flujo de fluidos,
propagacién del calor, propagacién de ondas, entre otros.

Por otro lado, en muchos otros problemas descriptivos se han usado objetos conocidos como
fractales que a grandes rasgos son conjuntos con un formato aparentemente irregular pero
que tienen muchas propiedades de simetria y auto-similitud. Esto és debido a que muchos
fractales tiene caracteristicas particulares y similares a varios objetos que aparecen en la
naturaleza. Por ejemplo, modelos de conjuntos fractales son usados para describir varios
fenémenos, tales como la curva formada por el agua en la playa (curva de Koch), hojas de
helecho, el conjunto de puntos geograficos donde ocurre un evento (por ejemplo sismico),
e.t.c.. Otro ejemplo interesante es cuando se quiebra en dos una barra de metal, la superficie
que se forma en el punto de quiebre no es necesariamente suave y en muchos casos puede
ser modelada por un conjunto fractal. En situaciones como esta, es importante, para efectos
préacticos, conocer las propiedades de este conjunto (fractal). En particular es importante
entender las propiedades de difusién del calor y de resistencia a determinadas presiones.
Otro ejemplo es el estudio de difusién de aerosoles médicos en los pulmones. El proceso de
difusiéon también ocurre en el estudio de flujo de fluidos en medios porosos en los que se
presentan fracturas en el interior del medio poroso (la superficie de la fractura puede ser
modelado por un conjunto fractal en el caso que el ancho de la fractura es muy pequeno
cuando comparado con el tamano del medio poroso estudiado).

En este documento, se estudian y analizan distintas propiedades de algunos fractales y como
a partir de estas propiedades se pueden construir operadores diferenciales que modelan pro-
cesos de difusion y propagacion de densidades en estos dominios fractales. En este trabajo se
consideran unicamente fractales definidos como conjuntos autosimilares con algunas propie-



dades adicionales y que son conocidos como post-criticamente finitos. Estos son conjuntos
autosimilares que en cierto sentido pueden ser aproximados (en la métrica de Hausdorff) por
conjuntos finitos con grafos asociados a ellos. Estos grafos son conexos y se pueden desconec-
tar en partes iguales removiendo un ntmero finito de puntos. Con la definicién de operador
diferencial se pueden plantear problemas de contorno y deducir la formulaciéon débil de estos
problemas usando la medida autosimilar.

También pretendemos introducir aproximaciones numéricas de los modelos obtenidos. Un
caso particular que sera estudiado con mayor detalle es la solucién del problema de Dirichlet
en el tridngulo de Sierpinski. Otros operadores diferenciales y condiciones de frontera pueden
ser considerados, asi como otras realizaciones de fractales autosimilares. En términos de cons-
truccién de aproximaciones numéricas usaremos el método de los elementos finitos (FEM) el
cual puede ser extendido a conjuntos fractales en donde podamos introducir una formulaciéon
variacional del modelo (o en casos en que las soluciones puedan escribirse como minimizado-
res de funcionales de energia elipticos). Presentaremos los elementos fundamentales de una
formulacién de elementos finitos para estos modelos. Por analogia con la formulacién débil
del problema de Dirichlet, las aproximaciones de elementos finitos incluyen:

= Aproximacién del calculo de “derivadas” en donde se usan derivadas clasicas de inter-
polaciones lineales por partes en dimensiones uno y dos.

» Aproximacién de la medida autosimilar. Usaremos dos aproximaciones: 1) la medida
de longitud restringida a las aristas de los triangulos de la aproximacién del fractal y
2) La medida de area restringida a los tridngulos de la aproximacién del fractal.

= Aproximacién de los parametros de escala para obtener matrices renormalizadas y
garantizar que la solucién numérica converge a la solucion del problema continuo.

[lustraremos numéricamente el desempeno del método de elementos finitos para aproximar
soluciones de ecuaciones diferenciales definidas en fractales. En particular calcularemos al-
gunas soluciones de ecuaciones diferenciales en el tridngulo de Sierpinski, la curva de Koch
y dos realizaciones diferentes del arbol de Hata. Por iltimo compararemos el métodos de
elementos finitos y el método de diferencias finitas.



2. Conjuntos autosimilares

El propdsito de este capitulo es presentar el concepto de conjunto autosimilar y sus propie-
dades basicas. Primero revisaremos el principio de contracciéon de Banach el cual garantiza
la existencia de punto fijo de una iteracion funcional donde la funcién involucrada es una
contraccion. Un conjunto autosimilar se obtiene al aplicar una iteraciéon funcional de punto
fijo en el espacio métrico formado por la coleccién de conjuntos compactos dotados de la
métrica de Hausdorff. En particular presentaremos la construccién del tridngulo de Sierpins-
ki, la curva de Kosh y dos realizaciones diferentes del arbol de Hata (una en el plano y otra
en el espacio tridimensional). Para mas informacién de conjuntos autosimilares, referimos al
lector a [1, 2, 3.

2.1. Teorema de contraccion de Banach

Empezamos considerando un espacio métrico (X,dx) donde X es un conjunto no vacio y
dx es una métrica definida sobre X. Cuando no dé lugar a confusiéon denotaremos por d la
métrica dy. Denotamos la bola cerrada con centro z € X y radio r > 0 por B,.(x), es decir,

B.(x)={y e X :d(z,y) <r}.

Introducimos ahora el concepto de constante de Lipschitz con el cual distinguiremos las fun-
ciones de tipo contractivo o contracciones. Las contracciones son importantes para construir
conjuntos autosimilares. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos. Una funcién f : X — Y es
uniformemente Lipschitz continua sobre X con respecto a las distancias dx, dy, si tenemos
que

Lt sy BUE@IG)

z,yeX, x#y dX (ZE, y)

La constante L = Lip(f) se conoce como la constante de Lipschitz de f. Se debe notar que
una funcién uniformemente Lipschitz continua es uniformemente continua. Se trabajara con
funciones que tienen constante de Lipschitz menor que uno, como en la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1 (Contraccién). Sea (X,d) un espacio métrico. Si f : X — X es continua
de Lipschitz sobre X con respecto a d y Lip(f) < 1 entonces f es llamada contraccion con
respecto a la métrica d con constante de contraccion Lip(f). En particular, una contraccion
f con constante de contraccion constante v es llamada similitud si d(f(x), f(y)) = rd(x,y),
para todo x,y € X.
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Dada f : X — X, denotamos por f" la n-ésima iteracién de f; es decir, f* = f o f*~! para
n>1y f%= f. Tenemos el siguiente principio de contraccién que juega un papel central en
la construccién de muchos fractales.

Teorema 2.1.2 (Principio de contraccién de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico com-
pleto y sea f : X — X una contraccion con respecto a la métrica d. Entonces existe un unico
punto fijo de f, en otras palabras, existe una unica solucion a la ecuacion f(x) = x. Ademds,
si x es el punto fijo de f entonces la sucesion {f"(a)},~, converge a x para todo a € X.

Demostracién: Dado a € X considere la sucesion {f"(a)}n<co € X. Se demostrard que
esta sucesién es de Cauchy y por lo tanto converge ya que (X,d) es un espacio métrico
completo.

En efecto, si denotamos por r la constante de contraccién de f, entonces para m > n,
tenemos que al aplicar repetidamente la desigualdad triangular obtenemos

d(f"(a), f™(a)) < d(f"(a), " (a) + .. + d(f"(a), f(a))-

Por la definicién de contraccién (Definicién 2.1.1) aplicada a cada término a la derecha
obtenemos que,

d(f"(a), f™(a)) < (" + ... + 1™ )d(a, f(a)).

Recordando que 0 < r < 1 obtenemos 7 + ... + 1™ 1 < 3 i = l—fr Por lo tanto,

TTL

(@), " (@) < 1

d(a, f(a)).

rn

1—7r
y como (X, d) es completo entonces es también convergente. Es decir, existe zo € X tal que

Dado que lim,, o, = 0, tenemos que la sucesién {f"(a)},-, es una sucesién de Cauchy

f™"(a) = x¢ cuando n — co. Como f es continua, tenemos que

lim f"**(a) = f(lim f"(a)) = f(z0) = 0.

n—oo n—oo

Con esto demostramos que existe un punto fijo para f. Por tltimo veremos que el punto fijo
es unico. Si tenemos que f(z) =xy f(y) =y, vemos que

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < rd(z,y),

y dado que 0 < r < 1, concluimos que d(x,y) =0y asi, x = y. O

2.2. Métrica de Hausdorff

El propdsito es mostrar la existencia de conjuntos autosimilares que son los dominios de las
funciones sobre las cuales definiremos operadores diferenciales en este trabajo. Necesitaremos
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en particular del espacio métrico de Hausdorff que aparece naturalmente de la siguiente
manera. Suponga que tenemos funciones f; : X — X, i=1,2,3,..., N, y que todas ellas son
contracciones con respecto al espacio métrico (X, d). Veremos que existe un tnico conjunto
compacto no vacio K C X tal que

K = fi(K)U H(K)U... U fy(K). (2-1)

El conjunto K es llamado el conjunto auto-similar con respecto a {fi, fa,..., fv} y es un
conjunto fractal. El término autosimilar viene del hecho de que K es la unién de iméagenes
de si mismos por una contraccion. Esto es mas facil de entender cuando las funciones f; son
similitudes (vea Definicién 2.1.1).

Para hacer la demostracion de este resultado, el cual es el principal de esta seccion, definimos
la aplicacion F' que actia sobre subconjuntos de X y que esta dada por

F(A) = fi(A) U H(A) U ..U fu(A), (2-2)

para A C X. En otras palabras F'(A) es la unién de las imagenes directas de A por las
aplicaciones f;, 1 = 1,2,..., N. La idea principal es probar la existencia de un “punto” fijo
para la aplicaciéon F' (vea (2-2)). En este orden de ideas se define un dominio para F', donde F’
es una contraccion con respecto a alguna métrica. Note primero que si A C X es compacto,
entonces F'(A) también lo es, ya que la unién finita de conjuntos compactos es compacta y la
imagen directa de un compacto por una aplicacion continua es compacta. Recuerde que las
funciones f;, i = 1,2,..., N, son continuas por ser contracciones. Resulta natural entonces
definir el siguiente subconjunto de partes de X dado por

C(X)={AC X :A+#1, Asubconjunto compacto de (X,d)}.

Lo siguiente que definiremos es una métrica do sobre C(X) que es la métrica de Hausdorff
y se probara lo Onecesario para usar el principio de contraccién de Banach en este caso
particular:

» Se demostrard que C'(X) es completo con respecto a la métrica de Hausdorff.

» Se demostrard que la aplicacién F' definida en (2-2) es una contraccién con respecto a
la métrica de Hausdorff.

Tenemos la siguiente definicién. Ver [1, 2, 3].

Definicién 2.2.1 (Métrica de Hausdorft). Sea (X, d) un espacio métrico y considere C(X)
la coleccion de subconjuntos compactos de X. Para Z,Y € C(X), se define

de(Z,)Y)=mf{r>0:Y CU.(Z) y ZCU(Y)},

donde Up(Z) ={z € X 1 d(z,y) <r,ye Z} =1
como métrica de Hausdorff.

yez Br(y). La aplicacion dc se conoce
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La siguiente proposicién muestra que d¢ es realmente una métrica sobre C(X).

Proposicién 2.2.2. La aplicacion de introducida en la Definicion 2.2.1 es una métrica
sobre C(X). Ademds, (C(X),dc) es completo cuando (X,d) es completo. La métrica dc se
conoce como la métrica de Hausdorff.

Demostracion: Demostraremos las propiedades de la definicion de métrica:

» Positividad y simetria: Por definicion, tenemos que de(Z,Y) = do(Y, Z) > 0 y ademas
que do(Z,7) = 0.

» Distancia nula: Se demostrara que si do(Z,Y) = 0, entonces X =Y. Si de(Z,Y) =0
tenemos por definicién de d¢ que para todo n € Z* vale

Z CUyp(Y).

Entonces para cada x € Z podemos escoger z,, € Y tal que d(x,z,) < 1/n. Vemos que
T, — x'y como Y es cerrado concluimos que x € Y. Por lo tanto Z C Y. De la misma
forma se puede demostrar que Y C Z. Asi, Z =Y.

» Desigualdad triangular: Considere A, B, D € C(X) y sean r y s tales que r > d¢(A, B)
y s > de(B, D).

Por definicién de d¢ tenemos que D C Uy(B) y B C U,.(A). Entonces vemos que
D C Uy(B) C Uy(U.(A)) C U,y A. Esta tiltima inclusién puede ser facilmente verifica-
da a partir de la definicién de bolas. De forma similar A C U, 4(D).

De las dos inclusiones D C U, Ay A C U, 4(D) se concluye que r + s > dco(A, D).
Por consiguiente do(A, B) + do(B, D) > dc(A, D).
]

En la siguiente proposiciéon mostraremos que el espacio métrico de Hausdorff (C(X),d¢) es
completo cuando el espacio métrico inicial lo es.

Proposicién 2.2.3. Si (X,d) es completo entonces el espacio métrico (C(X), dc) es también
completo.

Demostracién: Sea {4, },>; una sucesién de Cauchy en (C'(X),d¢). Se define

B, =) A

k>n
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donde la barra indica el cierre o completamiento de un conjunto en (C'(X), d¢).

Note que la sucesion {B,},>1 es una sucesién de conjuntos encajados que es mondtonamente
decreciente (en el orden de la inclusién de conjuntos). Note también que por definicién todos
los B,, son cerrados en (C(X),d¢).

Afirmamos que para cada n, B, es compacto.

Para todo r > 0, se puede escoger un m tal que para todo k > m podemos escribir A, C

r

5-red P de A,,. Asi, podemos verificar

U, /Q(Am). Como A,, es compacto entonces existe una
facilmente que

U A cUz(An) € | Bi(a).

k>m zeP
Por lo tanto P es una red de B,,. Dado que (J,.p B(7) es cerrado, se tiene que B, C
U,ep Br(), de esa forma, P es una r-redes de B,,. Juntado las r-red de Ay, Ay, ..., Ap_1 2
P, se obtiene una r-redes de B;. De este modo B; es totalmente acotado. También se tiene
que B; es completo dado que es un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo
X. Dado que para cualquier n, B, es completo y totalmente acotado, se tiene que B, es
compacto.
Ahora, como {B,} es una sucesién mondtonamente decreciente de conjuntos compactos no
vacfos entonces su interseccién es no vacia. Sea A =), -, By, tenemos que A es compacto y
no vacio.

Dado r > 0, se puede escoger un m tal que Ay C U,.(A,,) para todo k > m. Entonces
A C B, CU.(A). Por otro lado, A,, C B,, C U,(A) para un m lo suficientemente grande.
Asi, A, — A cuando m — oo en la métrica de Hausdorff. Por consiguiente (C(z),d¢) es
completo. O

2.3. Construccion de conjuntos autosimilares

En esta seccién probamos el resultado principal para construir conjuntos autosimilares. Es-
te resultado es algunas veces referido como el principio generalizado de contracciéon. En
esencia, este resultado es el principio de contraccion de Banach aplicado al espacio métrico
(C(X),d¢). Ver [1, 2, 3].

Antes de enunciar el resultado es conveniente mostrar algunas propiedades adicionales de la
métrica de Hausdorff.

El siguiente lema relaciona la distancia de Hausdorff de unién de conjuntos con la distancia
de Hausdorff de los respectivos conjuntos.

Lema 2.3.1. Para Ay, As, By, By € C(X), se tiene que,
dC(Al U AQ, B1 U BQ) S méX{dc<A1, Bl), dc(AQ, Bg)}
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Demostracién: Si r > max{dc(Ay, B1),dc(A2, By)} entonces By C U,.(A1) y By C U,.(As).

Asi,
BiUB, CU(A) UU(A3) = | | Bi(@)U | ] Bi(w) = Un(Ar U Ay).
€AY TEA2
Analogamente, obtenemos que A; U Ay C U,.(B1UBy). Luego r > de(A; U Az, B1UBy). Esto
completa la prueba. O

El siguiente resultado dice que la aplicacién imagen directa basada en una contraccion es
también contraccién en la métrica de Hausdorft.

Lema 2.3.2. Si f es una contraccion con constante de contraccion r, entonces para A, B €
C(X) se tiene
de(f(A), f(B)) < rdc(A, B).

Demostracién: Si s > do(A, B), entonces B C Us(A) y A C Uy(B).

Observe que f(B) € F(U(A)) = f(Upen Bo@) = Uen F(Bo@)) € Uyeson o) =
Urs(f(A)). En la ultima contenencia usamos que f es contraccién y en la tltima igualdad
usamos que f es continua.

De la misma forma f(A) C U,s(f(B)). Por consiguiente sr > dc(f(A), f(B), que es lo que
se queria demostrar. O

El siguiente teorema fue anticipado varias veces en este trabajo y garantiza la existencia de
conjuntos autosimilares. Ademads, sugiere un mecanismo natural de construccién y aproxima-
cién para estos conjuntos como limites (en la métrica de Hausdorff) de iteraciones de punto
fijo donde una iteracion equivale a mapear la aproximacién anterior por las contracciones
asociadas y unir estas imagenes directas para obtener la nueva aproximacion.

Teorema 2.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea f; : X — X una contraccion
para © = 1,2,3,...,N. Se define F : C(X) — C(X) por F(A) = U,<;<n fi(A). Entonces
F' tiene un tnico punto fijo K. Ademds, para cualquier A € C(X), ﬁE(A) converge a K
cuando n — oo con respecto a la métrica de Hausdorff.

Demostracion: Usando el Lema 2.3.1 repetidamente, se obtiene

de (F(A),F(B))=d0< U n@. U fj(B)> < max do(f;(A), £;(B)).

T 1<EN
1<j<N 1<j<N
Por Lema 2.3.2 tenemos que do(f;(A), fi(B)) < rydc(A, B) parai = 1,2,..., N, donde r; es
la constante de contraccion de f;. Sea r = méax;<;<n{7;}, entonces concluimos que

de(F(A), F(B)) < rdc(A, B).
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Con lo cual F es una contraccion sobre la métrica de Hausdorff. Ya demostramos que
(C(X),dc) es completo (Teorema 2.2.2); entonces, por el Principio de Contraccién (Teo-
rema 2.1.2) deducimos inmediatamente el resultado. ]

2.4. Ejemplos de conjuntos autosimilares

En esta seccién se mostraran algunos ejemplos de conjuntos autosimilares obtenidos usando
el Teorema 2.3.3. Para esto solo se necesita especificar el espacio métrico inicial ((X,d) que
serd un subconjunto acotado de R? d = 1,2,3 con la distancia euclidiana) junto con la
familia finita de contracciones (definidas en (X, d)). Ver [1, 2, 3].

2.4.1. La curva de Koch

Este es un fractal muy conocido que se puede usar para modelar, entre otras cosas, la curva
determinada por la linea de la costa en la playa, la forma de un copo de nieve o incluso el
ala de una antena de recepcion de senales electromagnéticas.

Podemos usar el Teorema 2.3.3 para construir la curva de Koch y motivar sus aproxima-
ciones de la siguiente forma. Considere el conjunto X = [0,1] x [0,1] C R? dotado con la
métrica euclidiana. Sean a; = (0,0) y az = (1,0) los vértices iniciales del segmento con los
cuales construiremos la curva de Koch. A este conjunto lo denotaremos con Wy = [ay, as)'.
Ahora definiremos las funciones contraccion con las cuales se puede construir el conjunto
autosimilar.

Para esto vamos a trabajar con la matriz rotaciéon dada por

[ cos(0) —sin(f) ]
r¥) = ( sin(f) cos(6) ) ' (2-3)

Asi, definimos la funcién contraccion asi

. .
filz) = gr(G)Z x4+ (%, O) donde i=0,1,2,3.

Estas son las funciones contraccién con las cuales se va a construir el conjunto autosimilar.
Definimos el conjunto {W,, : n € Ng} C R? de manera inductiva,

Woi1 = fo(Wa) U i(Wo) U fo(W,,) U f3(W5,).

De acuerdo con el Teorema 2.3.3 podemos definir K = lim,,_,.o W,, con el limite tomado en
la métrica de Hausdorff. El conjunto K es llamado la curva de Koch. Note que W,, es una

Para a,b € R?, [a, b] denota el segmento de recta cerrado desde a hasta b.
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aproximacién a la curva de Koch (que es la sugerida por el Teorema 2.3.3). Vea la Figura
2.4.1 donde se ilustran las primeras iteraciones de la curva de Koch W, hasta Wj.

VAN TN

PSSR o I

Figura 2-1.: Las primeras cuatro iteraciones de la curva de Koch: W7 (arriba derecha), W5 (arriba

izquierda), W3 (abajo derecha), W, (abajo izquierda).

Para uso posterior observamos que también se puede construir este fractal a partir de Vy =
{ag, a1} y definiendo la iteracién

Vi1 = fo(Va) U (V) U (Vi) U f5(Va).

Denotamos por Vi, = lim,, o, V,, = Us2 ) V,.

2.4.2. El triangulo de Sierpinski

El triangulo de Sierpinski es uno de los ejemplos mas conocidos de conjuntos autosimilares
y también el ejemplo central en este manuscrito. Hay muchas construcciones del triangulo
de Sierpinski. Una de ellas es usando el resultado general de contracciones enunciado en el
Teorema 2.3.3.

Sean ag = (0,0), a; = (1,0), ax = (3, ‘/73) los vértices del triangulo equilatero X C R% El
triangulo X esta formado por los puntos de la forma agag + a1a; + asas, donde «; € R con
oo + a3 + ag = 1. Consideramos el conjunto X con la distancia euclidiana.
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Para cada ¢ = 0,1, 2 se define la transformacion lineal afin

fi: X = X (2-4)
1
r — fi(z)= 5(1) — a;) + a;. (2-5)
Considere el conjunto formado la unién de las aristas de X, esto es sea Wy = [ag,a;] U

la1, as] U [ag, ag] y defina la sucesién {W,, : n € Ny} por:
Wn+1 - fO(Wn) U fl(Wn) U fZ(Wn) para todo n € I\IO-

El Teorema 2.3.3 garantiza la existencia de K = lim,,_,, W,, donde el limite es tomado en
C(X) en la métrica de Hausdorff. Este limite es conocido como tridngulo de Sierpinski. Vea
la Figura 2-2 donde se muestras las aproximaciones Wy a Wjy.

Figura 2-2.: Las primeras cuatro iteraciones del tridngulo de Sierpinski: W7 (arriba derecha), Wo

(arriba izquierda), W3 (abajo derecha), Wy (abajo izquierda).

Como podemos ver W,, C W,,,; Para uso posterior observamos que también se puede cons-
truir este fractal a partir de Vi = {ag,a1,a2} y definiendo la iteracién V,,.; = f1(V,) U

fQ(Vn) U fB(Vn)'
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Denotamos por
lim V,, = Uy V.. (2-6)

n—oo
Vamos a escribir K de una forma un poco diferente. Dado m entero denotemos la cadena de
longitud m por w = (wy, we, w3, ..., wy,) donde w; € {0, 1,2} para todo j. También denotamos
|w| la longitud de la cadena w. Dada una cadena w denote F,, = F,, o Fyy, 0...0 F,, . el
conjunto K también se puede escribir con la siguiente ecuacion del punto fijo

U fw<K) (2'7>

|w|=m

Durante el documento vamos a recurrir a esta definicién.

2.4.3. El arbol de Hata en el plano

Sea p; = (0,0) y p2 = (1,0) los vértices del elemento Wy = [p1, p2, con el cual se inicia la
construcciéon del arbol de Hata.

Las funciones contraccién que construyen el conjunto autosimilar que define el arbol de Hata
para los vértices son,

hl@) = 3.

file) = (%0)4-%
At = (30)+5,
fala) = (§0)+§
filw) = (go 3

Donde 7(60°) estd dado en (2-3). (ver Figura 2-3.).
Como antes, definimos recursivamente

Wi = U fi(W,,) para todo n.

Las primeras iteraciones son ilustradas en la Figura 2-4.
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Figura 2-3.: La primera iteracion del arbol de Hata con angulo 6 = 60°.

% Lo L L
N N N B

Figura 2-4.: Las primeras cuatro iteraciones del arbol de Hata: Observamos W (arriba derecha),

Ws (arriba izquierda), W3 (abajo derecha) y Wy (abajo izquierda).

Para uso posterior observamos que también se puede construir este fractal a partir de Vy =
{p1,p2} y definiendo la iteracién

4
Vn—H == Ufz(vn)
1=0

Denotamos por V, = lim,, o V,, = U2 V..
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2.4.4. Arbol de Hata en el espacio

Sea p; = (0,0,0) y po = (0,0, 1) los vértices del conjunto Wy = [p1, pa], con el cual se inicia
la construccién del arbol de Hata.
Las funciones contraccion son,

x

fﬂ(w) = 57
1

filz) = (O, 0, §) + kz% + ki - nq cos(60°) + Ky - ng sin(60°),

h@) = (0,01)4+2

2 - ) 73 37

2

fs(x) = <O, 0, 5) +k % + k1 - nq cos(120°) + &y - ngsin(120°),
2

falz) = (O, 0, 5) + k:gg + k1 - nq cos(180°) 4 kq - ng sin(180°),
2 T

Donde ky = 5sin(45°), ks = 3 cos(45°) y {nl,ng, %} es un conjunto ortonormal.

Como antes defina recursivamente
5
Whi1 = U fi(W,,) para todo n.
i=0

Las primeras iteraciones son ilustradas en la Figura 2.4.4.
Para uso posterior observamos que también se puede construir este fractal a partir de V =
{p1,p2} y definiendo la iteracién

5
Vo = £i(Va).
1=0

Denotamos por Vo, = lim,, o V,, = Up2 )V,
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e
v

L E

Figura 2-5.: Las primeras cuatro iteraciones del arbol de Hata 3D. Observamos Wi (arriba de-
recha), Wy (arriba izquierda), W5 (abajo derecha) y Wy (abajo izquierda).



3. Laplaciano de un grafo

En este capitulo revisamos la construccién del operador Laplaciano de un grafo y sus pro-
piedades. En la primera parte de este capitulo haremos una comparacién entre el Laplaciano
clasico discretizado en una malla uniforme por diferencias finitas y el Laplaciano de un gra-
fo, estudiando sus caracteristicas principales. Daremos la definiciéon de energia de un grafo
y estudiaremos el limite de estas energias asociadas a una familia de grafos que aproxima
a un fractal. En particular definiremos la constante de renormalizacién que es importante
para obtener un limite finito de una familia de energias asociadas a un familia de grafos que
aproxima a un fractal. Ver [1, 2, 3].

3.1. Aproximacion del Laplaciano en el plano

Denote x = (71, 22) € R% Recuerde que el operador de Laplace en R? esta definido para
funciones con dominio R?. Dado f : (R)* — (R) definimos

o 02 f

Af(x) = a—x%(w) +a—x%(ﬂf)-

Denote e; = (1,0) y e = (0,1) los vectores canénicos de R?. Una aproximacién discreta
al operador derivada parcial de segundo orden esta dado por la diferencias centradas de
segundo orden. Por ejemplo,

%(m)zﬁ(f(m-l—%)—2f($)+f(x_%>>a

donde k es un parametro de escala. Andlogamente,

%(m)%kz (f (x—l—e—/j) —2f(x)+f(x—e—k2)).

Usando estas aproximaciones vemos que una aproximacion del Laplaciano clésico esta dada
por el Laplaciano discreto

Af@ =A@ =1 > (1(e+7) - 1@).

z€{teq,Tea}

La idea es que A f(z) — Af(z) cuando k — 0co. Podemos tomar en particular k = 2" para
n entero y obtener una familia de aproximaciones {Aagn },,>o para A.
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Note que, al reescalar por el pardmetro de escala (o renormalizacién) k? = 4" y reorganizando
la suma tenemos que

4D f@) = Y f(x+2in) - > 1) (3-1)

z€{te1,+ea} z€{te1,*ea}
Note que:

= El primer paréntesis es la suma de los valores correspondientes a nodos adyacentes al
nodo x que puede ser escrita como

> f(e+y) =YW
z€{te1,tea} y~x

donde x ~ y determina que y es adyacente a x, es decir que la suma la efectuaremos
sobre todos los nodos que estan unidos por una arista a x. Ver la Figura 3.1.

= El segundo paréntesis es la suma del nimero de vértices que llegan a x en la Figura
3.1.

ESI

=

Recuerde que los fractales autosimilares construidos en el Capitulo 2 pueden aproximarse
por V,,, donde V,, es una union finita de vértices. Cada uno de estos V,, puede ser visto como
un grafo (puede pensarse que W, en los ejemplos del Capitulo 2 representa las aristas de
dicho grafo). El objetivo es definir una aproximacion del Laplaciano en cada uno de los grafos
(V,, W,,) usando una analogfa con el operador de Laplace en R?. Veremos que el Laplaciano



3.2 El Laplaciano de un grafo 19

en cada grafo lo podemos definir de manera similar al lado derecho de la ecuacién (3-1).
El inconveniente es que la constante de renormalizacién (que serfa el andlogo del factor 4™)
requiere un anélisis no trivial. De la ecuacién (3-1) puede intuirse que el factor de escala
(o constante de renormalizacién) es esencial para obtener que el limite cuando n — oo
aproxima de hecho al operador Laplaciano. Si por ejemplo definimos un operador Agn €como

Aon f () = (Zf (:1: + 2%) - (Z 1) f(w)) ,

vemos que este operador no converge a Af(x) si r # 4.

Como mencionamos el andlisis relacionado a la constante de renormalizacién es no trivial y
puede depender del fractal que esta siendo analizado, en particular de la estructura de los
grafos sobre los conjuntos que son aproximaciones de los fractales. En la siguiente seccién
recordamos algunas definiciones basicas sobre grafos para presentar con méas detalles la cons-
truccién del operador Laplaciano usando la analogia con la aproximacién del operador de
Laplace clésico en R? presentado en esta seccidn.

Vale la pena notar que el pardmetro de renormalizacién en (3-1) aparece de manera natural
debido a que estamos considerando aproximaciones sobre un grafo estructurado. Ver Figura
3.1. Si la malla en la Figura 3.1 no fuese una malla estructurada entonces deberiamos pro-
ceder con mas cuidado ya que en la aproximaciéon del operador del Laplace clasico entrarian
a jugar las distancias entre los vértices asi como los dngulos entre las aristas.

La aproximacion introducida arriba es del tipo de diferencias finitas en una malla estructu-
rada en donde usamos la informacion de la malla para construir directamente el operador
lineal de dimensién finita que pretende aproximar al operador de Laplace. Existen otras
aproximaciones cléasicas del operador de Laplace, como los métodos de elementos finitos y
de Galerkin, que usan la informacion de la malla (es decir del grafo) para construir espacios
de funciones de dimensién finita y se aproxima el operador de Laplace usando proyecciones
en estos espacios de dimensién finita. En este caso debemos tener ya un procedimiento para
calcular la accién del operador de Laplace continuo sobre funciones (suficientemente regula-
res).

En el caso estudiado en este manuscrito y siguiendo las referencias [1, 2, 3] pretedemos
construir el operador definido en el fractal usando un proceso de limites y de forma anéloga
al proceso de aproximacion del operador de Laplace en mallas regulares.

3.2. El Laplaciano de un grafo

Es esta seccién recordaremos algunos conceptos asociados a grafos y definiremos el Lapla-
ciano del grafo por analogfa a la aproximacién anterior del operador de Laplace en R2.
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Sea G(V, FE) un grafo, donde V' = {vy, vy, ...,v,} determina el conjunto de vértices y E el
conjunto de aristas (sin direccién) que unen dos elementos que pertenecen a V. Acto seguido
vamos a definir matriz de adyacencia y la matriz de pesos asociados a un grafo. Si v,w € V
y existe una arista de que una v y w escribimos v ~ w € F.

Definimos formalmente la matriz de adyacencia en la siguiente definicién.

Definicién 3.2.1 (Matriz de adyacencia). Sea G(V, E) un grafo con n vértices. Definimos
la matriz de adyacencia Ag asociada a un grafo G de n como la matrizn xn Ag = [aij]zjzl

donde:
1 s v~v, €L
aij =
0 en otro caso.

La matriz de pesos es introducida a continuacion.

Definicién 3.2.2 (Matriz de pesos). Sea G(V, E) un grafo con n vértices. La matriz de pesos

Pg de G es la matriz diagonal de dimension n X n definida por Pg = [pij];.fj:l con p;; = 0
cuando © # j y para i = 1,2,...,n tenemos que p;; es el numero de vértices adyacentes al
vértice v;. Es decir,

pi=#{w : v~weE} (3-2)

Con estas dos matrices (que dependen solo de las propiedades del grafo) podemos definir el
Laplaciano de un grafo GG de la siguiente forma.

Definicién 3.2.3 (Laplaciano de un grafo). Sea G(V, E) un grafo. La matriz del operador
Laplaciano asociado a G(V, E) estd dada por

AG = PG —Ag.

En el capitulo anterior presentamos ejemplos de conjuntos autosimilares. Sea K uno de estos
conjuntos autosimilares. En cada caso presentamos una aproximacién {V,,}>2, donde cada
V,, contenia un conjunto de vértices. También mostramos una aproximacién {W,,}°°, donde
cada W, puede ser interpretado como un grafo con vértices en V,,. Vea la Figura 2-2 para
el caso del tridngulo de Sierpinski. Denotemos por G, (V,,, E,) al grafo correspondiente a la
aproximacién W,,. En cada uno de esto grafos podemos construir la matriz del Laplaciano
del grafo la cual denotaremos por A,. En otras palabras, paran =0,1,2,... defina

An = AGn- (3_3)

Recordando la analogia de la aproximacion del operador de Laplace cldsico presentada en la
Seccién 3.1. El siguiente paso es analizar como debemos reescalar esta familia de Laplacianos
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discretos de tal forma que podamos garantizar que el limite existe cuando n — oo. Un
camino para poder garantizar la existencia del limite de los operadores {&n}zzo después de
reescalados es comparar ﬁn con Zn_i_l. Para esta comparacion hay que considerar la extension
de funciones de V,, a V,, 11 y comparar la energia asociada a los Laplacianos Kn con &nﬂ
definidos sobre los grafos respectivos. Ver [1, 2, 3]. Para esto en la préxima seccién revisamos
el concepto de energia asociado al Laplaciano de un grafo.

3.3. Energia asociada al Laplaciano de un grafo

Considere G(V, E) un grafo conexo con n vértices. Sea u una funcién a valor real sobre los
vértices. Se define la energia de u por

Ealuu) = 3 (u(z) - u(y))’

r~y

donde x ~ y quiere decir que = e y son vértices adyacentes, es decir xy € E. La forma
bilineal asociada esta dada por,

Ealu,v) =) (u(z) —u(y))(v(z) = v(y)).

T~y

Para que no haya confusién, en algunos casos, vamos a notar £(u,u) = E(u).
Es facil ver que si introducimos los vectores U,V € R" dados por U = {u(x)},ev y V =
{v(z)}zev entonces

Ealu,v) =UTAGV vy Ealu,u) = UTAGU.

Vemos que la matriz Ag es la representacion matricial de la energia Eg.

Vamos a considerar ahora el caso particular de las aproximaciones {V,}>° ;. En este caso
debemos comparar las energias asociadas a los Laplacianos A,, y A, .1, denotadas de aqui en
adelante por

En(u, U) = an(V'ruWn)' (3—4)

Para fijar ideas consideraremos solo el caso del triangulo de Sierpinski y el caso de Vy y Vi.
En particular considere la energia asociada a V y consideremos la energia asociada a una
extensién de una funcién a Vj en la Figura 3.2. Considere la funcién v : V; — R tomando
valores como indicamos en la Figura 3.2.
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ag = u(z2)

ap = u(xp) B2 = u(y2) a1 = u(zy)

Figura 3-1.: En el tridngulo de Sierpinski, u(x;) = «;, donde x; € V,, y u(y;) = B; para y; €
Vn+1 \ Vﬂn para (S {07 17 2}

Podemos calcular directamente la energia en V) que sera dada por

gl(U, u) = (ag — B2)* + (B2 — a1)® + (a1 — Bo)* + (Bo — a2)® + (a2 — B1)”
+(B1— o)’ + (61— B2)* + (B2 — Bo)* + (B1 — Bo)*

Reescribiendo, tenemos

Eu,u) =Y {(Oﬁ — B)* + %(@‘ — B;)°
i#]
Note ahora que Vy C Vj. Sea u; una funcion definida en V; y considere la restriccién de
u a Vp, es decir ug = uy|y, en V5. En principio no hay una relacién entre 51 (u1) y go(uo).
Note que si ug esta definido sobre Vj, existen muchas extensiones a Vj, pero, existe solo una
extension que minimiza la energfa & (uy) (con uy extension de ug). Es decir, si planteamos
el problema de dados «ag, a1 y as queremos resolver el problema de encontrar

inf  E(uy,u).
Bo,51,82

Este problema de minimizacién tiene una tnica solucion como podemos ver facilmente en la
siguiente proposicion.
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Proposicién 3.3.1. Sean «q, a1, as € R, entonces:

1. Tenemos . 5
inf 3 [(ai — B;)* + 58— ﬁj)g} =) (i — )’ (3-5)

en donde i,j = {0,1,2}.

2. El infimo es alcanzado en [3; = @ donde s = ay + ag + as.

Demostracién: Calcularemos el minimo de la funcién
1
f(61762753> = g |:(a2 - BJ)Q + 5(51 - 6j)2 )
i#j

para 3; € R, ¢ = 1,2, 3. buscamos los puntos criticos resolviendo el sistema

gé; =0 para?=0,1,2.
Por ejemplo para i = 1, tenemos
P 3 3
a5, (Buso: o) = D [=2(c = B1) = (B = B+ D> (B — B)]
i=2 j=2

=801 — 2(B2 + Bs)] — 2(ay — a3)].

Ahora por el método de minimos sin restriccion, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

lineales
4By — B1 — Ba = a1 + g
481 — o — B1 = g +
4By — B1 — Bo = ap + .
Al resolver el sistema, para cada f3;, obtenemos la solucién 3; = *z*, donde s = a1 +as +azs.

Dado que f es una funcién convexa este punto critico es minimo global y el valor minimo es

de
s—ap s—ay s—ag) 3 1 9
f( 5 ' 5 ' 5 )_5;2(0‘1 )"

Podemos introducir las energias renormalizadas usando (3-5). Defina

50(U0,U0) = go(uo,uo)

5~
51(“17161) = 551(u1,u1)
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De esta forma la constante % asocia la energia del grafo con vértices V; con la energia del
grafo con vértices V;. En particular para toda u; : Vi — R, debido a la proposiciéon anterior,
podemos escribir,

Er(ur,ur) > Eolulvy, uilvg),

donde u4 |y, denota la restriccién de uy a Vj.
Introducimos también las energias renormalizadas de nivel n = 2,3,.... Para u, : V,, = R

defina,

E0(tn, ) = <§>né~’n(umun). (3-6)

Con la Proposicién 3.3.1 estamos haciendo una asociacién entre la energia del grafo V,, con la
energia del grafo V.1, y lo hacemos con ayuda de una constante la cual es % Esta constante,
que se conoce como la constante de renormalizacion asociada al Laplaciano de un grafo con
la forma de la energia.

Recordemos la definicién de K del Capitulo 2, K = Uy ) V,,. Tenemos la siguiente proposi-

cion.
Proposicién 3.3.2. Para cualquier f : K — R yn € Ny,

8n+1(f7 f) > Sn(fa f)
donde &, estd definida en (3-4).

Demostracién: Vamos a usar una notacién similar a la introducida en la Figura 3.2. En
particular, dada f : K — R denotamos por {ay} los valores de f en los nodos de V,, y por
{Bk} los valores de f en V, 1\ V. Notemos que

Eurl) = (@ = f0F = X [0 8) 4 506- 5)°

TRy T i£J,Ti,Y;ET

Si vértices x, y son adyacentes, decimos que x ~,, y. La ultima suma es sobre todas las celdas
del tridngulo de Sierpinski (Ver Figura 3.3). Usando la Proposicién 3.3.1 en cada uno de los
triangulos tenemos que E,.1(f, f) > 2&,(f, f) lo cual prueba la proposicién. O

Tenemos el siguiente resultado de unicidad de extensién con minima energia.

Proposicién 3.3.3. Para cualquier f : V, — R existe una unica funcion g : V11 — R tal
que [ = glv, y
gn<f7 f) = gn-l-l(ga g)

Demostraciéon: Sea 7 uno de los triangulos de V,, y sea xg, x1 y x2 los vértices de 7. Sea

1 1 1

Yo = 5(% +x9), = 5(% +20), Y2 = 5(% + 1),
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los vértices en V.1 \ V,,, contenidos en 7. Esto se cumple para todo punto en V1 \ V,, de

cualquier tridngulo 7 de V. Es suficiente con definir g(z;) = f(x;) vy 9(y:) = %@) para

i=0,1,2, donde s = f(xo) + f(z1) + f(z2). O

3.4. Forma matricial y constante de renormalizacion

Denote por A, = AG,, donde {G,(V,,, W,,)} es la sucesién de grafos asociados a la aproxi-
macién de fractal autosimilar K.
Dado u : V,, — R podemos definir el vector U = {u(x;)}4,ev,, vy tenemos

UTAU = (u(x) — u(y))*.

r~y

Considere u : V,,11 — R con la siguiente descomposicién de coordenadas de U,

U= [{u(yj)}ngvn+1\vn, {u(f"j)}zieVn]

Denotemos U = [, a] esta descomposicion.

Esta particién de coordenadas en dos grupos genera una particién por bloques en la matriz
Apny1. De hecho

A - ( Fn+1,n+1 Fn+1,n )
n+1 — T )
Fn+1,n Fn,n

donde

t

BTFn+1,n+1ﬁ = l g :| An+1 l g :| )

t
6TFn+1,n05 - |: g :| An+1 |: 0 :|
(6%

t
ozTFn’noz: [ 0 ] Anit [ 0 ] )
Q a

Dado «, queremos encontrar (5 tal que la energia de U = [, a] sea minima.
Queremos minimizar

t

s = [*] e [?]
[0 (0]
- BTFn+1,n+1ﬁ + 2BTFn+1,nO[ + aTFn,na~

Derivando con respecto a [ obtenemos



26 3 Laplaciano de un grafo

Fn—‘—l,n—i—lﬁ = —L'py1nC.

Cuando F, ;1,41 es invertible (que de hecho lo es por ser una submatriz de A,.; que es no
negativa cuyo espacio nulo son funciones constantes) tenemos,

B = _Fn_jl,n+1Fn+1,n047 (3-7)
y obtenemos con (3-7)

UT AU = [5] At [ g]

(0]

_ T T -1

=« (Fn:n - Fn+1,nFn+1,n+1) «Q
T

= o s,a,

— T -1 f
donde s, = Fyn — Fyiq .01 i1 Fov1n. Queremos comparar esta energia minima con la

energia de « en el grado V,,, es decir, queremos calcular r,, tal que,
al A, < rn+1aTsna.

En otras palabras queremos calcular,

o aTA«
Tpyl = MAX ———.
a0 al's,a
Vemos que 7, es el mayor autovalor del problema de autovalores generalizados,
A, = As,a.

Tenemos entonces que podemos renormalizar la energia como

Ly = n 5(;1

Ly = nrr 25G2

Ln = H r; 5Gn
i=1

En el caso del tridngulo de Sierpinski vemos que V,, 11\ V,, corresponden a triangulos disjuntos,
y su construccién es la misma que hacemos para pasar de Vy a V4. Por lo tanto podemos
pensar que la extension de minima energia la calculamos en cada uno de estos tridngulos, es
por esto que r; = %, para todo i, y la constante de renormalizacién es

-

En el Anexo A podemos ver otro método para encontrar la constante de renormalizacion a
partir del la teoria de redes eléctricas.
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3.5. Propiedades de la energia sobre un grafo conexo

En la seccién anterior construimos para el grafo G, (V,,, E,) asociado al tridngulo de Sierpinski
una sucesion de energias renormalizadas {&,} sobre G,, tal que para u : K — R la sucesion
Em(u) es creciente. Podemos definir entonces

E(u,u) = lim &, (u,u).

Note que este limite puede ser co. Note también que si &, (u, u) = 0 entonces u es constante.
Esto se debe a que si

> (ulz) —u(y)* =0

T~y
entonces tenemos que u(x) — u(y) = 0 para todo = ~, y y como estamos asumiendo que V,,
es conexo concluimos que u es constante.

Definimos el siguiente conjunto, H' = {u : K — R\&(u,u) < +oo}. Si u € H' entonces u
es de energia finita.

También definimos el conjunto H! = H'\ {u € H;\u es constante} el cual lo definimos como
el espacio cociente entre H! y el espacio de funciones constantes.

En lo que queda de esta seccién vamos a mostrar que si u tiene energia finita entonces es
uniformemente continua sobre K, por lo tanto podemos determinar asi una unica extension
continua de K.

Teorema 3.5.1. Si u € H', entonces E(u,u) es uniformemente continua sobre el espacio
Vi

Demostracién Sea u una funcién de energia finita, vamos a tener en cuenta dos formas de
ver que la energia es continua.

1. (Caso 1) Nétese que &,(u) < E(u). Si x ~, y para z,y € V,, tenemos
r(w(@) —u(y))? < Enlu) < E(u).
Lo cual podemos reescribir asi,

[u(@) = uly)| < r"2E ().

Ahora consideremos la cadena de puntos ,,, Tp11, ..., Tntj, Tntjtr1 € Vatj, donde T4 ~pa
Tntjt1, entonces tenemos,

[u(zn) — u(@nir)| < Ju(@n) — w(@ni)| + oo+ [ @pgr1) — w(Tnar)|
< (P2 4 (R £ (u)?
<2 (1424 M) E ()
,rn/2

1/2
T iz Tl/zc‘:(u) )
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2. (Caso 2) Por la geométria de K, pueden existir dos cadenas de la misma longitud (ver
Figura 2) para llegar de uno al otro, asi obtenemos:

2rn/2

1 in ,,,1/25<u>1/2'

|u(@n) = w(@nk)] <

Figura 3-2.: Como podemos ver en el grafico existen dos caminos minimos desde el vértice repre-

sentado por X y el vértice representado por o.

De esta forma podemos decir que £(u, u) es continua. m

Ahora vamos a estudiar el espacio H}, el cual es el espacio cociente entre H' y las funciones
constantes.

Lema 3.5.2. Sea u, v € H!. Entonces,

lim &, (u,v) = E(u,v)

n—oo

existe y define un producto interno sobre el H:.

Demostracion: Para probar la existencia del limite, vamos a utilizar la identidad de pola-
rizacion

En(u,v) == (Ep(u+v) — Ep(u—0)).

1 =
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Dado que los limites que estén en el lado derecho existen, entonces el lim,, . &, (u, v) existe.
Para probar que es un producto interno, vamos a determinar que &(u,u) = 0 implica que
u = 0.

Si £(u) = 0, entonces &, (u) = 0. Dado que &,,(u) es creciente, positiva y continua, entonces u
debe ser constante sobre V,, para todo n, factorizando u obtenemos la propiedad deseada. []

Con este lema, podemos determinar que el conjunto dado por la energia del grafo es un
espacio de Hilbert.

Teorema 3.5.3. El conjunto H! forma un espacio de Hilbert.

Demostracién: Vamos a demostrar que H! es completo, para eso lo asociaremos con el
espacio H = {u € H' : u(q) = 0,9 € Vo}.

Sea {U,} una sucesién en H; tal que &(u, — u,) — 0, cuando n,n’ — oo, entonces para un
n fijo, & (U — Upy) — 0, cuando m, m’ — oo dado que E(uy, — Uy ) > En(Uy — Upy)

Dado que estamos trabajando sobre un nimero finito de vértices, tenemos que

lim w,,(z) existe para cada = € V,,
m—0o0

luego para el indice n, obtenemos lo siguiente
En(um —u) = lm &E,(um — )

dado que este se cumple para los m’ > m, entonces esto podemos hacer independiente del n
en el cual estemos trabajando. O]

Como resultado de lo que hemos estudiado, ya sabemos que existen funciones no constantes
f: K — R tal que E(f, f) < oo. La Proposicién 3.3.3 nos dan herramientas para construir
dichas funciones, en lo que sigue daremos la definicién de funcién arménica sobre un grafo,
para luego buscar aproximaciones a partir de un espacio de funciones continuas para asf lle-
gar al objetivo principal del trabajo.

Sea f:V, = R, decimos que ¢ : V,,, = R es una extensiéon armonica de f si:

1. g(z) = f(z) para cualquier z € V.

2. E.(g9,9) =E.(f, ).

En este caso diremos que g es una funcién armonica de f. En particular si n = 0 diremos
que g es armoénica en Vi,.

Definicién 3.5.4. El espacio S(Hy,V;,) de splines por partes de nivel n esta definido sobre
el espacio de funciones continuas tal que u o F,, es armdnico para todo |w| = n, donde F,
estd dado en (2-7).



30 3 Laplaciano de un grafo

Es facil ver que S(Hy,V},) estd contenido en H' dado que sus elementos tienen las caracte-
risticas de ser una funcién con el minimo de energia y es finito dado que esta determinado
por los vértices en la iteracién n.

Teorema 3.5.5. Cualquier funcion u € C(K) la podemos aprorimar uniformemente por
una sucesion u, € S(Hy, V,), con u,|v, = uly,. Ademds, si w € H' entonces u,, converge a
u en el espacio H!.

Demostracién: Sea ¢ > 0, tenemos por la continuidad de u que para cierto n, |u(z) —
u(Fu(qo))| < €, para todo w tal que |w| = n . Dado que uy,|y, = uly,, también tenemos que
|um($) - U(Fw(qO))| <€, de aca:

|U([L’) - Un(QT)‘ S |U(ZL‘) - U(FwQO)’ + |U(qu0) - un(FwQO” + ‘un(FwQO) - un($)|
<e+0+e€
< 2eparax € F,K

ast, |Upm — uloo < 2€.
La siguiente suposiciéon u € H'. Entonces &,(u,u) = &, (Um, Um) / E(Um,um) = E(u,u).
También & (u, up,) = E(wtm) = Ey(um), ast:

E(U— Uyt — Upy) = E(uyu) — 2E(Uy Upy) + E (Upny Urn) = E(uy 1) — Ep (U, Up,) — 0

O
Con estos teoremas tenemos una idea principal del espacio de funciones sobre los vértices del
grafo y como a partir del espacio spline podemos encontrar una aproximacion a la funcién
energia.



4. Forma débil de operadores
diferenciales

En este capitulo presentaremos la formulaciéon débil de operadores diferenciales. Para esto
introduciremos la medida autosimilar y su relaciéon con el operador Laplaciano mediante la
formula de integracién por partes.

4.1. Medida autosimilar

En esta seccién introduciremos la nociéon de medida sobre un conjunto autosimilar, en-
focandolo hacia el tridngulo de Sierpinski. Los demés casos son similares.

Consideremos una medida de probabilidad i sobre K introducido en la Seccién 2.4.2. Se
requiere que la medida de probabilidad p cumpla las siguientes cuatro condiciones:

» (Positiva) Para cualquier celda C; del tridngulo de Sierpinski tenemos que p(C;) > 0.

(Aditividad) Si C' = Ujvzl C}, donde cada C}; es una celda de K se tiene que

n(C) = Zu(Cj)-

(Continuidad) Para todo subconjunto medible de K tenemos que p(A) — 0 cuando
A— 0.

(Probabilidad) u(K) = 1.

En el tridngulo de Sierpinski, cada celda de nivel n tiene medida positiva. Si la medida de
todas las celdas es la misma obtenemos la medida estandar la cual es un caso especial de la
medida autosimilar.

La medida autosimilar en triangulo de Sierpinski puede ser construida a partir conjunto
de probabilidades asociadas a la aproximacién inicial Ky, digamos, {u;} =012 Lustos valores

cumplen que
2

Z“i =1 para p; > 0.
=0
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La medida la generamos de la siguiente forma. Por la construccion del triangulo de Sierpinski,
tenemos que, (ver (2-7))

K= |J fu(K) yaque K=[]f(K).

fo|=m j=0

Entonces podemos escribir que

y por lo tanto obtenemos

p(fulK) = Y il fufi(K).
i=0
Dado que la medida estandar es igual en cada celda del triangulo de Sierpinski, entonces
tenemos que p; = % La medida estandar, para la imagen de A por la funcién f; estd dada
por
1(fi(A)) = pip(A). (4-1)

Para probar esto observe que A podemos reescribir como

A=JAn fi(x))

=0

y por tanto debemos tener que

Teniendo en cuenta que

fHA) = [THAN fi(K))  implica AN fi(K) = fi (f7 (AN fi(K))),

tenemos que
AN fi(K) = pap( f7 (AN f(EK)) = pap( £ (A)).

Reemplazando este valor en (4-2),

j(A) = Z pin(f (A)).

Donde obtenemos el resultado en (4-1) dado que cuando i # j, los términos se hacen cero.
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Ya definida la medida sobre triangulo de Sierpinski, podemos definir la integral de una
funcién continua g,

[ o= i 37 gl () para a € fu(K).

|w|=m

Por el teorema del valor medio para integrales, g(z,,) reemplazamos por el desarrollo de g
sobre los puntos de la frontera de la celda,

/Kgdu L Z Z (fu(gi))l fu ().

Asi, desarrollamos una integral discreta sobre las aristas de un grafo. Luego al grafo G le
asignamos una probabilidad v,(z) a cada vértice x. Asi obtenemos

/gdv—Zg T)vn(z
zeV

entonces podemos reescribir asi la integral,

/gd,u— lim gduv,,

n—oo G
n

teniendo en cuenta que G, es el grafo en la n-ésima iteracién y

s((fu(K) + u(fw(K)) stz eV, \ T,
VUn(7) =
s(fu(K)) si. x e,

en el sentido que = = f,,(¢;) = fur(q;), para i # j. Notese que w y w' son las iteraciones que
parte desde dos vértices distintos de V; y llegan al vértice x.
Dado que la medida estandar para el triangulo de Sierpinski es,

plfu(K)) = 1/3".

Se obtienemos el siguiente resultado,

/ gdv, = 37" % Z g(x) + % Z g(x) | . (4-3)

z€Va\Vo zeVh

4.2. Férmula de la integracion por partes

Usando la notacion de la Seccion 3.5. Para el tridngulo de Sierpinski, obtuvimos que la
energia para f : V., — R, definimos para n € Ny la forma de la energia como
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a0 = (3) L uw-rwr

T~ nyY

Definimos también el operador de Laplace renormalizados
A, = 5"A,,. (4-4)

Con un cambio de variable podemos mostrar que &,(f, f) = — [ fA,fdu™ , donde A, es el
Laplaciano renormalizado para el grafo en la n-esima iteracién (Ver 4-4).

A esta identidad la conocemos como la férmula de integracion por partes la cual dice que
para toda funcion f : V,, — R, tenemos que

——/ﬂ@AJ®MWM) (45)

Usando esta identidad podemos definir el Laplaciano en K por

3/ﬂmAﬂmmmﬂ=aﬂﬂ. (4:6)

4.3. Formulaciones para el problema de Dirichlet
Dada g : Voo — R, encontrar u : V. — R tal que

{_Au<x) =g(z) €V \Vh, (4-7)

u(r) =g(x) x €V,

donde Au(z) es definido en (4-6). Nos referiremos a esta formulacién del problema de Diri-
chlet como formulacion fuerte. De acuerdo a la formula de integracion por partes tenemos

—/Au ~vdp = E(u,v).
Asi, deducimos que en la forma débil se busca u € H' tal que

E(u,v) = /gvdu para todo v € H;

u(z) =g(x) xel.

(4-8)

Recuerde que H' = {u: Vo = R\E(v,v) < oo} y Hy = {v € H\v(z) =0,z € Vp}.
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problema de Dirichlet

Consideramos el problema: Dada g : Vo, — R, encontrar u : Vo — R tal que

{—Au(x) =g(z) €V \ W, (5-1)

u(z) = h(z) zel.

En este capitulo construimos aproximaciones numéricas para este problema de Dirichlet. En
particular construiremos formulaciones discretas que pretenden aproximar la solucion de este
problema o que estan relacionadas con la misma.

5.1. Método de diferencias finitas: aproximacion por
sucesion de Laplacianos renormalizados

Recordemos que la construccién del Laplaciano sobre V., la hicimos por analogia con la
aproximacién de diferencias finitas en una malla regular del operador de Laplace clasico.
Resulta entonces proponer las siguiente aproximacién para (5-1).

Definimos también los operadores de Laplace renormalizados

A, = 5"A,,. (5-2)

donde
A, = Pg, — Ag,,

es la diferencia de las matrices de pesos y adyacencia asociadas al grafo G,, = G, (V,,, W,,).
Aproximamos la solucién de (5-1) por u”¥ : V, — R que es construida que estd dada por,
UPY = {uPF (x)},ev, v considere la particién

UP" = {{u, " (2) }aeve, {u" (@) }oevirve } = [Uo, Ut].

Esta representacién vale para cualquier funciéon definida en V,,. Esta particiéon genera la

ANoo Aor )
A, = ’ ’ )
( Aro Arr

siguiente particién por bloques
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Entonces Uy = {g(2) }zew, ¥y Ur satisface el sistema lineal
ArtUr = fr — DroUs. (5-3)

En resumen el problema discreto es: Calcular uP¥ representado por U = [Uy, U;] con Uy
dado y U; satisface (5-3).

Esta formulacion tiene la ventaja de que su implementacion es simple y esta soportada por
el hecho de que es asi como construimos el operador de Laplace en V., como limite de estas
aproximaciones. En la siguientes secciones ilustraremos algunos experimentos numéricos.

Una de las desventajas de esta implementacion es que necesita conocer de antemano la cons-
tante de renormalizacién para construir las matrices de Laplace renormalizadas.

Cabe notar que en términos de aproximacion numérica la constante de renormalizacion pue-
de ser vista como una escala adecuada para la accién del forzante f(z) en cada uno de los
grafos V,,. Por esto tiene sentido considerar también aproximaciones de elementos finitos que
requieren el uso de formas débiles.

A continuacion proponemos un procedimiento numérico para determinar una aproximacién
de la constante de renormalizacién a partir de los grafos sobre V,.

5.1.1. Un procedimiento para aproximar la constante de
renormalizacion

La idea es usar el problema

(5-4)

—Au(z) =1 z€K,
u(z) =0 x eV

Supongamos que no conocemos el factor 5" en (5-2). Coloquemos el factor de escala como
siendo ¢,,. Podemos aproximar el problema (5-4) por

Apun(z) =1 z €V, \ Vi,
{un(x) =0 zel
Queremos aproximar el valor de la constante ¢. Observe que numéricamente podemos calcular
la solucion de B
Az, =1 z€V,\Vp,
{zn(a:) =0 zel.

Debemos tener que z,(z) = ¢"u,(z), x € V,,, ya que A, es invertible. Para V,,,; tendremos
Znt1 = ¢,y . Observe que z, v 2,41 pueden ser calculados sin necesidad de conocer g.
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(nyn+1) | MaX, @1 | MeANL Gy pt1
(3,4) 4.9370 4.8753
(4,5) 4.9872 4.9726
(5,6) 4.9974 4.9943
(6,7) 4.9995 4.9988
(7,8) 4.9999 4.9998

Tabla 5-1.: Valores calculados de ¢, ,+1 definido en (5-7).

Para n lo suficientemente grande debemos tener

2w = ¢"u, con u, ~u, (5-5)

_ n+1 ~
Znrl = ¢y con Uy Ao, (5-6)

donde u es la solucién exacta de (5-4). Podemos usar

¢ (1) _ Zny1(2)
q"un () Zn ()

) (5_7)

q = Qpn+l ‘=

donde = € V,, \ Vj. Usando este método podemos calcular la Tabla 5-1. Asi, observe que

lim,, 00 dnn+1 = 5.

De forma andloga podemos aproximar la constante de renormalizacion. Sabemos que pode-
mos aproximar este problema (5-4) por

r € (u,v) = [ vdp,  para todo v.
up(x) =0 z €.

Queremos aproximar la constante r.
Observe que numéricamente podemos calcular la solucién de

g(zn,v) = [wvdu, para todo v.
Z(x) =0 z €.

Debemos tener que z,(z) = r"u,(z), x € V,,, ya que A, es invertible. Para V,,,; tendremos
Zng1 = 7 " tuy,4q. Observe que z, ¥ 2,41 pueden ser calculados sin necesidad de conocer 7.

Para n lo suficientemente grande debemos tener

2y = r "u, con u,~u, (5-8)

Zngl = T " Uppp con Upip AU, (5-9

donde u es a solucién exacta de (5-4).
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(nyn+1) | MEx, Ty pp1 | MEANLTY, 41
(3.4) 1.30058 |  1.28790
(4,5) 1.4698 1.3635
(5,6) 1.5331 1.4349
(6,7) 1.5797 1.4970
(7.8) 1.6116 1.5472
(8,9) 1.6325 1.5854

Tabla 5-2.: Valores calculados de 7,11 definido en (5-10).

Vemos entonces que para z € V,, \ Vi podemos aproximar

—-n
L un(2) O ()
Zn-i—l(x)

r L, () (5-10)

De esta forma podemos calcular la Tabla 5-2.
En este caso la convergencia es mas lenta y podemos verificar usando argumentos de escala

de las integrales calculadas antes que lim,, o 75 n41 = 1,666... = g

5.2. Método de elementos finitos

La idea del método de elementos finitos es aproximar la forma débil. La formulacién discreta
la construimos de la siguiente forma.

Definimos P" = {u : u : V;, = R}. Usamos la formulacién débil que busca u € H' tal que
E(u,v) = /gvd,u para todo v € Hy

u(z) =g(x) zeW.

La idea es plantear este mismo problema en P™ en lugar de H*'. En la formulacién de Galerkin
intentaremos encontrar u € P" tal que

(5-11)

E(u,v) = /gvd,u para todo v € P" N H,,.

u(z) = g(z), weV

Note que tanto u como v estan definidas sobre V,, y por tanto esta formulacién es equivalente

(5-12)

En(u,v) = /gvdu para todo v € P" N Hy.

u(z) =g(x), x€ V.
Note que ahora calculamos la energia &, en lugar de £. Queremos introducir una aproxi-

(5-13)

macién para lo ejemplos introducidos en el Capitulo 2. En este trabajo proponemos dos
alternativas para implementar una aproximacion de esta formulacion.
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5.2.1. Integrales a lo largo de las aristas

Recuerde que &,(u,v) = — [ Ayu - vdy), cuando u,v : V,, — R. Usando esta igualdad como
motivacién introducimos la siguiente forma bilineal

Yy
EW (u,v) = Z/ u'v'dv) (5-14)

T~y
donde por u' denotamos la derivada a lo largo del segmento [z, y] de la interpolacién lineal
de los valores u(z) y u(y) en los extremos del intervalo. La medida v, es definida como
la medida de longitud a lo largo de las aristas de W,,. Proponemos el siguiente problema
discreto,

25V u,v) = / vdy} para todo v € PN H}.
u(z) =g(x), zel.

Podemos escribir u = u; + ug donde ug(x) = g(z), x € Vp; ug(z) =0, en x € V,, \ V} asi,
encontrar u; € P" tal que u;(x) = 0 para x € Vj y tal que

EW (uy,v)dv! = /gdl/i — EW(ug,v)
Observamos que esta formulacién es equivalente a

Ay = p1).

n n

Denotemos V,,\ Vy = {x1, 29, ..., z, } el conjunto de vértices “interiores” segun la terminologia
de elementos finitos, tenemos

)
o / / 1
Q5 = / 90301 ngj an
y’T

T~

donde ., es la interpolacién lineal de la funcién caracteristica de {z;} en V,,. También

bi = /g-%dun—/U’asﬁ}dV%-

Queremos estudiar numéricamente las relacién entre (5-18) y (5-13) para los ejemplos de

tenemos que

conjuntos autosimilares estudiados en el Capitulo 2.

Recuerde que

Integrando por partes en cada arista observamos que

EM(u,0) = w(t(t)]l - / W () (t)dy!.

T~ nyY z
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Como u y v son funciones lineales, u” = 0 en cada segmento. Obtenemos el siguiente resul-
tado,
ED(u,v) = 3w (y)oly) — o (@)o(a).
z~my
Calculando las derivadas en términos de los valores extremos y teniendo en cuenta que la
distancia entre vértices adyacentes en el tridngulo de Sierpinski es de 1/2", tenemos

(o) = 3 M ugy) — MO ) = 20 Y (uly) — ) 0(0) ~ vlo)),

T~ny r~nY

De esta forma, llegamos a que

A —on LA

Para obtener la parte derecha de (5-13) vamos a aproximar g linealmente, quiere decir que
vamos a tomar el conjunto de puntos {g(x)}.cv, v conectarlos con segmentos de recta. La
conexion esta dado por las aristas del grafo GG,, que representan el fractal, es decir que si

x ~ y entonces f(z) ~ f(y).

Figura 5-1.: Aproximacién de la funcién g(x,y) = sin(z + y) a través de rectas que pasan por los
puntos {g(z)}ev, cuando n = 1.

Con esta aproximacién la cual nombraremos ¢ vamos a hacer la integracién en (5-13). Asi,
tenemos lo siguiente

[amai= 3 [ @60) - gla)e - ) - )

a~nb
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donde 2"(g(b) —g(a))z—g(a) es la ecuacién de la recta que une los puntos (a, g(a)) y (b, g(b)),
a,b € V, pasando esto al intervalo de la distancia entre dos vértices adyacentes del triangulo.

{{¥10)

(0, 9(a)) 3

Figura 5-2.: Uno de los segmentos de recta para la funcién g(z,y) = sin(z + y) donde a = (0,0)
y b= (%,0) en la iteracién n = 1.

La formulacién anterior debe ser reescalada con una constante de renormalizacion para ob-
tener.

1
rngM (u, v) = —/ vdvV para todo v € PN H.
o Oye ) = 5 [ g p ; 1

u(x) =g(x), z €.

La constante () puede ser aproximada usando un procedimiento andlogo al descrito ante-
riormente.
El valor 2 se justifica ya que para cualquier n tenemos [ fdu, ~ 5 [ f vV,

5.2.2. Integrales sobre triangulos

Introducimos la siguiente forma bilineal

ED (u,v) = Z VuVody? (5-17)

TEK, YT

donde por Vu denotamos el gradiente, en el triangulo 7 de la interpolacion lineal de los

2)

valores de u en los extremos del tridngulo. La medida U2 es definida como la medida de

area restricta a K,,. Se propone el siguiente problema discreto,

&P (u,v) = / vdy? para todo v € P" N H}.
(u,v) 9 p 0 (5-18)
u(z) =g(x), veW

Procediendo como en la seccién anterior obtenemos el sistema lineal

Ay — 4
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donde
ai,j _/VQOZV(PJdl/éz)

bi = /f%pid%(f)

Podemos calcular con mas detalle estas integrales.

af g af 9y
(2) vy 2
En Z / ox 8x 8y dy v,

Para esto, sobre una celda del tridngulo, construimos un plano el cual sea cero en dos vértices
de la celda y uno en el que queda. Bésicamente, vamos a tomar tres planos los cuales son

Pl(l',y)zl—l'—y, Pg(l',y):l’, P3<l',y):y

Estos planos estan dados sobre un tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y (0,1). Con transfor-
maciones basicas, podemos llegar a construir los planos sobre los vértices de una celda del
triangulo de Sierpinski. Ahora, los planos, los podemos representar con la siguiente matriz.

To— T —
V= ( 2 1 Y2—U1 ) ,
T3 —T1 Y3 — Y1
la cual representa los vectores base del plano. Las derivadas parciales del plano, las vamos a
obtener con la inversa de la matriz V

0 o
vl — 5 9| _ 1 Ys— Y1 Y1 — Yo
%_P; 88_1;3 det(V) Tr1 — T3 T2 — X1 .
Ademas por la forma de los planos tenemos que:

0P, oP, 0P oP, oP, 0P

Or  Ox oz’ oy oy oy

Como el objetivo es obtener una constante que asocie la energia por areas a la energia por
grafos entonces vamos a utilizar la definicién de area de un triangulo a partir del determi-

% aa% :i(y?)_yl Z/l—y2>
83—1;2 %—F; V3L 21— a3 xp— 1y

donde [ es la longitud de los lados del triangulo. Si calculamos para las tres funciones

nante, asi tenemos,
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Py, Py, P5 la forma bilineal a4 (P, P;) para i,j = 1,2, 3 tenemos por ejemplo:

oP* OP*
GA(PbPl) = 8_33'1 —|—a—y1 dv®
4 2 27.(2)
= 3 (11 — y2)” + (21 — 22)°dv

V3

dado que el area del triangulo es T

4
= 3 / 1dv®  dado que  (y1 — 12)? + (21 — 29)? = 12,
V3
3

Ahora para as(Py, P»)

oP, 0P, 0P, 0P
aa(Pr, Py) / 8; 03:2 + 8y1 a;dV(Q)
B 4 B ) B 9 B - o _ (2)
= g [ W —y)" (@ =)+ (= y2) (s — y0) + (22 — 21) (@1 — 23)dv
4 (2)
=~ 1= ((z2 — 21,92 — Y1), (T3 — T1,¥3 — ¥1))dv

4
= —5/1—003(60°)du(2)

V3

6

de esa manera podemos construir los demas, y asi generalizar:

{\/Tg cuando ¢ = J.

_\/Tg cuando i # J.

A2 = lag] = (5-19)

Ahora como en los vértices interiores del triangulo de Sierpinski tiene el doble de aristas que
en Vj, podemos obtener el siguiente resultado

ai] = &

A® _ | V3 . {pu’ cuando 7 = j. (5-20)

—1 cuando i ~, J.

donde p;; esta dado por la Definicién (3-2). Luego
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La formulacién anterior, de igual manera que hicimos con longitudes, debe ser reescalada
con una constante de renormalizacion para obtener,

(r(z))”&(?) (u,v) = /gvdl/,(f) para todo v € P" N Hy. (5:21)

u(z) =g(x), =€l

Donde la constante 7(? puede ser aproximada usando un procedimiento analogo descrito en
la seccién 5.1.1.

5.3. llustraciones de los métodos numéricos

En esta seccién comenzaremos a mostrar las soluciones numéricas de los distintos fracta-
les vistos en el documento. En particular buscamos la solucién de la ecuacion de Poisson,
haciendo uso de todos los conceptos estudiados en este documento.

Para dar la solucién utilizamos el software Matlab, con el cual generamos los codigos.

5.3.1. El triangulo de Sierpinski

Como vimos en la secciéon anterior la solucion sobre el triangulo de Sierpinski la podemos
ver de tres formas, a partir del Laplaciano del grafo, por el MEF sobre los contornos o MEF
sobre las dreas generadas por el fractal, la frontera de este grafo esta dado por el conjunto
Vo = {ap, a1, as} del grafo. Asi, buscamos solucionar la siguiente ecuacién diferencial

—AU(l‘,y) = f(:v,y)

u(ag) =1, w(a;) =0, wu(ay)=0.

Luego la solucién numérica dada por el método de la subseccién 5.2.1 y por el método de la
seccion 5.2 va a estar dada por las Figuras 5-3 y 5-5.
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Figura 5-3.: Solucién u(x,y) de la ecuacién de Poisson 5P AU = g(x,y) (Izquierda) y r(1) .
Efll)(u,v) = fgvdu,(ll) (Derecha) cuando g(x,y) = sin(z + y), u(ag) =1y u(ar) =

u(az) = 0 en el espacio Vj del tridngulo de Sierpinski.
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Figura 5-4.: Aproximacién de u(z,y) de la ecuacién de Poisson 5"A,u = g(z,y) (Izquierda)
y kn - 5,(12)(11,1)) = fgvdl/,(f) (Derecha) cuando g(z,y) = sin(z + y), u(ag) = 1y
u(a1) = u(az) = 0 en el espacio V5 del tridngulo de Sierpinski.
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Figura 5-5.: Aproximacién de u(z,y) de la ecuacién de Poisson 5"Anu = 0 (Izquierda) y r) -
Eél)(u, v) = 0 (Derecha) u(ap) = 1y u(ai) = 0 en el espacio V3 del arbol de Hata.

5.3.2. La curva de Kosh

En la curva de Kosh vamos a hacer la comparacion entre el Laplaciano del grafo y la solucién
por el MEF, teniendo en cuenta lo que vimos en el Capitulo 2, para la curva de kosh tenemos,
Vo = {(0,0),(1,0)}. La ecuacién que buscamos solucionar es

—Au(z,y) = g(x,y)

u(ag) =1, wu(ay)=0.

Por el método descrito para el tridngulo de Sierpinski, en la Subseccion 5.2.1, al asociar el
Laplaciano con la energia sobre contornos, asi tenemos

rng (u, v :/ vdu, para todo v € PN HY.
(rt) & (u,0) = [ gudpn p 0 (5.22)

u(z) =g(x), zel.

donde pu,, es la medida autosimilar para la curva de Kosh y la constante de renormalizacion
estéd dado por r(V) = %, la cual podemos hallar por método descrito en la seccién 5.1.1.
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0.8 5 0.8

0.6 : 0.6

0.4 . 04

Figura 5-6.: Aproximacién de u(z,y) de la ecuacién de Poisson 16" Ayu = g(z,y) (Izquierda) y
(1) -&sl)(u, v) = fgvduy(}) (Derecha) cuando g(z,y) = 10 - sin(x + y), u(ap) =1y
u(a1) = 0 en el espacio V5 de la curva de Kosh.

0.6 ! 0.6

0.4 . 0.4

Figura 5-7.: Aproximacién de u(z,y) de la ecuacién de Poisson 15"A,u = 0 (Izquierda) y r™) -
&Sl)(u, v) = 0 (Derecha), u(ap) = 1 y u(a1) = 0 en el espacio V3 de la curva de Kosh.
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5.3.3. EIl arbol de Hata

El método para solucionar la siguiente ecuacion, donde el dominio es el arbol de Hata es el
mismo que para los fractales anteriores,

—AU(ZE, y) = f(ZL’, y)

u(ag) =1, wu(a;)=0
De la misma forma obtenemos
r® ”&(Ll) u, v :/ vdp, para todo v € PN H}.
(rt)" & (u, 0) = [ gudpn p 0 (5.23)
u(z) =g(x), zel.

donde p,, es la medida autosimilar para el arbol de Hata y la constante de renormalizacién
estéd dado por r(V) = %, la cual podemos hallar por método descrito en la seccién 5.1.1.

Figura 5-8.: Aproximacién de u(z,y) de la ecuacién de Poisson 15" Ayu = g(z,y) (Izquierda) y
(1) -Eél)(u, v) = fgvdw(f) (Derecha) cuando g(z,y) = 10 - sin(z + y), u(ag) = 1y
u(a1) = 0 en el espacio V3 del drbol de Hata.
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0.8 : : 0.8
0.6 ) 0.6
0.4 . 0.4

Figura 5-9.: Aproximacién de u(z,y) de la ecuacién de Poisson 15"Apu = 0 (Izquierda) y r() -
&Sl)(u,v) = 0 (Derecha), u(ap) =1y u(a1) = 0 en el espacio V3 del drbol de Hata.

5.3.4. Arbol de Hata 3D

Para esté fractal solo vamos a utilizar el método de diferencias finitas descrito en 5.1, aca la
solucién esta descrita por los colores de las ramas.
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Figura 5-10.: Aproximacién de u(z,y) de la ecuacién de Poisson 18"Apu = g(x,y) cuando
g(z,y) = 10 - sin(z + y), u(ag) = 0 y u(a;) = 1 en el espacio V3 del arbol de
Hata 3D.



6. Conclusiones y trabajo futuro

En trabajo se presenté la definicién de conjunto autosimilar, se estudiaron sus propiedades
y se dieron distintos ejemplos como el triangulo de Sierpinski, la curva de Kosh y dos reali-
zaciones diferentes del arbol de Hata. Usando el caso concreto del triangulo de Sierpinski, se
desarrollaron minuciosamente algunos conceptos sobre operadores diferenciales en su forma
fuerte y débil ( energias y formas bilineales asociadas). En particular se planted y aproximo
numéricamente el problema de Dirchlet.

Para construir el operador diferencial se usaron operadores construidos en una sucesion
de aproximaciones del fractal. Estas aproximaciones pueden ser pensadas como grafos. Al
asociar cada aproximacién a un grafo simétrico (donde no es necesario tener en cuenta la
distancia entre los vértices) se puede trabajar de una forma algebraica solo con matrices
de adyacencia y de pesos. En esta parte se busca que considerar el siguiente iterado de la
aproximacién, la energia sea minima al extender funciones al siguiente nivel. Este paso se
puede analizar con distintos métodos como minimos sin restriccion, circuitos eléctricos, o
complemento de Schur. En toco caso, para el triangulo de Sierpinski y fractales similares
obtenemos que solo basta con una constante de renormalizacién. De esta manera se obtiene
un Laplaciano asociado a la sucesién de grafos (que se define con un proceso de limite de
los operadores asociados a las aproximaciones). Se puede entonces plantear problemas de
frontera. Con la medida autosimilar se deduce la forma débil de los problemas de frontera y
a estos se les puede aplicar el método de elementos finitos para obtener aproximaciones.
En este trabajo se implemento el método de diferencias finitas para calcular soluciones
aproximadas en aproximaciones del fractal. La constante de renormalizacién es aproximada
numéricamente.

También se propusieron métodos de elementos finitos. Se compararon las aproximaciones de
elementos finitos con las aproximaciones de diferencias finitas construyendo el Laplaciano
directamente de los grafos asociados a las aproximaciones del fractal (con el operador re-
escalado por la constante de renormalizacién calculada numéricamente). Por analogia con la
formulacién débil del problema de Dirichlet, las aproximaciones de elementos finitos incluyen:

= Aproximacién del calculo de “derivadas” en donde se usan derivadas clasicas de inter-
polaciones lineales por partes en dimensiones uno y dos

» Aproximacion de la medida autosimilar. Se usan dos aproximaciones: 1)la medida de
longitud restringida a las aristas de los tridngulos de la aproximacion del fractal y 2)
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la medida de area restringida a los triangulos de la aproximacion del fractal.

» Aproximacién de la constante de renormalizacién usando soluciones numéricas calcu-
ladas sin la constante de renormalizacion.

El método de elementos finitos obtiene resultados similares a los obtenidos por medio de
diferencias finitas. La aproximacién por dreas en el tridngulo de Sierpinski (5-21) se pro-
ponen dos aproximaciones: La primera combina derivadas clasicas a lo largo de las aristas
con integracion con respecto a la medida de longitud. La segunda combina derivadas parcia-
les clésicas con integracién en dos dimensiones sobre los triangulos de la aproximaciones al
triangulo de Sierpinski.

En la curva de Kosh y en el arbol de Hata el método es similar, tanto el calculo de la cons-
tante de renormalizacién como el método de elementos finitos para solucionar la ecuacién
diferencial. En estos casos solo consideramos derivadas a lo largo de las aristas combinadas
con integraciéon de la medida de longitud.

Es importante mencionar también que la implementacion de elementos finitos es simple y no
tiene grandes cambios con respecto al método de elementos finitos para ecuaciones diferen-
ciales en dominios abiertos. Se puede usar cédigos de elementos finitos que trabajen sobre
triangulaciones en general y solo debemos usar como dato de entrada para estos codigos la
“triangulacién” o grafo con que se aproxima el fractal.

Después de formular un método de elementos finitos para aproximar soluciones de ecuaciones
diferenciales en dominios fractales se debe proceder a realizar un analisis de error el cual se
propone como posible desarrollo futuro para este trabajo. El andlisis de error requiere de una
estimativa de error a priori el cual en general asume resultado de regularidad de la solucién.
Por tltimo y para problemas préacticos debe discutirse resultados de error a posteriori para
ecuaciones diferenciales en fractales heterogéneos.

Como tultimo comentario importante observamos lo siguiente. Como muestran los resultados
de las implementaciones de los métodos de elementos finitos para los fractales considera-
dos en este trabajo, los procesos de difusién en estos fractales si pueden ser aproximados
por procesos de difusién cldsicos (que envuelven derivadas cldsicas) sobre aproximaciones
del fractal donde estos deben ser re-escalados por el parametro de escala. Este parametro
de escala puede ser pensado como una familia de coeficientes de conductividad para cada
aproximacién. Esta idea serd también explorada en trabajos futuros.



A. Anexo: Constante de renormalizacion
determinada por teoria de redes
eléctricas

En este anexo se muestra otra forma de calcular la constante de renormalizaciéon a partir
de la teoria de redes, particularmente con propiedades de las resistencias en redes eléctricas.
Esté método busca interpretar el grafo, asociado al fractal, como una red eléctrica donde
cada arista es una resistencia, y con simplificacién de redes se puede conseguir una constante
tal que la energia sea minima.

A.1. Interpretaciéon a partir de redes eléctricas

En esta seccién se considerara la nociéon de energia sobre un grafo finito G como se vio en
la Seccién 3.3. Sea c,, una funcién positiva definida sobre las aristas del grafo. Entonces se
considera
ge(u’ U) = Z Cmy(u(x) - u(y))27
z~y

como la asociacién de la energia al grafo. Se va a interpretar a ¢, como la conductancia
y su reciproco ry, = 1/¢,;, como la resistencia. Cada vértice de G es un nodo de la red
eléctrica y las aristas de G son las resistencias conectadas a los nodos. Un flujo de amperaje
esta representado por (u(x) — u(y))/ry = cay(u(z) — u(y)) con el cual produce una energia
czy(u(z) — u(y))? desde cada resistencia. Tenga en cuenta que ¢, > 0y ademds si ¢z, = 0
entonces la resistencia es infinita, lo cual quiere decir que no puede haber flujo de energia
entre r y y.

Sea GG un grafo, el cual representa una red eléctrica, con unos subgrafos V', y V" =G — V.
Lo que se va a hacer es suministrarle un voltaje u(z) a todos los vértices del grafo, y entre
estos valores, de acuerdo a la teoria de redes, minimizar la energia.

Por ejemplo, suponga que se tiene una red con tres nodos x,y, z y dos aristas xt ~ y y y ~ 2.
Si se tiene el conjunto de voltajes u(z) y u(z) en los extremos de los nodos, entonces lo que
se busca es un valor para u(y) tal que la energia sea minima. Recordando la forma de la
energia en este caso se tiene,
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Cay(u(x) — u(y))? + ¢y (u(z) — u(y))”.
Como se busca minimizar la energia, por el método de minimos si restriccion, para la variable
u(y) obtenemos,

_ Cpyu(w) + cypou(2)
Coy +Cyz

u(y)

Reemplazando en la energia y reescribiendo la conductancia a partir de resistencias tenemos

(A-1)

CayCyz 2 %Tiz - 1 )
(Czy + Cyz) (u(@) = ul2))” = (H) (u(x) —u(2))” = m(u(ﬂt) —u(z))”.

Nétese que la resistencia total de la red, es la suma de las resistencias r,, + r,., esto dado
que las resistencias estan en serie.

X X

N
N

Y Y

Figura A-1.: Red eléctrica tipo Y (izquierda) y red eléctrica tipo A (derecha).

En el siguiente lema se da una asociacién entre dos redes, una tipo Y y otra tipo A. Con
esto nos dara un procedimiento para poder calcular la constante de renormalizacién para el
triangulo de Sierpinski.

Lema A.1.1. Considere una red tipo Y (Figura A-1) con nodos x, y, z, w y aristas que
conectan a x, y, z a w Yy las resistencias Ty, Tyw, T2w- Entonces la resistencia equivalente
tipo A para {z,y,z} con resistencias ryy,, Ty, T2 esta determinado por:
Tow = TﬂﬁyrZﬂU, Tyw = Txyryz, Tow = TerZCC’ (A_2>
R R R

donde R = 13y + 1y, + 7.,. Ademds, el valor de la energia minimizante en w es:

Cowt(T) + Cyuu(y) + Copu(2)
Cow + Cyw + Cow '

u(w) =

En particular ryy = Tys = Tap = @ eNtONCES Tyy = Ty = Tow = a/3, y u(w) = %(U(ZL‘) +
u(y) + u(z))
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Demostracion: Sea una red en Y como esta descrita en la hipétesis del lema, asi la forma
de la energia sobre la red esta dada por:

Cow (u(@) — w(w))® + cyu(u(y) — u(w))® + czu(u(z) — u(w))*. (A-4)

Ahora como se busca minimizar la energia, para esto se utiliza el método de la primera donde
la variable de derivacién es u(w),

Lcm(U(I) — w(w))® + ey (uly) — u(w))? + cau(u(z) — u(w))* = 0.

Ju(w) Y
al despejar u(w) se obtiene (A-3).
Ahora, se busca es la asociacion entre la red tipo Y y red tipo A, para esto se va a reemplazar
(A-3) en (A-4),

2 2
e (0 () — Con® (%) + eyt () + ot (2) e () - &2 () + eyt (1) + Couti (2)
Cow T Cyw T Caw Caw T Cyw + Czw

() + eyt (y) + cwu (2) 2
Cow F Cyw + Cou '

+Ca <u (2)

Simplificando la expresion anterior se obtiene,

CowCyw _ 2 CarwCzuw _ 2 CywCzw o 2
Cow + Cy’w + Cou (U(:U> U(y)) +Ca:w + Cyw + Cow (U(aj) u<2)) +C:1:w -+ Cyw + Cow (U(y) U(Z)) ’

la cual es la forma de la energia para la red tipo A, donde los coeficientes cumplen A-2. [

Se calculara la forma de la energia minimizante en el tridngulo de Sierpinski, con ayuda del
lema A.1.1 y teniendo como condicién inicial es que en los vértices del conjunto Vj se tiene
un voltaje de 1 en uno de los vértices y cero en los otros dos. Todas las resistencia van a
tener un valor 1, es decir que en las aristas del triangulo, su valor es de uno.
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(b)

Como se puede ver el valor de las aristas en el grafo V; va a ser de 1, lo primero que se va
a hacer es estudiar la forma de la resistencia para que sea minima, luego por A.1.1 se puede
hacer un cambio de red de Y — A.

Dado que hay unas resistencias en series, su resistencia equivalente esta dada por la suma
de sus resistencias, asi se obtiene (c). Para (d) se vuelve a aplicar A.1.1.
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[{=JN8&;]
wl o,

| o

wl o

0 (e) 0 0 () 0

5

3 en todas las aristas de V4.

Finalmente, pasando de Y — A se obtiene que r =

Como se pudo ver se asocio G; con (i, buscando resistencias equivalentes. Para determinar
la forma de la energia que sea minima al pasar de V; a V;, se comenzara al contrario, es decir
de (f) a (a). Para esto se utilizé (A-3) para determinar el voltaje de los nodos que se van
creando.

Por ejemplo para pasar de (f) a (e), se hizo lo siguiente,

u(w)_§1+§0+§0 1
="3,.3.3 ~ 3
st+s+s 3



B. Anexo: Formulacion variacional para
ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales

En este anexo de muestra el procedimiento basico del Método de elementos finitos, visto
desde una forma unidimensional y en el espacio.

B.1. Formulacion variacional para ecuaciones diferenciales
ordinarias

Se va a considerar un problema con valores en la frontera sobre un espacio de Hilbert L, =
L5(2), el cual tiene condiciones homogéneas, es decir:

Ay =—(au) +bu' +cu=f, en Q= (0,1), con u(0) =u(l) =0

Se va a asumir que los coeficientes a, b y ¢ tienen derivadas continuas, y ademas

—y _
a(x) > ag >0, MSO, para = € (),

multiplicando la ecuacién diferencial por una funciéon v € C} = C3(Q), e integrando sobre el
intervalo €2, se obtiene:

1 1
/ (—(au') +bu’ + cu)vdx = / fudz.
0 0

A esto se le conoce como formulacion variacional débil. Introduciendo la forma bilineal
1
a(v,w) = / (av'w’ + bv'w + cvw)dz,
0

el funcional lineal .
Lw) = (fw) = [ fuds
0

y usando el hecho de que C} es denso en H} = H} (), se puede escribir la ecuacién diferencial
como
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a(u,¢) = L(¢) V¢ € Hy.

B.2. Formulacién variacional para la ecuacion diferencial
de Poisson

Se considera el siguiente problema con valores en la frontera,

—Au = fen ()
u=0enT, (B-1)

donde € es un dominio abierto y acotado en el plano R? con frontera I', f una funcién y

o
- 03 o)

A este problema se le conoce como la ecuacién de Poisson, la cual modela muchos problemas

Au

de fisica y mecanica, como por ejemplo la dispersion de la temperatura en una lamina, el po-
tencial de electromagnetismo o el estiramiento de una membrana elastica por una transversal
de carga fija f, donde su frontera es fija.

Antes de continuar es importante recordar la férmula de Green la cual es de vital importancia
para el desarrollo de esta seccién. Se comenzara recordando el teorema de divergencia en dos
dimensiones.

/QV-(A)dQ:/FA-ndF,

donde A = (A4, Ay) es un vector funcién definido sobre (2,

oA o4,
N 8:61 8:1:1

y n = (nj,n2) es un vector unitario normal que apunta hacia el exterior de I'. Se le va a

V- (4)

aplicar el teorema de divergencia al vector A = (vw,0) y A = (0,vw), luego

/(%'wdQ = /vw-nidF
o Oz r

v w+vawdﬂ = /vw -n;dl,
Q 81’2 81’1 r

para i = 1,2. Se denota a Vv como el gradiente de v, es decir Vv = <é‘?7”1, 38—;2) Asi,
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ov Jw ov Ow
dQ = dQ
/vivw O 8x1 (%1 + 8x2 8[)32
ov Ow Pw  Ov Ow 0*w Pw 0w
— d§)
2

0 0m0m o Tomon oz '\ oz T 0s2
w Pw  O*w
- - I dl — guw
/vaxlnl—l—vaxzngd /Qv (ax% + 8x2> dS)

= v—dF / vAwdS?
(971 QO

donde aw = g;” ny + v—nQ se le conoce como la derivada normal, es decir, la derivada con
dlreccmn al vector normal exterior a la frontera I'.
Asi, se tiene la siguiente igualdad,

/vAwdQ:/va—wdF—/VUdeQ (B-2)
Q r on Q

Ahora para solucionar la ecuaciéon de Poisson B-1 se va a hacer un trato muy parecido al que
se hizo con la ecuacién diferencial ordinaria. Para esto se multiplicara a B-1 por una funcién
vy por B-2 se obtiene la forma bilineal,

a(u,v) = —/ Au - vd§) = —/u—dF—l—/VqudQ
Q

con el producto interior

(f,v)
donde

v

v €V =q{v:ves continua sobre ), — y —
89171 8902

son continuas sobre 2 y v =0 en F} .

Asi, la ecuacién B-1 se puede reescribir de la siguiente forma,

a(u,v) = (f,v) paratodowv € V.
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