ESTUDIO DEL PAPEL DEL AHORRO EN LAS

DISTRIBUCIONES DE DINERO Y RIQUEZA

MEDIANTE HERRAMIENTAS DE LA FiSICA
TEORICA

ALEXANDER SANTOS NINO

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FacuLTtAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE Fisica
BocoTA, COLOMBIA



ESTUDIO DEL PAPEL DEL AHORRO EN LAS

DISTRIBUCIONES DE DINERO Y RIQUEZA

MEDIANTE HERRAMIENTAS DE LA FiSICA
TEORICA

ALEXANDER SANTOS NINO

TESIS DE MAESTRIA SOMETIDO COMO
REQUISITO PARCIAL PARA OPTAR AL GRADO DE
MAGISTER EN CIENCIAS - Fisica

DIRECTOR
CARLOS JOSE QUIMBAY

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FacuLTtAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE Fisica
BocoTA, COLOMBIA



NOTA DE ACEPTACION

Los abajo firmantes certifican que han leido y aprueban el trabajo de grado titulado ESTUDIO DEL PA-
PEL DEL AHORRO EN LAS DISTRIBUCIONES DE DINERO Y RIQUEZA MEDIANTE
HERRAMIENTAS DE LA FISICA TEORICA, presentado por Alexander Santos Nifio como

requisito parcial para optar al grado de Magister en Ciencias - Fisica.

Fecha:

Director:

Carlos Jose Quimbay

Jurados:




A mi madre, que sea bendecida por todo lo que [uché por nosotros...



TABLA DE CONTENIDO

Indice de figuras VII
Resumen VIII
1. Mecanica estadistica de sistemas complejos 6
1.1. Sistema aislado . . . . . . ... 7
1.2. Sistema abierto . . . . . . . . L e e e e 11
2. Modelos cinéticos de distribuciéon de dinero 16
2.1. La desigualdad en el marco de la teoria del superavit de la estratificacién social . . . . . . 18
2.2. Modelo Dragulescu-Yakovenko . . . . . .. . .. . o o 20
2.2.1. Intercambio de una unidad . . . . . . . ... ... 21
2.2.2. Intercambio de una fraccién aleatoria del promediom . . . . ... ... ... ... 22

2.2.3. Intercambio de una fraccién aleatoria del promedio del la cantidad m de los dos
agentes . ... L e 23
2.2.4. Andlisis de la desigualdad en los modelos de Dragulesku-Yakovenko . . . .. ... 24
2.3. Modelo Kusmartsev . . . . . . .. . e 25
2.3.1. Analisis de la entropia en el modelo de Kusmartsev. . . . . . ... ... ...... 27
2.3.2. Andlisis de la desigualdad en los modelos de Kusmartsev . . ... ... ... ... 28
2.4. Modelo Chakraborti-Chakrabarti . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...... 28
2.4.1. Andlisis de la entropia en el modelo de Chakrabarti-Chakraborti . . . . . . .. .. 30
2.4.2. Andlisis de la desigualdad en los modelos de Chakrabarti-Chakraborti . . . . . . . 30

2.5. Modelo cinético de distribucién de dinero considerando flujo de agentes en el sistema y con
ahorro diferenciado. . . . . . .. L 32
2.6. Un nuevo modelo de distribucién . . . . . . . .. L L Lo 34
3. Modelo cinético de distribuciéon de riqueza 37
3.1. Simulacién y modelos basados en agentes. . . . . . . .. .. ... 37
3.2. Modelo de distribucién de riqueza . . . . . ... oL 38
3.3. Resultados y andlisis . . . . . . . . ... L e 40
4. Modelo operatorial de distribucién de bienes activos 43
4.1. Descripcion del modelo . . . . . . . . L 45
4.2. Solucién de la ecuacién de Heisenberg . . . . . . . . .. oL oo 47
4.3. Caélculo del valor esperado de los bienes de un sistema compuesto por dos agentes . . . . . 52



5. Aproximacién operatorial de la distribuciéon de riqueza para muchos agentes
5.1. Las preferencias en un sistema econémico . . . . . . . . . .. ...
5.2. Algoritmo para el modelo de muchos agentes . . . . . .. ... ... ... 0oL
5.3. Detalles de la simulacién para dos agentes . . . . . . .. . .. oL oo
5.4. Detalles de la simulacién para un sistema de muchos agentes . . . . . .. ... ... ...
5.5. Resultados y andlisis . . . . . . . . . . . L

6. Analisis de resultados y conclusiones

7. Apéndice 1. Calculo de la distribucién de probabilidad de partes de U

8. Apéndice 2. Derivacién de la relacién entre el nimero de estados y la entropia

9. Apéndice 3: Ensamble gran-canénico

Bibliografia

VI

56
56
57
99
61
63

67

70

72

73

76



INDICE DE FIGURAS

1.1.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

2.9.

2.10.
2.11.
2.12.

2.13.
2.14.

3.1.
3.2.

4.1.

5.1.
5.2.
9.3.
5.4.

Disposicién de los agentes en un sistema complejo . . . . . ... o000

Evolucion en el tiempo de la entropia, Curva superior: Intercambio de una cantidad cons-
tante Am = 0.1. Curva media: Intercambio de una cantidad constante Am = 0.2. Curva
inferior: Intercambio de una cantidad constante Am =0.5.. . . . . . . . ... . ... ...

Histograma y puntos: Distribucion estacionaria de dinero para un intercambio fijo de Am =
0.5 Curva continua: Ajuste a una distribucién exponencial. . . . . . . . .. ... ... ..

Puntos: Distribucién estacionaria de dinero para un intercambio fijo de Am = 0.1. Curva
continua: Ajuste a una distribucién exponencial. . . . . . ... ... ...

Evolucion en el tiempo de la entropia, Curva negra: Intercambio de una fraccion aleatoria
del promedio del dinero del sistema Am = 1/%. Curva roja: Intercambio de una fraccion
aleatoria del dinero promedio de los agentes implicados en la transaccién Am = pitmy

Curva de Lorenz para una distribucién de Boltzmann-Gibss. . . . . . . .. ... ... ...
Crecimiento de la entropia para los modelos cinéticos de Kusmartsev. . . .. ... .. ..
Curva de Lorenz para los modelos cinéticos de Kusmartsev. . . . . . ... ... ... ...

Coeficiente de Gini para diferentes pardametros de intercambio para los modelos cinéticos
de Kusmartsev. . . . . . . . . . e

Distribuciones de dinero para los modelos cinéticos de Chakrabarti-Chakraborti . . . . . .
Crecimiento de la entropfa para el modelo cinético de Chakrabarti-Chakraborti [1]. . . . .
Curva de Lorenz en el modelo cinético de Chakrabarti-Chakraborti.[1] . . . . ... .. ..

Relacion de la entre el indice de Gini y el ahorro en los modelos cinéticos de Chakrabarti-
Chakraborti [1] . . . . . . . o

Distribucién de dinero para un sistema abierto. . . . . . . . ... ... ...

Distribucién de dinero de los cinco grupos con diferente parametro de propension al ahorro.

Distribuciones de riqueza, bienes y dinero para el modelo cinético de intercambio de bienes.

Relacion entre el coeficiente de Pareto y el superavit para el modelo cinético de intercambio
de bienes . . . . . . L e e e

Valor esperado del nimero de acciones para un sistema de dos agentes.1 . . . . . .. . ..

Valor esperado del nimero de acciones para un sistema de diez agentes . . . . . . . . . ..
Relacién de amplitudes de oscilacién para un sistema de 99 agentes . . . . . . . .. .. ..
Tasa de crecimiento de la amplitud para sistemas de muchos agentes. . . . . . . .. .. ..

Amplitud méxima de oscilacién para sistemas de muchos agentes . . . . . . . .. ... ..

VII

22

23

24

25
26
27
28

29
30
31
32

32
33
35

41

42

55

64
65
66
66



RESUMEN

El principal objetivo de esta tesis de maestria es modelar y caracterizar un sistema econémico cerrado
constituido por N agentes que interactian entre pares via el intercambio de dinero y bienes activos a través
del uso de conceptos y herramientas de la fisica tedérica. Esto se realiza metodolégicamente en dos partes.
En la primera parte, usando herramientas de la mecénica estadistica, se realiza una modelacién cinética
del sistema econdmico al asumir que los agentes del sistema se comportan analogamente a como lo hacen
las particulas de un gas ideal, lo cual permite establecer, para los casos de propension al ahorro constante
y discriminada, la manera en que las distribuciones de dinero y de riqueza dependen de la propension,
determinando el grado de desigualdad de las respectivas distribuciones mediante el cdlculo del indice de
Gini. En la segunda parte, usando herramientas de la mecanica cuantica y describiendo al sistema a través
de un operador hamiltoniano que se escribe en términos de operadores creacién y destruccién, se modela
al sistema de forma a andloga a un gas de bosones interactuantes, lo cual permite solucionar de forma
analitica a la ecuacion de Heisenberg del sistema para el caso de dos agentes y de forma numérica para el
caso de un numero grande de agentes. Para este iltimo caso, se encuentra que las amplitudes que aparecen
en las soluciones oscilatorias de la ecuacion de Heisenberg y que dan cuenta de la variaciones periédicas
del nimero de bienes activos que posee cada uno de los agentes considerados, satisfacen cierta relacién

especifica que puede ser considerada como una propiedad emergente del sistema.

VIII



INTRODUCCION

Un mercado econémico puede ser considerado como un sistema complejo, debido a que esta consti-
tuido por muchos agentes econémicos que tienen diferentes caracteristicas o que cumplen diferentes roles,
que adaptan sus comportamientos para mejorar sus resultados a medida que el sistema pasa por diferentes
estados y que, producto de las acciones individuales de los agentes y de sus interacciones emergen ciertas
propiedades que dan informacién estructural sobre el sistema como un todo [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. Cuando se
realiza la modelacién de un sistema complejo, lo que se hace es disenar una simplificacién matematica que
solo tiene en cuenta las caracteristicas mas relevantes del sistema y que permite explicar algiin compor-
tamiento especifico del sistema como un todo. En este contexto, ciertas propiedades de algunos sistemas
econdmicos en y fuera de equilibrio pueden ser descritas mediante modelos en los que un intercambio de
cierta cantidad econémica (energia) entre dos agentes se toma como equivalente a una colisién entre dos
particulas de un gas, en la que la energia cinética antes y después de la colisién se conserva (la cantidad
econdmica antes y después de la transaccién se conserva). Como propiedad emergente en estos modelos
se observa que la cantidad econémica considerada se distribuye como una ley de tipo exponencial o como
una ley de potencia [9, 10, 1, 11]. Estos modelos, en los que el sistema econémico se simplifica de forma
analoga a un gas ideal, son conocidos como modelos cinéticos de distribucién. La validez e importancia de
estos modelos radica en el hecho de que a partir de considerar algunas pocas propiedades microscopicas
del sistema, es decir realizando una modelacién idealizada es posible describir ciertas propiedades macros-
cOpicas emergentes del sistema como un todo, de forma consistente con lo observado empiricamente en el
sistema [12, 13, 14].

Algunas propiedades observadas en las distribuciones empiricas de riqueza y de ingreso pueden ser
descritas consistentemente mediante los modelos cinéticos de distribucién. Estas propiedades, que han sido
establecidas a partir del andlisis de datos empiricos de diferentes paises en diferentes momentos histéricos,
son robustas, estables e independientes de los casos especificos estudiados, a pesar de que puedan depender
de la época, del tipo de sociedad y del tipo de estructura econémica considerada [15, 16, 17, 18, 19].
Por ejemplo, es bien conocido que las distribuciones empiricas de riqueza y de ingreso, asociadas con la
poblacién econémicamente activa de los diferentes paises del mundo, permiten identificar dos patrones de
distribucién universales [20]. Para la poblacién con valores bajos y medios de riqueza o de ingreso, los
patrones de distribucién de probabilidad son siempre de tipo exponencial (Boltzmann-Gibbs, Gamma o
Log-normal) [21, 22], mientras que para la poblacién con valores altos de riqueza o de ingreso (poblacién
de Pareto), los patrones de distribucién de probabilidad son siempre de tipo ley de potencia (ley de Pareto)

22, 23].

La mecénica estadistica es una rama de la fisica tedrica que estudia el comportamiento macroscépico



de sistemas termodinamicos, enfocandose especialmente en el surgimiento de las variables termodinamicas
y en cémo ellas se relacionan entre si, partiendo del comportamiento mecénico microscépico de las parti-
culas que constituyen al sistema y realizando un acercamiento estadistico al problema mediante el uso de
ensambles estadisticos [24, 25, 26]. Desde el punto de vista de la econofisica, los patrones observados en las
distribuciones empiricas de riqueza y de ingreso son descritos a través del uso de conceptos y herramientas
de la mecdnica estadistica. Para realizar lo anterior en econofisica, desde una perspectiva analitica, lo
que se hace es considerar al sistema econémico como un sistema cerrado constituido por un numero fijo
de N agentes que compiten por partes de una cantidad U que es constante en el sistema. Teniendo en
cuenta que N y U son dos cantidades que se conservan y que el niimero de estados accesibles se maximiza
cuando el sistema alcanza el equilibrio, a través del uso del método de los multiplicadores de Lagrange se
encuentra que la cantidad conservada U se distribuye entre los agentes conforme al ensamble estadistico
candnico [14]. También se podria considerar al sistema econémico como un sistema abierto, donde las
cantidades que se conservarian no serian N y U sino el promedio de estas cantidades, de tal forma que la
distribucién de la cantidad econémica entre los agentes estaria descrita mediante un ensamble estadistico

grancandnico.

Los modelos cinéticos de distribucion se han implementado numéricamente a través de simulaciones
basadas en agentes, es decir simulaciones de sistemas constituidos por individuos que interactiian entre si
mediante reglas de interaccion entre pares, encontrandose que después de cierto tiempo el sistema alcanza el
estado de equilibrio, lo cual puede ser visto como una auto-organizacién del sistema [27, 28, 9, 10, 1, 29, 30].
Los resultados de las simulaciones muestran que lo que determina el patrén de distribucién de probabilidad
es la regla de intercambio entre pares de agentes que haya sido implementada en la simulacién [31]. Un
aspecto relevante asociado con las distribuciones de riqueza y de ingreso, y en general con distribucién para
cualquier tipo de cantidad, es conocer cudl es el grado de desigualdad asociada a estas distribuciones. Lo
anterior se puede realizar mediante la evaluacién de diferentes indices de desigualdad, que miden qué tan
igualitaria o desigual es la distribucién [12]. Un ejemplo de este tipo de indices es el indice de Gini (G) que
puede tomar valores en el intervalo [0, 1], de tal forma que la igualdad méxima se tiene para G = 0 (todos
los agentes tienen la misma riqueza o ingreso), mientras que la desigualdad méxima se tiene para G = 1
(un sélo agente tiene toda la riqueza o ingreso). Un detalle muy importante que se tiene en cuenta en las
simulaciones realizadas en los modelos cinéticos de distribucién es que la forma que adopta la distribucion
de probabilidad se estabiliza cuando el sistema alcanza el estado de equilibrio. Cuando sucede lo anterior,
el nimero de estados accesibles del sistema se maximiza y como consecuencia la entropia también se
maximiza. En este tipo de sistemas, conocer la entropia del sistema es de interés desde el punto de vista
de la teoria de la informacion, debido a que en este contexto la entropia es entendida como la cantidad de

informacién promedio que hace falta conocer sobre el sistema para saber en qué estado se encuentra [32].

Al implementar la simulacién de un sistema econémico cerrado constituido por N agentes que compi-
ten por porciones del dinero total del sistema M y en el que se ha definido cierta regla de intercambio de
dinero entre pares de agentes, se obtiene que cuando el sistema alcanza el estado de equilibrio, el dinero
entre los agentes se distribuye como una distribucién exponencial decreciente (o de Maxwell-Boltzmann)
[10, 1]. En este sistema, la temperatura econémica corresponde al dinero promedio por agente M/N y el

indice de Gini es G = 0.5, valor correspondiente al obtenido para la distribucién exponencial decreciente.



Si en el mismo sistema econdmico se tiene en cuenta el hecho de que los agentes no siempre estan dis-
puestos a intercambiar todo el dinero que ellos poseen, sino que solamente intercambian una fraccién de
lo que tienen, entonces la regla de intercambio entre pares de agentes ahora incluye a un parametro de
propensién al ahorro de dinero (), que se toma igual para todos los agentes y al cual se le asigna un valor
constante en el intervalo [0, 1) [1]. Después de implementar la simulacién, se encuentra que la distribucién
de probabilidad de dinero es una distribucién gamma [1, 29], de tal forma que cuando se toma el caso
A = 0 (es decir, los agentes no tienen propensién a ahorrar dinero en los intercambios entre pares) se
obtiene como caso particular la distribucién exponencial decreciente [10, 1]. Sin embargo, hasta donde se
conoce, el estudio de cudl es el papel que tiene la propension al ahorro A en la distribucién de dinero no
se ha realizado para el caso en el que no todos los agentes tienen el mismo valor A (es decir, para el caso
de propensién al ahorro discriminada) y tampoco se ha estudiado la dependencia del indice de Gini de la

distribucién de dinero con respecto al valor de A.

Asi como ha sucedido con las distribuciones de dinero, el estudio de las distribuciones de riqueza
en el contexto de los modelos cinéticos de distribucién ha sido también motivo de interés en econofisica
[33, 34]. El modelo més simple de distribucién de riqueza estudiado en econofisica considera un sistema
econdmico cerrado constituido por N agentes que poseen una cantidad total de dinero M y un ntmero
total B de bienes activos (por ejemplo, acciones) de un mismo tipo, de tal forma que los agentes entre
pares intercambian dinero por bienes [33, 34]. Dado que un bien activo tiene un precio dado, en este
modelo la riqueza de un agente corresponde al dinero més el valor de los bienes activos que el agente
tenga [33, 34]. En este tipo de modelos, la riqueza se puede conservar o no. Por ejemplo, si el precio de los
bienes no cambia en las transacciones, la riqueza al igual que el dinero se conserva local y globalmente.
Por el contrario, si el precio del bien activo cambia en cada transaccion, la riqueza local y globalmente
no se conserva. Sin embargo, en los modelos cinéticos de distribuciéon de riqueza no se ha incorporado
el hecho de que los precios de los bienes activos cambien de forma estocastica durante las transacciones,
ni tampoco se ha tenido en cuenta que los agentes puedan ser propensos a ahorrar dinero durante las

transacciones.

Por otra parte, también para el sistema econdémico cerrado constituido por N agentes que compran y
venden bienes activos (acciones) a través del intercambio de dinero, algunas propiedades de este sistema
han sido estudiadas usando conceptos y herramientas de la mecdnica cudntica [35, 36, 37]. En particular,
en un primer trabajo desarrollado por Bagarello en esta direccién [35], se propone que un mercado de
acciones (el cual es un sistema equivalente al sistema econdémico previamente mencionado) puede ser
modelado como un gas de bosones interactuantes. En el modelo propuesto en la referencia [35], a partir de
considerar la existencia de cantidades conservadas, el sistema puede ser descrito a través de un operador
hamiltoniano, el cual tiene una forma analoga al que describe a un gas de bosones interactuantes y que es
escrito tanto en términos de operadores de creacién y de destruccién de acciones (bienes activos), como
también en términos de otro tipo de operadores creacién y destruccién que cumplen el papel de subir y
bajar el precio de las acciones en un valor fijo [35, 36, 37]. La evolucién en el tiempo de este sistema se
puede conocer a partir de solucionar la ecuacién de Heisenberg, cuya solucién analfica conduce a funciones
periédicas para el caso en el que el sistema esté constituido por dos agentes [35, 36]. A pesar de que en este

modelo la ecuacién de Heisenberg se puede solucionar analiticamente para un sistema con dos agentes, los



resultados obtenidos no describen ningiin comportamiento econémico conocido. Una posible razén para
que suceda lo anterior es que el sistema constituido por sélo dos agentes esta lejos de ser un sistema
complejo, lo cual trae como consecuencia que no se tengan comportamientos emergentes. Por lo anterior,
una posible alternativa que se tendria en este modelo, para que sea posible abordar sistemas complejos
y por lo tanto para que pueda describir propiedades emergentes, seria que la ecuacion de Heisenberg se
pudiera solucionar numéricamente para el caso en el que el sistema estuviera constituido por nimero

grande de agentes.

El principal objetivo de esta tesis de maestria es modelar y caracterizar un sistema econémico cerrado,
constituido por N agentes que interactiian entre pares via la compra y venta de un tipo particular de
bienes activos (acciones) mediante el intercambio de dinero, a través del uso de conceptos y herramientas
de la fisica tedrica, lo cual por razones metodoldgicas se realiza en dos partes. En la primera parte,
usando conceptos y herramientas de la mecénica estadistica, se plantea un modelo cinematico del sistema
econémico al asumir que los agentes del sistema se comportan de forma andloga a como lo hacen las
particulas de un gas ideal. En la segunda parte, a través del uso de conceptos y herramientas de la
mecanica cuantica y describiendo al sistema a través de un operador hamiltoniano que se escribe en
términos de operadores creacién y destruccion, se modela al sistema de forma a analoga a un gas de bosones
interactuantes. Concretamente, en la primera parte de esta tesis se presenta un formalismo analitico
que permite modelar sistemas cerrados o abiertos constituidos por muchos agentes (en los que existen
cantidades que se conservan) y que establece un marco conceptual que fundamenta los resultados numéricos
que se presentan posteriormente en esta parte de la tesis. A continuacién, definiendo la riqueza de un
agente como la suma del dinero y del valor de los bienes activos que posee el respectivo agente, se estudia
la manera en que las distribuciones de dinero y de riqueza cambian de acuerdo al valor constante que
tome el parametro de propension al ahorro. Tanto para el caso de considerar que todos los agentes del
sistema poseen la misma propensién al ahorro, como para el caso de considerar una situacion un poco mas
realista en el sentido de discriminar la propensién al ahorro de los agentes en cinco grupos con valores
diferentes, se cuantifica el grado de desigualdad de las distribuciones de dinero y de riqueza a través de la
estimacién del indice de Gini. Cabe mencionar que en esta tesis, el indice de Gini se considerado como una
propiedad macroscépica emergente que depende de la dindmica microscépica del sistema. Por otra parte,
en la segunda parte de esta tesis, inicialmente se asume que el sistema esta constituido por dos agentes y
se resuelve analiticamente la ecuacion de Heisenberg, obteniendo que la evolucién en el tiempo del ntimero
de acciones que posee cada uno de los dos agentes varia de manera periddica, de tal forma que para todo
instante de tiempo el nimero de acciones permanece constante. Posteriormente, se asume que el sistema
esta constituido por un ntmero grande de agentes, y mediante la implementacién de un algoritmo que
permite solucionar numéricamente la ecuacién de Heisenberg es posible conocer la variacion en el tiempo
del nimero de acciones que posee cada agente. Cabe mencionar que, debido a que las ecuaciones que
describen el sistema son acopladas, la soluciéon implica calcular los valores y vectores propios que deben
ser evaluados numéricamente, lo cual se realiza mediante la implementacion de un programa que permite
calcularlos. Con lo anterior se encuentra que las amplitudes de oscilaciéon que aparecen en las soluciones
vy que dan cuenta de la variacién periédica del nimero de acciones que posee cada uno de los agentes
considerados satisfacen una relacién especifica que puede ser considerada como una propiedad emergente

del sistema.



La estructura de presentacion de esta tesis es la siguiente. En el capitulo 1 se presenta un formalismo
analitico novedoso que permite realizar un modelo cinético de sistemas complejos constituidos por muchos
agentes (en los que existen cantidades conservadas) y que permite dar una fundamentacién conceptual
a los resultados numéricos obtenidos en el siguiente capitulo. En el capitulo 2 se estudia la condicién de
equilibrio en los modelos cinéticos de distribuciéon de dinero a partir de la maximizacién de la entropia,
estimando el indice de Gini de las distribuciones de dinero obtenidas para los casos de considerar propensiéon
al ahorro constante y discriminada. En el capitulo 3 se construye un modelo cinético de distribucién de
riqueza considerando que los agentes presentan propensién al ahorro y que el precio del bien activo cambia
de forma estocéastica en las transacciones, obteniéndose que la distribucién de riqueza sigue una ley de
potencia, y se estima el grado de desigualdad de esta distribucién mediante el indice de Pareto. En el
capitulo 4 se modela el sistema econémico de intercambio de bienes activos por dinero de forma similar
a un gas de bosones interactuantes, y se soluciona analiticamente la ecuacion de Heisenberg resultante
para el caso en que el sistema esté constituido por dos agentes. En el capitulo 5 se presenta un algoritmo
que permite solucionar numéricamente las ecuaciones de Heisenberg para el caso en que el sistema esté
constituido por un nimero grande de agentes, y los resultados obtenidos se relacionan con las preferencias
que tienen los agentes a tener una mayor o menor cantidad de bienes activos. Finalmente, en el capitulo
6 se hace una discusién sobre los modelos estudiados en esta tesis y se realiza un analisis de los resultados
obtenidos desde una perspectiva econofisica y econémica, ademas de establecer el rango de validez de los

modelos estudiados y de proponer algunas posibles mejoras futuras a estos modelos.



Las diferentes aplicaciones que tiene la mecénica estadistica al analisis de sistemas complejos en fisica,
biologia o sistemas sociales hace necesario el planteamiento de un formalismo general que pueda modelar
y caracterizar a estos sistemas a partir de los elementos que lo componen y de sus interacciones. En este
capitulo se presenta un formalismo analitico que permite describir sistemas constituidos por un niumero
grande de agentes y en los que existen cantidades conservadas. En primer lugar, describimos un sistema
aislado en el que los agentes compiten por porciones de una cantidad conservada. En segundo lugar, consi-
deramos el caso de un sistema complejo abierto, de tal forma que las cantidades que antes se conservaban

pueden variar, con lo que ahora se pueden definir cantidades analogas a potenciales termodindmicos.

CAPITULO

MECANICA ESTADISTICA DE SISTEMAS COMPLEJOS

Un sistema complejo se caracteriza por estar compuesto de una coleccién de agentes o subsistemas
interactuantes que exhiben un comportamiento global o emergente, que no es manipulado por agentes
particulares. Para encontrar este comportamiento emergente se pueden usar métodos analiticos o compu-
tacionales, en donde la clave estd en modelar solamente unas pocas caracteristicas relevantes que jueguen
un rol esencial en la descripcién del fenédmeno [3]. Los sistemas complejos estdn presentes en diferentes
areas del conocimiento. Por ejemplo, en fisica se han analizado desde la mecanica estadistica y la materia
condensada [38], en biologia se encuentran al considerar los ecosistemas, las epidemias, las adaptaciones y
la genética del sistema inmune humano [2, 39] y en sistemas sociales de naturaleza econdémica al considerar,

por ejemplo, la dindmica de los mercados de acciones [30].

Un sistema econdmico tiene un comportamiento complejo debido a que para entenderlo no es suficiente
con conocer a los agentes que conforman el sistema, sino también cémo éstos se relacionan (interactuan).
La dindmica de sus interacciones genera efectos a gran escala, tales como la desigualdad, la pobreza, o
preferencias sobre acciones, que no se pueden describir a partir del conocimiento individual que se tenga
sobre los agentes [40]. Asi, es posible modelar ciertos comportamientos complejos de dos formas: una
analitica, donde usualmente se utiliza a la mecanica estadistica para describir algunas propiedades de los
sistemas, y una computacional (numérica), donde se utilizan métodos de simulacién basados en agentes,

autématas celulares o sistemas dindmicos, entre otros [2, 41].

En particular, se ha estudiado la mecanica estadistica de las distribuciones de dinero, ingreso y riqueza
por medio de lo que se conoce como teoria de ensambles [10, 42, 43]. En la mecdnica estadistica, a partir
del conocimiento de los comportamientos microscépicos, es posible conocer las propiedades macroscopicas
de un sistema termodinamico, donde la evolucién del sistema conduce a distribuciones de energia que son
estables cuando se maximiza la entropia, lo cual sucede cuando el sistema se encuentra en el estado de

equilibrio [24, 25, 38]. Las simulaciones de estos sistemas son estudiadas mediante los llamados modelos



cinéticos de distribucién, donde un agente intercambia cierta cantidad (por ejemplo dinero) aleatoriamente
con los otros agentes del sistema, de forma andloga al intercambio de energia cinética entre las particulas
de un gas ideal [10, 1, 9, 15].

Los resultados de las simulaciones de los modelos cinéticos de distribucién de dinero muestran que
la forma de la distribucién depende del tipo de intercambio de dinero que esté definido entre los pares de
agentes. Por ejemplo, cuando los pares de agentes intercambian una cantidad de su dinero (ya sea en una
unidad o en una cantidad aleatoria de su dinero), la distribucién que se obtiene es exponencial decreciente
[10]. Si se incluye el hecho de que los agentes no siempre estdn dispuestos a intercambiar todo el dinero
que tienen, sino solamente una parte, entonces la cantidad de dinero a intercambiar entre los pares de
agentes ahora incorpora a un pardmetro de propensién al ahorro, lo cual trae como resultado (para el caso
en que el pardmetro de propension al ahorro sea constante e igual para todos los agentes) que el dinero se
distribuya mediante una funcién Gamma [29], o para el caso en que el pardmetro de propensién al ahorro
sea aleatorio, el dinero se distribuye via una de ley de potencias [11], la cual es conocida como ley de
Pareto[44]. Si se considera que la cantidad de dinero a intercambiar por uno de los agentes es proporcional
al dinero del agente, la forma de la distribucién es tipo Bose-Einstein [43, 45]. Las anteriores distribuciones
de dinero, obtenidas a través de modelos cinéticos de distribucién de dinero, se han comparado con las
obtenidas a partir de datos empiricos de diferentes paises y en distintas épocas, encontrandose una buena
consistencia [16, 17, 18, 19].

Por lo anterior existen dos maneras de modelar un sistema complejo a partir de la teoria cinética de
gases. La primera usa herramientas analiticas, mientras que la segunda usa herramientas computacionales.
En este capitulo, se introduce un formalismo analitico novedoso que permite describir algunas propiedades
de sistemas complejos, al considerar a este tipo de sistemas de forma andloga a un gas ideal. Lo anterior
se realiza considerando que el sistema puede ser aislado o abierto, y en donde los agentes que constituyen

al sistema compiten por porciones de una cantidad U.

1.1. Sistema aislado

En fisica, los sistemas complejos son abordados mediante la mecénica estadistica. Para el caso de siste-
mas fisicos en equilibrio se usa la teoria de ensambles, cuya caracteristica reside en considerar inicialmente
un sistema cerrado y aislado, en donde las variables termodindmicas son fijas (ensamble microcanénico), y
posteriormente enfocarse en sistemas abiertos donde las variables termodindamicas cambian dependiendo
de las propiedades del sistema (ensambles candnico y gran candnico) [38, 25, 24]. Inicialmente vamos a
considerar un sistema aislado en equilibrio, constituido por N agentes y en el que existe una cantidad
conservada U que se distribuye entre en los N agentes debido a que estos compiten por porciones de U,

en cantidades que se ubican en rangos o valores discretos.

Uy, U2,Us, ... (1)

Cada rango define un posible estado del agente, de modo que los agentes estdn caracterizados por

poseer porciones de U con valores uq, usg, us,.... De esta forma, un agente puede poseer una porcién de



la cantidad U con un valor en el rango (o nivel) definido por u;. Existen n; agentes que tienen un valor
de la cantidad U en el rango u;, de tal forma que los diferentes rangos uy, uz, us, ... tienen asociados los

siguientes nimeros de ocupacién
ny,n2,n3g, ... (2)

Lo anterior significa que un estado macroscépico del sistema de los N agentes queda definido a partir de
fijar los valores de los niimeros de ocupacién, es decir a partir de conocer los estados microscépicos de
cada uno de los IV agentes del sistema. El estado microscopico ¢ de un agente queda caracterizado por el
valor wu;.

La porcién de la cantidad U que puede poseer un agente del sistema se puede encontrar en cualquiera

U N [ U Ny [ Uz N3

Figura 1.1: Disposicién de los agentes en un sistema complejo

de los rangos u;, es decir el valor de esta caracteristica puede diferir entre los agentes del sistema. Dado
que el numero total de agentes es una cantidad conservada en el sistema, entonces este nimero se puede
escribir como la suma de los nimeros de ocupacién n; de los diferentes estados microscopcios 4, tal como

se muestra en la figura 1.1. Por lo anterior, el nimero total de agentes del sistema se escribe como

N = Zni = cte. (3)

Como se menciond, para este sistema la cantidad total U es conservada, es decir no hay flujo de
partes de la cantidad U desde o hacia el exterior. Ademas, como las partes de U se distribuyen entre los
agentes del sistema, entonces la suma de los productos de los niimeros de ocupacion n; por los valores de

los rangos u; es igual a la cantidad total U, es decir
U= Zuml = cte. (4)
i

Las dos anteriores condiciones de conservacion o ligaduras en el sistema no son las unicas que se

pueden considerar. Por ejemplo, Kustmartsev considera un sistema econémico compuesto por agentes



caracterizados por tener cierta cantidad de dinero, riqueza y deuda [43], de tal forma que el total de cada
una de estas cantidades en el sistema se representa por una ligadura. Desde esta perspectiva, las ligaduras
mostradas en las ecuaciones 4 y 3 son las cantidades relevantes que caracterizan el sistema complejo y son

las conservadas en el sistema.

En un sistema complejo es casi imposible predecir la dindmica macroscépica a partir del conocimiento
de cada uno de los elementos constitutivos sin embargo es posible asociar a cada configuracién el mismo
peso sobre el ensamble, es decir el cociente entre el nimero de agentes en un estado i y el nimero total
de agentes en el sistema es interpretado como el peso del microestado ¢ en el ensamble, o probabilidad
de encontrar un agente ¢ en el sistema con una cantidad u;. Teniendo en cuenta lo anterior, la cantidad

promedio de la cantidad U por agente en el sistema es

El nuimero total de configuraciones de los N agentes corresponde a la combinacién de ellos en los sub-
conjuntos n;, de tal forma que existen exactamente N! formas distintas de enumerar el sistema, pero
cada intercambio de agentes que pertenezcan al mismo microestado no produce un nuevo caso, es decir se
debe dividir entre n;! [24]. Para derivar la distribucién mas probable, se tiene en cuenta que el estado de
equilibrio se alcanza cuando el nimero de configuraciones es maxima, es decir cuando se tiene la mayor
incertidumbre en el sistema

N!
Winax = | ————— (6)
n1!n2!n3!...ni' max

A partir de este nimero de configuraciones y usando las ligaduras del sistema, se encuentra que la distri-

bucién de probabilidad de la cantidad u; es (la deduccién se muestra en el Apéndice 1):

n; e Pui

pi:N:W’ (7)

Y definiendo la cantidad
Q@) =) e, (8)

como la suma de los factores e~#% sobre todos los microestados que pueda tener un agente en el sistema
(es decir el nimero de rangos en que se ha dividido la cantidad U). La cantidad Q(1,%) representa a la
funcién de particiéon candnica de un agente para sistemas complejos. Por lo anterior, la probabilidad de
encontrar en el sistema a un agente i teniendo una porcién u; de la cantidad total U es

e Bui

Q(L,m)

La version en el continuo de la anterior probabilidad se obtiene al tener en cuenta que la diferencia Au

(9)

pi =

entre dos rangos sucesivos u; debe ser mucho mayor al promedio por agente de la cantidad en el sistema

u, es decir

Au = Uit1 — Ui > U. (10)
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Si se cumple esta condicién, la expresién de la probabilidad pasa del discreto al continuo, es decir
pi = pi(u;) — p(u) = Ce P, (11)

Las constantes C'y 8 se pueden encontrar a partir de las condiciones de normalizacién de la probabilidad

y de la cantidad promedio #, de la siguiente forma

}:mzl—%ﬂfpwwu=g:1, (12)

e C
Zuipi =u— / up(u)du = — = 1. (13)

: 0 5
De la primera condicién se obtiene que C' = 3, mientras que la segunda indica que 8 = % En analogia con
un sistema fisico, la cantidad @ se asocia con la "temperatura”del sistema de forma que la probabilidad

queda expresada como
I
plu) = e (14

Esta distribucién exponencial decreciente es conocida como la distribuciéon de Boltzmann-Gibbs. Una vez
que se ha conocido cuél es la probabilidad de encontrar un agente en el estado microscopico ¢, puede resultar
util conocer de qué depende un cambio en la distribuciéon de probabilidad. Para esto recordamos que en
fisica las variables termodindmicas (de naturaleza macroscdpica) son promedios de variables microscépicas
vy que la conexién entre ellas la dicta el conocido principio de Boltzmann. Mediante este principio, una
cantidad macroscépica como la entropia se conecta con una propiedad microscépica como lo es el niimero

de estados a través de
S = klog W, (15)

donde k es una constante de proporcionalidad llamada constante de Boltzmann. Dado que la probabilidad
de que un agente tenga una parte de U con valor u; estd dada por 7, entonces se puede encontrar la siguiente
relacién entre ésta probabilidad y el logaritmo del nimero de estados (el procedimiento desarrollado para

encontrar esta relacién se describe en el Apéndice 2):
S = log Whax = —NZpi log p;. (16)
i

Siguiendo un procedimiento similar al de Rawlings et. al. en [42] y teniendo en cuenta que la probabilidad

otorga un peso a cada uno de los microestados, se parte de la expresion del valor esperado de u dada por
i
se toma el diferencial total du, teniendo en cuenta que @ es una cantidad conservada, por lo tanto
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Dado que una expresién para u; se encuentra a partir de 9, entonces

1
di=7 = llogpi +log Q(1, @)} dp; + > pidu, (19)

%

la cual se puede escribir de forma equivalente como

_ 1

du = Z Zd[=pilogpi] + sz‘duzw (20)
K3 K3

El término dentro del paréntesis cuadrado es la entropia promedio por agente. Dado que cuando el sistema

se encuentra en el estado de equilibrio el nimero de estados es maximo, entonces el segundo término se

hace cero, de modo que
ds = udi, (21)

resultado que es equivalente a una ”segunda ley de la termodindmica’para sistemas complejos, pero en
este caso la temperatura estd representada por el valor promedio de la cantidad U, es decir T = % y la
energia transferida en forma de calor esta representada por el cambio en la cantidad u. Una restricciéon que
tiene este resultado es que el sistema que se esta considerando es un sistema cerrado y aislado. Lo anterior
significa que para poder estudiar un sistema mas incluyente es necesario considerar sistemas abiertos, lo

cual se realiza en la siguiente seccién.

1.2. Sistema abierto

Ahora el objetivo es desarrollar un procedimiento similar al de la seccién anterior para describir un
sistema abierto e interpretar el multiplicador de Lagrange que se deriva cuando el promedio de la cantidad
total U del sistema se conserva. Para este caso, también se considera que los N agentes en el sistema
abierto compiten por alguna parte de la cantidad U; que no es fija, cuando el sistema se encuentra en el
macroestado j. Cada agente posee una cantidad u;, con ¢ =1,2,3,..., N, e intercambian partes de U; con
el medio (entorno), de tal forma que en promedio la cantidad U es una cantidad conservada ((U) = cte).
El intercambio de la cantidad U con el entorno es la causa para que el sistema pase aleatoriamente por los
diferentes estados de N agentes, cada uno en principio caracterizado por un valor diferentes de la cantidad
total U. Para encontrar la probabilidad p; de encontrar el sistema en cierto macroestado j, caracterizado
por tener asociado una cantidad total U; que se reparte entre los N agentes del sistema, consideramos
que el sistema abierto se define como la suma del sistema de interés mas un sistema que hace las veces de
entorno. Si la cantidad U estd repartida entre los dos sistemas, es decir una parte asociada al sistema de

interés Ug y otra parte asociada al entorno Ug, entonces se tiene que
U=Us+Ug. (22)

Dado que la cantidad Ug del entorno es mucho mayor que la cantidad Ug del sistema de interés, entonces

al dividir la anterior expresion por la cantidad U

Us Ug
= = (1-== 1 23
o ( U><<, (23)
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se concluye lo siguiente. Puesto que la cantidad Ug no es fija, pero la cantidad promedio (U) si lo es,
entonces el sistema puede pasar por todos los posibles microestados j (estados del sistema de N agentes),
cada uno caracterizado por una cantidad total U; y cada uno teniendo una probabilidad diferente, descrita
por cierta densidad de probabilidad. Como la cantidad total U es mucho mayor que la cantidad en
el sistema de interés Ug, se espera que los microestados con una cantidad Ug muy grande sean poco
probables.

La probabilidad de encontrar al sistema en cierto macroestado j es proporcional al nimero de microes-
tados Qg (Ug) que sean compatibles con la cantidad Ug. Ya que el sistema pasa por todos los microestados
caracterizados por una cantidad total U; dada, el nimero de estos microestados es proporcional a la can-
tidad del entorno U — Uj, con lo cual se puede expandir el logaritmo del nimero de microestados en la

forma

QU — U;) ~ InQp(U) In Qp(U)U; + ... (24)

o
ou
La derivada parcial en el segundo término corresponde a %, en analogia con la temperatura de un sistema

fisico. Ademas, la probabilidad p; es proporcional al nimero de microestados, por lo cual
pj < QU = Uj). (25)

Agrupando Q(U — U;) en la ecuacién 24, se tiene que

U,

pj x Qp(U)e™ 7 . (26)

Para poder igualar las dos anteriores expresiones, se tiene en cuenta la condicién de normalizacién
erJ’ /[t (27)
Pi = =~
7 Q(N,a)’

donde Q(N, @) representa la funcién de particién canénica de N agentes, la cual se define como
Q) = 3 e 0. (28)
J

Con la anterior distribucién de probabilidad, se tiene que el valor esperado de la cantidad total U es

>, Uje” Bt <8logQ(N7U)>
N

(U) = > _Uip; = S U7 o (29)

Desde el punto de vista estadistico, la cantidad U es un valor promedio debido a que el sistema puede
pasar por un gran numero de diferentes macroestados. Lo anterior implica que la cantidad U se puede

expresar como
U= Z Ujpj, (30)
J
de tal forma que la diferencial total dU es

dU =Y "Ujdp; + Y _ p;dU;. (31)
J J
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La diferencial dU esta relacionada con el cambio en la cantidad U y con el cambio en la densidad de
probabilidad. El primer término del lado derecho de la anterior expresiéon representa el cambio en U
debido al trabajo realizado sobre el sistema, mientras que el segundo término corresponde al cambio en
U cuando no se realiza trabajo. Sin embargo, dado que la variacién en el trabajo neto es cero el segundo

término se hace es cero. Ahora, teniendo en cuenta que se cumple

d > pilogp; | = logp;dp;, (32)
J J

entonces al remplazar 27 en 32, se tiene
d Zpllogp- :Z —&—ng(N a) | dp;. (33)
_ P J : i ; j
J J

Al reescribir el lado derecho de la anterior expresion en dos partes

1
d ij lngj = 752U]dp] 710g2dpj, (34)
J J J

y teniendo en cuenta que las variaciones de la probabilidad son iguales a cero, se encuentra que

1
czzmmm:EEme. (35)
J J

Remplazando esta ltima expresién en 31, se obtiene

dU = —ud ijlogpj =ad —ijlogpj . (36)
J J

Dado que la entropia del sistema de N agentes se define como
S = —ij log p;, (37)
J
y si el sistema es aislado, se tiene que la probabilidad p; es

1
pJ N Wmaw7

con lo cual la entropia es igual a

1 1
S=- 1 39

obteniéndose que el principio de Boltzmann para sistemas complejos se escribe como
S =log Winae- (40)

Teniendo en cuenta que en termodindmica se definen varios potenciales que pueden ser usados para

describir el comportamiento y la estabilidad de un sistema, los cuales dependen de las ligaduras impuestas
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sobre el sistema, entonces para el caso que estamos tratando también definimos un potencial F'(N, @), que
llamamos energia libre de Helmholtz, a través de la siguiente relacién directa con la funcién de particién

de N agentes
Q(N,u) = e~ FN-D/3, (41)

La escogencia de esta relacion se basa en que la funcién de particién de N agentes contiene informacién
sobre las ligaduras del sistema. Por lo anterior, ahora el objetivo es relacionar directamente la energia
libre de Helmholtz con ciertas variables macroscépicas. Para realizar lo anterior, primero se reescribe la

expresion 41 como
F(N,a) = —ulog Q(N,u). (42)

Con el prop6sito de encontrar un término que dependa de la entropia del sistema, en el lado derecho de

la anterior expresién se multiplica por la unidad, escrita como la condicién de normalizacién, es decir
F(N,a) = —tilog Q(N,@) >_ p;. (43)
J

Dado que el factor @log Q(N, @) es una cantidad constante con respecto a la suma sobre los macroestados,

entonces la anterior expresiéon se puede escribir como
F(N,u) = - alogQ(N,u)p;. (44)
J

Si queremos trasladar la definicién de la energia libre de Helmholtz al estudio de sistemas complejos, ésta
debe depender de la cantidad promedio de U en el sistema. Para incluirlo, simplemente en la anterior

expresion se suma y se resta la cantidad U;p; dentro de la sumatoria, con lo cual
F(N,u) = Z Ujpj — Ujpj — ulog Q(N, u)p;, (45)
J
de tal forma que al ordenar los términos en la sumatoria el resultado es
F(N,a) =) (U; - U; — alog Q(N,u)) p;. (46)
J
Se observa que los dos ultimos términos del lado derecho de la anterior expresién corresponden a los

encontrados en 41, por lo tanto usando 46 se obtiene
F(Nﬂ):Z(Uj + @logpj) pj, (47)
J
lo cual implica que la energia libre de Helmholtz incluye un término asociado con la entropia del sistema

S=- D logp; y otro que esta definido a partir del valor esperado de la cantidad U en el sistema, es

decir

F(N,u) =Y U;p; — us. (48)

Este ultimo resultado quiere decir que para realizar un adecuado tratamiento estadistico de un sistema

complejo se requiere que cada una de las mencionadas cantidades macroscopicas estén definidas.
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Ahora, si se tiene en cuenta que cuando el sistema se encuentra en el macroestado j, caracterizado por
U;, esta cantidad se distribuye entre los N agentes, es decir cada agente posee una parte de la cantidad

U; con valores en los rangos u], de forma que
U =ujing +uns + ... = E wng =, +ud, + .. 4 ul, (49)
1

por lo tanto la funcién de particién se modifica de la siguiente manera
QU m =Y e = 3T el (50)
j ni,nz,...,MN
Separando cada una de las sumas
Q(N,ﬂ) _ Zefunl/ﬁZefurq/ﬁmz:efunl\,/ﬁ7 (51)
ni no nnN

resulta evidente que la funciéon de particién del sistema completo es el producto de las funciones de

particién individuales, es decir
QN 1) = [[Q(ni, 1) (52)

La importancia de conocer la funcién de particiéon es que puede ser usada para simplificar los célculos,
ademas de que si se mantienen constantes algunas variables en el sistema, ésta puede dar informacion
sobre otras variables de interés. Por ejemplo, el potencial quimico u(N, ) se define como el cambio que

tiene la energia libre de Helmholtz cuando un agente es introducido en el sistema

o) = (55 )

pero dado que este cambio puede expresarse por medio de la funcién de particién como

= F(N,u) — F(N —1,0), (53)

U

(N, a) = —ulog Q(N,a) +ulogQ(N — 1,a), (54)

o de forma equivalente al usar propiedades de logaritmo

Q(N —1,4u)
Q(N,u)

donde @ es la temperatura del sistema. Este resultado indica que el potencial quimico esta relacionado con

w(N, @) = —alog (55)

el cambio de la funcién de particiéon cuando se le agrega al sistema un agente. Un caso mas general, en
donde los agentes pueden migrar al entorno manteniendo la cantidad promedio de agentes fija, es estudiado
a partir de un ensamble gran candnico a través de un procedimiento similar descrito en el Apéndice 2,
lo cual muestra que en el estado de equilibrio la cantidad U se distribuye entre los N agentes via una

distribucién tipo Bose-Einstein (ver Apéndice 3).



Un sistema econémico por sus caracteristicas se considera un sistema complejo. A través de la funcién
de distribucién del dinero es posible obtener propiedades del sistema como un todo. Cuando agentes
intercambian dinero en el sistema, se producen efectos a gran escala como la desigualdad, debido a que
en el proceso los agentes migran entre clases econémicas haciendo que la informaciéon necesaria para
conocer su estado se maximice. En este capitulo se calculan los indices de desigualdad y la cantidad de
informacién que generan los modelos cinéticos de distribucién de dinero conocidos. Ademads se presenta un
modelo donde los agentes tienen una propension al ahorro diferenciada y se muestra que la distribucién de
cada grupo caracterizado por un parametro de ahorro comun es independiente de su entorno. Finalmente

se construye un modelo que caracteriza el flujo de agentes entre diferentes sistemas.

CAPITULO

MODELOS CINETICOS DE DISTRIBUCION DE DINERO

Cuando observamos la regularidad en algunos fenémenos econémicos, vemos que la economia es una
manifestacion de un sistema social complejo debido a que las interacciones locales entre sus miembros con-
ducen a comportamientos emergentes que no son programados por un ente de control [3, 4]. Modelar este
sistema implica disefiar una simplificacién matematica que solo tenga en cuenta unas pocas caracteristicas
relevantes. Construido el sistema, se crea un procedimiento estadistico basado en inferencia estadistica
de los datos con el fin de obtener parametros promedio de esas cantidades relevantes que caracterizan al

sistema.

Un sistema econémico en su conjunto es un sistema de agentes (pueden ser empresas, unidades
familiares o instituciones) que interactiian por medio de intercambios de dinero, acciones, bienes, bonos,
etc.[46]. Para estudiar el mecanismo de distribucién de recursos, podemos modelar el sistema considerando
un conjunto de agentes que interactiian por medio de transacciones, y cuya dindmica permite encontrar
comportamientos emergentes, tales como la forma de la distribucién de dinero, ingreso y riqueza. El
primero que observo la forma real de distribuciones de ingreso en sistemas econdmicos fue Vilfredo Pareto
[44], quien concluyé que “la estructura de la distribucién es relativamente constante en diferentes paises y

épocas”[46], con una forma funcional para individuos de alto ingreso que se ajusta a una ley de potencias.

En el contexto de la econofisica, se han desarrollado modelos de sistemas econémicos aplicando
métodos propios de la fisica, la mayoria de ellos soportados en la mecénica estadistica, mientras que otros,
en menor proporcién, estudiados desde la termodindmica [22, 47] y la fisica cudntica [48, 49]. Uno de los
modelos méas notables son los llamados modelos cinéticos de distribuciéon de dinero, que considera una
analogia entre la dinamica en un sistema econémico y la teoria cinética de los gases ideales, apoyandose
en la idea de intercambio entre pares de agentes, lo cual permite obtener una distribuciéon de equilibrio

que es estable.
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Como se mencioné en el capitulo anterior, el trabajo pionero que simula un sistema econémico usando
modelos cinéticos de distribucién de dinero fue desarrollado por Dragulesku y Yakovenko [10], quienes
establecieron una similitud entre un sistema econémico y un gas ideal, dado que los agentes del sistema
interactiian por medio de transacciones entre pares de agentes de forma similar a la interaccién de las
particulas de un gas mediante colisiones elasticas entre pares de particulas. En este contexto, la mecénica
estadistica se convierte en una herramienta de andlisis ya que facilita el estudio de grandes ensambles desde
atomos hasta agentes. Con el trabajo de Dragulesku y Yakovenko se dio un primer paso para modelar un
sistema econémico con la minima cantidad de ingredientes, que envuelve procesos de intercambio y que

produce distribuciones similares a las encontradas en diferentes paises.

Tal como lo plantea Dragulesku y Yakovenko, en un mercado econémico cada agente intercambia su
dinero de una forma impredecible, lo que sugiere que el mercado tiene una naturaleza estocastica. En
los sistemas fisicos, el intercambio de energia entre moléculas durante las colisiones, que es también de
naturaleza estocastica, conduce a la ley de equiparticion de la energia y a distribuciones de equilibrio. Aqui
la entropia que corresponde al niimero de bits requerido para describir la variable aleatoria de interés, se
maximiza[38]. En las distribuciones de ingreso y riqueza, una de las variables aleatorias es el dinero y cada
distribucién tiene una entropia caracteristica que, contrario a lo que ocurre con la forma de la distribucion,
depende incluso de las condiciones iniciales del sistema. Actualmente no se conocen estudios enfocados a
describir la cantidad de informacién presente en los modelos cinéticos de distribucién de dinero, lo que

motivé a mostrar algunos de los cdlculos en este capitulo.

Ademsds, hasta ahora no se ha realizado un estudio de la desigualdad que arroja cada uno los tres
modelos cinéticos de distribucién de dinero que se estudian en este capitulo. Una de las formas de hacerlo
es a partir del calculo del indice de Gini, medicién numérica que corresponde a la razén entre el drea de
una curva llamada ”curva de Lorenzz una linea de equidad perfecta[50]. La curva de Lorenz se construye a
partir de la relacién entre el porcentaje acumulado de la poblacion en el eje x y el porcentaje acumulado
de ingreso de cada una de las fracciones de poblacién en el eje y [50, 51]. Generalmente estas fracciones se
toman como quintiles, es decir se divide la poblacién en cinco partes y se calcula el porcentaje de ingresos

que tiene cada grupo sobre el total de los ingresos.

En este capitulo se estudia la entropia y la desigualdad en los principales modelos cinéticos de distri-
bucion de dinero. Ademas se presentan modelos donde el nimero de agentes no es una cantidad conservada
y donde los agentes se dividen en clases caracterizadas por tener un parametro de propension al ahorro
diferenciado. En primer lugar, se muestran los trabajos pioneros desde perspectivas econdémicas. Posterior-
mente, se analiza el ya mencionado modelo Dragulesku-Yakovenko [10] donde se consideran intercambios
de dinero entre pares de agentes sin posibilidad de ahorro. En la seccién 3, se estudia un modelo diferente
de ahorro propuesto por Kusmartsev[43, 45], que describe economias con cualquier valor de desigualdad,
a pesar de que los parametros obtenidos en las distribuciones no presentan relaciéon con el pardmetro de
ahorro. Adicionalmente, en la seccién 4, se analiza el modelo que maés se ha estudiado bajo esta perspecti-
va: el modelo de Chakrabarti y Chakraborti [1], donde se considera un pardmetro de propensién al ahorro
constante e igual para todos los agentes del sistema. Finalmente, se presentan dos de los principales apor-
tes de este trabajo: el planteamiento de un primer modelo en donde se permite el flujo de agentes, y un

segundo modelo en donde existen subgrupos de agentes caracterizados por tener parametros de propension
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al ahorro diferenciados.

2.1. La desigualdad en el marco de la teoria del superavit de la
estratificacion social

Los modelos cinéticos de distribucién de dinero se fundamentan en el trabajo hecho por Jhon Angle
en 1986, quien intenté enlazar algunos trabajos de estratificaciéon social con teorias de distribuciones
estadisticas en la conocida teoria del superavit de la estratificacién social. La motivacién para estudiar la
forma de la distribucion de riqueza es que la funcién a la que se ajustan las distribuciones nos puede dar
informacion de los procesos estocdsticos asociados y asi entender el proceso que genera la desigualdad. El

proceso estocastico asociado en la teoria del superavit se hace a partir de tres observaciones:

1. “Los encuentros donde la riqueza cambia de manos relativamente rapido pueden ser modelados por
dos ecuaciones, una para cada parte implicada en la transaccion. Asi la teoria no se ocupa de la
creacion o destruccién de riqueza sino solo de su distribucién, de tal forma que en los encuentros la

parte que uno gana la pierde el otro”.
2. “La tendencia de la riqueza es a fluir”.

3. “El superavit debe ser visto como una serie de capas socio-econémicas donde las més altas pierden

mas facilmente superavit que las capas bajas, cercanas al nivel de subsistencia”.

Estas observaciones hacen pensar en puntos claves de un proceso en un contexto muy diferente: la
teoria cinética de los gases ideales. La imposibilidad de producir riqueza es analoga a la ley de conservacién
de la energia, la tendencia de fluir es andlogo a lo que sucede en las colisiones en un gas ideal en donde
en cada encuentro las particulas intercambian energia, y la tendencia a perder superavit de las capas mas
altas de ingreso es similar a lo que sucede cuando una particula en un gas tiene una energia cinética grande
y es mas propensa a generar choques que reduzcan su energia. Asi, se pueden construir modelos donde
las colisiones elasticas entre particulas en un gas ideal representen transacciones de dinero entre agentes
en un sistema econémico. A partir de esta idea se desarrollaron los modelos cinéticos de distribucién de
dinero, ingreso y riqueza.

Originalmente Angle mostré que el tamano de las distribuciones de riqueza en las sociedades con
diferentes niveles de tecnologia pueden ser ajustadas a una familia de distribuciones gamma. La forma a

la que se ajustan las distribuciones son de dos parametros.

P,(z) = ﬁar;(a)fklefz/@ (1)

El sesgo positivo, caracteristico de esta distribucién, ha sido observado en estudios de distribucién de
dinero, ingreso y riqueza en diferentes paises [19, 16, 17, 18]. Sin embargo al analizar la distribucién de
riqueza de individuos en las capas superiores, es decir con un alto ingreso, la forma de la distribucién

cambia y se convierte en una ley de potencias llamada distribuciéon de Pareto

P,(x) =azx™", (2)
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con valores de v cercanos a 1.5.

El modelo de Angle consiste en considerar transacciones entre pares de agentes donde la riqueza se
conserva en cada encuentro, lo que sugiere que la teoria se enfoca en la distribucién de la riqueza y no en

su creacién o destruccién. Las ecuaciones que describen este comportamiento son

Xt = Xop-1) +dUXp-1) — (1 = )UX 021, (3)
Xnt = Xog-1)+ (1= UXp1) — dUX 1), (4)

donde X,,; es el valor del superdvit después del encuentro con el agente n, X,,;—1) es el superdvit de
riqueza antes del encuentro con n y U es una variable aleatoria que se distribuye uniformemente entre
0 y 1. La variable d puede tomar dos valores cero o uno, estableciendo quién gana y quién pierde en la

transaccion.

Los procesos de simulacién estiman que las distribuciones se ajustan a funciones gamma, es decir
tal como es observado en las diferentes distribuciones empiricas, los procesos de desigualdad generan una
asimetria positiva de la distribucién en donde los estados de menor riqueza tienen un mayor ntimero de
ocupacién que el resto de estados, resultado que abre la puerta al uso de métodos estadisticos usados en
fisica para el analisis de la distribucién de dinero. El primero en analizar este método en el marco de la
fisica estadistica fue Ispolatov et. al. [8], quienes introducen un modelo de distribucién de riqueza basado
en agentes interactuantes donde los esquemas de intercambio estdn fundamentados en el modelo de Angle,

pero desde una descripcion basada en la teoria de campo medio.

Los trabajos de Dragulescu-Yakovenko y Chakrabarti-Chakraborti fundan los llamados modelos ci-
néticos de distribuciéon de dinero y hacen énfasis en la relacién entre un sistema econdémico, donde un
agente intercambia dinero en cada transaccion, tal como sucede en un gas de particulas, donde la energia
es intercambiada y conservada en procesos de dispersién. Las transacciones en el modelo de Chakrabarti
y Chakraborti introducen un pardametro de propensién al ahorro A, que es una porcion fija de dinero
que no es intercambiada en las transacciones. Respecto a los modelos cinéticos de distribucién de dinero,
tal vez el punto mas criticado por Angle [52] es el significado del ahorro, argumentando que no es un
término adecuado para describir estos procesos de desigualdad. La razén que él presenta es que la parte
ahorrada no estd en riesgo de pérdida en una sola transaccién y que por lo tanto la dindmica hace que
esta parte cambie después de cada encuentro. En esta tesis no se discute acerca del significado real de
esta cantidad, que por ahora vamos a seguir denomindndola pardametro de propensién al ahorro. En las
siguientes secciones se analizaran los modelos cinéticos de distribucién de dinero desde una perspectiva
fisica y econdémica: a través del cdlculo de la entropia y del indice de Gini. El primer aporte original pre-
sentado en este capitulo corresponde a un modelo en el que se consideran cinco parametros de propensiéon
al ahorro diferenciados. El segundo aporte, corresponde a un modelo que describe un sistema abierto,
donde el sistema de interés no esté compuesto por un numero fijo de agentes. El tercer aporte corresponde

a un modelo de distribucién de dinero que describe economias con indices de Gini mayores a 0.5.
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2.2. Modelo Dragulescu-Yakovenko

Este modelo considera un sistema econémico cerrado basado en N > 1 agentes que intercambian
una o mas unidades monetarias entre si [10]. Es decir, cada agente i en el sistema puede intercambiar su
dinero m; con otro agente del sistema, dando como resultado la ganancia o pérdida de una parte de su
dinero. Con este propdsito, se elige aleatoriamente al perdedor y al ganador entre los dos agentes i y j,
los cuales antes del intercambio tienen una cantidad de dinero m; y m;. El intercambio consiste en que
un agente perdedor cede una cantidad Am al ganador, es decir si el ganador es el agente m;, éste quedara
con dinero m; + Am y el agente ¢ quedara con dinero m; — Am. Esquemadticamente este intercambio se
reduce a [10]

[mi, mj] = [mj, m}] = [m; — Am, m; + Am]. (5)

Una transaccién de este tipo indica que la cantidad de dinero antes y después de la interaccion es la

misma, conservandose el dinero localmente de la forma [10]
m; +my = mj +mj. (6)

El sistema entonces consiste de N agentes que compiten por porciones del dinero total del sistema M,
cantidad que es conservada. Inicialmente todos los agentes tienen la misma cantidad de dinero y por lo

tanto la forma de la distribucién corresponde a una funcién delta

Pm) =6 (m~ 7). ™

Luego de haber definido el tipo de transaccién en el sistema, se eligen dos agentes de manera aleatoria
(un ganador y un perdedor), y el dinero Am > 0 es transferido del uno a otro, siempre que la cantidad a
intercambiar sea menor al dinero del perdedor. En el caso contrario, la transaccién no se desarrolla y se
procede a escoger otro par de agentes. Si se realiza este procedimiento muchas veces, el sistema pasa por
diferentes distribuciones hasta llegar a la distribucién de equilibrio. Asi mismo, la entropia en el sistema
se incrementa en el tiempo hasta llegar a un punto de saturacion. El procedimiento utilizado para simular

un sistema de agentes compitiendo por porciones de M se puede sintetizar en los siguientes pasos [10]:

1 Se toma un sistema con N > 1 agentes, con una cantidad total M. La cantidad promedio por agente

7 = M
esm=

2 Sin pérdida de generalidad (no es restrictiva) en el tiempo inicial se le asigna a cada uno de los N
agentes la misma cantidad de dinero igual a m. Es decir el sistema comienza con todos los agentes

teniendo la misma cantidad 7 por lo tanto la entropia promedio por agente s, es cero.
3 Se selecciona aleatoriamente entre los N agentes dos agentes rotulados con 7 y j.
4 Se considera un intercambio entre dos agentes de la forma
[mi, mj] — [mj, m}] = [m; — Am,m; + Am], (8)
donde en cada intercambio la cantidad de dinero es conservada

mi +mj = m; +m}, (9)
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y la cantidad a intercambiar Am depende del tipo de intercambio.

5 En la simulacién se usa un criterio para decidir quien gana y quien pierde en la transaccién. Por

ejemplo, se puede lanzar un ntmero aleatorio o y si o < 0.5 u; gana y si 0.5 < o < 1 u; gana.

6 Se repiten los pasos 3 a 5 muchas veces usando la condicién de frontera
p(m < 0)=0 (10)
indicando que en sistema no es permitido tener dinero negativo o deuda.

En este modelo se usa tres reglas de intercambio [10]: En la primera, donde la entropia crece lenta-
mente, se intercambia una cantidad fija de dinero; en la segunda se intercambia una fraccién aleatoria del
dinero promedio del par de agentes implicados en la transaccion, y en la tercera los agentes intercambian
una cantidad aleatoria del dinero promedio del sistema. Los resultados de estas simulaciones se muestran

a continuacion.

2.2.1. Intercambio de una unidad

En este modelo se intercambia una cantidad fija de dinero e inicialmente todos los agentes tienen el
mismo dinero, es decir todos los agentes se distribuyen en una funcién delta [10]. Cuando comienzan a
intercambiar dinero con la condicién de frontera de no permitir deuda, es decir dinero negativo, la distri-
bucion se vuelve asimétrica y alcanza en el equilibrio su maxima entropia, es decir el sistema evoluciona
hasta que la informacién que se requiere para conocer la cantidad de dinero que tiene un agente en el
sistema es maxima. En lo anterior, tenemos en cuenta el punto de vista de la teoria de la informacion,
donde la entropia es la medida de la incertidumbre de una variable aleatoria, en este caso el dinero. Los
resultados muestran que la entropia crece dependiendo del tipo de intercambio que se realice. En este caso
analizamos un sistema que esta compuesto por N = 500 agentes en un sistema con una cantidad total
de dinero igual a M = 500 para diferentes cantidades intercambiadas. El nimero de intercambios en este

modelo fue de 10° y se repitieron las simulaciones 10? veces.

En la grafica 2.2.1 vemos el crecimiento de la entropia tres diferentes intercambios. Para hacer este
analisis, el ancho de cada uno de los intervalos en los histogramas se mantuvo constante y su tamano
dependiente del niimero de agentes en el sistema. La explicacién de la diferencia en estas curvas se debe a
que cuando se intercambia una cantidad grande con respecto al dinero promedio, por ejemplo Am = 0.5,
los agentes se ubican en puntos discretos de dinero como se puede ver en la grafica 2.2.1. Lo interesante es
que aun con este intercambio la distribucién en el equilibrio sigue siendo una exponencial con pardmetro de
ajuste Chi-cuadrado igual a 0.426. Si hacemos el calculo de la entropia, ésta crece hasta un valor S = 1.93,
lo que indica que la cantidad de informacion para conocer el sistema no es muy alta y podemos encontrar
los agentes en grupos discretos debido a que el dinero cambia en saltos de 0.5. Al disminuir la cantidad a
intercambiar a Am = 0.1 y calcular la entropia en cada paso de tiempo con las mismas condiciones de la
anterior simulacién, la distribucion a la que tiende el sistema es una exponencial con parametro de ajuste
Chi-cuadrado igual a 0.395 como se muestra en la grafica 2.2.1, la entropia crece més que en caso anterior

debido a que los agentes se pueden ubicar en un mas estados y por lo tanto la cantidad de informacién
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Figura 2.1: Evolucién en el tiempo de la entropia, Curva superior: Intercambio de una cantidad constante
Am = 0.1. Curva media: Intercambio de una cantidad constante Am = 0.2. Curva inferior: Intercambio
de una cantidad constante Am = 0.5.

para conocer este sistema es mayor. En este caso la entropia crece hasta S = 3.28 y en los histogramas las
barras de error son menores que el punto. En resumen, la cantidad de informacién que se requiere para
conocer las distribuciones en este intercambio depende de la cantidad a intercambiar, de tal forma que si
es muy pequena y hace que los agentes se distribuyan en un niimero reducido de grupos, la entropia es
menor y crece al aumentar la fracciéon a intercambiar. De hecho, la distribucién tiende a ser continua si

se cumple la condicion
m > Am. (11)

Para intercambios muy pequenos, es decir Am — 0, los grupos a los que pueden acceder los agentes no
se alejan muy rapido del dinero promedio, asi que se requiere una mayor cantidad de tiempo para que el

sistema alcance su maximo de entropia.

2.2.2. Intercambio de una fraccion aleatoria del promedio m

Es posible encontrar la misma distribuciéon para un intercambio distinto, en este caso se considera el
intercambio de una cantidad aleatoria del dinero promedio m, en donde tomamos la misma cantidad de
dinero M y agentes N que en el sistema anterior conservando las condiciones iniciales, de tal forma que

el intercambio se puede modelar como [10]

Am = em. (12)
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Figura 2.2: Histograma y puntos: Distribucién estacionaria de dinero para un intercambio fijo de Am = 0.5
Curva continua: Ajuste a una distribucién exponencial.

La distribucién en el punto de equilibrio es la misma de los sistemas anteriores solo que en éste los agentes
estan distribuidos en mas estados. El parametro Chi-cuadrado de ajuste de esta distribucién es de 0.36 y
la entropia, que indica informacién requerida para conocer el sistema, es mayor incluso que los sistemas
anteriores como se muestra en la gréfica 2.2.2. Ademds el hecho de incluir una variable aleatoria en el

intercambio hace que esta cantidad crezca hasta S = 3.90.

2.2.3. Intercambio de una fraccion aleatoria del promedio del la cantidad m
de los dos agentes

Otro intercambio considerado por Draguleku y Yakovenko examina el intercambio de una cantidad
aleatoria del dinero promedio de los dos agentes que estan implicados en la transacciéon conservando con
las mismas condiciones anteriores. En este caso la fraccién a intercambiar estd dada por [10]
m; + m;

Am =¢
2

(13)

Los resultados mostrados en la figura 2.5, donde el pardmetro de ajuste estd en 0.445 indican que la entropia
crece en la misma proporcion del caso anterior. La razén se debe a que los agentes estan distribuidos en
todos los niveles. Adicionalmente la porcién a intercambiar contiene un nimero aleatorio que hace que la

cantidad de informacién presente en sistema sea mayor. En este caso la entropia crece hasta S = 3.87.
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Figura 2.3: Puntos: Distribucién estacionaria de dinero para un intercambio fijo de Am = 0.1. Curva
continua: Ajuste a una distribucién exponencial.

2.2.4. Analisis de la desigualdad en los modelos de Dragulesku-Yakovenko

Para cada una de las simulaciones es posible calcular el indice de Gini mediante la curva de Lorenz.
El indice de Gini se define como la relacién entre la fraccion acumulada de poblacién con un ingreso por
debajo de r (x(r)) y la fraccién acumulada de ingreso de esta poblacién y(r). De forma integral, se define

a partir de la densidad de probabilidad como

o) = /O " P(m)dm, (14)

Jy mP(m)dm

y(r) = W. (15)

Para la distribucién de Boltzmann Gibbs, donde convenientemente se toma el dinero promedio como una

unidad, las ecuaciones paramétricas corresponden a:

de la cudl podemos derivar la ecuacién explicita de la curva de Lorenz.

y()=z+ (1 —2z)In(l —z). (18)



25

Entropia, S

\ \
1000 1500 2000
Tiempo, t

Figura 2.4: Evolucién en el tiempo de la entropia, Curva negra: Intercambio de una fraccién aleatoria del

promedio del dinero del sistema Am = 1/%. Curva roja: Intercambio de una fraccién aleatoria del dinero
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promedio de los agentes implicados en la transaccién Am = p it

A partir de la curva de Lorenz se calcula el coeficiente de Gini G por medio de la integral

1 1
Gzl—/0 y(x)dle—/o [:U—&-(l—x)ln(l—x)]dm:%, (19)

lo que indica que la distribucién de Boltzmann-Gibbs solo reproduce un indice de Gini igual a %, y por lo
tanto el modelo no es 1til para describir economias con indices distintos. De la misma forma, calculamos
numéricamente (a partir de las simulaciones) la curva de Lorenz y el coeficiente de Gini, el resultado de
la curva de Lorenz es mostrado en la gréfica 2.2.4 El indice de Gini es 0.50288, lo que indica un error de

0.6 % para las simulaciones.

2.3. Modelo Kusmartsev

Este modelo fue desarrollado por Kusmartsev [43] con la misma idea de sistema econémico: varias
unidades o agentes que interactian hasta alcanzar el equilibrio. Como en los casos anteriores, en cada
transaccién se conserva el dinero. Sin embargo, no solo considera el dinero como una variable caracteristica
del agente sino que incluye la deuda y la riqueza que le generan los demas bienes que no se consideran.
De este modo, usa métodos estadisticos para probar que en el equilibrio la distribucién a la que tiende el

sistema es de Bose-Einstein. Este cédlculo es confirmado por datos empiricos de distribucién de ingreso de
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Figura 2.5: Curva de Lorenz para una distribucién de Boltzmann-Gibss.

Estados Unidos, donde la parte de bajos y medios ingresos se ajusta a una distribuciéon de Bose-Einstein

y la de altos ingresos a una distribucién de Pareto.

Un segundo trabajo en esta misma direccién [45], construye simulaciones numéricas con un interaccién
diferente en donde se intercambia una fraccién fija de dinero de solo un agente implicado en la transaccion.
El modelo analiza distribuciones de dinero donde el intercambio es proporcional al dinero que tiene un
agente, ya que en un sistema econdémico una transaccién es proporcional a los fondos de los agentes que
realizan una compra. El pardmetro no indica de ninguna forma ahorro y es equivalente al modelo analizado
por Angle [27]. Las distribuciones a las que ajustan son Gamma para pardmetros pequetios y distribuciones

de Bose-Einstein para pardmetros mayores a 0.5, descritas por el ndmero de ocupacién n(m) como

n(m) = —Im (20)

exp "= —1
donde g, es un factor de degeneracién del estado o una capa de agentes con el mismo dinero m. Asi esta
funcién cuenta con dos parametros: la fugacidad p y la temperatura 7. Como se asume en la simulacién
que la transaccion es proporcional al dinero que tiene el comprador, de tal manera que el intercambio esta

dado por
Am = pm;, (21)

donde p es una constante entre 0 y 1 que indica la proporcion que el agente ¢ esta dispuesto a intercambiar,

de forma que el intercambio se esquematiza como

[mi, m;] — [m;,m;] = [m;(t) — pmi(t), m;(t) + pm,(t)]. (22)
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Los resultados muestran que las distribuciones a la que tienden estos intercambios para parametros entre
0 y 0.5 son funciones Gamma, con ajustes Chi-cuadrado entre 3.79 y 24.26 que son inadecuados. Lo
mismo ocurre para fracciones altas del pardmetro de intercambio, la distribucién es tipo Bose-Einstein,
sin embargo para las simulaciones que se hicieron el coeficiente Chi-cuadrado no indica un buen ajuste a
estas distribuciones. En resumen, se tiene que los ajustes a distribuciones de Bose-Eistein son apropiadas
solo para las fracciones p maés altas de dinero y los parametros, incluida la degeneracién, no tienen una
forma funcional clara. Por esto, este modelo no es robusto y no es adecuado para andlisis posteriores, sin

embargo en este trabajo calculamos la cantidad de informacién y la desigualdad.

2.3.1. Analisis de la entropia en el modelo de Kusmartsev

De la misma forma que se hizo en los modelos anteriores, se hace el calculo de la entropia para cada
tiempo en la simulacién, en este caso solo se hace una simulacién debido a que el célculo es costoso para
el modelo. Las relaciones se muestran en la figura 2.6. Hay algo curioso en las dos que tienen la mayor
fraccién p de intercambio: La entropia deja de ser una funcién mondtona. Vemos que para fracciones
p hasta el 50%, que son las que no ajustan a distribuciones de Bose-Einstein, la entropia crece hasta
un ndmero limite que es el mismo para todas las simulaciones. No obstante, para fracciones de 50 %,
60% y 70 %, la entropia en el equilibrio es menor, es mas, para 80% y 90% la entropia disminuye lo

que es un comportamiento atipico. Asi la cantidad de informacién en las simulaciones parece tener dos
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Figura 2.6: Crecimiento de la entropia para los modelos cinéticos de Kusmartsev.

comportamientos distintos, el primero para fracciones pequenas de p del 10 % al 60 % y otro para fracciones
grandes de p (70 % en adelante). En las simulaciones de 10 % a 60 % la entropia se estabiliza, los indices
mas bajos en un tiempo de simulacién mucho mayor a 3000, pero para indices mayores a 70 % hay un
crecimiento hasta un punto en donde la entropia decrece, esto indica que las distribuciones a las que tiende

el modelo no son de equilibrio y no tiene sentido analizarlas como se hizo en la anterior seccion.
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2.3.2. Analisis de la desigualdad en los modelos de Kusmartsev

A pesar de que la curva de Lorenz tiene una forma dada por ecuaciones paramétricas, el hecho de que
no existan formas funcionales que relacionen las fracciones de dinero intercambiadas con los parametros
de la distribucién hace que no sea posible encontrar una relacién para la curva de Lorenz. Sin embargo,
como se ve en la gréfica, ésta distribucion reproduce indices de Gini tanto para economias con indices

de alta desigualdad como para economias con baja desigualdad. Si se hace la relacién entre la fraccion p
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Figura 2.7: Curva de Lorenz para los modelos cinéticos de Kusmartsev.

intercambiada con el indice de Gini, la funcién es mondtona. Cuando aumenta la fraccién a intercambiar,

también aumenta el indice de desigualdad.

2.4. Modelo Chakraborti-Chakrabarti

Este modelo es el mas robusto para investigar el efecto de la propensién al ahorro de agentes en
la distribucién de equilibrio [1]. Para este estudio se hacen las mismas consideraciones de los modelos
anteriores, es decir que se tiene un sistema compuesto por N agentes econémicos que intercambian dinero
de forma andaloga a como las particulas en un gas intercambian energfa. Si la propensién al ahorro de los
agentes en el sistema es cero, la distribucién en el equilibrio toma la forma de Boltzmann Gibbs, es decir
se obtienen los resultados del modelo Dragulesku-Yakovenko. En el caso de propensién al ahorro diferente

de cero, la dindmica se vuelve cooperativa y la asimetria de la distribucién disminuye.

Aqui se considera un modelo de economia cerrada donde el dinero total M es conservado y el niimero
de agentes econémicos es fijo. Cada agente econémico posee cierta cantidad de dinero. Un agente econémico
puede intercambiar dinero con otro agente a través de una transaccién manteniendo el dinero total de

ambos constante. Se asume que cada agente econémico ahorra una fraccion A de dinero antes de la
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Figura 2.8: Coeficiente de Gini para diferentes parametros de intercambio para los modelos cinéticos de
Kusmartsev.

transaccién y el dinero de un agente debe ser siempre positivo, es decir, la deuda no esta permitida.
En este modelo la interaccién se puede expresar de la siguiente forma [1]
[mi, m;] — [mg, mj] = [Ami + (1 — A)(mi +my), Amy + (1 — €)(1 — X)(m; +my)], (23)
que al ser expresada en forma de intercambio [1]
[mgs, mj] = [mj,m}] = [m; + Am,m; — Am)] (24)
se tiene que [1]
Am = (1 - N)[em; — (1 — e)m;]. (25)

Donde € es una variable aleatoria uniformemente distribuida entre 0 y 1 y A es la fraccién de ahorro fijo en
el sistema. Los resultados de la simulacién ajustan a distribuciones Gamma con un paradmetro de ajuste
Chi-cuadrado menor a 1 para todos los indices de ahorro excepto los que tienen una propensién de ahorro
entre 0.1 y 0.3 que tienen indice Chi-cuadrado entre 2 y 5. Los resultados se muestran en la siguiente

figura.

Las distribuciones tienen la forma [29]
Pn(m) = a,m™ exp [_nm} , (26)
m

donde los coeficientes estdn dados por [29]

“ = (@)
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Figura 2.9: Distribuciones de dinero para los modelos cinéticos de Chakrabarti-Chakraborti

2.4.1. Analisis de la entropia en el modelo de Chakrabarti-Chakraborti

Al hacer un anélisis del crecimiento de la entropia para estas simulaciones se encuentra que para
todos los parametros de propensién al ahorro que la entropia crece hasta el mismo punto, es mas si se
calcula la entropia en cada paso de tiempo en el proceso que genera la desigualdad el crecimiento es
mas pronunciado para indices de ahorro bajos. Esto quiere decir que la cantidad de informacién presente
en el sistema en equilibrio es independiente del parametro de propensién al ahorro con el que se haya
implementados la simulacién, no obstante los sistemas con menor ahorro tienden a llegar mas rapido al

equilibrio como muestra la siguiente figura.

2.4.2. Analisis de la desigualdad en los modelos de Chakrabarti-Chakraborti

Para encontrar la curva de Lorenz reemplazamos 26 en 14 y 15, de forma que las ecuaciones paramé-

tricas para este modelo estan dadas por
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Figura 2.10: Crecimiento de la entropia para el modelo cinético de Chakrabarti-Chakraborti [1].

donde las funcién Gamma (I'(z)), Gamma truncada (I'(x, a)) y Exponencial integral (E, (x)) estan dadas

por
I'(z) = /Oootxlexp[—t]dt,
M(z,a) = /ootr—lexp[—t]dt,

Si tomamos el promedio de dinero como (m) = 1 y el pardmetro de propensién al ahorro A = 0, es decir

n(A) = 1y lo reemplazamos en las ecuaciones paramétricas 27 y 28, tenemos

a(r) = [1“1’7’)}, (29)

(1)
o) = r[—rE_l(lle—;—r_lF(l)] (30)
Si se realizan las siguientes sustituciones
ra = 1,
I'(1,r) = exp[-r],
By = SREIUZD

Se llega a las ecuaciones para distribuciones exponenciales descritas por las ecuaciones 16 y 17. Los
resultados numéricos muestran claramente un area en las que no pueden estar las curvas de Lorenz para
diferentes porcentajes de ahorro, ésta area corresponde a coeficientes de Gini menores a 0.5. La relacién
entre el indice de Gini y el ahorro se muestra en la siguiente gréafica. Los resultados muestran que existe

una relacién mondétona que cambia desde 0.5 para ahorro 0, hasta 0 si la propensién al ahorro es del 100 %.
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Figura 2.11: Curva de Lorenz en el modelo cinético de Chakrabarti-Chakraborti.[1]
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Figura 2.12: Relacién de la entre el indice de Gini y el ahorro en los modelos cinéticos de Chakrabarti-
Chakraborti [1]

2.5. Modelo cinético de distribucién de dinero considerando flu-
jo de agentes en el sistema y con ahorro diferenciado.

Todos los modelos cinéticos de distribucion de dinero que han mostrado en las anteriores secciones
consideran una economia cerrada, es decir el nimero de agentes que la conforman es fijo y no hay flujo

desde ni hacia el sistema de interés. Sin embargo la cantidad de agentes presentes en un sistema econémico
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puede variar y se deben estudiar sistemas donde no se conserve el niimero de agentes usando los modelos
cinéticos de distribucién de dinero. La mejor herramienta para analizar este tipo de sistemas es la hipdtesis
ergddica, la cual considera que “el promedio en el tiempo y el promedio sobre el ensamble para un sistema
a una energia determinada es idéntico si durante la trayectoria en el espacio de fase el sistema pasa a
través de cada punto en la superficie de energia un nimero igual de veces” [24]. Trasladada esta hipdtesis a
los sistemas complejos, si queremos analizar distribuciones de dinero donde exista flujo de agentes dentro
y fuera del sistema a través del tiempo, al ser la distribucién un promedio estadistico, estudiar el promedio
en el tiempo es equivalente a estudiar el promedio sobre un ensamble que pase por los diferentes estados.
Es decir, si queremos estudiar el flujo de agentes debemos considerar un ensamble de distribuciones de
dinero que se caractericen por tener un numero diferente de agentes, los resultados se promedian para
encontrar la distribuciéon de un sistema caracterizado por el flujo de agentes en el tiempo, es decir un

sistema abierto.

Para la simulacion se fija el nimero maximo de agentes que tiene el sistema NV, el tiempo de cada
simulacion ¢ y el niimero de veces que se repite la simulacién T'. Luego se escoge aleatoriamente el niimero
de agentes en el sistema y se le asigna una cantidad de dinero. Con el sistema asi construido, se eligen dos
agentes al azar que intercambian dinero segiin una regla de transaccion y se repite este proceso t veces.
Luego se clasifican los agentes en intervalos de acuerdo al dinero que tengan al finalizar las transacciones.
El proceso se repite T veces con una cantidad diferente de agentes y se clasifican de la misma forma en
los mismos intervalos. Al finalizar la simulacién se promedia el nimero de elementos en cada intervalo de

los histogramas y se muestra la distribucién.
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Figura 2.13: Distribucion de dinero para un sistema abierto.
El resultado es lo esperado, la distribucién en el equilibrio corresponde a una funcién exponencial

como se presenta en el capitulo 8 de la Mecédnica Estadistica de Greiner [24], donde estudian sistemas

abiertos en los que las particulas y la energia son intercambiada con el entorno. Este resultado indica
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que los modelos cinéticos de distribuciéon de dinero sin ahorro producen distribuciones semejantes, si se

considera el sistema cerrado o el sistema abierto.

Estudiados los sistemas donde el niimero de agentes es variable queda por analizar cémo en la pro-
pension al ahorro diferenciada afecta la distribucién. Aqui consideramos 5 grupos de agentes, cada uno
con una propensién al ahorro diferente y los ponemos a interactuar hasta que alcanzan una distribucién
estacionaria. El objetivo es verificar si la forma de las distribuciones cambia con un entorno donde otros
agentes tienen un indice de ahorro diferente, o si por el contrario el hecho que los interactien con otros

con diferente parametro de propensién al ahorro no cambia su distribucién.

La simulacién considera un sistema de 5000 agentes que compiten por 5000 unidades de dinero, de
tal forma que este conjunto de agentes se dividen en cinco grupos, los cuales poseen diferentes parametros
de propensién al ahorro. Se escogen las condiciones iniciales de tal forma que los agentes tengan todos el
mismo dinero, de modo que la funcién de distribucién sea un delta de Dirac ubicado en m = 1. En cada
paso de tiempo se escoge aleatoriamente dos agentes con dinero m; y m; caracterizados por tener una

propensién al ahorro A; y A; respectivamente. La regla de intercambio esta dada por el siguiente diagrama:

[mi, my] — [mi,m}] = [mi —e(1 = Xj)mg,mj + e(1 = Xj)mi] (31)

donde m} y m; representan el dinero con el que quedan los agentes ¢ y j después de la transaccién. Para
implementar este algoritmo se coloca una matriz de 1000 x 5, donde cada posicién representa el dinero de
un agente en el sistema. Cada una de las 5 columnas representan un grupo caracterizado por un diferente
parametro de propensién al ahorro. Luego, se escogen aleatoriamente dos agentes, se intercambia una
parte del dinero que no ahorran y se repite este procedimiento hasta llegar a una distribucion de equilibrio.
Verificamos la consistencia de la simulacion asignando el mismo parametro de propensién al ahorro a todos
los agentes y obteniendo los resultados ya presentados del modelo de Chakrabarti-Chakraborti. Luego se
procede a asignar diferentes valores al pardmetro de propensién al ahorro de cada grupo econémico. La
simulacion se hace con grupos que tienen los siguientes valores del parametro de propensién al ahorro:

0%, 20%, 40 %, 60 % y 80 % los resultados se muestran el la siguiente grafica.

En esta grafica vemos cémo, a pesar de la interaccién que tienen los entre diferentes grupos econémicos,
las distribuciones de dinero son dependiente del parametro de propensién al ahorro asignado. Lo que
indica esto es que los agentes en un sistema econémico se comportan de acuerdo al porcentaje del dinero
ahorrado y no cambian su distribuciéon por el hecho de intercambiar con agentes externos. Sin embargo
si comparamos los indices de desigualdad con los indices de ahorro de grupos econémicos en paises como
Estados Unidos, China, Filipinas, MA@©xico, Colémbia o Alemania no se tiene correlacién. La razén es
que la definicién de ahorro en estos modelos de distribucién de dinero no es la mismo que el ahorro en

economia.

2.6. Un nuevo modelo de distribucion

Uno de los principales problemas en los modelos cinéticos de distribucién de dinero es que no existe

modelos robustos que generen indices de Gini mayores a 0.5 y ajuste a una sola distribucién. Asi, se
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Figura 2.14: Distribucién de dinero de los cinco grupos con diferente parametro de propensién al ahorro.

propone un modelo donde los agentes se juegan una fraccién p fija del dinero de ambos es decir

p(mi +m;) (mi +m,)
[mg, mj] — [mj,m}] = [#7 (2 —P)%]’
donde la fraccién p estd entre cero y uno. Si expresamos el transacciéon en términos de una fraccién
I

intercambiada [m;, mj] — [m;,m]

| = [m; + Am,mj; — Am], tenemos
mj

2}'

Am = [~ (2~ p)

Para este modelo, las distribuciones de equilibrio son cercanas a distribuciones Log-normales. Sin embargo
para parametros cercanos a 1 se pierde la forma Log-normal y no se ajusta a ninguna distribucién conocida.
Los resultados se muestran en la siguiente grafica. Si se hace un anélisis de las curvas de Lorenz para este
modelo se observa que no restringe el dominio del coeficiente de Gini, con lo cual se soluciona el principal
problema que tienen las distribuciones con propensién al ahorro, y especificamente cuando se hace un
andlisis de los efectos de los impuestos en la distribucién de dinero [53]. En la siguiente tabla se relaciona
el indice de Gini con los diferentes valores del parametro p y con los valores de ajuste a una distribucién

Log-normal.

A pesar de poder describir economias con indices de Gini mas grandes que 0.5, no se encontré la
relacion entre el pardametro p de este modelo y algin indice de economia, objetivo que si logran los
modelos previamente mostrados. Ademads, los ajustes a distribuciones Log-normales no son buenos para
todos los valores del parametro p. Es mas, se pierde la forma de esta distribucién para algunos valores de
p. Para acercarnos mas a la realidad, debemos construir un modelo de distribucién de riqueza que no solo
tenga en cuenta intercambios de dinero sino intercambios de algin bien activo. Este modelo se presenta

en el siguiente capitulo.
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Tabla 2.1: Relacién de indice de Gini y parametros Chi-cuadrado para los ajustes a las distribuciones

Log-Normal.

Parametro p
0.1
0.20
0.30
0.40
0.50
0.60
0.70
0.80
0.90

Chi-Cuadrado
7.69
11.71
9.16
7.03
11.25
19.23
30.51
51.56
107.45

Indice de Gini

0.7761
0.6724
0.5891
0.5106
0.4273
0.3389
0.2517
0.1667
0.0830




Los modelos cinéticos de distribucién de dinero se limitan a distribuir una cantidad conservada (dine-
ro) en el sistema entre los agentes que los constituyen y que interactiian por medio de intercambios. Asi, a
pesar de los resultados, estos modelos son restringidos y resulta necesario disenar modelos que describan
otros aspectos de la realidad. En este capitulo se estudia un modelo cinético de distribucién de riqueza,
donde los agentes intercambian dinero por bienes activos en cada paso de tiempo. En estas simulaciones se
observa que las distribuciones de dinero, bienes y riqueza siguen una ley de potencias en la parte derecha

de la distribucion y por esta razén la desigualdad puede ser medida mediante el coeficiente de Pareto.

CAPITULO

MODELO CINETICO DE DISTRIBUCION DE RIQUEZA

Estudiados los modelos de intercambio de dinero, se puede considerar un sistema que describa otros
aspectos de la realidad, teniendo en cuenta ademés de los intercambios de dinero también intercambios
de bienes activos. Estos modelos ya han sido estudiados en el marco de los modelos cinéticos de distribu-
ci6én, uno de ellos considerando un precio fijo para una mercancia [34] y otro que considera tinicamente
intercambio de un tipo de bien y que incluye impuestos en cada transacciéon. Sin embargo, ninguno de los
anteriores modelos ha considerado el cambio que sufre el precio de un bien por la oferta o demanda de

éste, ni tampoco ha resaltado la relacién que hay entre las distribuciones de dinero, bienes y riqueza.

Asi el objetivo de esta parte del trabajo es disenar un modelo econémico donde los agentes intercam-
bien con su dinero un tipo de bien activo y en donde, a diferencia de los casos anteriores, el precio del
bien cambie de acuerdo a las caracteristicas del mercado y los agentes. Para esto necesitamos apoyarnos
en métodos que modelen sistemas sociales, en particular modelos donde los agentes interactien con otros
agentes del sistema y adapten sus comportamientos para adaptarse al entorno. La herramienta que se

usaran para este trabajo son los llamados modelos basados en agentes, que son descritos a continuacion.

3.1. Simulacién y modelos basados en agentes.

Como se dijo anteriormente, el modelado de sistemas basados en agentes es una herramienta relati-
vamente nueva usada para modelar sistemas complejos compuestos de agentes que interactian y adaptan
sus comportamientos a los requisitos del sistema. En estos modelos las reglas e interacciones influyen en
el comportamiento de los agentes y conducen a que el sistema se auto-organice, es decir que del sistema
emerjan patrones, estructuras y comportamientos que no son explicitamente programados. Se puede tomar
como ejemplos a los modelos cinéticos de distribucion de dinero estudiados en el capitulo anterior, donde
los comportamientos emergentes son indices de desigualdad y la entropia. Para construir estos modelos se

deben tener tres elementos: Un conjunto de agentes con sus atributos y comportamientos, un conjunto de

37
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relaciones o métodos de interaccién y un entorno con el que el agente interactie [30]. Asi, usaremos esta
herramienta para modelar un sistema complejo donde los agentes poseen, ademas de dinero, bienes que
pueden intercambiar con otros agentes del sistema. Esta interaccién hace que el agente se relacione con
el sistema de muchas formas, una de las que vamos a usar aqui estd relacionada con la oferta y demanda

que genera cambios en el precio de la mercancia.

En este sistema, las decisiones que toma un agente debe ser acordes a sus caracteristicas. De esta
forma sus atributos e interacciones deben estar relacionadas con la situacion del agente respecto al sistema.
Los comportamientos de estos agentes serdn modelados por medio de implicaciones (reglas if-then). Sin
embargo, puede extenderse este modelo si se consideran algunos componentes adaptativos propios de
un sistema econémico, donde los agentes son capaces de aprender y cambiar su entorno en respuesta a
sus experiencias. Ademas, en este modelo se considerardn dos tipo de atributos: los estaticos como la
propension al ahorro, que en los anteriores modelos no cambia con el tiempo, y dindmicos como el dinero

y la cantidad de bienes, los cuales cambian con el tiempo de acuerdo a reglas establecidas.

Como se ha visto anteriormente, las interacciones entre agentes del sistema tienen reglas bien definidas:
intercambios de una fraccién aleatoria del dinero del sistema, intercambio de una fraccion fija de dinero,
intercambio con ahorro, etc. Sin embargo, se puede tener en cuenta aspectos adicionales, por ejemplo
en una economia se intercambian bienes, ademés de servicios. Esto hace que los modelos anteriores sélo
tengan en cuenta el intercambio de dinero por servicios y no el intercambio de bienes activos por dinero,
que a la final hace parte de la riqueza de un agente econémico. Asi debemos plantear otros protocolos
de interaccién, como intercambios de bienes o cambios en el precio del bien para estudiar la forma de la

distribucién de riqueza.

Las anteriores consideraciones permiten que un sistema econémico modelado por medio de una si-
mulacion basada en agentes sea visto como el estudio de un sistema complejo donde existen componentes
autonomos interactuantes: Los agentes. El hecho que existan variaciones de precio de los bienes activos, o
que la compra del bien dependa del dinero disponible por el agente, hace que éste sea un sistema complejo
adaptativo, es decir los agentes se adectien al estado del sistema. De esta manera, el objetivo de esta parte
del trabajo sera modelar un sistema donde se distribuya la riqueza y se identifiquen fenémenos emergentes

o de auto-organizacion del sistema.

3.2. Modelo de distribucion de riqueza

Los estudios mostrados de distribucion de dinero se apoyan en la teoria cinética de gases y desarrollan
el modelo a partir de esta analogia. Sin embargo muchas veces estos modelos consideran agentes homo-
géneos que no se adaptan ni siguen las reglas de cambio en un sistema econémico. Muchas veces estas
reglas hacen que la riqueza en una economia no sea una cantidad conservada y dependa del valor actual
de los bienes que posee el agente econémico y del mismo valor del dinero. De hecho, los modelos no han
tenido en cuenta el flujo real de dinero en una economia donde existen intercambios de bienes y servicios,

y producto de esos intercambios el indice de precios de bienes cambia aleatoriamente.

En este modelo consideramos un sistema econémico cerrado que consiste en N > 1 agentes que

intercambian con su dinero un solo tipo de bien activo, de tal forma que en cada paso de tiempo al agente,



39

dependiendo del dinero que tenga y de la propensién al ahorro, le sea posible intercambiar bienes con
otros individuos del sistema. Asi, los agentes se caracterizan por tener riqueza w; que es igual a la suma

de el dinero que tiene el agente mas lo que representa en dinero la cantidad de bienes que tiene, es decir
w; = m; + p(t)s;, (1)

donde m; es el dinero del agente i, p(t) es el precio del bien activo en el tiempo ¢ y s; es el nimero de

bienes activos que tiene el i-ésimo agente.

Para el intercambio se escoge aleatoriamente en el sistema dos agentes ¢ y j con riqueza w; y wj
respectivamente y se elige aleatoriamente un vendedor y un comprador del bien. En este intercambio, el
agente ¢ al reconocer la cantidad de bienes que tiene el agente j, adapta su comportamiento al entorno y
por medio de una regla if-then, el agente i compra una cantidad de bienes al agente j que es proporcional
al dinero que no esté ahorrando e inversamente proporcional al precio que se ha fijado en el mercado, es
decir que entre méas dinero esté dispuesto a intercambiar los agentes econémicos tienden a comprar mas
bienes y entre mayor sea el precio del bien el agente tiende a comprar menos bienes. Estos comportamiento
se pueden modelar matematicamente considerando tres atributos para los agentes del sistema: El ahorro

que es estatico; el dinero y la cantidad de bienes activos, que son dindmicos.

Si la cantidad de bienes a intercambiar estd dada por As y el precio del bien en el mercado es p(t) se

pueden esquematizar los intercambios de la siguiente forma

[mi, my;] — [mj,mj] = [m; — p(t)As, m; + p(t)As], (2)
[si,85] = [s5,85] = [si + As, 55 — As], (3)

de manera que estos intercambios son las reglas que describen la venta de un producto del agente j al
agente ¢. Una transaccién de este tipo indica que la cantidad de dinero antes y después no es conservada
localmente, ya que el precio cambia aleatoriamente. Las variables que si se conservan son la cantidad total
de dinero y el nimero de bienes activos en el sistema. El intercambio se realiza solo con la condiciéon que
el agente i tenga suficiente dinero para comprar bienes activos (por ejemplo, acciones) al agente j. De
hecho, el agente i establece la cantidad de bienes activos que quiere intercambiar. Si el agente j no tiene
la suficiente cantidad de bienes no se realiza la transaccién. El procedimiento utilizado para simular este

sistema se puede sintetizar en los siguientes pasos:

1 Se toma un sistema complejo con N > 1 agentes, con una cantidad total de dinero M. La cantidad

. - M . , z_ S
promedio por agente es m = & y una cantidad S de mercancia con § = %.

2 Sin pérdida de generalidad (no es restrictiva) en el tiempo inicial se le asigna a cada uno de los N
agentes la misma cantidad de dinero igual a m y la misma cantidad de bienes 5, es decir el sistema

complejo comienza con todos los agentes teniendo la misma cantidad de dinero y de bienes.

3 Se selecciona aleatoriamente entre los N agentes dos agentes rotulados con 7 y j.
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4 Se establece la cantidad de dinero que el agente i estd dispuesta a intercambiar Am = (1 —
A) (m; — €(m; +m;)), donde X es el pardmetro de propensién al ahorro constante y que es igual

para todos los agentes, y € una variable aleatoria entre 0 y 1.

5 Se establece la cantidad de bienes activos a intercambiar igual al valor entero de la relacién entre la

cantidad de dinero dispuesta a intercambiar y el precio de los bienes activos, es decir

()| R

6 Se evaltan las condiciones para el intercambio: El dinero m; > Am y s; > As

As = Int

7 Si se cumplen las anteriores condiciones entonces se intercambia dinero por bienes activos de la

forma (reglas if-then):

[mi’mj] - [m;, m;] = [ml - p(t)AS, m; +p(t)A5]7 (5)
[si,55] = [s}, 8] = [5: + As, 55 — As].. (6)

8 Producto de la transaccién, para todas las simulaciones, el precio del bien activo cambia siguiendo

una distribucién normal con media 0 y desviacién 0.0001.
9 Se repiten los pasos 3 a 8 muchas veces usando las condiciones de frontera
p(m < 0)=0;p(s <0) =0 (7)

indicando que en sistema no es permitido tener dinero negativo, ni un nimero de bienes negativo.

De esta forma se hace una simulacién de un sistema donde se intercambia un solo tipo de bien activo y
en donde el estado de los agentes depende de dos variables: el dinero y la cantidad de bienes activos. Los

resultados de esta simulacién se muestran a continuacién.

3.3. Resultados y analisis

Se implementé esta simulacién en el programa C + +. El sistema consta de 2000 agentes que interac-
cionan aleatoriamente entre pares 1 x 108 veces. En cada simulacién, se toman datos de dinero y bienes de
cada agente y del precio final del bien activo. Las simulaciones se repiten 1 x 10% veces para suavizar las
distribuciones finales. Respecto a las condiciones iniciales, todos los agentes comienzan la simulacién con
un dinero igual a 0.5 unidades monetarias y una cantidad de 500 bienes activos. El precio inicial del bien
activo se fijo en 0.0001 y cambia en cada transacciéon de acuerdo a una distribucién normal. Se hicieron

simulaciones para diferentes indices de ahorro.

Los resultados muestran distribuciones de ley de potencia (Pareto) para individuos con nimero de

bienes y riqueza altos, de tal forma que la distribucién tiene la forma

fz) oc ™17, (8)
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Las distribuciones de bienes y riqueza muestran una tendencia a seguir esta ley de potencias, sin embargo
el dinero no muestra esta distribucién para todos los indices de ahorro. La grafica que muestra estas

distribuciones se muestra en la figura 3.3. En las gréficas se pueden ver las distribuciones de dinero, bienes

Agentes
T

Dinero

Figura 3.1: Distribuciones de riqueza, bienes y dinero para el modelo cinético de intercambio de bienes.

activos y riqueza calculadas desde la simulacién para una propensién al ahorro de 40 %. Las distribuciones
de riqueza y bienes se ajustan adecuadamente para todos los valores de ahorro. Sin embargo, se pierde el
comportamiento de ley de potencias para ahorros mayores a 40 %. Si el ahorro aumenta, el exponente a
de Pareto disminuye, siendo éste el comportamiento esperado, ya que se estd usando el mismo intercambio
de dinero que tienen el modelo de Chakraborti-Chakrabarti y, al ser la distribucién més simétrica, entre
mas ahorro se tenga, la funcién de distribucién disminuye mas rapido. De esta forma podemos observar en
la siguiente grafica la dependencia del exponente de Pareto para los diferentes parametros de propensién
al ahorro. Esta grafica muestra que la relacion entre el parametro de propension al ahorro y el coeficiente
de Pareto es inversa, lo cual se debe a que las distribuciones tienen un sesgo menor para parametros de
propensién al ahorro grandes, como lo evidencia el trabajo de Chakraborti-Chakrabarti. Este resultado
parece no estar relacionado con las distribuciones de dinero, sin embargo no solo esta relacionado sino
se evidencia claramente que el coeficiente de Pareto es un indice del grado de concentracién de ingreso
que tiene el comportamiento inverso del coeficiente de Gini, “si el coeficiente es alto la estructura de la
distribucién serd menos desigual y si el coeficiente es bajo las desigualdades serdn mas acentuadas” [46].

El anterior resultado es nuevo para los modelos cinéticos de distribucién de riqueza.
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1.5+ —

Coeficiente de Pareto

0 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1

0 10 20 30 40 50 60 70
Indice de Ahorro

Figura 3.2: Relacién entre el coeficiente de Pareto y el superavit para el modelo cinético de intercambio
de bienes



Todos los modelos que describen sistemas complejos estan fundamentados en el estudio de la interac-
cion entre los elementos constituyentes. La solucion al oscilador mecanico cuantico inspiré un modelo de
juguete que usa los operadores creacion y destruccién para aproximarse al comportamiento del mercado de
acciones. En este capitulo adaptamos el modelo de acciones a la economia y desarrollamos en detalle una
aproximacién basada en operadores creacion y destruccion de un mercado econémico donde dos agentes

intercambian dinero por bienes activos.

CAPITULO

MODELO OPERATORIAL DE DISTRIBUCION DE BIENES
ACTIVOS

Recientes desarrollos en la fisica tedrica se han encaminado al andlisis de sistemas complejos (eco-
némicos, financieros y sociales) utilizando herramientas propias de la mecdnica cudntica, la mecénica
estadistica y la termodinamica. Una gran parte de los trabajos en economia han sido enfocados al estudio
de las distribuciones de riqueza, mientras que los estudios de sistemas financieros han sido dirigidos a la
descripcién del comportamiento temporal de los mercados de acciones usando métodos estadisticos [54].
El éxito que han tenido las contribuciones de estos trabajos ha dado como resultado una nueva rama
propia de la fisica llamada econofisica [39]. Actualmente, para analizar sistemas complejos se ha adoptado
una estrategia inspirada en la naturaleza de muchos cuerpos del mercado de acciones, lo que sugiere el uso
de herramientas de la mecanica cuantica y aproximaciones operatoriales como las inspiradas en el modelo

del oscilador arménico mecénico-cudntico[35, 36].

En fisica, la mecénica cudntica se encarga de estudiar los sistemas microscépicos con pocos grados
de libertad, y en un grado mas complejo modela sistemas de muchos grados de libertad ayudado por
métodos computacionales o estadisticos. La mecdanica clésica es determinista y el estado de un sistema se
encuentra aplicando la Segunda Ley de Newton. En cambio, en mecanica cuantica el estado de un sistema
esta representado por la funcién de onda que se encuentra resolviendo la ecuacién de Schréodinger asociada
y nos indica la probabilidad de encontrar una particula en cierto estado de velocidad, posicién, energia,
etc [55]. Por ejemplo, en el oscilador arménico clasico, al aplicar la Segunda Ley de Newton, donde la
energia potencial es proporcional al cuadrado de la distancia al punto de equilibrio, las funciones de estado
para la posicién de la particula son combinaciones lineales de senos y cosenos, mientras que en mecéanica
cudntica, usando esa misma forma de potencial, el estado del sistema o funciones propias del sistema
se encuentran definiendo operadores creaciéon y destruccién. Estos operadores cumplen con ciertas reglas
de conmutaciéon candnicas que ayudan a encontrar los vectores y valores propios de energia usando un

procedimiento algebraico. El Hamiltoniano de este sistema puede ser escrito como la suma de la energia

43
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cinética y un potencial que depende del cuadrado de la posicién. En unidades convenientes tenemos
H = 1 2 2 1

La naturaleza cuantica del sistema es reflejada en el hecho que p no conmuta con z, lo cual indica que

estos observables representados como operadores satisfacen la regla de conmutacion

[z,p] = ap — px =il. (2)
Donde I es la matriz identidad. Definiendo respectivamente los operadores creacion y desctruccién
L (ot ip) (3)
a:=—(x +1ip),
vz
y su adjunto

ot = = (z — ip), (4)

V2

de tal forma que se define N como
N = aTa, (5)

y podemos reescribir el Hamiltoniano como

1
H=N+s. (6)

Estos operadores a' y a suben y bajan en un cuanto el estado de energfa del oscilador arménico, pero al
aplicar el operador bajada o operador destruccién repetidamente, eventualmente alcanzard una energia
menor a cero que no existe. Esto implica que existe un estado base ¢g, que es un vector de H aniquilado

por el operador a, es decir

apo = 0) (7)

de tal forma que para generar los llamados estados excitados se aplica sucesivamente el operador creacién

al estado base

(aT)ngao,conn =0,1,2,... (8)

1
$n -—m

Con lo anterior, la ecuacién de Schrodinger es expresada de una forma mucho mas amable
Hep = (n+1/2)¢,. (9)

En lo anterior, la clave esta en la regla de conmutacién entre los operadores, que se deduce facilmente a

partir de la definicién
[a,a] =1. (10)
Ahora, si tiene un oscilador con mas dimensiones, las reglas de conmutacion canénicas cambian

lar,al] =16,,,1,n=1,2,3,..L, (11)
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y se tienen L modos independientes. Es evidente que en muchos problemas de fisica clasica y cuantica son
usados los osciladores L dimensionales mediante esquemas perturbativos. Sin embargo, en fisica hay que
considerar dos tipo de particulas, que obedecen a reglas de conmutacion diferentes: bosones y fermiones.
Los bosones son particulas con espin entero como los fotones. Los fermiones son particulas con espin
semientero, tal como los electrones. La diferencia se refleja en el tipo de funciones de onda, ya que puede
ser simétrica (la de los bosones) o antisimétrica (la de los fermiones) bajo el intercambio de un par de
particulas. La consecuencia més importante de este hecho es que los fermiones deben cumplir el principio
de exclusién de Pauli, es decir no pueden existir dos fermiones con exactamente los mismos numeros

cuanticos.

Asi, los fermiones deben satisfacer reglas diferentes pero analogas a las anteriores. Estas reglas se
llaman relaciones de anti-conmutacién y establecen que los fermiones son aniquilados y creados por ope-

radores similares by, y b};, que satisfacen reglas diferentes.
{busv b = o]+ bl = 13, (12)

foi b} = {b. 0L} =0.0n=1,2,3,..L. (13)

Con lo anterior, se puede lograr que actiie mas de una vez el operador a; o azr, mientras que solo puede

actuar una vez los operadores b; y b}L.

Estas ideas sirven para modelar sistemas que tengan comportamientos parecidos a los que describen
los operadores creacién y aniquilaciéon. Por ejemplo sistemas financieros donde el precio de las acciones
sube y baja dependiendo del estado del mercado. Esta aproximacién es valida, ya que el precio de una
accion no cambia continuamente, sino que lo hace en miltiplos enteros de una unidad monetaria que se
puede definir como un cuanto de dinero [35]. Bagarello desarrolla, bajo este marco, un modelo de juguete
inspirado en un gas de bosones interactuantes. A pesar de que este modelo es financiero y considera
acciones y dinero en los intercambios, el método se puede extender a sistemas econdémicos en donde se

intercambien bienes y dinero en el sistema.

En este capitulo desarrollaremos en detalle el modelo financiero més simple de Bagarello, pero enfo-
cado a sistemas econdémicos, ya que los resultados obtenidos estan relacionados con las preferencias que
tiene un agente a adquirir un bien. Primero se establecen las principales suposiciones del modelo, luego se
construye el Hamiltoniano definiendo los operadores creaciéon y destruccién, y finalmente se encuentran
los valores y vectores propios de la ecuacion de Heisenberg para un sistema compuesto por dos agentes

que intercambian un solo tipo de bien.

4.1. Descripcion del modelo

Vamos a considerar un sistema econémico que consiste de L agentes que intercambian un solo tipo
de bien con los otros agentes del sistema. En esta aproximacién se adopta una descripciéon de bosones
interactuantes, ya que mas de un agente puede tener la misma cantidad de bienes y la misma cantidad
de dinero. El modelo es de naturaleza discreta, ya que los bienes se intercambian en un multiplo entero
de una minima cantidad llamada quantum de dinero. Ademads, el sistema es cerrado, es decir el niimero

de bienes y dinero total del sistema es fijo. De esta forma usamos ideas de la mecanica cudntica para
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construir un modelo de juguete que simule el comportamiento de una economia de intercambio de bienes.
En este modelo, por simplicidad solo un tipo de bien es intercambiado y el niimero total de bienes en
el sistema no cambia con el tiempo. Como ocurre en los modelos anteriores, el sistema es andlogo a un
gas de particulas que interactian conservando su energia, de hecho existe una minima cantidad de dinero

llamada la unidad monetaria.
Este modelo de economia simplificada va a estar soportado en las siguientes suposiciones:
i. El mercado consiste en L agentes intercambiando un solo tipo de bien.
ii. El todo el sistema, el nimero total de bienes es fijo en el tiempo.

iii. Un agente puede intercambiar bienes solo con otro agente, es decir los agentes sienten una interaccién

de dos cuerpos.
iv Los agentes solo pueden comprar o vender un bien en una transaccién.
iv. Existe un tinico precio del bien fijado por el mercado.
v. El precio del bien cambia en pasos discretos multiplo de una unidad monetaria dada.

vi. Cada agente tiene una gran cantidad de dinero que puede utilizar para comprar bienes.

Con respecto a las suposiciones, como en los anteriores modelos la primera considera un sistema
compuesto de agentes que intercambian bienes. La segunda indica que la cantidad de bienes es una cantidad
conservada en el sistema. La tercera es una suposicién que viene de la fisica y es una simplificacién tipica
de en la teoria de muchos cuerpos. La cuarta y la quinta son dos suposiciones que simplifican el modelo
y parecerian ser las mas restrictivas, sin embargo podemos ver propiedades interesantes al suponer que la

economia solo se compone de un tipo de bien.

Para describir el comportamiento de este sistema vamos a definir el operador Hamiltoniano y describir
la evolucién en el tiempo del modelo debido a la interaccién entre los agentes. Para esto se va a usar la

representacién de Heisenberg, en la cual la evolucién temporal del observable X € 4l esta dado por
X(t) = et x e tHE (14)

0 equivalente, si se soluciona la siguiente ecuacién diferencial

dX(t)  _ d ey —ime
&% - @ [e Xe ] (15)
_ Z»HethXe—th_iethXHe—th:iethHXe—th_z'ethXHe—th (16)
e H, X]_e "t = i[H, X (t)]. (17)

Entonces, a partir de esta ecuacién podemos tomar el nimero de bienes de un agente como un observable
y calcular su evolucién en el tiempo. Sin embargo, debemos encontrar un Hamiltoniano apropiado que dé
cuenta de las interacciones en el sistema y asi usar la ecuaciéon de Heisenberg. Lo anterior se realiza en la

siguiente seccién.
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4.2. Solucién de la ecuacién de Heisenberg

Ahora la tarea es solucionar la ecuacion de Heisenberg. El primer paso es definir el Hamiltoniano del
sistema, de tal forma que debe integrar el nimero de bienes que tiene cada agente, la interaccion que hay
entre los dos agentes y el precio del bien. Asi, la primera parte del Hamiltoniano cuenta el niimero de
bienes que tiene cada agente, la segunda indica las interacciones entre agentes y la tercera define el precio

del bien. Por lo anterior, el Hamiltoniano que describe la evoluciéon temporal en este modelo es

H = HO + HprcCiOv (18)
L L

Hy = ZO&[(IICL[ + Z pijaia;, (19)
=1 i=1

Hprecio = €pr~ (20)

Las reglas de conmutacion de los operadores son las siguientes

[al,a}:] = 5lnIa (21)

siendo todos los demds conmutadores cero. Ahora, la tarea que cumplen los operadores a; y azf es bastante
clara, pues estos deben destruir y crear respectivamente un bien en el agente [, mientras que los operadores
p v pl modifican el precio del bien haciendo que se incremente una cantidad fija € o disminuya respecti-
vamente la misma cantidad. Con respecto a los coeficientes p;;, solo toman valores de 0 o 1 dependiendo
si los comerciantes 7 y j interactian o no. Bajo esta perspectiva, se asume que no hay interaccién con si
mismo, es decir p;; = 0 para todo ¢. El operador aia;r. de la parte derecha del Hamiltoniano de interaccion
destruye un bien del agente i y crea un bien en el portafolio del agente j, en otras palabras el agente i le
vende un bien al agente j. Las interacciones entre agentes son bidireccionadas, es decir el agente 1 puede
venderle bienes al agente 2 y viceversa, de esta manera el Hamiltoniano es auto-adjunto, cumpliéndose
que si p;; = 1 entonces p;; = 1. Los valores de «; en el Hamiltoniano libre se interpretan como la habilidad

que tiene el agente para comprar o vender bienes e incrementar el valor de su riqueza.

Los observables a los que se les presta una especial atencién son el precio de los bienes y el ntimero
de bienes de cada agente, es decir por ahora no nos ocuparemos del dinero de cada agente, como en los

anteriores modelos. Entonces podemos definir el operador precio del bien activo como

P = epr, (23)

mientras que, sabiendo que el operador a;r-aj cuenta los bienes del agente j, definimos el operador niimero

de acciones del agente j como

ﬁj = CL;(-aj. (24)
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Asi un observable en el sistema es el nimero total de bienes, al que se le asigna el operador
L
N = Z’ﬁj = Za;aj. (25)

Como el nimero de acciones en el sistema es una cantidad conservada, N (t) = N para todo tiempo,
es decir reemplazando en la ecuacién 15 se tiene que el operador nimero de bienes y el Hamiltoniano
conmutan [H, N ] = 0. El siguiente paso es verificar si el operador nimero de bienes por cada agente
conmuta con el Hamiltoniano del sistema. Para esto se introduce el Hamiltoniano y usamos las reglas de

conmutacion de la forma

[H» ﬁk] = [HO + Hpreciov ﬁk] (26)
= Ho,nk Zalal a; + Z pz]aza]7akak (27)
1,j=1

L

= Y o [a}auazak} + Z Dij [aia;,alak} (28)
1=1 i,j=1
L L

= Zal {aL [a;ahak} + {a}al,aﬂ ak} + Z Dij {az [aia},ak} + [aia;r-,au ak} (29)
1=1 ig=1

= zL:al {a;rC {a;r la, ar] + [a},ak} al} + {alT [al,au + {a},au al} ak} + (30)
+ XL: Dij {a£ {ai {a},ak} + [as, ag] a;f-} + {ai [a;,aﬂ + {ai,au a;-} ak} (31)

1,7=1
L L
= Zaz {_a£§lkal + Clzr(slkak} + Z Dij {_azaiéjk + 5:‘1@@;&1@} (32)
=1 i =1
= o { aL(lk + akak} Z Dij { a Qi + aTaz} (33)
1,j=1
= 0. (34)

Como este operador n conmuta con el Hamiltoniano del sistema, el sistema es estacionario es decir la

densidad de probabilidad no varia con el tiempo. Con respecto al operador precio definido como

P =epp, (35)
en este trabajo por simplicidad se considerard que es una constante de movimiento, es decir que el con-
mutador [H, ]5] = 0. Esta no es una suposicién real, sin embargo en un modelo mas general se puede

introducir facilmente.

El interés se centra ahora en describir el estado del sistema. En el ejemplo del oscilador arménico
cuantico descrito en la ecuacién 8, se usa el operador creaciéon aplicado sucesivamente al estado base
para generar los llamados estados excitados. El estado base se obtiene cuando todos los agentes no tienen
ningun bien y los estados excitados se construyen al aplicar el operador creaciéon de bienes en el estado

[, tantas veces como bienes tenga el agente [. Por ejemplo, si el agente 4 tiene dos bienes se debe aplicar
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el operador <a4) sobre el estado base yg. De esta forma, en el estado inicial ¢ = 0 podemos considerar
que el primer agente tiene ny acciones, el segundo agente tiene no acciones y asi sucesivamente. Ademds
el precio del bien es P = Me. Adicionalmente, se impone que el sistema se encuentra en el estado inicial

Wny,na,....,nz ;M definido por el vector

1 ny na nr, M
— T T T T

<)07ll7”27--~7”L§M T \/m (CL1> (a’2) (a’L) (p ) ¥o- (36)
Anaélogo al oscilador armoénico, ¢q se define como el vacio del sistema de forma que el operador aniquilacién

actuando sobre este estado es cero ajpg = ppo = 0, para todo j = 1,2, ...L.

Ahora estamos en posicién de resolver las ecuaciones de Heisenberg para los operadores creacién y
aniquilacién. El primer paso es desarrollar el conmutador del Hamiltoniano e introducirlo en la ecuacién
de Heisenberg. Asi, el operador aj, lo introducimos en la ecuacién 15 de la forma

day, (t)

e et [H, ay] e 1T, (37)
Si nos enfocamos en el conmutador de la parte derecha de la ecuacién, tenemos
L L
[H,ar] = Zala;al + Z pijaia;r- + ep'p, ay (38)
=1 i,j=1
L L
= Zal [a;al,ak} + Z Dij [aia;,ak} (39)
=1 i,j=1
L L
— Zal {a} [ar, ax] + {a;,ak} al} + Z Dij {ai [a},a;@} + [a;, ag] a;} (40)
1=1 i,j=1
L L
. Zm&mz - Z Dij @ik (41)
1=1 i,j=1
L
= —OQg0g — Zpikai, (42)
K3
insertando este resultado en la ecuacién diferencial 37 y teniendo en cuenta que por definicién ag(t) =
eftge~ "t obtenemos
L
da(;;t(t) _ it [akak B ;pikai‘| o—iHt (43)

L
= i [_akelHtake—lHt _ § pikelHtaie—lHt‘| (44)
%

L
= —lagar(t) — inikai(t)~ (45)

A primera vista, esta ecuacién no es facil de analizar, sin embargo podemos generalizar este resultado

a partir del estudio de un sistema de dos agentes. Entonces, un sistema de dos ecuaciones de la siguiente

forma ay(t) = e'tage= 1t obtenemos
.daq(t
00— o)+ praat), (16)
.das(t
jdae®) - _ praay (1) + agas(t), (47)
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de tal forma que este resultado corresponde a una operacién entre matrices

CZ;EED - (5112 - ) (521((5)).) (48)

Si queremos generalizar este resultado para L agentes introducimos el vector a(t)

a1 (t)
as(t)
as(t)
a(t) = : , (49)

ap1(t)
ar, (t),

y el operador X

o P21 P31 v PrL-11 P11
P12 (e] D32 o PL-12 PL2
P13 P23 [e%:] o+ PL-13 pL3
X=| . . . . (50)
PiL-1 P20—1 P3L—1 - ap—1 prp
pPiL P2L p3L “r PL-1L ay,

con lo cual, se puede expresar la ecuacién diferencial en 45, asi
ia(t) = Xal(t). (51)

Debido a la forma de los subindices p;; y ya que todos los indices a son reales, la matriz X es auto-adjunta.
Esta ecuacién se soluciona de la siguiente forma: tomamos una matriz V' que diagonalize la matriz X, es

decir
VIXV = diag{zy, 20, -- 21} =: Xy, (52)

donde z; son sus valores propios j = 1,2,---, L. Para solucionar estas ecuaciones diferenciales acopladas

hacemos una sustitucién a(t) = Vb(t), donde V es el vector que diagonaliza la matriz X

a(t) = Xaf(t) (53)
ivb(t) = XVb(t) (54)
iVivee) = VIXVb@) (55)
ib(t) = Xab(t). (56)

Por lo anterior, debido a que la matriz X; es una matriz diagonal, conduce a desacoplar las ecuaciones

diferenciales, siendo posible obtener una ecuacién para cada agente de la forma

ii)k (t) = xbg (t) (57)

Para solucionar esta ecuacién diferencial, se suponen soluciones de la forma

b(t) = ae ™M 4 el (59)
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Dado que las soluciones de esta ecuacién son funciones propias que deben ser normalizables, entonces la
segunda parte de la solucién debe ser cero

b(t) = ae” M, (60)

y asi la ecuacién diferencial queda expresada como

ibe(t) = wrbi(t) (61)
ia(—iN)e ™™ = zpaeNM (62)
A o= (63)

Es decir, los valores propios son los elementos de la matriz diagonal. Si consideramos las condiciones

iniciales tenemos
bi(t) = €7b,.(0), (64)

con lo cual se puede expresar la solucion general de la forma

b(t) = U(#)b(0), (65)
donde U(t) es
ezt 0 0 0 0
0 et 0 0 0
0 0 elzst 0 0
Ut) = (66)
0 0 0 der-it
0 0 0 0 elrLt

b(t) = U(t)b(0) (67)
Viat) = U#)VTa(0) (68)
a(t) = VU(@)VTa(0) (69)

De esta forma es suficiente calcular los vectores y valores propios de X para encontrar el vector crea-
cion de bienes. Por otro lado, si queremos encontrar el operador creacién debemos introducir el adjun-
to al vector a(t) haciendo el conjugado de la transpuesta de a(t). Asi, af(t) es el vector fila af(t) =

(ai(t), ab(t),... ,aTL_l(t)aTL(t)), el cual corresponde en notacién matricial a
at(t) = at () VUt )V, (70)

siendo posible comprobar explicitamente que N es una constante de movimiento

N@) = dl@®)ai(t) +al(t)az(t) + ...+ al (Dar(t) = al (#)a(t) (71)
= (a'(O)VUT)VT) (VU (#)VTa(0)) (72)
= a'(0)a(0). (73)

Con las expresiones para los operadores creacién y destruccién, se puede encontrar los valores esperados
de observables en el sistema. Por ejemplo, encontrar el valor esperado del nimero de bienes de cada agente

es la tarea a desarrollar en la siguiente seccion.
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4.3. Calculo del valor esperado de los bienes de un sistema com-
puesto por dos agentes

Ahora el objetivo es calcular una expresién analitica para el nimero de acciones como funcién del
tiempo de un sistema compuesto por dos agentes. Para esto, lo primero que se hace es calcular los valores
propios de la matriz

X = (al p12> (74)

pb21 Qo
Estos valores propios derivaran en una matriz que diagonalize X. Formalmente para encontrar los valores
propios se debe solucionar la ecuacién det(X — AI) = 0, es decir

— P

_ o
det(X — AI) = det ( A

) = (a1 =Mz =) - 7, (75)
de modo que nos queda la ecuacién cuadrética
A — (o 4+ ao) X + (a1 — p?) =0, (76)

cuya solucién se simplifica al definir las variables o = o; — a2, Q2 = o + 4p?

a1 +oas £ 0
)\172 =, (77)
2
siendo estas cantidades los valores propios de X, y este resultado nos sirve para definir la matriz U. El
siguiente paso es resolver el sistema homogéneo (X — X\;I)V = 0, donde V es el vector propio de cada uno

de los valores propios, y asi encontrar los vectores propios, es decir

a1—7a1+32i9 D AN At D 1\ _ (0
< P as — al‘l‘%ziﬂ Zo - P —aQiQ Zo —\o. (78)

Este sistema tiene infinitas soluciones, sin embargo Bagarello [35] toma una solucién particular que dia-
gonaliza la matriz X, que estd dada por uno de los vectores propios que es solucién del anterior sistema

homogéneo, siendo

_( 2 2p
V_(a—ﬂ a+Q> (79)
Y su inversa:
1 (fa+Q —2p
T
v 4pQ (a -Q 2p ) (80)

Con estos vectores, junto al vector U que depende de los valores propios que se encontraron anteriormente,

es posible expresar los vectores bajada como

a®)) 1 2 2 i TG 0 a+Q —2p a1
az(t) T4 \a—Q a+Q 0 P52 [ \a — az

_ 1 2p 2p (o + Q)eiaﬁ;zmt —2pe PSSz, a1(0)
= 4pQ a—Q Oé+Q (CY*Q)eth 2pe o<1+az Q (0)
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e a Q e ag—Q « a o3 o Q

_ 1 (2p(a+ Q)e' L2t t 4 2p(a — Q)é LEg2=2 —4p2el g2 +4p?e! gt (a1(0))
- Y e @ Q L ag—Q et +ag—Q

4\ (o” - Q%el%t — (a? = Q?)é L322 —2p(a — Q)é 1+2 tyopla+ Qe t) \az(0)

.ajtas+Q La1tag—Q La1tas+Q La1tas—Q

_ 1 2p(a+ Q)e! s a1 (0) + 2p(a — Qe 2 a1 (0) — 4p?e! s Las(0) + 4pe! gt tas(0)
- Y a o Q Lo ag—Q Lo o Q L a9 —

4pQ \ (0 — O?)e g2t La1(0) — (o — Q2)é! 152 *a1(0) — 2p(a — Q)eé' Lt *a2(0) + 2p(a + Q)é’ 552 taz(0)

De la misma forma, es posible calcular el vector fila para el correspondiente operador de bajada

Lajtan+Q
L 2p 2p et 0 a+Q —2p
o am) = ggelo 4o (g . 7) ( L) (e
=L ) ey (2 ) (e et pe o
B 4pQ M1 2 a—0 a+0 (afg)efi%rnt 9pe jortas=9,
_ L (CLT(O) aT( )) 2p(a+Q) _ia1+32+nt+2p(Q*a)6_iwt *4])26_1 ajto 2+ +4p2€_i%t
4pQ 1 (az 792) _iwt . (ag 792)6_1%,5 *2}7(0&7 Q)e_ia1+22+ +2p(a+Q)6_i%i
< L P& —Q . [e% Q ey a9 —
= 4;Q(QP(04+Q) S tal (0)+2p(Q—a)e™ 1+ay ta} (0)+(a?—02)e 1tagt tag(O)f(a2fQ2)671ﬁ+ta£(0);
4P RG] (0) 4 4% T ] (0) - 2p(a— e T 0] (0) 4 2p(at Qe E T a (0)),

Teniendo las expresiones para los operadores creacién y destruccién de bienes de cada agente, el
objetivo es ahora calcular el valor esperado del niimero de acciones de cada agente, es decir se realiza el

calculo de
<90n1,n2‘ ni (t) |80n1,n2> = <80n1,n2 | a]ial ‘(pn17"2> . (81)

Los estados son ortonormales y para encontrar los términos que sobreviven a la operacion se debe multi-
plicar las dos expresiones asi

_je1tastQ _jo1tas—Q _jo1tantQ _jo1tan—Q
(¢ny sl [2p(a + Qe T lal(0)+2p(Q—a)eT T 2 'al(0) + (o — 0%)e = fab(0)— (¥ —Q%e ™ T tai(@)}
jo1tast@ jo1tas—Q jo1tantQ jQ1tag—Q, 1
[2p<a +Q)et 2 ar(0) + 2p(a — Qe far(0) —4p’e 2 taa(0) +4pet 2 <0>] Topre |#mma)

1 g _jortestQ, ajtantQ [e1taa—Qy aqtan—0, 4

= 1(32)7292 <<)0n1,n2| 4p2 (Q+Q) € 2 e 2 ta]i (O)a1 (0)+4p2 (927042)67 2 e ) al(o)al (0)
] (0)ar (0) + 4p2( — @)

+4p*(a® — Qe 1
a1 tag+Q a1 tao+Q2
TR A (0)ax (0) + 4pP (0 — %)l

cajtag—Q, .ajtastQ Lajtag—Q Lajtag—Q
i 5 tel 5 2 i 5 tefl 5 t T

1(0)a1(0)
—4p*(a® = Q%)e 2 ez la

R G (0)ag(0)
FAp? (02— 02)e TR T ()0, (0) —4p? (02— Q2) el T “te—i‘”*‘si”“ta;(O)aQ(O) |Gnyma) -
(

Teniendo en cuenta que (@n, ny|71(0) |@n,ns) = (Pry.nsl al( )a1(0) |¢n, ny)s S€ Obtiene

1

= 1z (Prumal (@ +92)%m (0) + (9 - a?)e” 1 (0) + (o — Q%)en1 (0) + (2 — a)*na (0)

— (@ = Q*)n2(0) + (a® = Q)e 0y (0) + (o — Q%) n2(0) — (o = Q*)n2(0) [pny ms) -
Agrupando términos

1

=1 (Pny,nsl (2@2 + 292)711(0) —+ (92 - a2) [(fmt + eim} n1(0) + (72042 — 2(22)112(0)

+ (OZ2 — 92) [eiiﬂt + 6iQt] TLQ(O) |§0n1,n2> )
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y teniendo en cuenta las relaciones de Euler 2cosf = e =% + e se tiene

= ﬁ (n1ma | (@7 4Q%)11(0)+(2*~0?) cos(Q)n1 (0)+(—a” = Q)n2(0)+(a® ~ Q) cos(2t)n2(0) [¢n, na) -

Agrupando términos, se obtiene

! (n1 (0® + 2p* (1 + cosQt)) + 2p°ny (1 — cos Q1)) , (82)

m(®) = al(Dar(t) =

resultado que es mostrado por Bagarello [35]. Ahora, para calcular el valor esperado del niimero de bienes
ngy se tiene en cuenta que

<<pn1,n2 ‘ nQ(t) |50n1,n2> = <80n1.,n2 | a%ag “pnl,n2> ) (83)
desarrollando

- ﬁ(wnlml [7 2R 1 0) 4 ap2e TS Qtal{(o)*2;0(047Q)e_i7al+gz+gf’a;(0)+2p(a+Q)e_i7al+(2¥2_ﬂf’a;(0)}

P

[0 - @) 55 0 0) - (0 = 00 T 0 (0) = 200 - T 10a0) 4 200+ 0T 020 [ony.)

operando
1 LajtastQ, .ajtastQ LogtantQ, cajtas—Q
= o (Pl —4p2(02 —02)e B G SEEER  0)a, (0)-ap? (020 T ] (0)ay 0
e an— e a Q e ag—Q e ao—
+dp?(a? — Q2)e TR ATEE R 01 (0)a, (0) — 4p?(a? — Q2)e TR AT 0 (0)a,(0)
Fdp?(a — Q)2 RS G 0)4,(0) — 4p2(a? — Q2)e i TEE T AT G (0)a5(0)

Lajtags—Q, .ajtas+Q
N

—4p2(oz2—i—Q2)e_1 a2(0)a2(0)+4p (a+02)%e

9 _ia1+a2 Qteia1+a2fﬂt T

= a3(0)a2(0) @y ny)

1 . .
= ey (Pnuna| 40202 =02 (0) 445 (02 —02) eV, (0)-+4p? (% —02)e ¥y (0)—4p? (0% —2%) (0)
P

+4p? (a— Q)2n2 (0)— 4p? (a2 — Q2)e_imn2(0) —4p? (a2 + Q2)eimn2(0) + 4p2(a + Q)2n2(0) [Pny.ma) s

eliminando y agrupando términos, se obtiene

2
= <%,n2|%{2n1(0)— [e7i 4 ] }+ { 202 4 20%)n2(0) — (a? — Q%) [ + 7] 12(0)} |@ny ) -

Teniendo en cuenta las relaciones de Euler 2cos 6 = e=% + 1, tenemos

= (Purml 5z £201(0) = cos()n1 (04555 {(207 + 2072 (0) — (2 = ) cos(In(0)} [y ma)

agrupando, se obtiene

2

(14 cosQt) 4+ ngy (1 + % (cos Ut — 1)) (84)

2p*ny

nat) = af(t)aa(t) = 2

En resumen, los valores esperados del niimero de acciones de los dos agentes estan dados por las expre-
siones.

1

ni(t) = al(t)ai(t) = %) (n1 (o + 2p® (1 + cos Q) + 2p°ny (1 — cos Q) (85)
na(t) = ab(t)as(t) = 2];27“ (1 — cosQt) + ny <1 + %l; (cos Qut — 1)) . (86)
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Numero de acciones

100 150 200
tiempo

Figura 4.1: Valor esperado del niimero de acciones para un sistema de dos agentes.1

Lo interesante de este modelo es analizar las consecuencias para la interaccion entre los dos agentes con
las mismas habilidades. Es claro que si ambos agentes tienen la misma cantidad de acciones inicialmente,
el sistema no se mueve y siguen con la misma cantidad de bienes todo el tiempo. Sin embargo, si tienen
un numero inicial de bienes distinto, la solucion es periddica, como se muestra en la siguiente figura. Para
este resultado, el nimero de bienes iniciales del agente 1 son 40 mientras que el niimero de bienes del
agente 2 es cero, por lo tanto las expresiones para el valor esperado del niimero de agentes son

ni(t) = 20+ 20cos2t, (87)
na(t) = 20— 20cos2t, (88)

que corresponden a las funciones mostradas en la anterior figura.

El desfase entre los dos valores esperados muestra las conductas del agente ante la escases o abundancia
de un bien. El primer agente 1 tiene el nimero maximo de bienes en el sistema entrando en una situacién de
saciedad, asi que decide entregar bienes al agente 2 que inicialmente no tiene ningiin bien. Las funciones
para el valor esperado del niimero de bienes para ambos agentes estan desfasadas, es decir uno entra
en saciedad o méxima felicidad cuando posee todas los bienes disponibles en el sistema. Esta es una
conducta tipica de los consumidores respecto a las preferencias de los bienes en un sistema econémico. Sin
embargo, este sistema de dos agentes es muy restrictivo. La solucién que se plantea es obtener el espectro
de nuimero de bienes para un sistema compuesto por muchos agentes que compitan por el mismo bien y
que inicialmente tienen una cantidad diferente de bienes. La modificacion del programa y los resultados se
muestran en el siguiente capitulo. Mediante este modelo, ha sido posible dar cuenta de la dindmica de la
riqueza de un agente a partir de un Hamiltoniano que describe los agentes econémicos y sus interacciones.



Desarrollar un modelo analiticamente en detalle permite construir un algoritmo que extienda el mo-
delo para aproximarse sucesivamente a la realidad. En este capitulo desarrollamos el modelo operatorial
de una economia constituida por muchos agentes. Primero mostramos el programa con el que solucio-
namos las ecuaciones de Heisenberg y luego analizamos los resultados para un sistema econémico donde
todos los agentes interactian teniendo la misma habilidad y un nimero diferente de bienes activos. Los
valores esperados del nimero de acciones se relacionan con las preferencias del bien que tiene un agente
econdémico.

CAPITULO

APROXIMACION OPERATORIAL DE LA DISTRIBUCION
DE RIQUEZA PARA MUCHOS AGENTES

En econofisica, gran parte de los trabajos en mercados econémicos y financieros han sido estudiados a
la luz de modelos mecanico estadisticos. Sin ir mas alld, la distribucién de dinero, ingreso y riqueza se ha
estudiado en el marco de la teoria cinética de gases, que usa la estadistica para encontrar las distribuciones
de energia en un sistema. Sin embargo, Bagarello propone un modelo financiero en donde se hace uso
de los operadores creacion y destrucciéon para construir un sistema en donde los agentes intercambian
bienes activos a través del tiempo [35]. De esta forma, Bagarello logra construir un modelo que imita el
comportamiento del mercado de acciones usando conceptos y herramientas de la mecanica cudntica. En
este trabajo, el modelo de mercado financiero de Bagarello se traslada a un mercado econémico, donde
los agentes intercambian un solo tipo de bien cuyo nimero no cambian con el tiempo. A pesar de ser un
modelo cuantico, el sistema nuevamente se comporta como un gas de bosones interactuantes, sin que la
energia total del sistema cambie por efecto de las interacciones. Como se estudié en el anterior capitulo,
los resultados del modelo mas sencillo estudiado por Bagarello parecen estar relacionados con conceptos
microeconémicos de preferencia de un bien. De esta forma, en este capitulo se describe brevemente y
desde una mirada microeconémica las conductas que tiene un agente econémico o consumidor ante la
abundancia o escasez de un bien. Ya teniendo una base tedrica, se describen los pasos de la simulacién y
se muestra el codigo con el que es posible modelar un sistema de muchos agentes. Finalmente, se muestran
los resultados, que son analizados en el marco de la microeconomia.

5.1. Las preferencias en un sistema econémico

A pesar de no estudiar los mismos fenémenos, la fisica y la economia usan un método de estudio
comun: la primera se preocupa por construir modelos que describan la naturaleza fisica, mientras que la
segundo se enfoca en construir modelos que expliquen fendmenos econémicos [56]. De hecho, en ambas
ramas un modelo simple puede ser util. Por ejemplo, en fisica el paradigma del oscilador armonico es base
para describir muchos fenémenos, mientras que en la economia es pertinente construir modelos simples
de equilibrios de mercado, lo que explica las fluctuaciones en los precios de los bienes. Lo importante en
ambos casos es considerar solo algunos sucesos relevantes y a partir de ellos describir rasgos de la realidad
en un sistema fisico o en una sistema econémico. A pesar de que este trabajo no se enfoca en ver las
fluctuaciones en los precios debido a la oferta y demanda de los bienes en un mercado econémico, sino sélo
en la cantidad de bienes que posee un agente, los resultados se pueden interpretar a la luz de diferentes

56
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fenémenos econdmico.

Todos los bienes que puede un individuo adquirir en una economia se denomina cesta de bienes, con
lo cual en el modelo que estamos considerando, la cesta de consumo consiste en un solo tipo de bien.
Nuevamente parece algo restrictivo debido a que en un plano més general no sélo necesitamos de una lista
completa de los bienes que puede adquirir un agente, sino también el lugar y las circunstancias en las que el
agente los obtiene. Sin embargo el hecho de solo considerar un bien puede dar cuenta del comportamiento
de este tipo de bien en economia. Por otro lado, en general las preferencias se basan en la existencia de
varias cestas de consumo, pero existen fenémenos asociados a la abundancia o escasez de un solo bien en
un sistema econémico.

Exploremos por ejemplo dos fenémenos extremos relacionados con el nimero de bienes en un sistema
econdmico: el primero es un agente que estd ante una situaciéon de maxima felicidad es decir, el numero
de bienes es tan alto que el agente siente que su bienestar no puede mejorar mas; el segundo es un agente
que estd en una situacién de minima felicidad porque el agente tiene una cantidad muy pequena de ese
bien. Ambos casos son extremos y se convierten en males, es decir pasa a ser una mercancia que no gusta
le gusta al agente (consumidor). Lo anterior indica que una situacién de abundancia de un bien puede
hacer que el agente considere la idea de traspasar algunos bienes para mejorar su bienestar, y en el caso
contrario de escasez, el agente adquiere bienes para aumentar su bienestar. Entonces hay un punto de
saciedad o de equilibrio, donde el individuo se siente a gusto con la cantidad de bienes que tiene y no
desea aumentar ni disminuir su riqueza.

El modelo que estamos usando es perfecto para el andlisis de las anteriores ideas, debido a que solo
se considera un bien y los agentes en el sistema pueden competir por él. En lo que resta de este capitulo,
vamos a enfocarnos en construir un modelo en donde muchos agentes, con diferentes niimeros de bienes
iniciales, compiten por poseer la mayor cantidad de bien activo. Para esto, inicialmente se describe la
simulacion con la cual se realiza el modelo de este sistema, para posteriormente mostrar el codigo con el
que simulamos el sistema de muchos agentes. Finalmente, se presentan los resultados y se analizan en el
marco de la microeconomia.

5.2. Algoritmo para el modelo de muchos agentes

El algoritmo se enfoca en obtener el valor esperado del nimero de bienes de un agente econémico que
intercambia un solo tipo de bien con el sistema. El modelo imita un mercado econémico cuyo comporta-
miento puede ser descrito por un operador llamado el Hamiltoniano. Se puede decir que el Hamiltoniano
describe la evolucion libre del sistema, mas los efectos de interaccién. El Hamiltoniano entonces se puede
construir con tres partes: la primera cuenta la cantidad de bienes en el sistema, la segunda relaciona la
interaccion entre pares de agentes y la tercera estd vinculada al precio del bien. Asi, como se indicé en el
capitulo anterior, se expresa el Hamiltoniano de la siguiente forma

H = HO + Hpreciov (1)
donde
L L
Hy = Zalajal + Z pijaia;, (2)
=1 ij=1
Hprecio = €pr~ (3)

Con lo anterior, ya se puede calcular el valor de cualquier observable del sistema, en especial el valor
esperado del nimero de acciones. Lo anterior es posible si se soluciona la ecuacién de Heisenberg dada
por

dx(t)

i =i[H,X(t)]. (4)



58

Para esto se construye un algoritmo que permita solucionar numéricamente esta ecuacién, la cual incluye
los operadores creacién y destruccién de bienes. Ademds, teniendo en cuenta que los estados forman
un conjunto ortonormal, se calculan los valores esperados del ntimero de acciones para cada agente del
sistema. De esta forma, se considera un sistema compuesto de muchos agentes con los misma habilidad «;,
siendo posible para cada agente interactuar con todos los deméas agentes del sistema. Inicialmente todos
los agentes tienen una cantidad de bienes diferente, de tal forma que se pueda establecer los siguientes
pasos para la simulacién

1. Elegimos el nimero de agentes en el sistema y le asignamos a cada uno un niimero de bienes iniciales
para que lo intercambie con el sistema. Tanto el nimero total de agentes L, como la cantidad total
de bienes IV van a ser cantidades conservadas en el sistema.

2. Establecemos el tiempo y el ntimero de pasos con los que se va a ejecutar la simulaciéon. Ya que la
el niimero de bienes es una variable discreta, se puede definir tiempos 7 tal que esta condicién se
cumpla. Por simplicidad en los resultados de este trabajo no vamos a mostrar esta condicion.

3. Definimos la matriz X donde todos los valores X;; con j # ¢ son iguales a 1, es decir existe una
interacciéon entre todos los agentes del sistema. La habilidad de cada agente es la misma, por ejemplo
podemos establecer 2 como la habilidad de cada agente, con lo cual

o D21 P31 crr PL-11 PrL1 2 11 101
D12 ) P32 '+ PL-12  PL2 1 2 1 11
P13 P23 (e%:] ©r PL—13 PL3 1 1 2 -1 1
X = . . ) . = : . (5)
PiL-1 P2L—1 P3r—1 -+ oap—1 prr 111 2 1
PiL D2L pP3L " PL—1L ar, 1 11 1 2

4. Definida la matriz X se hace el calculo de los valores y vectores propios. El ntimero de valores propios
es el mismo nimero de agentes en el sistema, mientras que la dimensién de la matriz de vectores
propios es la misma que la dimension de X. Asi los valores propios son 1, 2,3, x; y la matriz de
vectores propios que diagonaliza a X estd dado por

Via Vai Var -+ Voo Vi
Via Vas Vaoo -+ Vi Vi
Vis Vas Vas o oo Vs Vis
X = ) (6)
Vi1 Vor—1 Var-1 -+ Vioip—1 Vip—
Vi Voo V231 -+ Vioag Vi.r

donde cada columna de esta matriz tiene la misma dimension del niimero de agentes del sistema y
cada columna representa un vector propio.

5. Ya conocidos los valores propios, se construye la matriz diagonal U como

det 00 e 00
0 ot 0 .. 00
0 0 émt ... 0 0
v =1 | (™
0 0 0 .- et
0 0 0 - 0 elont

Es posible que debido a que los valores de esta matriz sean imaginarios, se use la relacién de Euler
para senos y cosenos.
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6. Como los operadores creacién y destruccion estan dados por las expresiones

a(t) = VU()V1a(0) (8)

al(t) = at (0)VUT()VT, (9)
entonces se definen dos nuevas matrices D y C, que ayudan a construir los operadores creacién y
destruccion

D=VUVT, (10)

C=VvUvt, (11)

de tal forma que el célculo de los vectores creacién y aniquilacién van a estar dados por

a(t) = Da(0), (12)

al(t) = a'(0)C. (13)
7. Debido a que el estado del sistema es ortonormal, es decir

<§0n1’n2| |90n’1,n/2> = 5n1,n’1 (Sng,n/zi (14)

solamente algunos términos sobreviven en la operacién

(®nyna| 1 (t) ‘¢n17n2> = <¢n1,nz | aJ{al |On1,m2) 5 (15)

<<Pn1,n2| Tlg(t) “Pnhnz) = <80n1,n2 | aga? |<Pn1,n2> : (16)

Esta relacion hace que se eliminen algunos términos en el calculo del valor esperado del nimero de
bienes, de tal forma que el nimero de bienes del agente i estd dado por

L
j=1

8. Al final se repiten los anteriores pasos para un tiempo mayor, con el fin de tener el espectro de
valores esperados del niimero de bienes.

5.3. Detalles de la simulacién para dos agentes

El anterior algoritmo se implementé en el programa Scilab debido a que este puede calcular facilmente
valores y vectores propios. En primer lugar se valida el programa dando solucién del valor esperado del
nimero de acciones de la simulacién con dos agentes y comparando los valores con los teéricos descritos
en el anterior capitulo. Luego al programa se anaden gradualmente agentes al sistema y se estudia su
comportamiento. Para el desarrollo de la primera simulacién, la de dos agentes, se define la funcién
Matriz(n10,n20,t), donde las variables de entrada son el niimero inicial de bienes del agente 1, el niimero
inicial de bienes del agente 2 y el tiempo. El resultado de esta funcién es el valor esperado del nimero de
acciones de cada agente, es decir la funcién es
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function [n1,n2]=Matriz(n10,n20,t).

Ya establecida la funcion, se definen las variables iniciales. La primera es la matriz X, donde la
diagonal indica la habilidad de cada agente. En este caso, todos los agentes van a tener la misma habilidad,
que se toma igual a 2. Las posiciones fuera de la diagonal indican si hay o né interaccién entre agentes,
en este caso se toma el valor 1 para indicar que ambos agentes interactiian uno con el otro

function [n1,n2]=Matriz(n10,n20,t)
X=[2,1;1,2]; //el vector X

Ahora se calculan los valores y vectores propios de esta matriz. La tarea la hace una funcién en el programa
llamada spec. La funcién genera una matriz diagonal D, con los valores propios de X y una matriz V' con
los vectores propios que diagonaliza a X.

function [n1,n2]=Matriz(n10,n20,t)
X=[2,1;1,2]; //el vector X
[V Dl=spec(X); // D diagonal valores propios V vectores propios

Ahora, con los valores propios de la matriz D se construye la matriz U. Los valores propios de X estan en
la diagonal de la matriz D, de modo cada una de las posiciones en esta diagonal se colocan junto a una
funcién exponencial compleja que depende del tiempo en la matriz U. La matriz se construye de la forma

function [n1,n2]=Matriz(n10,n20,t)
X=[2,1;1,2]; //el vector X
[V Dl=spec(X); // D diagonal valores propios V vectores propios
U=[exp(D(1,1)*t*%1i),0;0,exp(D(2,2)*t*%i)]; //Matriz U de valores propios

Para encontrar los operadores creacién y aniquilacién, es necesario calcular VU ()V1 y VU(t)V'f, res-
pectivamente. Llamando a la primera matriz C2 y a la segund C'1, el cédigo queda expresado como

function [n1,n2]=Matriz(n10,n20,t)

X=[2,1;1,2]1; //el vector X

[V Dl=spec(X); // D diagonal valores propios V vectores propios
U=[exp(D(1,1)*t*%i),0;0,exp(D(2,2)*t*%i)]; //Matriz U de valores propios

C1=V*UxV~(-1); // Matriz para destruccion 2x2

C2=VxU~ (-1)*V~(-1); // Matriz creacion 2x2

Finalmente se calcula el valor esperado del operador nimero de acciones para cada agente, de modo que
para n1(t) y para na(t) solo sobreviven los valores que cumplen con la ortogonalidad

function [n1,n2]=Matriz(n10,n20,t)

X=[2,1;1,2]; //el vector X

[V Dl=spec(X); // D diagonal valores propios V vectores propios

U=[exp(D(1,1)*t*%1i),0;0,exp(D(2,2)*t*%i)]; //Matriz U de valores propios

C1=VxUxV~(-1); // Matriz para destruccion 2x2

C2=V*U~ (-1)*V~(-1); // Matriz creacion 2x2

nl=real(C1(1,1)*C2(1,1)*n10+C1(1,2)*C2(2,1)*n20); // Numero de acciones nl

n2=real (C1(2,1)*C2(1,2)*n10+C1(2,2)*C2(2,2)*n20) ; // Numero de acciones n2
endfunction

Luego de esto, si queremos ver el espectro de valores esperados lo hacemos para cada tiempo y observamos
los resultados. Se compara el resultado de la simulacién con los valores tedricos dados en el anterior capitulo
de tal modo que se puede validar y pasar a simular un sistema de muchos agentes.
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5.4. Detalles de la simulaciéon para un sistema de muchos agentes

Ahora la tarea es extender el anterior programa para el caso de muchos agentes, de tal forma sea
posible observar algunas propiedades que no son evidentes cuando se estudia un sistema simple. En este
caso, nos interesa que el programa obtenga un vector con los valores esperados del nimero de acciones de
cada agente dependiendo del tiempo. Por lo anterior, las variables de entrada son el tiempo ¢ y el nimero
de agentes Ag, mientras que la salida es el vector de acciones de cada agente n.

function n=MatrizN(Ag,t)

Lo primero que se hace en el programa es construir un vector con los valores iniciales del niimero de
acciones del sistema. Para esto armamos un vector de longitud Ag con la funcién ceros, y asignamos
valores al nimero de acciones inicial de cada agente. En este caso, y para efectos de este estudio, a cada
agente le damos un nuimero de bienes activos igual a la posiciéon que ocupa, es decir

function n=MatrizN(Ag,t)
nO=zeros (1,Ag) ;
for i=1:Ag
n0(1,i)=1i
end

Ahora debemos construir la matriz X, para realizarlo primero se define la longitud de la matriz y luego se
definen los valores de las posiciones fuera de la diagonal. Estos valores indican cual es el agente interactia
con otro dado, y los valores de la diagonal indican las habilidades de cada agente. En este caso, todos los
agentes interactuan de la misma forma, y todos tienen la misma habilidad para conseguir bienes activos.
Esta parte la integramos como

function n=MatrizN(Ag,t)
nO=zeros(1,Ag);
for i=1:Ag

n0(1,i)=1

end
X=zeros (Ag,Ag);
for i=1:Ag

X(,:)=1;

X(i,1)=50; //todos con la misma habilidad

end //el vector X

De la misma forma que en el caso anterior, se calculan los los valores y vectores propios de esta matriz
por medio de la funcién spec, generando una matriz diagonal D con los valores propios de X y una matriz
V' que diagonaliza a X.

function n=MatrizN(Ag,t)
nO=zeros(1,Ag);
for i=1:Ag
n0(1,i)=1
end
X=zeros(Ag,Ag) ;
for i=1:Ag
X(@,:)=1;
X(i,i1)=50; //todos con la misma habilidad
end //el vector X
[V D]=spec(X); // D diagonal valores propios V vectores propios



62

Ahora se debe construir la matriz U con los valores propios de X. La forma de construirla es colocar la
exponencial en los elementos de la diagonal en la forma

function n=MatrizN(Ag,t)
nO=zeros(1,Ag);
for i=1:Ag
n0(1,i)=1i
end
X=zeros(Ag,Ag) ;
for i=1:Ag
X(@,:)=1;
X(i,i)=50; //todos con la misma habilidad
end //el vector X
[V D]l=spec(X); // D diagonal valores propios V vectores propios
U=zeros (Ag,Ag) ;
for i=1:Ag
U(i,i)=exp(D(i,i)*t*%i);
end //Matriz U de valores propios

Igual que en el caso anterior, llamamos C1 y C'2 a las matrices que nos permiten calcular los valores de
los operadores creacion y aniquilacion.

function n=MatrizN(Ag,t)
n0=zeros(1,Ag);
for i=1:Ag
n0(1,i)=1
end
X=zeros(Ag,Ag) ;
for i=1:Ag
X(i,:)=1;
X(i,i)=50; //todos con la misma habilidad
end //el vector X
[V D]=spec(X); // D diagonal valores propios V vectores propios
U=zeros (Ag,Ag) ;
for i=1:Ag
U(i,i)=exp(D(i,i)*t*%i);
end //Matriz U de valores propios
C1=V*xUxV~(-1); // Matriz para destruccion 2x2
C2=VxU~ (-1)*V~(-1); // Matriz creacion 2x2

Ahora el célculo de los valores esperados del nimero de acciones se hace por medio de la sumatoria
que indica el niumero de acciones de cada agente que se muestra en la ecuacién 17. Esta ecuacién se
implementa de la siguiente forma:

function n=MatrizN(Ag,t)
nO=zeros(1,Ag) ;
for i=1:Ag
n0(1,i)=1
end
X=zeros (Ag,Ag) ;
for i=1:Ag

X(i,:)=1;

X(i,1)=50; //todos con la misma habilidad

end //el vector X
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[V D]l=spec(X); // D diagonal valores propios V vectores propios
// V=[1,0;0,3];

// D=[2,2;-2,2];

U=zeros (Ag,Ag) ;

for i=1:Ag
U(i,i)=exp(D(i,i)*t*%i);
end //Matriz U de valores propios
C1=V*xUxV~(-1); // Matriz para destruccion 2x2
C2=V*xU~ (-1)*V~(-1); // Matriz creacion 2x2

n=zeros(1,Ag);

for i=1:Ag
for j=1:Ag
n(1,i)=n(1,i)+C1(i,j)*C2(j,i)*n0(1,3);
end
end

for i=1:Ag
n(l,i)=real(n(1,i));
end

endfunction

Ahora, con el anterior c6digo es posible determinar el nimero de bienes que posee cada agente. Los
resultados obtenidos se presentan en la siguiente seccién.

5.5. Resultados y analisis

Para ver el comportamiento del valor esperado del nimero de bienes de cada agente con la misma
habilidad, se toman diferentes valores iniciales de ntimero de bienes. En el resultado es curioso ver que
si dibujamos estas funciones son periddicas y su amplitud de oscilacién depende de la relaciéon que tiene
el nimero de bienes de cada agente con el niimero de bienes promedio del sistema. Por ejemplo, en la
simulacién para 10 agentes cada uno con un niimero de bienes inicial n; = 1,ny = 2,...,n;0 = 10 podemos
observar las relaciones entre las funciones propias de nimero de bienes para los agentes que conforman
el sistema: Este resultado era el esperado e indica que si un individuo tiene un nimero grande de bienes
esta lejos del bienestar, puesto que teniendo mas bienes su bienestar no puede mejorar mas. Lo anterior
implica que estos agentes, teniendo un niimero de bienes alejado del niimero promedio de bienes, tiendan
a intercambiar mas bienes que los que estan mas cerca del promedio. En el caso contrario, para el agente
que posee pocos bienes, éste tiende a cambiar la cantidad de bienes para aumentar su bienestar. Asi que
igual que en el caso anterior, los cambios en el valor esperado del niimero de bienes son grandes.

Por otro lado, en la grafica vemos como las amplitudes de oscilacién son simétricas respecto al
promedio de bienes del sistema. Para este caso, el promedio de ntimero de bienes entre los agentes es 5.5
y ademads tienen el mismo desfase, lo que indica que un aumento en el numero de bienes de agentes que
tienen un bienestar alto estd acompanado necesariamente de una disminucién en el nimero de bienes de
agentes que tienen un bienestar bajo. Este comportamiento es andlogo a lo que se observa en un sistema
econdmico donde los agentes estan satisfechos con un ntmero promedio de bienes y no aumentan su
bienestar por el hecho de obtener mas o menos bienes.

Estas observaciones son confirmadas por un andlisis mas detallado, advirtiendo que la amplitud de
oscilacion es la misma para agentes que estdn a la misma distancia del nimero de bienes promedio. Para
este caso, el agente que tiene la mayor cantidad de bienes iniciales tiene el mismo tamano de oscilacion que
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Oscilaciones para 10 Agentes
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Figura 5.1: Valor esperado del ntimero de acciones para un sistema de diez agentes

el que tiene la menor cantidad de bienes. El tamafio de ambas es igual a 1.8173. Adems4s, la grafica permite
ver que las amplitudes crecen a medida que el ntimero de bienes de los agentes se aleja del promedio.
Ahora, surge la siguiente pregunta ;Qué tipo de comportamiento tiene asociado este crecimiento? Para
responderla, realiza una gréafica para un sistema compuesto por 99 agentes, cada uno con una cantidad
inicial n; = 1,ne = 2,...,n99 = 99 de bienes y se calcula su amplitud de oscilacién. Los resultados se
muestran en la siguiente grafica. Se observa que la amplitud de oscilacién crece linealmente respecto a
el promedio de bienes de los agentes en el sistema. La grafica muestra la interaccién de 99 agentes, sin
embargo este comportamiento es independiente del niimero de agentes en el sistema, puesto que todas las
amplitudes crecen linealmente. Sin embargo la pendiente de la grafica, es decir la tasa de crecimiento de
las fluctuaciones, si depende del niimero de agentes en el sistema. Se observa que entre mas agentes tenga
el sistema, la tasa de crecimiento es menor. El anterior resultado muestra que las fluctuaciones en en el
nimero de bienes de los agentes que tienen mas bienestar siempre es la misma para un sistema con muchos
agentes. Para observar detalladamente este comportamiento, se estudia la pendiente de esta curva para
sistemas con diferente nimero de agentes. El resultado de este estudio se muestra a continuacién en la
Figura 3. Sabemos que las fluctuaciones dependen de que tan conforme se siente el agente con el niimero de
bienes que tiene, sin embargo si el niimero de agentes en el sistema aumenta, se llega a una situacién donde
la preferencia hacia ese bien no puede aumentar mas y por lo tanto la amplitud aproximadamente sigue
siendo la misma. Otra relacién que se observa es que el cambio de las oscilaciones con respecto al nimero
de agentes es menor si el nimero de agentes se hace grande. De hecho este cambio tiende a cero cuando
el nimero de agentes tiende a infinito, es decir las diferencias entre los cambios esperados en el ntimero
de bienes de los agentes son mas pequenos en tanto el sistema sea mas grande. Podemos asi advertir que
si el nimero de agentes en el sistema tiende a infinito las amplitudes no pueden crecer también a infinito.
Para comprobar lo anterior, se gréfica la amplitud méxima de cada sistema como funcién del nimero de
agentes. La anterior grafica permite observar que la amplitud tiende a ser la misma para un sistema de
muchos agentes, es decir se tiene una especie de equilibrio donde se alcanza un punto méaximo y deja de
crecer.

En resumen, este modelo nos permite ver el comportamiento de un tipo de bien en un sistema
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Amplitud de oscilaciones

Sistema de 99 agentes
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Figura 5.2: Relaciéon de amplitudes de oscilaciéon para un sistema de 99 agentes

econdmico y cémo éste comportamiento es andlogo a las preferencias que tiene un agente dependiente
de la cantidad de bienes que tenga. Se concluye que si el niimero de bienes que tiene el agente es alto,
entonces el agente no puede aumentar mucho su bienestar dado que en tal caso el agente tiene una mayor
disposicién a intercambiar ese bien en relaciéon con lo que sucede con otro agente que tenga una cantidad
menor de bienes (cercana al promedio de bienes) y que por lo tanto se encuentra en una situacién de
maxima felicidad. Si el nimero de bienes que tiene el agente es bajo, dicho agente busca la forma de
intercambiar ese bien para aumentar su bienestar. Por lo anterior, si el sistema estd compuesto por un
numero grande de agentes, no se espera que los agentes que tienen una gran cantidad de bienes estén
dispuestos a perder una gran cantidad de su riqueza. Igualmente, si el agente tiene un ntimero pequeno de
bienes y pretende aumentar su bienestar, se espera que el cambio en el niimero de bienes no sea grande.
Desde esta perspectiva, el modelo basado en operadores parece estar en desacuerdo con el modelo cinético
de distribucion de riqueza previamente presentado, sin embargo en el préximo capitulo se discutiran los
resultados obtenidos en esta tesis y se presentaran algunas conclusiones.
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Figura 5.3: Tasa de crecimiento de la amplitud para sistemas de muchos agentes.
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Figura 5.4: Amplitud maxima de oscilaciéon para sistemas de muchos agentes



En este trabajo se usaron conceptos y herramientas de la mecéanica estadistica y de la mecanica
cuantica para modelar y caracterizar un sistema econémico en el que los agentes interactiian entre pares
intercambiando bienes activos por dinero. En este capitulo se hace una discusién de los alcances de cada
uno de los modelos desarrollados, enfocdndose en las implicaciones de los resultados obtenidos tanto desde
el punto de vista de la econofisica como de la economia.

CAPITULO

ANALISIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En esta tesis se model6 y caracterizé un sistema econémico cerrado, en el que los agentes que cons-
tituyen al sistema intercambian bienes activos por dinero, haciendo uso de conceptos y herramientas de
la fisica tedrica. Las propiedades emergentes y las mismas caracteristicas de este sistema complejo fueron
examinadas a través de modelos basados en mecanica estadistica y mecanica cuantica. En primer lugar, se
estudiaron desde la perspectiva de la mecédnica estadistica algunos modelos cinéticos de distribucién, tanto
de dinero como de riqueza, considerando que los agentes presentan propensién al ahorro, que interactian
entre pares y que se adaptan a las propiedades del sistema. Producto de esta dinamica, se obtuvieron los
respectivos patrones de distribucién, estimando el nivel de desigualdad de las distribuciones obtenidas.
En segundo lugar, desde un enfoque basado en operadores de creacion y destruccién, se realizé un modelo
mecanico-cudntico del mismo sistema al asumir que este sistema se comporta de forma analoga a un gas
de bosones interactuantes, solucionando las ecuaciones de Heisenberg analiticamente para el caso en que el
sistema estéd constituido por dos agentes y numéricamente para el caso en que el sistema esta constituido
por muchos agentes, de manera que en este ultimo caso surgen comportamientos emergentes relacionados
con la escasez o abundancia de los bienes activos que posee cada uno de los agentes del sistema.

Inicialmente se muestra un modelo cinético de sistemas complejos estandar desde una perspectiva
analitica. Para esto se considera un sistema cuyas variables termodindmicas son fijas y estd conformado
por N agentes que compiten por partes de una cantidad U que es conservada en el sistema. Cuando
se alcanza el equilibrio, los agentes se ordenan en rangos definidos por la porcién de la cantidad U que
poseen, obteniéndose la respectiva funcién de distribucién de probabilidad cuando el sistema se encuentra
en el estado de equilibrio.

Posteriormente se realizé un modelo cinético de un sistema constituido por NV agentes que intercam-
bian dinero y bienes activos entre pares desde una perspectiva numérica. Para esto se implementd una
simulacion donde los agentes interactiian compitiendo por porciones de las cantidades conservadas en el
sistema. Aunque estos modelos cinéticos de distribucién de dinero y riqueza pueden ser basados en una
teoria de estratificacion social, los procesos que generan la desigualdad son descritos en las simulaciones
computacionales a través de transacciones entre pares de agentes, de una forma andloga al intercambio
de energia entre pares de particulas de un gas ideal. El sistema evoluciona debido a que la cantidad de
informacion requerida para conocerlo se hace cada vez mas grande hasta llegar a un punto de saturacién
llamado “estado de equilibrio”. Por otro lado, el grado de desigualdad de estas distribuciones se midié
estimando el indice de Gini, que también se considera como una propiedad emergente.

Los resultados obtenidos con las simulaciones mostraron que la cantidad de informacién presente en
los modelos cinéticos depende en gran medida de la cantidad intercambiada por los agentes en el sistema.
En el modelo de Dragulescu-Yakovenko la forma de la distribuciéon exponencial decreciente permanece
inalterada, sin embargo la entropia no es la misma para diferentes cantidades intercambiadas. Contrario
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es el caso para el modelo de Chakraborti-Chakrabarti que incorpora una pardmetro de propension al
ahorro fijo, en el cual la entropia en el estado de equilibrio para diferentes valores de este pardmetro toma
el mismo valor, pero la forma de la distribucién son funciones Gamma con diferentes parametros de ajuste.
Respecto a las medidas de desigualdad, que son dependientes de la forma de la distribucién, se evidencié
que para el modelo de Dragulescu-Yakovenko el indice de Gini toma el valor G = 0.5, mientras que para
el modelo de Chakraborti-Chakrabarti el indice de Gini toma un valor G < 0.5. En esta tesis se desarrollé
un nuevo modelo de distribucién de dinero que tiene la ventaja de que el indice de Gini toma valores en
el rango 0 < G < 0.5, pero para el cual la forma de la distribucién no es estable y cambia de acuerdo al
valor que tenga el parametro p, el cual se introdujo en el intercambio de dinero entre los agentes.

Los anteriores modelos de distribucién de dinero son en gran medida restrictivos, ya que se enfocan en
estudiar tnicamente los intercambios de dinero en sistemas compuestos por muchos agentes. Sin embargo,
la riqueza de un agente no depende solo de su dinero sino, entre otras variables, del dinero que represente
la cantidad de bienes activos que el agente tenga. En esta tesis se desarrolld un modelo cinético de
distribucién de riqueza que incorpora un parametro de propensién al ahorro de dinero constante y que
también incluye cambios estocésticos en el valor del bien activo entre transacciones. Como producto de
la dindmica considerada en este modelo, se encontré que cuando el sistema llega al estado de equilibrio
la riqueza se distribuye en forma de ley de potencia (ley de Pareto), de tal forma que el indice de Pareto,
que mide el nivel de desigualdad de esta distribucién, depende inversamente del parametro de propension
al ahorro.

Por otra parte, el sistema cerrado compuesto por agentes que intercambian bienes activos por dinero
también se modelé desde una perspectiva mecanico-cuantica de forma andloga a un gas de bosones in-
teractuantes. Lo anterior se realizé a partir de la definicién de operadores que actian sobre los estados
de los agentes cambiando la cantidad que tiene de dinero o bienes. El sistema se describi6 a través de
un operador Hamiltoniano que depende de operadores creacion y destruccién de bienes activos, asi como
también de otro tipo de operadores creacién y destruccién que cumplen el papel de subir y bajar el precio
de los bienes activos en un valor fijo. Para el caso de un sistema constituido por dos agentes se soluciona
analiticamente la ecuacién de Heisenberg, mientras que para el caso de un sistema constituido por un
numero grande de agentes se soluciona numéricamente a través de una simulacién computacional que se
implementa en el programa scilab. El algoritmo que indica los pasos para encontrar el valor esperado del
numero de bienes que tiene cada agente en el sistema se simplifica al tener en cuenta que los estados de
los agentes son ortonormales y por lo tanto muchos términos en el calculo son iguales a cero, esto hace
que se reduzca notablemente el tiempo de simulacién. Los resultados indican que los agentes que tienen
la mayor cantidad de bienes se comportan de forma parecida a los que tienen una cantidad muy limitada
de bienes, en el sentido de que se espera que ambos cambien la misma cantidad de bienes y por lo tanto
tengan la misma amplitud en sus fluctuaciones. Particularmente en un sistema donde los agentes tienen
una cantidad diferente de bienes las fluctuaciones dependen de la relacion entre la cantidad de bienes de
el agente y la cantidad de bienes promedio. De hecho si el niimero de agentes en el sistema se hace cada
vez mas grande el tamano de las fluctuaciones para el agente con el mayor nimero de bienes tiende a ser
el mismo.

En cuanto a las distribuciones de riqueza, con el modelo cinético se obtienen los mejores resultados,
dado que cuando se maximiza la entropia, las distribuciones de riqueza son leyes de potencia. En cambio
el modelo tipo gas de bosones interactuantes no logra explicar la distribucién de riqueza, pero si logra
caracterizar la distribucién del bien entre los agentes. El resultado de este trabajo se refleja mas en el
sentido microeconémico, es decir en la preferencia de un bien ante la su escasez o abundancia. Ambos
modelos son capaces de caracterizar sistemas complejos, ya que es claro que exhiben un comportamiento
que no es impuesto por un control central y la dindmica, dictada por el intercambio aleatorio o por
la ecuacién de evoluciéon de Heisenberg, genera comportamientos emergentes que no son evidentes al
analizar agentes en particular. Ademads, ambos modelos describen el comportamiento complejo de un
sistema econdémico en términos de sus constituyentes bésicos: los agentes y sus caracteristicas.

Tanto el modelo cinético como el modelo operacional son resultado de simplificar el comportamiento de
la economia describiendo unas pocas caracteristicas relevantes del sistema. Una de los puntos criticados por
los economistas es que estos modelos atin no pueden evaluar decisiones politicas, ya que en cierta medida
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se aceptaria que el modelo simplificado es adecuado. Sin embargo, es tarea de trabajos posteriores incluir
elementos que matematicen proposiciones propias de la economia para acercarse aun mas a la descripcién
del comportamiento de un sistema econémico real, tal como lo hizo originalmente Angle en la teoria del
superavit de la estratificacién social. Ademads, se propone, como problema abierto, la conexién entre los
dos modelos presentados, seguramente relacionados a través de matrices estocdsticas de interaccién que
se se integren al modelo operacional.



CAPITULO

APENDICE 1. CALCULO DE LA DISTRIBUCION DE
PROBABILIDAD DE PARTES DE U

La condiciéon de normalizacién de la probabilidad es
n;
1= d N:Zpi. (1)
La cantidad U promedio por agente es
U Y um ni
u:N: ZN :;ulﬁzzuzpl (2)

El nimero de configuraciones posibles de los N agentes distribuidos por niimeros de ocupacion ni, ns, ns, ...
es

N!

nl'ng'ng'nz' '

(3)

La configuracién mas probable del sistema de los [N agentes es aquella para la cual el nimero de configu-
raciones es maximo

W — I/Vmaxa (4)

por lo tanto

N!
Wm x = | 7= 33 . 5
@ [nllnzlngl...ni!}max ( )

Al tomar el logaritmo se tiene
log Winax = log N1 — log [n1!na!nsl...n;!], (6)

lo cual es equivalente a

log Wiax = log NI — Zlog n;l. (7)

Dado Whyax, entonces de 7 se tiene que

Alog Winax :AlogN!fAZIOgni!. (8)

Como tenenos que N es constante, diferenciando el primer término del lado derecho de la ecuacién 8 se
cumple que

Alog N! =0, (9)
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mientras que el segundo término
AZlogni! :ZAlogni! zZAnilogni. (10)

Tomando 4, tenemos

De igual forma, tomando 3 tenemos

AN =" An; =0. (12)

Para que la anterior expresién se cumpla, se requiere que
g An; + a E An; + E u;An; =0, (13)
ecuacion que se reescribe como

Z An; + a+ Pu; =0, (14)

lo cual implica que

logn; + a+ pu; = 0. (15)
De esta forma se obtiene

n; = e AU (16)

pero teniendo en cuenta 3, se encuentra
Znizefo‘Ze*ﬁ“i =N, (17)
i i
de donde se concluye que

Y N
(& = 722 e—ﬁui R (18)

por lo que el nimero de ocupacién del microestado 7 es

e*ﬁui

=N—=——7— 1
S~ o (19)

n;
y de esta forma la probabilidad de encontrar un agente en el sistema en el microestado i, teniendo una
cantidad u;, es

n; e Pui

= = = = - 20



APENDICE 2. DERIVACION DE LA RELACION ENTRE EL
NUMERO DE ESTADOS Y LA ENTROPIA

Partiendo de

1Og Winax = IOg N! — Z 10g nLI’

al considerar la aproximacién de Stirling, se cumple que

log Wipax = Nlog N — N — Z(m logn; —n;).

Al tener en cuenta la ligadura 3, entonces

IOg Wmax =N IOg N — Z(nz IOg n’L)

A partir de la expresién 7, se tiene que
n; = Np’m
y reemplazando 4 en 3, se obtiene

log Wiax = Nlog N — Z(Npi log Np;),

7

expresion que se reescribe como

10§ Winax = Nlog N = 3 " (Np;(log N + logp;),

7

de donde finalmente se obtiene que

1Og Whax = —N Zpi 1ngi-
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APENDICE 3: ENSAMBLE GRAN-CANONICO

Supongamos que tenemos dos sistemas S y S’, de tal forma que el primero es nuestro sistema de
interés y el segundo representa el mundo exterior. El sistema S esta caracterizado por las variables N, x
e y, mientras que el sistema S’ estd caracterizado por las variables N, z,, e y,, donde N es el nimero de
agentes del sistema de interés, IV, es el nimero de agentes del sistema compuesto, x e y son cantidades
de interés en el sistema S, x, e y, son cantidades de interés en el sistema S’. Por lo anterior, el sistema
compuesto tiene una cantidad de agentes N, igual a la suma de los agentes de cada sistema S y S’, es
decir N, = N 4+ Np, y la cantidad x es extensiva, con lo cual z, =z + 2 + p.

Para el sistema compuesto, la funcién de particién se construye como

Q(Nwﬁvxt:) = Q(N,Q,I)Q(Np,ﬂ, xp)' (1)

La probabilidad de encontrar el sistema de interés en el estado j-ésimo con IV agentes en un instante de
tiempo es

erj /’1_7. 2

T Q) o

Multiplicando y dividiendo por la funcién de particién del sistema exterior

PN = e Ui/ Q(Np, 4, zp)
NI QN ) Q(Ny, )

la cual se puede reescribir como

L e*Uf/ﬁQ(Np,a,xp)
Prg = Q(Nc,ﬂ,xc) '

(4)
Esta tutima expresién escrita en términos del nimero de particulas del sistema compuesto y del sistema

de interés es igual a

e U/EQ(N. — N, i,z — x)
Pr.g = Q(N., i, 7,)

(5)

Asumiendo que existe la ecuacién de Maxwell

Y:u(?i)u, (6)

y yaque S =U/u+ ulog Q(N,u,x), entonces se tiene

Ly (Meopna) "

u

ox
Tomando N. > N y x. > x, se cumple que

logY(N. — N,u,z. —x) =logQ(N. — N,u,V,) — zy/a, (8)
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donde se tiene que z. > x, entonces Y no cambia entre {z. — x,z.} de forma que
(o8 QINe=N,uze~2) _ (log Q(Ne=N,tze—a)~wy/u

con lo cual
Q(N.— N,z — ) = Q(N, — N, @i,z — x)e Y%,

De esta manera, la probabilidad se escribe como

o eVi/®Q(N. — N, @, z.)e*v/%
pN’j B Q(N07ﬂ7xc) ’

de tal forma que si operamos sobre los exponenciales, se obtiene

elWimen/iQy _y
PRy = QN o

Si se multiplica el anterior resultado por N, unos de la forma

o = eWVi—an)/a Qn.-1QN.—20@Nn.-3 Qn-N
7 Qn. QN.-1QN.—2 Qn._(N-1)

y teniendo en cuenta que el potencial quimico corresponde a

Qn-1
Qn '’

entonces, la probabilidad escrita en en términos del potencial quimico es

w=ulog

_ (Uj—=zy)/u, Np/u
pN,j—e( i—wy)/ueNp/a
la cual escrita en términos de la funcién de particion es

1 Nusotr /m
PN, = EeN“/u v,

de donde se obtiene que la funcién de particion es
7 — %/t _ Z Ze(fNquUj)/ﬂ.
N

Si el sistema se divide en M subsistemas
M
Np= ZMiNi = p1 N1 + poNo + p3 N3 + ... + i Ny,
i=1
y se define la cantidad A como
A= et

entonces la funcion de particion de N agentes queda escrita como

Z(N,u) =Y ANQ(N,u).

N
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(13)

(19)

(20)

Pero dado que la funcién de particién de N agentes corresponde con la funcién de un agente elevada a la

N potencia, entonces

Z(N,u) = > ANQ(,u)Y,

N

(21)



o de forma equivalente

Z(N,a) =Y (AQ(L,a)"Y,

N

por lo que la probabilidad queda expresada como

_ 1 Nu/a—Uj;/a
PNG = 7N )€ ’

y de esta forma se puede obtener la distribucién tipo Bose-Einstein

1
"BE = eNu/a=U;/u _ 1"
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(22)

(24)
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