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Resumen

En el afio de 1972, Hawking demostré de una forma rigurosa que el &rea del horizonte
de eventos no puede decrecer, teniendo esto cierta similitud con la segunda ley de la
termodinamica. Al afio siguiente, Bardeen, Carter y Hawking publicaron el articulo "Four
Laws of Black Hole Mechanics", en el cual comparan las cuatro leyes de la
termodinamica con las cuatro leyes que rigen la mecéanica de agujeros negros. El objetivo
principal de este trabajo es encontrar las relaciones de la Periodicidad, y la Entropia
Bekenstein-Hawking para el Agujero Negro de Kerr por medio de la aproximacion
euclidiana de Gibbons-Hawking, con base en los calculos realizados para la el Agujero
Negro de Schwarzschild.

Palabras clave: Agujero Negro de Schwarzschild, Agujero Negro de Kerr, Entropia
Bekenstein-Hawking, Aproximacion Euclidiana de Gibbons Hawking.



Abstract

In the year 1972, Hawking rigorously demonstrated that the area of the event horizon can
not decrease, having this a certain similarity with the second law of thermodynamics.The
next year, Bardeen, Carter and Hawking published the article “The Four Laws of Black
Hole Mechanics” in which they compare the four laws of thermodynamics with the four
laws that govern the mechanics of black holes. The main objective of this work is to find
the relations of the Periodicity and the Bekenstein-Hawking Entropy for the Kerr Black
Hole by means of the Gibbons-Hawking Euclidean approximation, based on the

calculations made for the Schwarzschild Black Hole.

Keywords: Schwarzschild Black Hole, Kerr Black Hole, Bekenstein-Hawking Entropy,

Gibbons Hawking Euclidean Approximation.
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CAPITULO 1

Introduccion.

Desde la formulacién de la Relatividad General en 1915 por Albert Einstein, se
sabfa incluso de la solucién de Schwarzschild que los Agujeros Negros eran objetos
que no dejaban escapar nada. Ni siquiera la luz podia escapar al influjo gravitacional
generado por el agujero negro. Debido a esto, se pensé por mucho tiempo que si
nada podfa escapar del agujero negro, éste no podia emitir radiacién, y por lo tanto
no era posible asociarle temperatura u otras variables termodindmicas.

En el ano de 1972, Hawking demostré de una forma rigurosa que el drea del
horizonte de eventos no puede decrecer[14], teniendo esto cierta similitud con la
segunda ley de la termodindmica. Al afio siguiente, Bardeen, Carter y Hawking
publicaron el articulo "Four Laws of Black Hole Mechanics"[7], en el cual exponen
las cuatro leyes que rigen la mecdnica de agujeros negros. La parte mds importante
a resaltar, es la gran similitud que tienen estas cuatro leyes con las leyes de la
termodindmical7].

Leyes de la Mecdnica de Agujeros Negros:

Ley Cero: La gravedad superficial k es constante sobre el horizonte de eventos.

Primera Ley: Para dos agujeros negros estacionarios que sélo difieren en
pequenas variaciones de los pardmetros de las masa M, el momento angular J, y
la carga @, se tiene que

SM = 8£5AHOT + QpdJ + D0Q
Y8

donde Qg y @5 son la velocidad angular y el potencial eléctrico en el horizonte
respectivamente.

Segunda Ley: El drea del horizonte de eventos de un agujero negro nunca
decrece.

5AH07~ > 0

Tercera Ley: Es imposible reducir la gravedad superficial x a cero en un
proceso, en un nimero finito de pasos.

Leyes de la Termodindmica:

Ley Cero: La temperatura T es la misma para un sistema en equilibrio térmico.
Primera Ley: Para un sistema en equilibrio térmico

OE =T6S + P§V

donde T es la temperatura, S la entropia, P la presién y V el volumen.

VII



VI 1. INTRODUCCION.
Segunda Ley: La entropia nunca decrece
05 >0
Tercera Ley: Es imposible reducir la temperatura a cero en un proceso, en un

nimero finito de pasos.
Comparando la primera ley en los dos casos, podrian relacionarse los términos

Aoy ~ T6S
8
K\ 1
— ) =0Agor ~ T
(2%) 4(S Ho 05,
donde se puede ver claramente que
K
I.1 T=—
(L1) o
y
1
(IQ) S == EAHOT

Con los dos resultados anteriores, pareceria cierto que los agujeros negros poseen
temperatura, y que su entropia depende de un cuarto del drea del horizonte de even-
tos. Como se mencioné anteriormente, esta similitud entre las leyes de la mecdnica
de agujeros negros y las leyes de la termodindmica es solo aparente, pués cldsica-
mente no estd definido como un agujeros negro pueda tener temperatura. El para-
digma cambia unos afios mas tarde, cuando Hawking[27] utilizando un formalismo
semi-cldsico, logra reproducir las relaciones (I.1) e (I.2). A partir de este resultado,
las leyes de los agujeros negros fueron consideradas leyes termodindmicas.

El objetivo principal de este trabajo es encontrar las relaciones (I.1) e (I1.2) por
medio de la aproximacién euclidiana de Gibbons-Hawking aplicada a la métrica de
Kerr y el correspondiente andlisis termodindmico.

La estructura de la tesis es la siguiente:

La primera parte llamada Preliminares, se divide en dos capitulos. En el primer
capitulo, que se denomina Aprozimacion Euclidiana de Gibbons-Hawking, se presen-
ta una introduccién al formalismo utilizando el método de las integrales de camino
de Feynman como aproximacién a la cuantizacién de la gravedad. En el segundo
capitulo llamado Entropia Euclidiana de Schwarzschild, se hace una breve revisién
de la aplicacién del modelo a la solucién maés sencilla de las ecuaciones de campo
de Einstein, esto es la solucién de Schwarzschild, en donde se deriva la periodicidad
debida a la geometria, para luego calcular la entropia.

En la segunda parte, Entropia Fuclidiana de Kerr se aplica el formalismo de
Gibbons-Hawking a la métrica de Kerr. Primero se realiza una breve introduc-
cién a la métrica de Kerr, luego se hace la derivacién de la periodicidad debida a
la geometria, y por tultimo, se calcula la entropfa correspondiente a este tipo de
solucién.



Parte 1

Preliminares






CAP{TULO 2

Aproximacién Euclidiana de Gibbons-Hawking

La aproximacién Euclidiana de Gibbons-Hawking es una derivacién mecénico-
cudntica-estadistica de la Entropia Bekenstein-Hawking Sp_p a orden cero(zero
loop order), a partir de una aproximacién de integrales de camino a la gravedad
cuédntica[2, 22].Para realizar una introduccién al formalismo, se hace necesario
primero explicar el modelo fundamental.

1. Modelo Fundamental

Sea la configuracién de campos escalares ¢ sobre el espacio-tiempo de Minkowski[2,
22].

:]/_ \\;j _ i*’."]:t:t‘[

\
|

%) = ir??:t:tg

Configuracion del Campo.

donde ¥; y ¥, son las hipersuperficies donde se desarrollan los campos ¢
y o en los tiempos t; y to respectivamente. La probabilidad de transicién entre
las dos configuraciones del campo estard expresada por los elementos de matriz de
etH(t2=t1) Sin embargo, también se puede representar esta amplitud de probabilidad
como una suma de integrales de camino sobre todos los campos ¢ entre los tiempos
t1 y ta que coinciden con los campos dados ¢, y ¢, sobre las dos hipersuperficies
%1 y 2o en la forma[2]:

(1.1) lpats o t)y = s (gl e 0 )
/D exp (1S[¢])

donde el subindice H se refiere al cuadro de Heisenberg, y el subindice S al
cuadro de Schrodinger, y S[g] es la accién del campo.

Para sistemas fisicos que se sabe que son térmicos, se impone un periodo
de Matsubara 3 sobre el tiempo Euclidiano, y se usa la continuacién analitica del
sector Euclidiano[22], es decir, se escoge la separacién temporal (to —t1) imaginaria
pura e igual a .
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(1.2) T=ty —t; = —if
donde S es el inverso de la temperatura 7.
1
1.3 =
(13) f=7

También, se puede escoger la configuracién inicial del campo ¢, igual a la
configuracién final del campo ¢,, y sumar sobre una base completa de estados
©n[2]. A la izquierda de (1.1) se tiene el valor esperado de e % sumado sobre
todos los estados, que es justamente la funcién de particién termodindmica Z a
temperatura T = % A la derecha, se tiene una integral de camino sobre todos
los campos ¢ en un espacio-tiempo que ha sido identificado periédicamente en la
direccion de tiempo imaginaria con periodo 3. Por lo tanto, la funcién de particién
Z para el campo ¢ a una temperatuta T estd dada por una integral sobre todas
las trayectorias en el espacio-tiempo euclidiano, que es periédico en la direccién del
tiempo imaginario 7 con perfodo 8 = %[2]

(1.4) Z = e e Ip)
= /D[@]exp(—iSEM)

donde el subindice E significa euclidiano(ver figural).

Periodicidad del Campo.

2. Funcién de Particién de Gibbons-Hawking
Como en el caso anterior, se puede extender el formalismo para incluir al campo
gravitacional mismo. Por lo tanto, la amplitud de probabilidad puede ser expresada
como|22]:

(2.1) (92,02, 82| 91,01, 21) == /D[g]DM exp (iS[g, ¢])

Donde ahora, la suma se hace sobre todas las posibles métricas que cumplan
las condiciones de frontera adecuadas. Se puede expandir la accién S en una serie

IEsta grafica fue tomada de la referencia: http://arxiv.org/abs/hep-th/9409195v1
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de potencias de la métrica alrededor de la solucién cldsica g2i**sia! e integrar sobre
las fluctuaciones de esta solucién[21].

(2.2) 95 =0

6gab ggéassical

Por lo tanto[2]

(2.3) Slg] = Slgay™*"*"'] + S2(39)* + S3(3g)* + - --

El término lineal se anula debido a la relacién (2.2), el término cuadratico puede
ser descrito como la interaccién entre los gravitones con el fondo(background), y
el término cubico y los demds términos superiores describen la interacciéon entre
gravitones. Analizando el término a orden cero, esto es, la solucién cldsica, la accién
puede escribirse como[16]:

= i/d‘%c v—9R
167

En consecuencia, a orden cero la funcién de particién se expresa como[22]:

8
/d‘r/dSz Lr
(2.5) Z~=eo = ¢E

Una de las razones en utilizar la aproximacién de integrales de camino para
la cuantizacién, es que si se hace la continuacién analitica al tiempo imaginario,
la signatura lorentziana de la métrica se reemplaza por una signatura euclidiana.
Con esto, la accién euclidiana es un miltiplo positivo de i, y la integral exp(iS)
se convierte en una exponencial decreciente, ctiyo méximo valor ocurre en los min-
imos de la accién euclidiana. Las configuraciones cldsicas en el espacio euclidiano
que minimizan la accién, sujeta a condiciones de frontera adecuadas se denomi-
nan Instantones, que para este caso, seran las soluciones cldsicas de la relatividad
general[18].

(2.4) Salg]






CAP{TULO 3

Agujero Negro de Schwarzschild

1. Meétrica Euclidiana de Schwarzschild

Después de la formulacién final de la Teoria de la Relatividad General en 1915,
la primera solucién a las ecuaciones de campo de Einstein no se hizo esperar. En
el anio de 1916, Karl Schwarzschild derivé la solucién esféricamente simétrica en el
vacio[25]. En forma general, partiendo de la condicién que la variedad del espacio-
tiempo es esféricamente simétrica, es decir, que ésta es invariante bajo la accién del
grupo SO(3), ademds de que la accién del grupo es ortogonalmente transitiva, el
espacio-tiempo localmente tendra la forma de un producto directo de una 2-esfera
con cierto 2-espacio de tipo tiempo[10, 13]. Como se supone un espacio-tiempo
estacionario, se puede introducir una coordenada temporal ¢ en el 2-espacio de tipo
tiempo, ademds de las coordenadas angulares usuales 6 y ¢ en las 2-esferas que
pueden ser extendidas a toda la variedad. Finalmente, se puede escoger el radio r
como una coordenana bien definida en el 2-espacio de tipo tiempo, con la condi-
cién que ésta coordenada sea ortogonal a la coordenana temporal ¢, para que esta
ultima pueda ser fijada unfvocamente[10, 13]. Debido a todo lo anteriormente de-
scrito, la solucién esféricamente simétrica en el vacio de las ecuaciones de campo de
Einstein(Solucién de Schwarzschild) en coordenadas esféricas puede ser expresada
como[13, 25, 16]:

—1
(1.1) ds* = — (1 — 2M) dt? + (1 - 2M) dr? + r?dQ?
T T

donde d2? = df* + sen?0d¢* (Ver figural).

Espacio-Tiempo de Schwarzschild.

Debido a la simetria esférica, la parte angular se puede compactificar en cada
punto, por lo tanto sélo es necesario analizar los dos primeros términos, es decir

lEsta grafica fue tomada de la referencia:
P.C. van der Wijk .The Kerr-Metric: describing Rotating
Black Holes and Geodesics. Bachelor Thesis. Rijksuniversiteit Groningen.

7



8 3. AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

2M oM\
(1.2) ds* = — (1 — > dt* + (1 — > dr?
r r
Si se desea buscar si la geometria genera algtin efecto termodindmico, se debe
buscar una periodicidad S asociada al tiempo[22]. Para pasar al sector Euclidiano
se hace el cambio de variable ¢t = i7[1, 2]. Por lo tanto, se tiene que:

o _dto
ot dror
donde
dr
Con esto, resulta que
e = idr?
at? = —dr?
o
(1.3) —dt* = dr?

Debido a lo anterior, la métrica de Schwarzschild puede ser escrita como

2M oM\ !
(1.4) ds® = (1 - T) dr® + (1 - T) dr?

donde claramente la métrica quedé definida positiva (Métrica Euclidiana).

La métrica de Schwarzschild tiene dos tipos de singularidades. Calculando el
escalar de Kretschmann|[26]

48 M
76
se puede ver que en r = ( existe una singularidad escencial. Cuando r — 2M,
existe una singularidad coordenada, por lo tanto se puede realizar un cambio

de coordenadas para remover este tipo de singularidad. Definiendo una nueva
coordenadal3, 22]:

(1.5) X i=4M <1 - 2M>%

se tiene que

AM? oM\ "2
(1.6) dx = (1 - ) dr

o en forma equivalente

K = Rap\s R =
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72 2M 3
1.7 dr=——(1-22) 4
(L.7) " 4M2< 7“) X

Por otra parte,

(1.8) X2 = (4M)? (1 - 254”)

Juntando los resultados (1.7) y (1.8), la métrica euclidiana de Schwarzschild
se puede escribir como:

2

2 X 2 r Z 9
(1.9) ds® = (4M)2d7' +(2M) dy

Cuando se hace r = 2M, o sea exactamente en el horizonte de eventos, la
métrica toma la forma:

dr \?
11 2 — 2 ek 2
(1.10) ds X <4M> + dx

Si se compara la métrica anterior con la métrica en dos dimensiones en coor-
denadas polares

(1.11) ds? = r2d6* + dr®

se puede ver que el horizonte de eventos quedé reducido a un punto(ver figura),
ademds de que la variable 4dTT4 tiene una periodicidad que puede se hallada en

analogfa con las coordenadas polares

dr
(1.12) df = YNy

Para que no exista una singularidad cénica, a la coordenana 7 se le debe asociar
una periodicidad £, por lo tanto:

27 B d
-
1.13 o= | —
(113) Jao= [ 4
0 0
de donde
_ B
(1.14) 21 = i
Finalmente se obtiene la periodicidad
(1.15) 8 =8rM

2

2Esta gréafica fue tomada de la referencia: http://arxiv.org/abs/hep-th/9409195v1
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u
A T = constant

Periodicidad Métrica Euclidiana de Schwarzschild

El resultado anterior es de suma importancia, ya que se pudo comprobar que
la periodicidad proviene de la geometria.

2. Entropia Euclidiana de Gibbons-Hawking

Para poder encontrar la entropia euclidiana de Gibbons-Hawking, se debe hallar
la funcién de particién de la relacién[22]:

B
/dr/d3z Lr
(2.1) Z e = ¢'98

donde Sg = [Sg| es la accién euclidiana de la relatividad general.

La acccién de la relatividad general, es® [2, 20]

(2.2) Sclg) = %/d‘lx vV—gR+ /d4x vV—=9Lm

donde R es el escalar de curvatura, g es el determinante de la métrica y L., es
el lagrangiano de los campos de materia.

Se puede demostrar que bajo variaciones de la métrica que se hagan cero en
la frontera, la accién no es un extremal; si se permite ademds de esto, que la
derivada normal de la métrica no se haga cero en la frontera[2], aparecerd un término
adicional que debe ser cancelado, para que la accién se haga un extremal. Debido
a esto, el lagrangiano completo de la relatividad general en ausencia de campos de
materia puede ser escrito como[l, 20]

1

(2.3) Sclg] = Tor (Ie—mlg) + IBlg] — Io)

3Hasta que se diga lo contrario, para este capitulo, y los posteriores se hard uso de las unidades
naturalesc=h=k=G =1
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donde

(2.4) Ie-nlg) = [a's V3R
\Z

es la accién de Einstein-Hilbert,

(2.5) Inlg) =2 V/IiIK
A%

es el término de frontera que depende de la curvatura extrinseca K y el deter-
minante de la métrica inducida h, y

(2.6) Iy :2]{d2 vV |h Ko
oV
es un término adicional que elimina la divergencia de la accién gravitacional en
el limite asintéticamente plano, pero que no afecta las ecuaciones de movimiento;
es decir, sélo afecta el valor numérico de la accion.

En forma general, la accién de la relatividad general puede ser escrita finalmente
como|2]:

1 1
% oV

1
2. —— [dY K
(2.7) 8w 0
A%

Cuando se euclideaniza la métrica, resulta:

1 [, 1
] = — — [dY K
1SE T6m dx\/gER—i-&r/d
v oV
(2.8) —i/dZ K
' 8 0
oV

donde la métrica quedé definida positiva.

Ahora, para el caso particular de la soluciéon de Schwarzschild, al ser esférica-
mente simétrica, puede ser escrita como:

(2.9) ds® = —f(r)dt* + £ (r)dr?® + r2d6* + rsen?0dg*
donde

(2.10) Fr) = <1 - 2M)
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De la métrica se puede ver la topologfa T' = R? x S?
—f(r)dt* + f1(r)dr? — R?

r2d6? + r?sen’0dgy® — S?
Para euclideanizar la métrica se hace nuevamente
(2.11) t =11

por lo tanto

(2.12) —dt* = dr?

Con esto, la métrica euclidiana de Schwarzschild queda:

(2.13) ds2 = f(r)dr? + f~H(r)dr? + r2d6* + r’sen?0dep>
Donde ahora, la topologia que resulta es T =R x S x S2.
Ahora, como el escalar de curvatura para la métrica de Schwarzschild es cero,

R = 0, para calcular la accién sélo son necesarios los dos tltimos términos de la
relacion (2.8). Para calcular la contribucién del primer término

1
. / d¥ K
av
se debe calcular la curvatura extrinseca K. Para esto, se debe obtener el vector
normal en la direccién de la coordenada 7. Primero, se toma como hipersuperficie
todas las hipersuperficies con r =constante, por lo tanto, el vector normal puede

ser hallado como el gradiente en la direccién de crecimiento de la coordenada radial
r. Por simplicidad se define la funcién escalar

(2.14) ®=r—2M

Un vector normal a esta hipersuperficie debe tener la forma:

(2.15) Uy = Vo® = 9,

donde en la segunda igualdad se ha tenido en cuenta que la derivada covariante
de una funcién escalar es la misma derivada parcial. Con esto, se tiene que:

(2.16) Uq =0y (r—2M) =10",
Para obtener el vector normal unitario, se divide por la norma
(2.17) g(u,u) = g% uqug
_ gaﬁara(srﬁ
= f(r)
donde
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1 1
(9(u,u))? = f>
Por lo tanto, el vector normal unitario n, a las hipersuperficies ® = r — 2M se
puede expresar como:

(2.18) na = (g(u,u) "2 8", = (f) "2 67,

Para calcular la curvatura extrinseca K, se hace uso de la relacion[20]

(2.19) K =g% " Kap

Donde K,s se puede calcular como la derivada covariante del vector normal
N en la forma[20]:

(2.20) Kag = Vang=Va (f 19,0

= Vo (F7F) (059) + £73Va (95)

— 9, (f—%) (95®) + 2 (aaaﬁop - rgﬁa@)
= [Froa (£78)] ne+ 1 (0050 — 10,0
Como
(2.21) 0203D = 0,08 (r—2M) =0
Finalmente se tiene que:
(2.22) Kop = [f%aa (f‘%ﬂ ng — f (rgﬁa@)

Ahora, por la definicién de la métrica inducida
(3) Ox® Oxb

_ bl __ga b _
(2.23) 95 as = ga 5 pIP @ = 0°40"89E ab = 9E ap
f(r) 0 0
(2.24) 9= o 0
0 0 7r2sen?0

y su inversa

fir)=t o 0
(2.25) g3 e — 0o L 0
0 0 r2sen2
Resulta
(2.26) K = ¢9K.4

- 52 ([ ()] (10)

El primer término del corchete es cero, debido a que la proyeccién del vector

normal sobre la hipersuperficie es nula. Recordando que gg’) op = 95 B _ponb [20],
se tiene que
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o " { |70 (174) ma} = (9" —non®) {[#0n (474) | ma}
= g2f {f%aa (f—%)} ng —
(2.27) nenb [f%aa (f*%)] ng
()] [ ()
= 0
Por lo tanto
(2.28) K =g{¥? [_f—% (%37@)}

Teniendo en cuenta que 0,® = §",, la relacién anterior puede ser expresada
como:

(2.29) K = g7 [ (10,00 )]
= g5 7 |-r3 gﬁ)}
f

. o
(2.30) g5 (74T,
Para calcular los simbolos de Christoffel se hace uso de la definicién[23]
1
(2'31) 1"/:)\ = igup [gpl/,)\ + 9o — gy/\,p]

Por lo tanto, haciendo uso de las relaciones (2.24) y (2.25), se obtiene para

- L @yr [ (3 3 3
(2'32) FTT = 7g(E) 8 |:g(E)p‘r,T +g(E)pT,T - g(E)TT,P:|

2
L @yr[ 3 3 3

- ig(E) |:g(E')r7',T + g(E)rT,T - g(E)TT/r:|
1
2

= 07 (<o) = =30 @f) = =301

Donde la prima denota derivada con respecto a r, f/ =0.f.
En forma andloga, se puede comprobar que

(2.33) bo =—1f
y

(2.34) o = —rfsen®0
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Con todo lo anterior, la curvatura extrinseca puede ser finalmente calculada.

K = (_f—%> {f—l (—;ffl) + (;) (—rf)+ (7"25;99) (—rfsenQH)]
= (-1 Bf +if+ if} = (-r7%) Bf + if}
(2.35) = f3 %f7+§

Por otra parte, el determinante de la métrica inducida es:

f(r) 0 0
(2.36) g = 0 r 0
0 0 r%sen?0
= f(r)rtsen®6
y
(2.37) gg) = f2(r)r?send
Por lo tanto[22],
(2.38) s = \/¢Wdrdode
= f2r2senfdrdfde

Con todo lo anterior, resulta :

B 7w 2m ,
1 1 ens) 12 [ 112
[z K _ 87T///(frsen0>f 3+ | drdods
2% r=cte 000 r=cte
LT y 1 2
— _ 2 7 —
= 8ﬂ_/d7’/d986n9/d¢7‘f 2f+7"
0 0 0 r=cte
1 1.,
= O |2+ 5
us 2
1 2f 1
2. — 4t |2l 4 =
(2.39) 877'6 o {7" +2f}

Para calcular la contribucién del segundo término

1
—— | d¥ K,
871'/ 0
v

se tiene en cuenta que que para métrica de Minkowski ng), f =1y por lo tanto
f/ = 0. Con esto, el vector normal a las hipersuperficies se puede expresar como:
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(2.40) Ng =0",

Ahora, en el caso del limite asintéticamente plano, las componentes de la métri-
ca son:

1 0 0
(2.41) e =101 0
0 0 r2sen?d
y su inversa
1 0 0
(2.42) nPef—fo L o0
0 0 rzsc}nze

(2.43) Ko = 1y “Kag

También se tiene que[22]:

1 0 0
(2.44) 2= 1o 2 o0
0 0 72%sen?d
= rlsen?
Con esto,
(2.45) ng) = r?senf
y
(2.46) v = \/¢Wdrdode
= f2rlsenfdrdfds
De donde resulta que finalmente la integral puede ser expresada como:
1 1 0 2
- — - i 2 —
87r/dZ Ky 87r/// (f?r sen@) (r> drdfde
[22% r=cte 000 r=cte
1 8 s 2 5
= - —/dr/d@senﬁ/d(b fap? ()
8T r
0 0 0 r=cte
(2.47) ~(@)@)en) i (2
. = —_—— 7‘[‘ —
8T r

Teniendo en cuenta las expresiones (2.40) y (2.48), la accién euclidiana de la
gravitaciéon quedas:
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(2.48) Sp = 154#{
s

A orden cero

1 2 1 1 ]_ !
2.49 nZ|,_ %—4277(7—1) -
(2.49) 021, gettar® |21 (£ - 1) 4 3
Como la unica frontera que existe se debe colocar en el infinito, es decir, en

r — 00, se puede hacer la aproximacién|[2, 22]:

L oM\ ? 1/2M M
(2.50) o (2B o (M M
T 2 T r
Por otro lado,
1. 1d 2M M
2.51 e _la o 2M\_M
( ) 2f 2dr< 7") r2

Con todo esto, se tiene que

(2.52) [fﬁ (r5 1)+ ;f} -2 (1 - %) (_]:[> .
M 2M?
T2 r3

Ahora, tomando el limite r — oo

1 2 1.
(2.53) lim 7z ~ i e | 2 (1) 4 of
r—>00 r—s00 &7 r 2
1 [ M 2M?
e {2+3]
~ _MB
- 2
Como
(2.54) 8 =8rM
por lo tanto,
B
2.55 M=—
(2.55) o
Insertanto este resultado en (2.54), se llega a
32
2.56 Im InZ ~ ——
( ) P 167

Segin las definiciones de energia y entropfa para un sistema en equilibrio
termodindmico[22]
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_ 0lmnZz ﬁ
y
(2.58) S=InZ+pFE

Se puede calcular la entropia Bekenstein-Hawking como:

g s
(2:59) S5t = 16 T 85 = T6n

Teniendo en cuenta la relacién de la periodicidad (3, se llega a

(87 M)?
167
Por 1ltimo, como el drea del horizonte de eventos del agujero negro de Schwarz-
schild puede ser expresado como[20, 2, 22]:

(2.60) Sp_ g = = 4w M?

(2.61) Ay = 4mr? = 4w (2M)? = 167 M?

La entropia Bekenstein-Hawking queda

167‘(]\4'2 . A7H

(2.62) S =—, ;

Que es el resultado esperado.



Parte 2

El Espacio-Tiempo de Kerr






CAP{iTULO 4

Espacio-tiempo de Kerr

1. Meétrica de Kerr

La métrica de Kerr describe un agujero negro rotante, con simetria axial[17,
26]. En coordenadas de Boyer-Lindquist, la métrica de Kerr toma la formal[24, 8, ?]:

A — a2 20 2 2 _ A 9
ds? = =X g (7’“12) 2asen®0dtdg + L’
p p A
2 4 ,2)2 2 om?2
+ -A 0
(1.1) +p%d6* + (r? +a) 5 asen ] sen?0d¢?
P
donde
2 _ 2
(1.2) A=7r°=2Mr—+a
y
(1.3) p* =r*+a’cos’ 0

En forma andloga con la métrica de Schwarzschild, el pardmetro M puede ser
interpretado como la masa del agujero negro, y a = 3; como el momento angular
por unidad de masa(ver figura').

Espacio-Tiempo de Kerr.

La métrica de Kerr tiene las siguientes caracteristicas[26]:

IEsta grafica fue tomada de la referencia:
P.C. van der Wijk .The Kerr-Metric: describing Rotating
Black Holes and Geodesics. Bachelor Thesis. Rijksuniversiteit Groningen.

21
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1. Es Estacionaria. La métrica no depende explicitamente del tiempo (No
depende explicitamente de la coordenada t).

2. Tiene Simetria Axial. La métrica no depende explicitamente de la co-
ordenada ¢.

3. La métrica no es Estatica. No es invariante ante transformaciones de
reversién temporal t — —t.

4. La métrica es invariante antre transformaciones simultdneas de reversién
en el tiempo t — —t y reversién en la coordenada angular ¢ — —a.

5. En el limite r — oo , la métrica de Kerr se reduce a la métrica de
Minkowski en coordenadas polares. (El Espacio-Tiempo de Kerr es
asintéticamente plano).

6. En el limite a — 0 (M # 0), la métrica de Kerr se reduce a la métrica
de Schwarzschild.

La métrica de Kerr tiene dos tipos de singularidades. Observando el escalar de
Kretschmann[20)

(1.4) K = Ra@w;Raﬂ'Y&
48 M (7"2 — a2 cos? 0) (p4 — 16a2r? cos? 9)
p12
Se puede ver claramente que la métrica de Kerr tiene una singularidad escencial

en p? = r2+a?cos? 6 = 0, es decir, cuandor =0y 6 = 5. Por otra parte, la métrica

tiene una singularidad coordenada que corresponde a los horizontes de eventos, esto
es cuando.

(1.5) A=7r?—-2Mr+a*=0

La relacién anterior tiene dos raices:

(1.6) A=r—-ry)(r—=r_)=0

Por lo tanto, los horizontes de eventos quedan ubicados en

(1.7) ry =M+ M?—a?

Donde

(1.8) ry = M++vM?—-a?> Horizonte externo

r— = M —+/M?—a? Horizonte interno

Como se puede ver en [13, 11], la unica parte relevante para el estudio de
los agujeros negros en términos de la causalidad, es el Dominio de Comunicacidn
Exterior(Partes de la variedad que pueden ser conectadas a otras en el limite asin-
téticamente plano por lineas tipo tiempo dirigidas hacia el pasado o el fututo). Esto
debido a que el dominio de comunicacién exterior realmente representa el posible
estado de equilibrio asintético de un agujero negro[13]. Por lo tanto, para el caso
del espacio-tiempo de Kerr que posee dos horizontes de eventos, sélo se tendréd en
cuenta el horizonte externo r = r, ya que el dominio de comunicacién exterior
consiste estrictamente en la regién r > r.
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De la métrica de Kerr (1.1), los coeficientes no dependen explicitamente de las
coordenadas t y ¢, por lo tanto existen dos campos vectoriales de Killing asociados
con estas simetrias.

t—>8t
¢ — 0Oy

En el proceso de euclideanizacion ¢t = it , se deben cerrar las 6rbitas del campo
vectorial de Killing 0, en forma similar a como se hizo en el caso de la métrica de
Schwarzschild, y encontrar la periodicidad debida a la geometria. Debido a que el
espacio-tiempo de Kerr no es esféricamente simétrico, el horizonte de Killing del
campo vectorial de Killing 9, se sitia fuera del horizonte de eventos r = r, en una
regién llamada la ergosfera(Ver figura?).

Event Honzon

" Fe. ; Fing singulanty

_ Stationary
Swface Liwit

"Ergosuface

|
Axis of rotation

Ergosfera.

Debido a lo anterior, se debe encontrar un campo vectorial de Killing que
satisfaga la condicién deseada, esto es, que su norma se haga cero exactamente en el
horizonte de eventos r = r,. Segun al teorema de estaticidad de Hawking(Staticity
Theorem)[14, 15], el tnico campo vectorial de Killing K que cumple la propiedad
de tener norma cero exactamente en el horizonte de eventos » = r4 y que es de
tipo tiempo en la regién r > r; es la combinacién de los campos vectoriales de
Killing[14, 15, 12]:

a
(1.9) K = 8t+m6¢
= O+ QH8¢
donde Qy = ;717 es la velocidad angular del horizonte de eventos.

Es posible demostrar también que debido a la simetria axial del espacio-tiempo
de Kerr, existe un campo vectorial de Killing K asociado a la simetrfa rotacional
que cumple la condicién de ser de tipo-tiempo en toda la variedad, excepto en el
eje de rotacion donde tiene norma cero, el cual puede ser expresado como[6, 17]:

(1.10) K = asin®00; + 04

En resumen, los campos vectoriales de Killing K y K cumplen la propiedad:

2Esta grafica fue tomada de la referencia:
P.C. van der Wijk .The Kerr-Metric: describing Rotating
Black Holes and Geodesics. Bachelor Thesis. Rijksuniversiteit Groningen.
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(1.11) K?| 0

T=r4

R - 0

eje de rotaciéon

Generalmente a este par de campos vectoriales de Killing se les conoce como los
Campos Vectoriales de Killing Candnicos de la métrica de Kerr. Dual a los campos
vectoriales de Killing canénicos K y K existen dos formas asociadas w y w[6],

2 2
(1.12) w o= = ;;a (dt — asin® 0de)
N r? + a? a
b= (CM B maz‘”>
que satisfacen la relacién
(1.13) wK] = @(K)=1
wlK] = @(K)=0

La importancia de los campos vectoriales de Killing K y K y sus respectivas
formas asociadas w y @ radica en el hecho que, a partir de estas dos formas duales
se puede reescribir la métrica de Kerr(1.1) en la forma diagonal[6]:

1.14 d2_ Ap2 2 p2d2 2 d02 : 20~2
(1.14) sE—mw —|—Zr+p( + sin® &%)

Ademss de poder escribir la métrica en una forma méds sencilla, los campos
vectoriales de Killing K y K y sus respectivas formas duales asociadas w y @
permitirdn hacer explicitas las simetrias de la métrica de Kerr, y por lo tanto,
en términos de ellas se podrd aplicar de una forma mads eficaz el formalismo de

Gibbons-Hawking.

2. Meétrica Euclidiana de Kerr

Para realizar el proceso de euclideanizacion, se debe tener en cuenta que de-
bido a la simetria axial, las variables a las que se le debe hacer la continuacién al
sector complejo son el tiempo ¢ y el momento angular por unidad de masa a[1]. En
consecuencia, después de hacer la euclideanizacién t = i7 y a = ia, la métrica de
Kerr (1.14), y las relaciones (1.2), (1.3), y (1.7) se pueden expresar ahora como[6]:

AAQ ~2
(2.1) ds? = (ﬂfpa?)“Q + %er + 7 (d6? + sin® 00%)
donde
(2.2) A =¢?—2Mr—a?
(2.3) P’ =12 —a%cos? 0
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(2.4) Fr =M £/ M? + a2

Después del proceso de euclideanizacion, los los campos vectoriales de Killing
K y K y sus respectivas formas asociadas w y @ toman la forma:

a
(2.5) K = 0.- T2 0y
K = asin®600, + 9,
y
2 _ 52
(2.6) w = % (dr — asin® Odo)
N r2 — 2 a
w = 7b2 <d¢ + 7’)"2 — &2 dT>

Debido a que la coordenada T asociada con el campo vectorial de Killing 9. (cuya
norma no es cero en el horizonte externo r = ;) no es una buena coordenada
para calcular la periodicidad, es posible encontrar otra forma dual que respete la
simetria rotacional ademds de ayudar a calcular la periodicidad. Esta forma dual
es por supuesto w, la forma dual al campo vectorial de Killing K que si cumple la
condicién de tener norma cero exactamente en el horizonte externo r = 7.

Considere la métrica euclidiana de Kerr cerca del horizonte externo r = 7. En
analogia a como se hizo en el caso de la métrica de Schwarzschild, es posible definir
una nueva variable radial = tal que la expresién[6]*:

A= —r)(r—7)

cerca del horizonte, haciendo las definiciones

(2.7) (fy —7_) =2V M2 +a2 =~
y
22
(2.8) (r—7y) = /YT

puede ser expresada como[6]:

2,.2
~ ’}/ x
2.9 A=—
(29) :
De la relacién (2.8), se deduce que:
(2.10) dr = %dm
2,2
dr? = Lf da?

3La definicién de esta nueva variable radial z, que serd de gran utilidad para calcular la
periodicidad, se define en la referencia [6], por lo tanto el andlisis que se sigue para calcular la
periodicidad 8 debida a la geometria tiene el mismo espiritu que la referencia[6]
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Por lo tanto, la métrica euclidiana de Kerr cerca del horizonte puede ser escrita
en la formal[6]:

(2.11) ds}, = ds3, + pldsg,

donde
(2.12) dst = p3 (d6” + sin® 00?)

y

2,.2
(2.13) sy, = da®+ — T .2
1t - @)
2

2.14 = de?+a?|—
. 2

Como en el caso de Schwarzschild, debido a la simetria, se puede analizar solo la
parte dsg, de la métrica total. Para evitar una singularidad cénica[1], y comparando
con la métrica en dos dimensiones en coordenadas polares

(2.15) ds? = dr* 4+ r?d6?

se puede asociar

_ gl
(2.16) a0 = RN

Integrando sobre el periodo estdndar para la variable angular 6, se puede ver
que a la coordenada asociada a la forma w se le debe asociar un periodo .

27 B
Y
(2.17) / d6 — / S S
2 2 _ A2
o o (7“+ a)
Finalmente
8
2.18 2r =
21 EICED)

El periodo f es*:

(2.19) B = on (M)
6 — J—

4Habiendo finalmente derivado la periodicidad S debida a la geometria, se podria asociar con

esta periodicidad una temperatura en la forma usual T = %
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donde:

VM? 1 a2
(2.20) PR R
208 —a2) (1 -a?)
es la Gravedad Superficial del Agujero Negro de Kerr en el horizonte[20](Ver
figura®).

h= 1 = constant
Periodicidad métrica de Kerr.

3. Entropia del Agujero Negro de Kerr

Habiendo derivado la periodicidad de la geometria, se estd ahora en posicién
para calcular la entropfa. De la simetria generada por el campo vectorial de Killing
K, se puede definir una nueva coordenada angular 1) que no es afectada por el flujo
de este campo vectorial, y tiene la periodicidad 27 estaindar[13]6.

(3.1) b=¢+ ﬁdr

Con esta definicién, se tiene

) 2 ~D 2
0 —
(3.2) Prein? g = - 0) (7:2 ) dy?
P

En consecuencia, la métrica euclidiana de Kerr puede ser expresada como:

Ap? P sin? 0 (r2 — @)

2 . 8p o P 42 .25, SV A), 9

(3.3) dsy = - d2)w + Adr + p do” + 7 dy
O en la forma:

(3.4) ds% = F(r,0)w? + G(r,0)dr? + H(r,0)d6” + I(r,0)dy>

donde

SEsta grafica es una extensién a la métrica de Kerr de la gréfica de la referencia:
http://arxiv.org/abs/hep-th/9409195v1

Para una excelente descripcién del espacio-tiempo de Kerr, y en particular un andlisis en
término de las simetrias de este tipo de solucién, se recomienda la referencia [13].
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A 22
(3.5) F(r,0) = (Tf_"’&g)
_ 7
G(r,0) = A
H(r,0) = p*
[(r0) - sin29(1:22 d2)

Debido a que la métrica se pudo expresar en la forma diagonal (3.4), los coefi-
cientes de la métrica y la métrica inversa son entonces:

F(r,0)
(3.6) 9B op = G f) H(r,0)

(3'7) ggﬁ = H_l(r, 9)

I=(r,0)

Para derivar la entropfa, se debe primero calcular la accién gravitacional

) 1 " 1
. = — — YK
(3.8) i1SEg 167r/d x /g R+ 87r/d

\% oV
1 / d¥ K,
8 0

)%

En el espacio-tiempo de Kerr R = 0, por lo tanto la contribucién a la accién
solo puede provenir del segundo y tercer término. Asi como se hizo para el Agujero
negro de Schwarzschild, para calcular la contribucién del primer término

1
o / d¥ K
5)%
se debe calcular la curvatura extrinseca K. Para esto, se debe obtener el vector
normal en la direccién de la coordenada r. Para esto, toma como hipersuperficie
todas las hipersuperficies con r =constante, por lo tanto, el vector normal puede

ser hallado como el gradiente en la direccién de crecimiento de la coordenada radial
r. Se define la funcién escalar:

(39) b =r-— ’f'+

Para calcular el vector normal, se hace uso de la relacién:
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(3.10) Uo = Vo =0,
= Oa(r—ry)

Si se desea obtener un vector normal, se puede dividir el vector u, entre su
1 .
norma ¢(u,u)2. Para esto, primero se calcula

(3.11) glu,u) = gPuqug
_ gaﬁéraarﬁ
= grr = Gil(ra '9)

Por lo tanto

(3.12) (g(u,u)) "2 = G (r,0)

El vector normal unitario a las hipersuperficies ® = r — 7} es entonces:

(3.13) ne = (glu,u)) % 9a® = G3(r,0)0,®
= Gz(r,0),

Para calcular la curvatura extrinseca K, se hace uso de la relacién:

(3.14) K =48 “PKag

Kz se puede calcular como la derivada covariante del vector normal n, en la
forma[20]:

(3.15) Kag = Vang=Va (G10;0)
- Vv, (G%) (95®) + GEV, (95®)
= 0. (G1) (259) + G (0,059 ~ T7,0,9)

(6204 (GF)] na + G (.05 —T7,0,0)

Como:

(3.16) aaaﬁ(b = 8a8/3 (7“ - ’ﬂ;,.) =0
Resulta

(317) K = ¢ K4

g2 ]G40 (G*) | np + G* (0a05® — T7,0,8) |

Ahora, el primer término es cero debido a que la proyeccién que se hace con la

(3)aB _ op
=9k

métrica inducida gy, g’ —nonf.

"En este punto no se debe confundir la curvatura extrinseca K, del campo vectorial de Killing
K.
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(3) oz Ozt

_ e __ga ¢b _
(3.18) I ap = Gua ggpIe o = 0°40°39E ab = JE op
(r,0) 0 0
(3.19) 9% s = 0  H(re) 0
0 0 I(r,0)

y su inversa

F~1(r,0) 0 0
(3.20) giDes — 0 H=1(r,0) 0
0 0 I-1(r,0)

por lo tanto

(321) ¢ {|cta. (¢

[
~
i

3
™
—
I
—
Q
Wo
™
|
S
Q
3
™
Nl N

Con esto, se tiene

(3.22) K =g " |-G} (T7,0,9)]

Pero 0,® = ¢",, en consecuencia la curvatura extrinseca se puede expresar
como:

(3.23) K = gff 7|1 (17,0 )]
= o) 7 |-Gt (L))
= g (i) 1o (-GrT) + 0P Y (<6,

Para calcular los stmbolos de Christoffel se hace uso de la relacién[23]:

1 ’
(3'24) Fllf)\ = 591 ’ [gpm/\ + 9o — gu/\,p]

De lo anterior se sigue que:
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(325) o, = 507 [0 st 0 s 05 )]

2
3) rr 3 3
- 79(E) [g(E)rw,w + g(E)rw,w gE ww 7":|

2
1 3) rr 3) 1 1 .- 4
= ig(E) (_g(E ww,r) = _iG ! (aTF) = _§G 1F
donde
(3.26) F =0,F

En forma similar

1 rr
(3.27) bo = 591(5) (_gS)OG,r)
= —rG7!
1 rr
(3.28) Ly = 29(3) (—QS)W,T)
2(r2 —a%) (2 —a?)’
= [—TSinQQGfl] ( — ) — ( I ) ]
p P
Finalmente, de (3.23) resulta
(329) K = (-G}){F [—;G 1F} — [-r¢7Y]
~2 2 2 2 ~92)2
p 2y 207 =) (r*—a?)
sen2d (r2 — a?) (=rsen®0) D’ p* J
1 A? . A 2rA rA
= (-G7)|=———F -2 =
( 2) 2 (TQ 7 &2) b4 (7“2 _ ELQ) bg + b4
AR 2rA

9 (7"2 _ d2) + (,r.2 _ d2)p2

Por otra parte, el determinante de la métrica inducida es:

F(r,6) 0 0
(3.30) g = 0 H(r6 0
0 0 I(r,0)

= Ap*sen®d

(3.31) gg) =/ Ap®sen?0

Por lo tanto,

31
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(3.32) a2 = /gPwdbdy
= \/Ap*sen20wdfdy

Con todo lo anterior, resulta :

B 2w R , N
1 1 A?F 2rA )
. — YK =— D
(3.33) 87T/d 877/// [2(7‘2 ) + o d2)] P~ senfwdfdi
v 000

Para calcular la contribucién del segundo término

1
—— [ d¥ K,
871'/ 0
oV

se tiene en cuenta que :

T
(3.34) No =0,
Ahora, en forma andloga a como se hizo con la métrica inducida para la métrica

de Schwarzschild, en el caso del limite asintéticamente plano, las componentes de

la métrica inducida son:

) 1 0 0
(3.35) g ag =1 0 r? 0
0 0 r2sen?d
y su inversa
1 0 0
(3.36) nPef— o L o0
0 0 TQS;nze
Por lo tanto, la curvatura extrinseca es
(3.37) Ko = 12K,z
_ 2
o

Con todo esto, la contribucién a la accién es

B w 2w
(3.38) _ 1 / 45 Ko = — L / / / (2> oV Asenbuwdddy
8 8 r
1A%

000
Haciendo la suma de las dos contribuciones a la accién, y realizando las inte-

grales sobre w y di se obtiene finalmente
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™ ) ~ 2 ’
e O Oy o
- 0 T a
2rA 2[)\/Z
(r2—a?)  r ]

Como
AAQ

(3.40) F(r,0) = —="__

(r? —a?)

Haciendo la derivada con respecto a r resulta:

2 A2)2 o, (Aﬁz) _ (A,b2

, (r*—a
3.41 F (r,0) =
(3.41) (r.0) e
pero
(3.42) o, (A,az) = 2rA + 2p%(r — m)
y
(3.43) o [(r* —a?)*] = ar (2 - %)
Haciendo algunos cédlculos algebraicos, la expresion (3.41) queda
: 2rA 20 (r — 4rAp?
(3.44) Fl(ro) = —"2 G "”;)— =P
(Foa | oa)?  P-a
Con lo anterior, el primer término de la integral se reduce a:
(3.45) D°AF’ _ rA2p? (r —m)p*A2
2(r2 — a2)” (r2—a2)*  (r2—a2)!
27“ﬁ4A3
(r? - a2)°

Como la tnica frontera 9V que existe se debe colocar en el infinito, es decir, en

r — 00, se pueden hacer las aproximaciones :

(3.46)
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(3.47) A? = [7"2 <1 @ W)} 2

4 < 242 4M>
~ T -— - —
r2 r
En forma andloga
A 3a2  6M
(3.48) A3~y (1 - )
T r

ademas de

(3.49) VA = A}

Por otra parte

) a2 cos? 6
R 242 cos? 6
(3.51) ot <1 — r2>
a2 cos? 0
3.52 D~ 1— —
(3.52) prT ( 52 )
Finalmente

(3.53) (r? —a%)" ~ 1 (1 - 4&2>

(3.54) (r? —a?)° ~ 10 (1 - W)

Juntando los resultados de las aproximaciones anteriores, haciendo algunos cél-
culos algebraicos despreciando los términos de orden superior a O(%)7 y tomando
el limite cuando r — 00, la accién se puede expresar como:

(3.55) JimmZ = (5) (2m) (2)(-M)

BM
2
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De la férmula de periodicidad

om (12 — a?)

(3.56) b=

y del radio del horizonte externo

(3.57) Pro= M+ /M2 + a2

la masa puede ser expresada como

2 2 _ A2
(3.58) Mzn—ﬂw%a)
Ahora, en analogfa con el caso del Agujero Negro de Schwatzschild
8. o2 (r2 — g2
(3.59) MZw—274—(j3)
La energfa puede se deriva de la férmula:
olnz 7y
. E=— J——
(3.60) 5 5
Por lo tanto la entropia puede finalmente ser calculada, y es
(3.61) S = InZ+pE
= —§f+ +m (ri - d2) + §f+

(3.62) S

™ (r} —a?)
An
4

donde Ag es el drea del horizonte externo[20].Este resultado, de suma impor-
tancia, indica que de la misma forma como el Agujero Negro de Schwarzschild tiene
una entropfia proporcional al drea con constante de proporcionalidad igual a
Agujero Negro de Kerr también tiene una entropia asociada, y una temperatura

como es reportado en la literatura[28][1].

35

, el






CAP{TULO 5

Conclusiones

1) Utilizando el formalismo de Gibbons-Hawking, se reprodujeron las férmulas
de Entropia S = %AH y Periodicidad 8 = 2% para la solucién de Schwarzschild
derivada en los articulos originales[1, 2, 3].

2) La principal contribucién de este trabajo ha sido desarrollar la completez de
los célculos de periodicidad y entropia para los Agujeros Negros de Kerr con base en
una extensién de los correspondientes cédlculos para la solucién de Schwarzschild,
utilizando el formalismo de las integrales de camino de Gibbons-Hawking, cuyos
detalles no estdn reportados en la literartura.

2.1) Se demuestra de forma rigurosa que la periodicidad debida a la geometria
en el Espacio-Tiempo de Kerr es f = %’T, donde k es la gravedad superficial del
horizonte de eventos y es igual a:

VT Ea
2.2) Se demuestra que la entropia del agujero negro de Kerr es igual a un cuarto
del drea del horizonte de eventos:

R =

1

3) Se demuestra también que la entropia del agujero negro de Kerr puede ser
expresada como[5, 4]

S=> iAn,
bolts

donde el "bolt"se define como el punto donde el campo vectorial de Killing
generador del grupo de isometrias K = K¢ aga se hace cero, es decir K = 0(locus
of fixed points). Estos puntos fijos corresponden a la superficie de bifurcacion del
horizonte en el agujero negro[4].

3.1) En el Caso del Agujero negro de Schwarzschild, cuando se estd en el sector
euclidiano, el bolt corresponde a los puntos en los que se cumple K = 0, esto es
K = 8% =0 en la superficie r = 2M.

3.2) Para el Agujero negro de Kerr, en el sector euclidiano, el bolt corresponde
a los puntos donde K = 0, esto es, K = a% + Q% = 0 en la superficie 7 = ry,
donde 2 es la velocidad angular del horizonte de eventos, y r4 es el horizonte de
eventos externo.
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