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Bogotá, Colombia

2017





Agradecimientos

A Dios por ser mi fortaleza. A mi familia por su apoyo incondicional. A la profesora Alejan-

dra Sánchez por su orientación.





vii

Resumen

Se logra una valoración de un derivado financiero de la tasa Swap, el Constant Maturity

Swap (CMS), valorado en un modelo af́ın de dos factores el G2++, por dos caminos distin-

tos consiguiéndose resultados muy cercanos. El primero, modelando directamente el valor

esperado con Monte Carlo y el segundo utilizando técnicas del Ajuste por Convexidad. Se

mejoran algunas fórmulas y se adaptan a un Modelo Multifactorial.

Palabras clave: Modelo G2++, Swap, Constant Maturity Swap, Medida Neutral

al Riesgo, Numerario, Valoración, Ajuste por Convexidad.

Abstract

An evaluation is achieved of a financial derivate of the Swap rate, the Constant Maturity

Swap (CMS), valued in a two-factor affine model, G2++, by two different paths, obtaining

very close results. The first, directly modeling the expected value with Monte Carlo and the

second using Convexity Adjustment techniques. Some formulas are improved and adapted

to a Multifactorial Model.

Keywords: G2++ Model, Swap, Constant Maturity Swap, Risk Neutral Measu-

re, Numeraire, Pricing, Convexity Adjustment.



Índice general

Agradecimientos V

Resumen VII

1. Introducción 2

2. Preliminares. Definiciones y Teoremas Clásicos 4

2.1. Renta Fija vs Renta Variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2. La derivada de Radon-Nikodym . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3. Teorema de Girsanov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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1. Introducción

El mercado de derivados financieros ha sido subdividido en dos categoŕıas, derivados de renta

fija y de renta variable; siendo el primer grupo mucho mayor en volumen que el segundo.

En este grupo se encuentran principalmente los llamados derivados sobre riesgo crediticio,

sobre tasas de interés, sobre inflación y sobre divisas. Sin embargo, a pesar de su enorme

importancia tanto económica como por el riesgo que generan existen serias dificultades en los

modelos de valoración. A medida que el mercado es de mayor complejidad y se estructuran

derivados cada vez más sofisticados -a fin de diversificar los riesgos inherentes a la actividad

financiera-, la valoración de dichos instrumentos se vuelve mucho más exigente y requiere de

lenguajes y técnicas matemáticas más sofisticadas.

Los modelos de valoración de derivados de renta fija conocidos generan problemas de valo-

ración y cobertura de dichos instrumentos; por esta razón se hace necesario generar modelos

alternativos que reduzcan las dificultades observadas.

La mayoŕıa de los derivados de renta fija, y de manera especial los derivados del tipo de

interés requieren para su valoración de una variable fundamental: la curva cupón cero o lo

que es lo mismo, la colección de todos los factores de descuento para tiempos futuros. Esta

curva puede obtenerse (o ajustarse) a través de los precios de instrumentos financieros dis-

ponibles en el mercado, uno de ellos, quizás el más utilizado es el de los bonos. Sin embargo,

el mercado de bonos difiere en un aspecto fundamental de otros mercados estándar; mientras

estos últimos se pueden modelar utilizando una cantidad finita de activos, el subyacente del

mercado de bonos es la estructura completa de las tasas de interés, una variable infinito-

dimensional que no es directamente observable.

Los instrumentos más ĺıquidos del mercado (como los contratos futuros) no suelen proporcio-

nar información directa sobre las tasas Forward las cuales permitiŕıan construir la curva de

forma exacta. Sus precios hay que complementarlos por medio de ciertos ajustes, en función

del modelo de evolución escogido. Por otra parte, los modelos de precios se construyen a

partir de factores estocásticos que representan la estructura de las tasas de interés en un

espacio de dimensión finita.

El modelamiento del movimiento de la curva cupón cero, aśı como su construcción a partir

de instrumentos disponibles en el mercado, plantea interesantes problemas teóricos (el paso
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de una evolución estocástica infinito dimensional a una finito dimensional), prácticos (co-

rrección por ajuste de los precios disponibles en el mercado) y otros de ı́ndole computacional.

Los problemas arriba expuestos constituyen uno de los nodos de investigación más importan-

te de las Matemáticas Financieras. El problema a abordar, consiste en estudiar la valoración

de un instrumento de renta fija, un derivado de la tasa Swap (que a su vez es un derivado

de la tasa de interés), el Constant Maturity Swap (CMS), ambos instrumentos (derivado

y subyacente) utilizados con este fin, son ampliamente utilizados en el mercado financiero

y presentan dificultades muy particulares en su valoración, por su parte el modelo de dos

factores, el Modelo G2++ presenta interesantes caracteŕısticas pero por su complejidad es

poco utilizado. El objetivo fundamental es incorporar técnicas y conocimientos propios de

la teoŕıa de valoración financiera, utilizar modelos de mercado atractivos distintos a los tra-

dicionales e implemente técnicas propias de los métodos numéricos en finanzas.

Además de ello, este trabajo también presenta una alternativa de valoración del instrumento

ajustando su precio por medio de una técnica conocida como Ajuste por Convexidad. Se

utilizan desarrollos del Ajuste por Convexidad para Modelos Afines, se llevan a modelos

de dos parámetros (El Modelo G2++ lo es) y se obtienen valores para unos parámetros

espećıficos encontrándose una diferencia muy baja con respecto a la aplicación directa del

Modelo. Para la simulación numérica respectiva se usan técnicas de Monte Carlo. Como se

verá en la formulación del Ajuste se consigue una muy buena aproximación de una Ecuación

Diferencial Estocástica de dos parámetros por un sistema de dos Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias, cuya solución resulta muy simple.



2. Preliminares. Definiciones y Teoremas

Clásicos

En este caṕıtulo se especifican las nociones básicas de finanzas matemáticas, se presenta

dentro de un contexto matemático la diferencia que hay entre derivados de renta fija y los de

renta variable, igualmente se enuncian los teoremas esenciales que se usaran en el desarrollo

de este trabajo, por ultimo se hace énfasis en lo relacionado al numerario.

2.1. Renta Fija vs Renta Variable

Consideremos un mercado financiero de flujo continuo en un horizonte de tiempo dado por el

intervalo r0, T s, donde los sucesos aleatorios en este mercado serán modelados en un espacio

de probabilidad pΩ,F ,Pq. El flujo de información procedente de todos los agentes económicos

es representado por una filtración tFt, t P r0, T su satisfaciendo las condiciones usuales. El

mercado consta de n ` 1 activos que no pagan dividendos y cuyos precios son modelados

por una n ` 1 dimensional Ft-semimartingala S “ tSptq : 0 ď t ď T u, cuyas componentes

S0, S1, ..., Sn son positivas. Cada proceso de precio Sjptq se asumirá que describe una dinámica

dSjptq “ αjptqSjptqdt` σjptqSjptqdW
P
t , j “ 1, . . . , n

donde W P es un P-movimiento Browniano, los coeficientes son Ft-adaptados y satisfacen:

E

ˆ
ż T

0

|αjptqSjptq|dt

˙

ă 8, E

ˆ
ż T

0

rσjptqSjptqs
2dt

˙

ă 8

y el activo indexado por 0 representa la cuenta bancaria:

dS0ptq “ lptqS0ptqdt

con S0p0q “ 1 y l una tasa libre de riesgo.

Notese aqúı la diferencia que hay en un principio entre S0 y los demas Si, pues mientras

Si, con i “ 1, . . . , n presenta una varianza en su evolución, una volatilidad en su dinámica

(el termino σj), S0 no la manifiesta.
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Definición 2.1. Un portafolio δ es un vector n` 1-dimensional:

δptq :“ pδ0ptq, δ1ptq, ..., δnptqq,

donde δjptq representa el numero de unidades del activo j en t.

Definición 2.2. El valor del portafolio δ en t sera:

Vtpδq :“
n
ÿ

i“0

δiptqSiptq.

Ademas éste se dice auto-financiado si la integral estocástica
şT

0

řn
k“0 δkptqdSkptq existe y:

dVtpδq “
n
ÿ

k“0

δkptqdSkptq.

Definición 2.3. Una oportunidad de arbitraje es un portafolio auto-financiado δ tal que:

V0pδq “ 0,

PrVT pδq ą 0s ą 0,

PrVT pδq ě 0s “ 1.

Diremos que el mercado es libre de arbitraje si no existen posibilidades de arbitraje.

Cuando se habla de derivado financiero se hace mención a un instrumento del mercado

que se ha definido en términos de cierto activo subyacente. Formalmente:

Definición 2.4. Un t́ıtulo contingente X con fecha de madurez T , también llamado T -t́ıtulo,

es cualquier variable aleatoria cuadrado integrable sobre pΩ,FT ,Pq.

Es importante tener en cuenta que un T -t́ıtulo X lo que representa es el beneficio o la

ganancia (comúnmente llamado payoff ) que brinda cierto derivado financiero a tiempo T .

Por ejemplo, con K una constante, si:

XT “ rSipT q ´Ks
`,

éste es el payoff de un derivado financiero conocido como opción europea call, el subyacente

en este caso es el activo Si.

A grandes rasgos, cuando tratamos con derivados financieros en los que el subyacente es

un activo negociable en el mercado, hablamos de renta variable (Sj, j “ 1, . . . , n ), mientras

que si el subyacente es no traspasable tenemos renta fija (tasa de interés l presente en S0).

Definición 2.5. Un T -t́ıtulo contingente X es replicable si existe un portafolio auto-financiado

h tal que:

VT phq “ X , P´ a.s.

Definición 2.6. Un mercado financiero es completo si todo t́ıtulo contingente es replicable.
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2.2. La derivada de Radon-Nikodym

Teorema 2.7 (Radon-Nikodym). Sean dos medidas de probabilidad P y Q sobre pΩ,Fq. P
es absolutamente continua respecto1 a Q si sólo si existe una única función F´B-medible no

negativa f : Ω Ñ R tal que:

P pAq “

ż

A

fdQ @A P F .

La función f es llamada la derivada de Radon-Nikodym y se escribe como dP
dQ

.

El teorema de Radon-Nikodym implica que dada una variable aleatoria X con valor

esperado bajo P finito, cumple que:

EP
rXs “

ż

Ω

XdP “

ż

Ω

X
dP

dQ
dQ “ EQ

„

X
dP

dQ



.

Teorema 2.8 (General de Bayes). Sea Y una variable aleatoria sobre pΩ,Fq con P y Q dos

medidas de probabilidad sobre el mismo espacio y derivada de Radon-Nikodym:

L :“
dQ

dP
, sobre F .

Si Y es Q-integrable y G es una σ-álgebra con G Ď F . Entonces

EQ
rY |Gs “ EP rLY |Gs

EP rL|Gs
, Q´ a.s.

Proposición 2.9. Sean dos medidas de probabilidad P y Q sobre pΩ,Fq tales que Q ! P y

G una sub σ-álgebra de F . Entonces LF y LG la derivada de Radon-Nikodym sobre F y G
respectivamente se relacionan por medio de:

LG
“ EP

rLF
|Gs.

Se tiene con ello que si P y Q son equivalentes en el espacio de probabilidad filtrado,

existe una P -martingala ρt tal que:

QpAq “

ż

A

ρtpωqdP pωq, A P Ft

donde:
dQ

dP

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ft

“ ρt,

ademas un proceso estocástico M es Q-martingala si sólo si ρM es P -martingala.

1Se escribe P ! Q y significa que para todo A P F , QpAq “ 0 implica que P pAq “ 0.
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2.3. Teorema de Girsanov

Asumiremos que en nuestro espacio de probabilidad filtrado pΩ,F ,P,Fq, la filtración tFtutě0

es generada por un d-dimensional proceso de Wiener estándar W P.

Bajo esta hipótesis tenemos:

Teorema 2.10 (Girsanov). Sea W P un d-dimensional P-proceso de Wiener estándar sobre

pΩ,F ,P,Fq y Ψ cualquier d-dimensional proceso estocástico adaptado. Sea L el proceso sobre

r0, T s definido como:

dLt “ ΨtLtdW
P
t ,

L0 “ 1,

es decir

Lt “ e
şt
0 ΨsdWP

s ´
1
2

şt
0 |Ψs|

2ds.

Se asume

EP
rLT s “ 1,

y se define una nueva medida de probabilidad Q sobre FT como:

LT “
dQ

dP
.

Entonces

dW P
t “ Ψtdt` dW

Q
t ,

donde WQ es un Q-proceso de Wiener.

Al proceso Ψ dado en el teorema anterior se le menciona como el núcleo de Girsanov

para el cambio de medida de P a Q.

Teorema 2.11 (Girsanov Inverso). Sea W P un d-dimensional P-proceso de Wiener estándar

sobre pΩ,F ,P,Fq y se asume la existencia de una medida de probabilidad Q tal que Q ! P

sobre FT . Entonces existe un proceso adaptado Ψ tal que L :“ dQ
dP

tiene la dinámica

dLt “ ΨtLtdW
P
t ,

L0 “ 1.

2.4. Teorema de Feynman-Kač

Teorema 2.12 (Feynman-Kač). Asuma que F es la solución de la Ecuación Diferencial

Parcial:
BF

Bt
pt, xq ` µpt, xq

BF

Bx
pt, xq `

1

2
σ2
pt, xq

B2F

Bx2
pt, xq ´ rF pt, xq “ 0,
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definida para t P r0, T s y x P R, con condición final

F pT, xq “ φpxq.

Asumir ademas que el proceso e´rsσps,Xsq
BF
Bx
ps,Xsq esta en L2pΩq, donde X se define mas

abajo. Entonces F tiene la representación

F pt, xq “ e´rpT´tqErφpXT q|Xt “ xs,

donde X satisface la Ecuación Diferencial Estocástica:

dXs “ µps,Xsqds` σps,XsqdWs,

Xt “ x.

2.5. El Numerario

En economı́a se puede definir un numerario como aquel bien que sirve de unidad para

medir el valor de los demás bienes o servicios. Dentro de este mismo entorno también se

aclara que pasar de un numerario a otro no afecta ni a la recta de balance, ni a las curvas

de demanda o de oferta, ni al equilibrio del mercado ni a ninguna magnitud real. Se trata

simplemente de un cambio de escala. Algunos ejemplos de bienes que han sido numerarios

a lo largo de la historia son: el oro, la plata, la sal, los cigarrillos en la Segunda Guerra

Mundial, el dinero en śı mismo, etc.

Formalmente:

Definición 2.13. El numerario es cualquier activo con proceso de precio βt, positivo que no

paga dividendos.

Definición 2.14. Una medida de probabilidad Qβ sobre FT se llama medida de martingala

equivalente a la del mercado financiero con numerario βt sobre r0, T s, si se cumple que:

i) Qβ y P son equivalentes sobre FT .

ii) La derivada de Radon-Nikodym dQβ{dP está en L2pΩ,F ,Pq.

iii) Los procesos de precio relativos al numerario:

Sβj ptq :“ Sjptq{βt, j “ 0, 1, . . . n

son martingala bajo Qβ:

Eβ
rSβj psq|Fts “ Sβj ptq, t ď s.
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Teorema 2.15 (Fundamental de Finanzas). Se tiene que:

El modelo de mercado es libre de arbitraje si sólo si existe una medida de martingala

equivalente a la del mercado, Qβ con numerario βt.

Un modelo de mercado libre de arbitraje es completo si sólo si la medida de martingala

es única.

En acuerdo con ausencia de arbitraje, un derivado con payoff dado por el T -titulo X
debe ser valorado como:

Πpt;X q “ βtE
β

„

X
βT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ft



.

con Πpt;X q el precio a tiempo t.

2.6. Cambio de Numerario

Proposición 2.16. Asuma que Q0 es una medida de martingala para el numerario S0 sobre

FT y asuma que S1 es un activo con proceso de precio positivo tal que S1ptq{S0ptq es una

Q0-martingala. Sea Q1 definida sobre FT a través de la derivada de Radon-Nikodym

L1
0ptq :“

dQ1

dQ0
“
S0p0q

S1p0q

S1ptq

S0ptq
, 0 ď t ď T.

Entonces Q1 es una medida de martingala con numerario S1.

Proposición 2.17. Asumiendo ausencia de arbitraje y las condiciones dadas al principio

de este caṕıtulo. Denotando el correspondiente Q0 proceso de Wiener como W 0. Entonces la

Q0-dinamica de la derivada de Radon-Nikodym L1
0 está dada por

dL1
0ptq “ L1

0ptqrσ1ptq ´ σ0ptqsdW
0
ptq.

Es decir el núcleo de Girsanov Ψ1
0 para pasar de Q0 a Q1 está dado por las diferencias en

las volatilidades:

Ψ1
0 “ σ1ptq ´ σ0ptq.

2.7. Ejemplos de Numerarios

Definición 2.18. Un bono con cupones cero con fecha de madurez T , es un contrato que

garantiza al titular el pago de una unidad monetaria en T . El precio en t de este bono se

denotará por Ppt, T q.
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Definición 2.19.

1. La tasa forward simple para el peŕıodo de tiempo futuro rS, T s en t, mencionada también

como la tasa LIBOR, se define como

Lpt;S, T q “ ´
Ppt, T q ´ Ppt, Sq
pT ´ SqPpt, T q

.

2. La tasa forward con capitalización continua para el peŕıodo de tiempo futuro rS, T s en

t, se define como

Rpt;S, T q “ ´
lnPpt, T q ´ lnPpt, Sq

T ´ S
.

3. La tasa forward instantánea2 con madurez T en t, se define como

fpt, T q “ ´
B lnPpt, T q

BT
.

4. La tasa corta instantánea en t, se define como

rt :“ rptq :“ fpt, tq.

Una consecuencia importante del Teorema 2.15 es que si asumimos nuestro mercado

libre de arbitraje y completo, dado un numerario βt, hay una única medida de probabilidad

Qβ tal que los procesos de precio relativos a él son martingalas:

Πpt;Gq

βptq
“ Eβ

„

GpT q

βpT q

ˇ

ˇFt



(2.1)

siendo t ă T y GpT q el payoff de cualquier derivado en T .

Dados dos numerarios N y M con medidas asociadas respectivamente QN y QM , equivalentes

a la medida inicial P, la ecuación (2.1) implica:

NptqEQN

„

GpT q

NpT q
|Ft



“MptqEQM

„

GpT q

MpT q
|Ft



, (2.2)

reescribiendo con CpT q “ GpT q
NpT q

:

EQN

„

CpT q|Ft



“ EQM

„

GpT q

NpT q

Mptq

MpT q

NpT q

Nptq
|Ft



“ EQM

„

CpT q
NpT q{Nptq

MpT q{Mptq
|Ft



.

Aśı la derivada de Radon-Nicodym que define la medida QN en F esta dada por:

dQN

dQM
“

NpT q{Nptq

MpT q{Mptq
. (2.3)

Esto último es casi una demostración de la Proposición 2.16.

2 ĺımSÑT Rpt;S, T q “ fpt, T q
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2.7.1. La evolución del dinero en el mercado como numerario

Al mencionar la evolución del dinero en el mercado como numerario nos referimos al valor

de una unidad monetaria en el tiempo cuando está gana intereses continuos a una tasa

instantánea libre de riesgo r, es decir hablamos de hacer Bt como nuestro numerario:

dBptq “ rtBptqdt,

es decir

Bt :“ Bptq :“ e
şt
0 rpsqds.

Asumiendo ausencia de arbitraje existirá una medida de martingala asociada a este nume-

rario, medida de martingala que llamaremos la Medida Neutral al Riesgo Q.

En un mercado completo el valor de un derivado cualquiera en t con payoff GpT q en

T estará dado aśı de manera única por:

Πpt;Gq “ BptqEQ

„

GpT q

BpT q
|Ft



,

o de forma mas expĺıcita:

Πpt;Gq “ EQ

„

GpT qe´
şT
t rpsqds

ˇ

ˇFt



. (2.4)

En particular si el derivado es el bono con cupones cero y vencimiento T entonces

Ppt, T q “ EQ
re´

şT
t rpsqds|Fts,

escribiendo Bptq
BpT q como Dpt, T q el factor de descuento estocástico para el peŕıodo pt, T q:

Ppt, T q “ EQ
rDpt, T q|Fts.

2.7.2. El bono con cupones cero como numerario

Para T fijo la medida T -forward será la asociada con el numerario βt “ Ppt, T q, usando la

Proposición 2.16 o la ecuación (2.3):

Πpt;Gq “ EQ
rGpT qDpt, T q|Fts

“ ET

„

GpT qDpt, T q BpT q{Bptq
PpT, T q{Ppt, T q

ˇ

ˇFt



“ ET

„

GpT qDpt, T qDpT, T qPpt, T q
Dpt, T qPpT, T q

ˇ

ˇFt



“ Ppt, T qET
rGpT q|Fts. (2.5)

En particular si GpT q “ PpT, Sq y 0 ď t ď T ď S:

Ppt, Sq “ Ppt, T qET
rPpT, Sq|Fts. (2.6)
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Proposición 2.20. La tasa forward simple es una martingalas en la medida T -forward.

Demostración. Tenemos que:

ET
rLpt;S, T q|Fus “ ET

„

1

pT ´ Sq

ˆ

Ppt, Sq
Ppt, T q

´ 1

˙

ˇ

ˇFu



“
1

pT ´ Sq
ET

„

Ppt, Sq ´ Ppt, T q
Ppt, T q

ˇ

ˇFu



,

la expresión Ppt, Sq ´ Ppt, T q en la ultima ecuación se puede ver como un portafolio de dos

bonos con cupones cero dividido por el numerario, luego es una martingala bajo la medida

T -forward. Entonces

ET
rLpt;S, T q|Fus “

1

pT ´ Sq

Ppu, Sq ´ Ppu, T q
Ppu, T q

(2.7)

“ Lpu;S, T q,

para 0 ď u ď t ď S ď T .

Proposición 2.21. La tasa forward instantánea fpt, T q es una martingala en la medida

T -forward para 0 ď t ď T , en particular

fpt, T q “ ET
rfpT, T q|Fts

“ ET
rrpT q|Fts.

2.7.3. El factor anualidad como numerario

En el mercado de derivados financieros existen unos instrumentos muy populares de-

nominados Swap, se trata de un contrato mediante el cual dos partes (corporaciones in-

dustriales, financieras, bancos, compañ́ıas de seguros, fondos de pensiones, multinacionales,

gobiernos, etc.) acuerdan intercambiar flujos de efectivo sobre un cierto principal a interva-

los regulares de tiempo durante un peŕıodo dado. Los Swaps son los tipos de instrumentos

derivados más importante que se han conocido y es en base a éstos que existe el numerario

llamado factor anualidad:

Contrato Swap: Un Swap es un contrato en el que se intercambia una tasa de interés fija

por una tasa variable en unas fechas futuras. Formalmente asumiendo una unidad monetaria

como principal y dadas un conjunto de fechas Γ “ tT0, T1, . . . , Tnu:

A tiempo Ti`1 con i “ 0, . . . , n´ 1 la institución A paga a B:

τi`1LpTi;Ti, Ti`1q



2.7 Ejemplos de Numerarios 13

En la misma fecha B paga a A la tasa fija K

τi`1K

con τi`1 la fracción del año correspondiente a rTi, Ti`1s.

El pago neto en Ti`1 para B es:

τi`1pLpTi;Ti, Ti`1q ´Kq

que en t (t ď T0) usando la fórmula (2.5) es:

Ppt, Ti`1qE
Ti`1rτi`1pLpTi;Ti, Ti`1q ´Kq|Fts

que por la Proposición 2.20 es igual a

Ppt, Ti`1qτi`1pLpt;Ti, Ti`1q ´Kq

luego el precio del Swap total para B en t es dado por:

Spt,Γ, Kq “
n´1
ÿ

i“0

Ppt, Ti`1qτi`1pLpt;Ti, Ti`1q ´Kq

“ Ppt, T0q ´ Ppt, Tnq ´K
n
ÿ

i“1

τiPpt, Tiq.

La tasa Swap SRpt, T0, Tnq es la tasa K que hace del valor de este contrato cero, es decir:

SRpt, T0, Tnq :“
Ppt, T0q ´ Ppt, Tnq
řn
i“1 τiPpt, Tiq

, (2.8)

el denominador de la ultima expresión para la tasa Swap es de especial importancia y se

usara en caṕıtulos posteriores, definimos:

atpT0, Tnq :“
n
ÿ

i“1

τiPpt, Tiq (2.9)

atpT0, Tnq puede tomarse como numerario y la medida asociada con él se conoce como la

Medida Swap; bajo ella la tasa Swap es martingala:

Esw
rSRpt0, T0, Tnq|Fts “ Esw

„

Ppt0, T0q ´ Ppt0, Tnq
řn
i“1 τiPpt0, Tiq

ˇ

ˇFt



“ Esw

„

Ppt0, T0q ´ Ppt0, Tnq
at0pT0, Tnq

ˇ

ˇFt



“
Ppt, T0q ´ Ppt, Tnq

atpT0, Tnq

“ SRpt, T0, Tnq t ď t0. (2.10)



3. El Modelo G2++ y el Instrumento

CMS

Las definiciones y resultados aqúı presentados son tomados de [3] alĺı puede acudir el

lector para profundizar algún aspecto.

Definición 3.1. Para un t fijo, el bono con cupones cero Ppt, T q como función de T recibe

el nombre de estructura a término o a plazos en t, también llamada curva de precios de los

bonos cupón cero en t.

Un resultado fuerte en lo que a instrumentos de inversión de renta fija se refiere, (que

es el tipo de derivados con los que se trata en este trabajo) es el siguiente:

Resultado: La estructura a término, aśı como el precio libre de arbitraje de cualquier otro

derivado de la tasa de interés, está completamente determinado por la dinámica de r bajo

la Medida Neutral al Riesgo Q.

Martingale Modeling: La dinámica de la tasa corta r bajo Q se asume de la forma:

drptq “ µpt, rptqqdt` σpt, rptqqdW ptq, (3.1)

donde µ (drift term) y σ (diffusion term) son funciones dadas y W un Q proceso de Wiener.

3.1. El Modelo G2++

El modelo gaussiano de dos factores denominado G2++ para la dinamica a la tasa

r bajo Q que se va a tratar, es muy útil en la practica, su maleabilidad anaĺıtica lo hace

adecuado para la tarea de valorar productos exóticos, el carácter Gaussiano de los procesos

x, y permite la obtención de fórmulas explicitas para instrumentos que no son del tipo plan

vanilla (los más básicos del mercado), las expresiones derivadas para los bonos con cupón

cero da lugar a procedimientos numéricos eficientes para fijar el precio de cualquier posible

payoff y la presencia de dos factores hace que la variabilidad real de las tasas de mercado se

describa de mejor manera:
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En el modelo G2++, la dinámica para la tasa instantánea corta bajo la Medida Neutral al

Riesgo Q esta dada por

rptq “ xptq ` yptq ` ϕptq, rp0q “ r0 (3.2)

donde los procesos estocásticos txptq : t ě 0u y typtq : t ě 0u satisfacen

dxptq “ ´axptqdt` σdW1ptq, xp0q “ 0

dyptq “ ´byptqdt` ηdW2ptq, yp0q “ 0
(3.3)

con pW1,W2q un movimiento Browniano bidimensional con correlación instantánea ρ

dW1ptqdW2ptq “ ρdt,

las constantes r0, a, b, σ, η son positivas, ´1 ď ρ ď 1. La función determinista ϕ es definida

en r0, T ˚s, con T ˚ el horizonte de tiempo por lo general 10, 30 o 50 años.

La dinámica de los procesos x y y también pueden ser expresados en términos de dos

movimientos Brownianos independientes ĂW1 y ĂW2

dxptq “ ´axptq ` σdĂW1ptq,

dyptq “ ´byptqdt` ηρdĂW1ptq ` η
a

1´ ρ2dĂW2ptq,
(3.4)

donde

dW1ptq “ dĂW1ptq,

dW2ptq “ ρdĂW1ptq `
a

1´ ρ2dĂW2ptq.
(3.5)

Lema 3.2. Sea γptq dada por una función determinista en el tiempo y sea X el proceso

estocástico definido como:

Xptq :“

ż t

0

γpsqdW psq.

Entonces Xptq se distribuye normal con media cero y varianza dada por:

V arrXptqs “

ż t

0

γ2
psqds.

Demostración. Ver Apéndice A.

Teorema 3.3. rptq como en la ecuación (3.2), condicionada a Fs se distribuye normal con

media y varianza dadas por

Errptq|Fss “ xpsqe´apt´sq ` ypsqe´bpt´sq ` ϕptq, (3.6)

Varrrptq|Fss “
σ2

2a

”

1´ e´2apt´sq
ı

`
η2

2b

”

1´ e´2bpt´sq
ı

(3.7)

` 2ρ
ση

a` b

”

1´ e´pa`bqpt´sq
ı

.
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Demostración. Integrando las ecuaciones (3.3) llegamos a que para s ă t

xptq “ xpsqe´apt´sq ` σ

ż t

s

e´apt´uqdW1puq,

yptq “ ypsqe´bpt´sq ` η

ż t

s

e´bpt´uqdW2puq,

(3.8)

y reemplazando en (3.2) obtenemos

rptq “ xpsqe´apt´sq`ypsqe´bpt´sq`σ

ż t

s

e´apt´uqdW1puq`η

ż t

s

e´bpt´uqdW2puq`ϕptq,

de donde se deduce de inmediato la expresión para el valor esperado. Ahora

Varrrptq|Fss “ Varrxptq ` yptq|Fss

“ Erx2
ptq ` y2

ptq ` 2xptqyptq|Fss ´ E
2
rxptq ` yptq|Fss

“ Erx2
ptq|Fss ´ E

2
rxptq|Fss ` Ery

2
ptq|Fss ´ E

2
ryptq|Fss

` 2Erxptqyptq|Fss ´ 2Erxptq|FssEryptq|Fss,

y dado que

Erx2
ptq|Fss “ E

„

x2
psqe´2apt´sq

`

ˆ

σ

ż t

s

e´apt´uqdW1puq

˙2
ˇ

ˇ

ˇ
Fs



“ x2
psqe´2apt´sq

` σ2

ż t

s

e´2apt´uqdu

“ x2
psqe´2apt´sq

`
σ2

2a
p1´ e´2apt´sq

q,

y

Erxptqyptq|Fss “ E

„

xpsqypsqe´pa`bqpt´sq ` ηxpsqe´apt´sq
ż t

s

e´bpt´uqdW2puq

` σypsqe´bpt´sq
ż t

s

e´apt´uqdW1puq

` ησ

ż t

s

e´apt´uqdW1puq

ż t

s

e´bpt´uqdW2puq
ˇ

ˇ

ˇ
Fs



“ xpsqypsqe´pa`bqpt´sq ` ση

ż t

s

ρe´pa`bqpt´uqdu

“ xpsqypsqe´pa`bqpt´sq ` ρ
ση

a` b
p1´ e´pa`bqpt´sqq,

luego de sustituir da lugar a la expresión para la varianza. Finalmente que se distribuya

normal se concluye a partir del último lema.

Note que en particular, si s “ 0

rptq “ σ

ż t

0

e´apt´uqdW1puq ` η

ż t

0

e´bpt´uqdW2puq ` ϕptq. (3.9)
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3.1.1. El precio del bono cupón cero

Estructura a Término del Mercado Se asumirá que la estructura de los factores de

descuento actual observada en el mercado es dada por una función suficientemente suave

T ÞÑ P‹p0, T q.
En estos términos la tasa forward instantánea f ‹p0, T q implicada por el mercado será:

f ‹p0, T q “ ´
B lnP‹p0, T q

BT
.

Lema 3.4. Para cada t, T la variable aleatoria

Ipt, T q :“

ż T

t

rxpuq ` ypuqsdu,

condicionada al σ-campo Ft se distribuye normal con media Mpt, T q y varianza V pt, T q dadas

por:

Mpt, T q “
1´ e´apT´tq

a
xptq `

1´ e´bpT´tq

b
yptq, (3.10)

y

V pt, T q “
σ2

a2

”

T ´ t`
2

a
e´apT´tq ´

1

2a
e´2apT´tq

´
3

2a

ı

(3.11)

`
η2

b2

”

T ´ t`
2

b
e´bpT´tq ´

1

2b
e´2bpT´tq

´
3

2b

ı

` 2ρ
ση

ab

”

T ´ t`
e´apT´tq ´ 1

a
`
e´bpT´tq ´ 1

b
´
e´pa`bqpT´tq ´ 1

a` b

ı

.

Demostración. Ver Apéndice A.

Teorema 3.5. El precio a tiempo t de un bono cupón cero que madura a tiempo T con con

nominal uno es:

Ppt, T q “ exp

"

´

ż T

t

ϕpuqdu´
1´ e´apT´tq

a
xptq ´

1´ e´bpT´tq

b
yptq `

1

2
V pt, T q

*

. (3.12)

Demostración. La función ϕ es determinista, y el teorema se sigue de inmediato del lema

anterior y del hecho de que si Z es una variable aleatoria normal con media mZ y varianza

σ2
Z , entonces ErexppZqs “ exppmZ `

1
2
σ2
Zq.

Corolario 3.6. El modelo descrito en las expresiones (3.2) y (3.3) se ajusta a la estructura

de los factores de descuento observada hoy si sólo si para cada T ,

ϕpT q “ f ‹p0, T q `
σ2

2a2
p1´ e´aT q2

`
η2

2b2
p1´ e´bT q2 ` ρ

ση

ab
p1´ e´aT qp1´ e´bT q, (3.13)
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es decir, si sólo si,

exp

"

´

ż T

t

ϕpuqdu

*

“
P‹p0, T q
P‹p0, tq

exp

"

´
1

2
rV p0, T q ´ V p0, tqs

*

, (3.14)

y el precio del correspondiente bono con cupones cero a tiempo t es

Ppt, T q “ P‹p0, T q
P‹p0, tq

exp

"

1

2
rV pt, T q ´ V p0, T q ` V p0, tqs (3.15)

´
1´ e´apT´tq

a
xptq ´

1´ e´bpT´tq

b
yptq

*

.

Demostración. El modelo descrito en las ecuaciones (3.2) y (3.3) se ajusta a la estructura

observada hoy si sólo si para cada tiempo de madurez T ď T ˚ el factor de descuento Pp0, T q
producido por nuestro modelo coincide con el observado en el mercado es decir, si sólo si,:

P‹p0, T q “ exp

"

´

ż T

0

ϕpuqdu`
1

2
V p0, T q

*

, (˚)

equivalente a plantear

f ‹p0, T q “ ´
B lnP‹p0, T q

BT
“ ϕpT q ´

1

2

BV p0, T q

BT
,

al despejar ϕpT q y calcular 1
2
BV p0,T q
BT

, se llega a la ecuación (3.13).

Ahora para probar la ecuación (3.14) note que lo planteado en (˚) es equivalente a decir que:

exp

"

´

ż T

t

ϕpuqdu

*

“ exp

"

´

ż T

0

ϕpuqdu

*

exp

"
ż t

0

ϕpuqdu

*

“
P‹p0, T q expt´1

2
V p0, T qu

P‹p0, tq expt´1
2
V p0, tqu

,

finalmente del Teorema 3.5 y la ecuación (3.14) se sigue de inmediato la ecuación (3.15).

Lema 3.7. La dinámica de los procesos x y y bajo la medida T-forward QT es:

dxptq “

„

´axptq ´
σ2

a
p1´ e´apT´tqq ´ ρ

ση

b
p1´ e´bpT´tqq



dt` σdW T
1 ptq,

dyptq “

„

´byptq ´
η2

b
p1´ e´bpT´tqq ´ ρ

ση

a
p1´ e´apT´tqq



dt` ηdW T
2 ptq,

(3.16)

donde W T
1 y W T

2 son dos movimientos Brownianos bajo QT con correlación instantánea

dW T
1 ptqdW

T
2 ptq “ ρdt.

Más aún, las soluciones expĺıcitas del sistema (3.16) son, para s ď t ď T,

xptq “ xpsqe´apt´sq ´MT
x ps, tq ` σ

ż t

s

e´apt´uqdW T
1 puq,

yptq “ ypsqe´bpt´sq ´MT
y ps, tq ` η

ż t

s

e´bpt´uqdW T
2 puq,

(3.17)
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donde

MT
x ps, tq “

ˆ

σ2

a2
` ρ

ση

ab

˙

”

1´ e´apt´sq
ı

´
σ2

2a2

”

e´apT´tq ´ e´apT`t´2sq
ı

´
ρση

bpa` bq

”

e´bpT´tq ´ e´bT´at`pa`bqs
ı

,

MT
y ps, tq “

ˆ

η2

b2
` ρ

ση

ab

˙

”

1´ e´bpt´sq
ı

´
η2

2b2

”

e´bpT´tq ´ e´bpT`t´2sq
ı

´
ρση

apa` bq

”

e´apT´tq ´ e´aT´bt`pa`bqs
ı

,

es aśı, como bajo QT, la distribución de rptq condicionada a Fs es normal con media y

varianza dadas respectivamente por

ET
rrptq|Fss “xpsqe

´apt´sq
´MT

x ps, tq ` ypsqe
´bpt´sq

´MT
y ps, tq ` ϕptq,

V arTrrptq|Fss “
σ2

2a

”

1´ e´2apt´sq
ı

`
η2

2b

”

1´ e´2bpt´sq
ı

` 2ρ
ση

a` b

”

1´ e´pa`bqpt´sq
ı

.
(3.18)

Demostración. La derivada de Radon-Nikodym:

dQT

dQ
“

Bp0qPpT, T q
BpT qPp0, T q

“
expt´

şT

0
rpuqduu

Pp0, T q

“
expt´

şT

0
ϕpuqdu´

şT

0
rxpuq ` ypuqsduu

Pp0, T q

“ exp

"

´
1

2
V p0, T q ´

ż T

0

rxpuq ` ypuqsdu

*

. (3.19)

De acuerdo a las ecuaciones (3.3) y (3.5) tenemos que con ĂW1 y ĂW2 movimientos Brownianos

independientes bajo Q:

dyptq “ ´byptqdt` ηρdĂW1ptq ` η
a

1´ ρ2dĂW2ptq, yp0q “ 0

de donde

ypT q “ ´b

ż T

0

ypuqdu` ηρ

ż T

0

dĂW1puq ` η
a

1´ ρ2

ż T

0

dĂW2puq, (I)

ahora de la ecuación (3.8) con s “ 0 y t “ T tenemos que:

ypT q “

ż T

0

e´bpT´uqdW2puq,

que en términos de procesos de Wiener independientes como en la ecuación (3.5) es

ypT q “ ηρ

ż T

0

e´bpT´uqdĂW1puq ` η
a

1´ ρ2

ż T

0

e´bpT´uqdĂW2puq. (II)
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Luego de igualar (I) y (II) y despejar, llegamos a que

ż T

0

ypuqdu “ ρ
η

b

ż T

0

p1´ e´bpT´uqqdĂW1puq `
η

b

a

1´ ρ2

ż T

0

p1´ e´bpT´uqqdĂW2puq,

análogamente
ż T

0

xpuqdu “
σ

a

ż T

0

p1´ e´apT´uqqdĂW1puq,

es aśı como la derivada de Radon-Nikodym (3.19) es

dQT

dQ
“ exp

"

´
1

2
V p0, T q ´

ż T

0

”σ

a
p1´ e´apT´uqq ` ρ

η

b
p1´ e´bpT´uqq

ı

dĂW1puq

´
η

b

a

1´ ρ2

ż T

0

p1´ e´bpT´uqqdĂW2puq

*

.

Ahora, definiendo:

ψT ptq :“

ˆ

´
σ

a
p1´ e´apT´tqq ´ ρ

η

b
p1´ e´bpT´uqq,´

η

b

a

1´ ρ2p1´ e´bpT´uqq

˙

“ pψT1 ptq, ψ
T
2 ptqq,

nótese que:

V p0, T q “

ż T

0

”σ

a
p1´ e´apT´uqq ´ ρ

η

b
p1´ e´bpT´uqq

ı2

du

`
η2

b2
p1´ ρ2

q

ż T

0

p1´ e´bpT´uqq2du “

ż T

0

|ψT psq|2ds,

luego:
dQT

dQ
“ exp

"

´
1

2

ż T

0

|ψT psq|2ds`

ż T

0

ψT psqdĂW psq

*

.

Lo que implica por el teorema de Girsanov que:

dĂW1ptq “ ψT1 ptqdt` d
ĄW T

1 ptq,

dĂW2ptq “ ψT2 ptqdt` d
ĄW T

2 ptq,

con dĄW T
1 y dĄW T

2 dos movimientos Brownianos independientes bajo la medida QT.

Sustituyendo en la ecuación (3.4) nos queda x y y como:

dxptq “ r´axptq ` σψT1 ptqsdt` σd
ĄW T

1 ptq,
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dyptq “ r´byptq ` ηρψT1 ptq ` η
a

1´ ρ2ψT2 ptqsdt` ρηd
ĄW T

1 ptq ` η
a

1´ ρ2dĄW T
2 ,

finalmente definiendo W T
1 y W T

2 por

dW T
1 ptq “ dĄW T

1 ptq,

dW T
2 ptq “ ρdĄW T

1 ptq `
a

1´ ρ2dĄW T
2 ptq,

encontramos que:

dxptq “ r´axptq ` σψT1 ptqsdt` σdW
T
1 ptq,

dyptq “ r´byptq ` ηρψT1 ptq ` η
a

1´ ρ2ψT2 ptqsdt` ηdW
T
2 ptq,

lo que demuestra (3.16). Las fórmulas (3.17) se siguen tras integración de las ecuaciones

(3.16), donde se usa que:

MT
x ps, tq “

ż t

s

„

σ2

a
p1´ e´apT´uqq ` ρ

ση

b
p1´ e´bpT´uqq



e´apt´uqdu,

MT
y ps, tq “

ż t

s

„

η2

b
p1´ e´bpT´uqq ` ρ

ση

a
p1´ e´apT´uqq



e´bpt´uqdu.

Por último las expresiones (3.18) son directas.

3.1.2. El precio de algunos derivados en el G2++

Lema 3.8. Sean M ,V y K números reales con V y K positivos. Entonces para ω P t´1, 1u,

ż `8

´8

1
?

2πV
rωpey ´Kqs`e´

1
2
py´Mq2

V 2 dy

“ ωeM`
1
2
V 2

Φ

ˆ

ω
M ´ lnpKq ` V 2

V

˙

´ ωKΦ

ˆ

ω
M ´ lnpKq

V

˙

.

Demostración. Ver Apéndice A.

Teorema 3.9. El precio a tiempo t de una opción europea call con madurez T y strike K,

sobre un bono con cupones cero de vencimiento S y una unidad como nominal, es dado por

ZBCpt, T, S,Kq “ Ppt, SqΦ

˜

ln Ppt,Sq
KPpt,T q

Σpt, T, Sq
`

1

2
Σpt, T, Sq

¸

(3.20)

´ Ppt, T qKΦ

˜

ln Ppt,Sq
KPpt,T q

Σpt, T, Sq
´

1

2
Σpt, T, Sq

¸

,
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donde

Σpt, T, Sq2 “
σ2

2a3
r1´ e´apS´T qs2r1´ e´2apT´tq

s

`
η2

2b3
r1´ e´bpS´T qs2r1´ e´2bpT´tq

s

` 2ρ
ση

abpa` bq
r1´ e´apS´T qsr1´ e´bpS´T qsr1´ e´pa`bqpT´tqs.

Demostración. Se sabe que

ZBCpt, T, S,Kq “ Ere´
şT
t rpsqdspPpT, Sq ´Kq`|Fts,

que cambiando de medida de Q a QT

ZBCpt, T, S,Kq “ Ppt, T qET
rpPpT, Sq ´Kq`|Fts,

ademas recordando la ecuación (3.15)

PpT, Sq “ P‹p0, Sq
P‹p0, T q

exp

"

1

2
rV pT, Sq ´ V p0, Sq ` V p0, T qs

´
1´ e´apS´T q

a
xpT q ´

1´ e´bpS´T q

b
ypT q

*

,

haciendo uso del Lema 3.7, bajo QT el logaritmo de PpT, Sq condicionado a Ft se distribuye

normal con media

MP “ ln
P‹p0, Sq
P‹p0, T q

`
1

2
rV pT, Sq ´ V p0, Sq ` V p0, T qs

´
1´ e´apS´T q

a
ET
rxpT q|Fts ´

1´ e´bpS´T q

b
ET
rypT q|Fts,

y varianza

pVPq
2
“
σ2

2a3
r1´ e´apS´T qs2r1´ e´2apT´tq

s

`
η2

2b3
r1´ e´bpS´T qs2r1´ e´2bpT´tq

s

` 2ρ
ση

abpa` bq
r1´ e´apS´T qsr1´ e´bpS´T qsr1´ e´pa`bqpT´tqs,

es decir PpT, Sq condicionado a Ft es una variable aleatoria con distribución lognormal:

ET
rpPpT, Sq ´Kq`|Fts “

ż `8

´8

1
?

2πVP
pez ´Kq`e

´ 1
2

pz´MP q
2

V 2
P dz,
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es decir (usando el ultimo lema),

ZBCpt, T, S,Kq

“ Ppt, T q
„

eMP`
1
2
V 2
PΦ

ˆ

MP ´ lnpKq ` V 2
P

VP

˙

´KΦ

ˆ

MP ´ lnpKq

VP

˙

.

Nótese que Σpt, T, Sq2 “ V 2
P y que Ppt,Sq

Ppt,T q es una martingala bajo QT, aśı:

Ppt, Sq
Ppt, T q

“ EQT

tPpT, Sq|Ftu “ eMP`
1
2
V 2
P ,

o escrito de otra forma

MP “ ln
Ppt, Sq
Ppt, T q

´
1

2
Σpt, T, Sq2,

sustituyendo esto ultimo se prueba la expresión (3.20) de la opción europea call.1

3.2. Constant Maturity Swap (CMS)

Un Constant Maturity Swap (CMS) es un contrato que permite intercambiar tasa Swap a

cierta fecha de vencimiento por una tasa fija o flotante. En un CMS la tasa variable que se

intercambia ya no es una tasa a corto plazo, pero las fechas de vencimiento si pueden ser a

termino corto. Por ejemplo, pagamos cada seis meses la tasa Swap 5-años y recibimos pagos

a una tasa fija.

Es a causa de la combinación del reajuste a corto plazo en las tasas de largo plazo

que el CMS es un instrumento útil; pues ofrece a los inversionistas la posibilidad de realizar

apuestas en la forma de la curva de rendimientos y adoptar posiciones largas de la curva

pero por peŕıodos de tiempo cortos.

Constant Maturity Swap: Asumiendo una unidad monetaria como principal. Sea Γ “

tT0, . . . Tnu un conjunto de fechas en las que se dará unos flujos de pago.

A tiempo Ti, con i ě 1, la institución A paga a B la tasa Swap a c-años que se

determina en Ti´1 y con tenor iniciando en Ti. Formalmente, a tiempo Ti A paga a B:

SRpTi´1, Ti, Ti`cqτi,

donde τi “ Ti ´ Ti´1 y

SRpt, Ti, Ti`cq “
Ppt, Tiq ´ Ppt, Ti`cq
ři`c
k“i`1 τkPpt, Tkq

.

1Se deduce el precio de la opción europea put ZBPpt, T, S,Kq a partir de la call y la paridad put-call :

ZBCpt, T, S,Kq `KPpt, T q “ ZBPpt, T, S,Kq ` Ppt, Sq.
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En la misma fecha B paga a A la tasa fija K

Kτi.

El valor neto de este contrato para B (el payer) es a tiempo t “ 0:

CMSpp0,Γ, K, cq “ EQ

„ n
ÿ

i“1

Dp0, TiqpSRpTi´1, Ti, Ti`cq ´Kqτi

ˇ

ˇ

ˇ
F0



“

n
ÿ

i“1

τiPp0, TiqpETirSRpTi´1, Ti, Ti`cq|F0s ´Kq

“

n
ÿ

i“1

τiPp0, Tiq
ˆ

En

„

SRpTi´1, Ti, Ti`cq
PpTi, Tiq{Pp0, Tiq
PpTi, Tnq{Pp0, Tnq

ˇ

ˇ

ˇ
F0



´K

˙

“

n
ÿ

i“1

τiPp0, TnqEn

„

SRpTi´1, Ti, Ti`cq

PpTi, Tnq

ˇ

ˇ

ˇ
F0



´

n
ÿ

i“1

τiKPp0, Tiq.

La tasa CMS (KCMS), es la tasa K que hace del valor de este contrato cero, es decir:

CMSpp0,Γ, KCMS, cq “ 0.

De acuerdo a lo planteado arriba, tenemos dos expresiones para la tasa CMS:

KCMS “

řn
i“1 τiPp0, TnqEn

„

SRpTi´1,Ti,Ti`cq

PpTi,Tnq



řn
i“1 τiPp0, Tiq

, (3.21)

y

KCMS “

řn
i“1 τiPp0, TiqETirSRpTi´1, Ti, Ti`cqs

řn
i“1 τiPp0, Tiq

. (3.22)

Al tratar con la valoración de un CMS a lo que primero se atiende es al cálculo de la

tasa CMS, pues una vez hallada está la tasación del instrumento quedara determinada.



4. Ajuste por Convexidad en Modelos

Afines

La idea de ajuste por convexidad en los mercados de renta fija surge cuando se utilizan

los precios de productos estándar (vanilla) corregidos por un ajuste para hallar el precio de

productos derivados más complejos.

Recordemos la fórmula (2.5). Para un derivado con payoff GpT q en T su precio libre de

arbitraje en t viene dado por:

Πpt;Gq “ Ppt, T qET
“

GpT q
ˇ

ˇFt

‰

,

si el payoff tiene propiedades “agradables” como ser martingala en la medida T -forward,

obtenemos de forma trivial que

Πpt;Gq “ Ppt, T qGptq,

por lo general para derivados complejos esto casi nunca ocurre.

Si se asume que existe una medida de martingala QG en la que el payoff si es martingala

entonces Gptq “ EG
“

GpT q|Ft

‰

, y el ajuste por convexidad CCG se define como:

CCG :“ ET
“

GpT q
ˇ

ˇFt

‰

´ EG
“

GpT q
ˇ

ˇFt

‰

:“ ET
“

GpT q
ˇ

ˇFt

‰

´Gptq,

con este ajuste tendŕıamos que:

Πpt;Gq « Ppt, T qpGptq ` CCG
q.

Este caṕıtulo trata de un ajuste por convexidad para el precio del CMS. La expresión para

este ajuste CMS se halla en el marco general de un tipo de modelos denominados afines,

teoŕıa aqúı presentada especialmente como en [5] y [15], luego de forma particular se calcula

este ajuste para el G2++.
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4.1. Modelos afines

Teorema 4.1 (Fórmula de Itô). Sea X “ pX1, . . . Xnq
T un proceso estocástico n-dimensional,

donde cada componente Xi describe una ecuación diferencial estocástica:

dXiptq “ µiptqdt`
d
ÿ

j“1

σijptqdWjptq,

con cada W1, . . . ,Wd procesos de Wiener independientes. Sean el drif µ :“ pµ1, . . . µnq
T, el

proceso de Wiener d-dimensional W :“ pW1, . . .Wdq
T y la matriz de diffusion σ de tamaño

nˆ d

σ “

¨

˚

˚

˚

˝

σ11 σ12 ¨ ¨ ¨ σ1d

σ21 σ22 ¨ ¨ ¨ σ2d

...
...

. . .
...

σn1 σn2 ¨ ¨ ¨ σnd

˛

‹

‹

‹

‚

en estos términos la dinámica de X es

dXptq “ µptqdt` σptqdW ptq.

Si Z es el proceso estocástico definido como

Zptq :“ fpt,Xptqq,

donde f : R` ˆ Rn ÞÑ R es una función clase C1,2. Entonces la diferencial df es dada por

df “

"

Bf

Bt
`

n
ÿ

i“1

µi
Bf

Bxi
`

1

2
trrσTHσs

*

dt`
n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
σidW,

siendo σi la i-esima fila de la matriz σ, H la matriz Hessiana

Hij “
B2f

BxiBxj
,

y trrAs la traza de la matriz correspondiente A.

Un modelo se dice que tiene estructura af́ın cuando la tasa corta rt resulta ser una

función af́ın de un proceso m-dimensional pZtqtě0 con una dinámica particular:

Modelos Afines Sea pZtqtě0 un proceso estocástico de dimension m con dinámica bajo la

Medida Neutral al Riesgo:

dZt “ αpt, Ztqdt` σpt, ZtqdWt,

donde W es un n-dimensional estándar movimiento Browniano, α : R` ˆ Rm ÞÑ Rm y

σ : R` ˆ Rm ÞÑ Rmˆn. Con:

αpt, zq “ dptq ` Eptqz, (4.1)
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σpt, zqσT
pt, zq “ k0ptq `

m
ÿ

i“1

zikiptq. (4.2)

La función suave d : R` ÞÑ Rm y tanto E como ki i “ 0, 1, . . . ,m son funciones de R` en

Rmˆm. Además, la tasa corta esta dada por:

rt “ rpt, Ztq “ fptq ` gptqZt, (4.3)

donde f : R` ÞÑ R y g : R` ÞÑ Rm son suaves.

En este contexto

Ppt, T q “ eApt,T q`Bpt,T qZt , (4.4)

con A,B funciones deterministas de pt, T q y solución del sistema de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias:

BA

Bt
` dptqTB `

1

2
BTk0ptqB “ fptq,

BB

Bt
` EptqTB `

1

2
B̂Tk̂ptqB “ gptq,

(4.5)

sujeto a las condiciones de frontera ApT, T q “ 0 y BpT, T q “ 0. Las matrices B̂ y k̂ son:

B̂ :“

¨

˚

˚

˚

˝

B 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 B ¨ ¨ ¨ 0
...

. . .

0 ¨ ¨ ¨ 0 B

˛

‹

‹

‹

‚

, k̂ptq :“

¨

˚

˝

k1ptq
...

kmptq

˛

‹

‚

.

Además, usando la fórmula de Itô descrita en el Teorema 4.1 a la ecuación (4.4), es fácil

verificar que la dinámica del bono bajo Q es

dPpt, T q “ rtPpt, T qdt`Bpt, T qσpt, ZtqPpt, T qdWt. (4.6)

4.2. Dinámicas

Para facilitar las cuenta y los resultados presentados más adelante referentes a lo que llama-

remos al ajuste CMS, conviene tener calculadas expĺıcitamente las dinámicas de algunos de

los instrumentos derivados básicos en las distintas medidas ya previamente descritas. Es lo

presentado en esta sección.
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4.2.1. Dinámica del Bono

El proceso básico para los precios de los bonos se asume:

dPpt, T q “ Ppt, T qrptqdt` Ppt, T qvtpT qdWt, (4.7)

donde vtpT q es un vector de volatilidades, Wt un proceso de Wiener multidimensional bajo

la medida Q (la Neutral al Riesgo) y rptq la tasa corta.

En la medida T -forward esto tendŕıa que ser:

dPpt, T q “ Ppt, T qµtpT qdt` Ppt, T qvtpT qdW T
t ,

donde una forma de calcular µtpT q es teniendo en cuenta que Bt{Ppt, T q (recordando que Bt
es la cuenta bancaria) es una martingala en esta medida:

d

ˆ

Bt
Ppt, T q

˙

“
dBt

Ppt, T q
` Btd

ˆ

1

Ppt, T q

˙

` dBtd
ˆ

1

Ppt, T q

˙

“
rptqBt
Ppt, T q

dt` Bt
ˆ

´
dPpt, T q
pPpt, T qq2

`
1

2

2pdPpt, T qq2

pPpt, T qq3

˙

“
rptqBt
Ppt, T q

dt`
Bt

Ppt, T q
p´pµtpT qdt` vtpT qdW

T
t q ` vtpT q ¨ vtpT qdtq

“
Bt

Ppt, T q
pprptq ´ µtpT q ` vtpT q ¨ vtpT qqdt´ vtpT qdW

T
t q,

para que sea martingala debemos tener:

µtpT q “ rptq ` vtpT q ¨ vtpT q.

Es aśı como al cambiar de medida de Q a QT (o lo contrario) tenemos que tener:

dWt “ vtpT qdt` dW
T
t . (4.8)

Como caso particular para pasar entre medidas forward, digamos de la medida T a la S nos

quedaŕıa:

dW T
t “ ´vtpT qdt` dWt “ pvtpSq ´ vtpT qqdt` dW

S
t .

4.2.2. Dinámica del Factor Anualidad

Denotaremos el Swap con la notación usual, usando αi “ Ti ´ Ti´1 y escribiendo la tasa

Swap SRpt, T0, TNq cuando no haya confusión como St:

St “
Ppt, T0q ´ Ppt, TNq
řN
i“1 αiPpt, Tiq

.
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El denominador es el factor anualidad, ya previamente definido como

atpT0, TNq :“
N
ÿ

i“1

αiPpt, Tiq,

su dinámica bajo la Medida Neutral al Riesgo es en base a la ecuación (4.7):

datpT0, TNq “
N
ÿ

i“1

αidPpt, Tiq

“

N
ÿ

i“1

αipPpt, Tiqrptqdt` Ppt, TiqvtpTiqdWtq

“ atpT0, TNqrptqdt` atpT0, TNqv
a
t pT0, TnqdWt,

donde vat pT0, Tnq :“
řN
i“1 αiPpt, TiqvtpTiq{atpT0, TNq y en la Medida Swap:

datpT0, TNq “ atpT0, TNqµ
a,sw
t dt` atpT0, TNqv

a
t pT0, TnqdW

sw
t . (4.9)

Haciendo algo similar a lo hecho con los bonos, veamos la evolución de Bt{at en la Medida

Swap (tiene que ser martingala) con la intención de hallar µa,swt :

d

ˆ

Bt
at

˙

“
dBt
at
` Btd

ˆ

1

at

˙

` dBtd
ˆ

1

at

˙

“
Bt
at

˜

rptqdt´
dat
at
`

ˆ

dat
at

˙2
¸

“
Bt
at
prptq ´ µa,swt ` vat ¨ v

a
t qdt` . . .

de donde sacamos que:

µa,swt “ rptq ` vat ¨ v
a
t .

El cambio de la Medida Neutral al Riesgo Q a la Swap Qsw es entonces:

dWt “ vat dt` dW
sw
t , (4.10)

y combinando las ecuaciones (4.8) y (4.10):

pvtpT q ´ v
a
t qdt` dW

T
t “ dW sw

t .

4.2.3. Dinámica del Swap

Nos proponemos hallar la dinámica de la tasa Swap en la Medida Neutral al Riesgo Q. Lo

primero a tener en cuenta es que de las ecuaciones (4.9) y (4.10):

datpT0, TNq “ atpT0, TNqrptqdt` atpT0, TNqv
a
t pT0, TnqdWt,
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por tanto (usando la fórmula de Itô):

d

ˆ

1

atpT0, TNq

˙

“ ´
datpT0, TNq

patpT0, TNqq2
`
pdatpT0, TNqq

2

patpT0, TNqq3

“ ´
rptqdt` vat dWt

atpT0, TNq
`

vat ¨ v
a
t dt

atpT0, TNq
,

de este modo

dSt “ d

ˆ

Ppt, T0q ´ Ppt, TNq
atpT0, TNq

˙

“
dpPpt, T0q ´ Ppt, TNqq

atpT0, TNq

` pPpt, T0q ´ Ppt, TNqqd
ˆ

1

atpT0, TNq

˙

` dpPpt, T0q ´ Ppt, TNqqd
ˆ

1

atpT0, TNq

˙

“
pPpt, T0q ´ Ppt, TNqqrtdt` pPpt, T0qvtpT0q ´ Ppt, TNqvtpTNqqdWt

atpT0, TNq

`
Ppt, T0q ´ Ppt, TNq

atpT0, TNq
ppvat ¨ v

a
t ´ rptqqdt´ v

a
t dWtq

´ pPpt, T0qvtpT0q ´ Ppt, TNqvtpTNqq
vat

atpT0, TNq
dt,

agrupando términos:

dSt “ St

ˆ

vat ¨ v
a
t ´

Ppt, T0qvtpT0q ´ Ppt, TNqvtpTNq
Ppt, T0q ´ Ppt, TNq

vat

˙

dt

` St

ˆ

Ppt, T0qvtpT0q ´ Ppt, TNqvtpTNq
Ppt, T0q ´ Ppt, TNq

´ vat

˙

dWt. (4.11)

4.3. Ajuste CMS

Se pretende valorar el Constant Maturity Swap, empezaremos por recordar la ecuación (3.22):

KCMS “

řn
i“1 αiPp0, TiqETirSRpTi´1, Ti, Ti`cqs

řn
i“1 αiPp0, Tiq

.

La dificultad de hallar expĺıcitamente esta tasa radica en el cálculo de ETirSRpTi´1, Ti, Ti`cqs.

Pues SRpTi´1, Ti, Ti`cq no es una martingala bajo la medida forward, es en este escenario

donde se hace uso de un ajuste por convexidad. Este ajuste para cada pago del CMS es de

la forma:

ETirSRpTi´1, Ti, Ti`cq|Fts “ SRpt, Ti, Ti`cq ` CC
CMS
pt, Ti, cq.

Definición 4.2. El ajuste CMS se define como

CCCMS
pt, Ti, cq :“ ETirSRpTi´1, Ti, Ti`cq|Fts ´ SRpt, Ti, Ti`cq.
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Adicional a esto también se asumirá la siguiente aproximación referente a la volatilidad del

factor anualidad vat :

Hipotesis de Low Variance Se asumirá que

vat “
c
ÿ

j“1

αjPpt, Ti`jq
atpTi, Ti`cq

vtpTi`jq «
c
ÿ

j“1

αjPp0, Ti`jq
a0pTi, Ti`cq

vtpTi`jq,

es decir la volatilidad de la anualidad en un principio estocástica se asume ahora determinista

independiente del proceso Zt (el que hace de rptq af́ın).

Teorema 4.3 (Ajuste CMS en un Modelo Af́ın). Asumiendo la hipótesis de Low Variance

el ajuste CMS sobre un modelo Af́ın puede aproximarse por:

CCCMS
pt, Ti, cq « SRpt, Ti, Ti`cqpe

Mptq`NptqZt ´ 1q,

donde N y M son funciones deterministas de pt, Ti, Ti`cq y resuelven el sistema de Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias (EDO):

BM

Bt
`

ˆ

dptq ` k0ptq

ˆ

pli ` 1qBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq

˙˙T

Nptq

`
1

2
NptqTk0ptqNptq

“

ˆ

liBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq

˙

k0ptq

ˆ c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq ´Bpt, Tiq

˙

,

(4.12)

BN

Bt
`

ˆ

EptqT `

ˆ

pli ` 1qB̂pt, Tiq ´ li`cB̂pt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjB̂pt, Ti`jq

˙T

k̂ptq

˙

Nptq

`
1

2
NptqTk̂ptqNptq

“

ˆ

liB̂pt, Tiq ´ li`cB̂pt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjB̂pt, Ti`jq

˙

k̂ptq

ˆ c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq ´Bpt, Tiq

˙

, (4.13)

con

mj :“ αjPp0, Ti`jq{a0pTi, Ti`cq,

li :“
Pp0, Tiq

Pp0, Tiq ´ Pp0, Ti`cq
,

li`c :“
Pp0, Ti`cq

Pp0, Tiq ´ Pp0, Ti`cq
,

y sujeto a MpTi´1q “ 0 y NpTi´1q “ 0.
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Demostración. Tenemos

CCCMS
pt, Ti, cq “ ETirSRpTi´1, Ti, Ti`cq|Fts ´ SRpt, Ti, Ti`cq

“ SRpt, Ti, Ti`cq

ˆ

1

SRpt, Ti, Ti`cq
ETirSRpTi´1, Ti, Ti`cq|Fts ´ 1

˙

,

si llamamos

F pt, zq :“
1

SRpt, Ti, Ti`cq
ETirSRpTi´1, Ti, Ti`cq|tFt, Zt “ zus,

tenemos que para todo z:

F pTi´1, zq “ 1,

pues en ese caso el cociente es 1
SRpTi´1,Ti,Ti`cq

y el valor esperado SRpTi´1, Ti, Ti`cq. Por otra

parte,

SRpt, Ti, Ti`cqF pt, Ztq

es una martingala en la medida terminal Ti, de modo que podemos obtener el drift del

proceso producto a partir de los procesos individuales.

Recordamos la dinámica del Swap en la Medida Neutral al Riesgo (ecuación (4.11)):

dSRpt, Ti, Ti`cq

SRpt, Ti, Ti`cq
“

ˆ

vat

ˆ

Ppt, Tiqpvat ´ vtpTiqq ´ Ppt, Ti`cqpvat ´ vtpTi`cqq
Ppt, Tiq ´ Ppt, Ti`cq

˙˙

dt

`

ˆ

Ppt, TiqpvtpTiq ´ vat q ´ Ppt, Ti`cqpvtpTi`cq ´ vat q
Ppt, Tiq ´ Ppt, Ti`cq

˙

dWt,

donde

vat “
c
ÿ

j“1

αjPpt, Ti`jq
atpTi, Ti`cq

vtpTi`jq.

Definiendo

Vt :“
Ppt, TiqpvtpTiq ´ vat q ´ Ppt, Ti`cqpvtpTi`cq ´ vat q

Ppt, Tiq ´ Ppt, Ti`cq
,

la última dinámica nos queda como:

dSRpt, Ti, Ti`cq “ ´rSRpt, Ti, Ti`cqv
a
t Vtsdt` rSRpt, Ti, Ti`cqVtsdWt,

que cambiando a la medida Ti (ecuación (4.8)) nos queda

dSRpt, Ti, Ti`cq “ ´rSRpt, Ti, Ti`cqv
a
t Vtsdt` rSRpt, Ti, Ti`cqVtspdW

Ti
t ` vtpTiqdtq

“ rSRpt, Ti, Ti`cqpvtpTiq ´ v
a
t qVtsdt` rSRpt, Ti, Ti`cqVtsdW

Ti
t .

Y el proceso t ÞÑ F pt, Ztq en la medida Ti usando la fórmula de Itô:

dTiFt “
BF

Bt
dt`

BF

Bz
dTiZt `

1

2
pdTiZtq

TB
2F

Bz2
pdTiZtq

“

ˆ

BF

Bt
`
BF

Bz
αTit `

1

2
tr

ˆ

σT
t

B2F

Bz2
σt

˙˙

dt`
BF

Bz
pσtdW

Ti
t q.
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El drift de t ÞÑ SRpt, Ti, Ti`cqF pt, Ztq en la medida Ti es cero y viene dado por el orden dt

de la expresión:

pdTiSRpt, Ti, Ti`cqqFt ` pd
TiFtqSRpt, Ti, Ti`cq ` pd

TiFtqpd
TiSRpt, Ti, Ti`cqq,

que se escribe como:

FtSRpt, Ti, Ti`cqpvtpTiq ´ v
a
t qVt ` SRpt, Ti, Ti`cq

ˆ

BF

Bt
`
BF

Bz
αTit `

1

2
tr

ˆ

σT
t

B2F

Bz2
σt

˙˙

` SRpt, Ti, Ti`cqpσtVtq
TBF

Bz
“ 0,

cancelando SRpt, Ti, Ti`cq y reagrupando:

BF

Bt
`
`

αTit ` σtVt
˘TBF

Bz
`

1

2
tr

ˆ

σT
t

B2F

Bz2
σt

˙

“ FtV
T
t pv

a
t ´ vtpTiqq,

haciendo el cambio H :“ lnF nos queda:

BH

Bt
`
`

αTit ` σtVt
˘TBH

Bz
`

1

2
tr

ˆˆ

B2H

Bz2
`
BH

Bz

BHT

Bz

˙

σtσ
T
t

˙

“ V T
t pv

a
t ´ vtpTiqq. (H)

Aqúı requerimos hacer una aproximación. Asumiremos que el valor de los bonos está conge-

lado al valor inicial. No aśı en todas las expresiones, sino solamente en las que se involucra

a las volatilidades del Swap y de la Anualidad:

vat «
c
ÿ

j“1

αjPp0, Ti`jqvtpTi`jq{a0pTi, Ti`cq “
c
ÿ

j“1

mjvtpTi`jq “ σT
t

c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq, (L1)

donde la ultima parte de la igualdad se da por la ecuación (4.6), además

Vt «
Pp0, TiqpvtpTiq ´ vat q ´ Pp0, Ti`cqpvtpTi`cq ´ vat q

Pp0, Tiq ´ Pp0, Ti`cq

“
Pp0, Tiq

Pp0, Tiq ´ Pp0, Ti`cq
vtpTiq ´

Pp0, Ti`cq
Pp0, Tiq ´ Pp0, Ti`cq

vtpTi`cq ´ v
a
t

“ livtpTiq ´ li`cvtpTi`cq ´ v
a
t

“ σT
t

ˆ

liBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq

˙

.

(L2)

Volviendo a la ecuación (H) proponiendo una solución af́ın:

Hpt, zq “Mptq `Nptqz,
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sustituyendo las expresiones (L1) y (L2) nos queda:

BM

Bt
`
BN

Bt
z `

ˆ

dptq ` σtσ
T
t Bpt, Tiq ` Eptqz

˙T

Nptq `
1

2
NptqTσtσ

T
t Nptq

` σtσ
T
t

ˆ

liBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq

˙T

Nptq

“

ˆ

liBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq

˙

σtσ
T
t

ˆ c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq ´Bpt, Tiq

˙

,

al separar variables obtenemos el sistema de ecuaciones ordinarias:

BM

Bt
`

ˆ

dptq ` k0ptq

ˆ

pli ` 1qBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq

˙˙T

Nptq

`
1

2
NptqTk0ptqNptq

“

ˆ

liBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq

˙

k0ptq

ˆ c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq ´Bpt, Tiq

˙

,

BN

Bt
`

ˆ

EptqT `

ˆ

pli ` 1qB̂pt, Tiq ´ li`cB̂pt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjB̂pt, Ti`jq

˙T

k̂ptq

˙

Nptq

`
1

2
NptqTk̂ptqNptq

“

ˆ

liB̂pt, Tiq ´ li`cB̂pt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjB̂pt, Ti`jq

˙

k̂ptq

ˆ c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq ´Bpt, Tiq

˙

.

Finalmente volviendo a lo que es F (recordemos que H “ lnF ) y sustituyéndola en la

ecuación del ajuste CCCMS dada al principio de la prueba, concluimos la demostración.

4.4. Estructura Af́ın para el modelo G2++

De acuerdo a la ecuación (3.2) tenemos que:

rpt, Ztq “ fptq ` gptqZt,

donde

fptq :“ ϕptq,

gptq :“
`

1 1
˘

,

Zt :“

ˆ

xt
yt

˙

,
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como en la ecuación (4.3). Si definimos

Eptq :“

ˆ

´a 0

0 ´b

˙

,

tenemos

αpt, zq :“ Eptq

ˆ

z1

z2

˙

,

y con

σpt, zq :“

ˆ

σ 0

ηρ
a

ηp1´ ρ2q

˙

,

comprobamos que dZt “ αpt, Ztqdt ` σpt, ZtqdWt, con Wt “

ˆ

W1ptq

W2ptq

˙

siendo W1 y W2 dos

movimientos Brownianos independientes bajo Q. Finalmente si

k0ptq :“ σpt, zqσT
pt, zq “

ˆ

σ2 σηρ

σηρ η2

˙

,

terminamos de verificar que el modelo G2++ posee una Estructura Af́ın como en las ecua-

ciones (4.1) y (4.2) con dptq “ k1ptq “ k2ptq “ 0.

La expresión para el bono cupón cero en este modelo (ecuación (3.12)) en efecto se puede

reescribir como:

Ppt, T q “ eApt,T q`Bpt,T qZt ,

con

Apt, T q :“ ´

ż T

t

ϕpuqdu`
1

2
V pt, T q, (4.14)

y

Bpt, T q :“

ˆ

e´apT´tq ´ 1

a
,
e´bpT´tq ´ 1

b

˙

, (4.15)

adicionalmete se puede comprobar que estas últimas ecuaciones son las solución del sistema

de EDO (4.5) para el G2++.

4.5. Ajuste CMS para el modelo G2++

En esta seccion se pretende hallar de forma expĺıcita el ajuste CMS para el modelo

G2++ v́ıa la aproximación expuesta en el Teorema 4.3, para ello será necesario conocer N

y M , soluciones al sistema de EDO (4.12)-(4.13):
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Teorema 4.4. El ajuste CMS para la tasa Swap SRpTi´1, Ti, Ti`cq en el modelo G2++ puede

aproximarse por:

CCCMS

G2++pt, Ti, cq « SRpt, Ti, Ti`cqpe
Mptq`NptqZt ´ 1q,

con N y M dadas en las ecuaciones (4.16) y (4.17).

Demostración. Para el modelo G2++ como se mostró en la sección anterior la matriz

k̂ptq “ pk1ptq, k2ptqq
T es nula, por consiguiente la ecuacion (4.13) se reduce a:

BN

Bt
` EptqTNptq “ 0, NpTi´1q “ 0

o más precisamente:

BN

Bt
`

ˆ

´a 0

0 ´b

˙

Nptq “ 0, NpTi´1q “ 0.

La única solución a esta ecuación diferencial ordinaria es la solución nula:

Nptq “ p0, 0q. (4.16)

Ya N hallada y siendo esta un vector nulo, la ecuación (4.12) queda como:

BM

Bt
“

ˆ

liBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq ´
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq

˙

k0ptq

ˆ c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq ´Bpt, Tiq

˙

.

(M1)

Recordemos que para el modelo G2++

Bpt, T q “

ˆ

e´apT´tq ´ 1

a
,
e´bpT´tq ´ 1

b

˙

“ pξTa e
at, ξTb e

bt
q ´

´1

a
,
1

b

¯

,

donde ξTa :“ e´aT

a
y ξTb :“ e´bT

b
son constantes reales. Se define ahora:

R1ptq :“ liBpt, Tiq ´ li`cBpt, Ti`cq,

R2ptq :“
c
ÿ

j“1

mjBpt, Ti`jq,

con li, li`c,mj como en el ultimo Teorema. Quedando aśı

R1ptq “

ˆ

pliξ
Ti
a ´ li`cξ

Ti`c
a qeat, pliξ

Ti
b ´ li`cξ

Ti`c

b qebt
˙

` pli`c ´ liq

ˆ

1

a
,
1

b

˙

,

R2ptq “

ˆ c
ÿ

j“1

mjξ
Ti`j
a eat,

c
ÿ

j“1

mjξ
Ti`j

b ebt
˙

´

c
ÿ

j“1

mj

ˆ

1

a
,
1

b

˙

,
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continuando de esta forma tenemos:

R1ptq ´R2ptq “ p%1e
at, %2e

bt
q ` %3

ˆ

1

a
,
1

b

˙

,

R2ptq ´Bpt, Tiq “ p%4e
at, %5e

bt
q ` %6

ˆ

1

a
,
1

b

˙

,

donde se precisa

%1 :“

„

liξ
Ti
a ´ li`cξ

Ti`c
a ´

c
ÿ

j“1

mjξ
Ti`j
a



, %4 :“

„ c
ÿ

j“1

mjξ
Ti`j
a ´ ξTia



,

%2 :“

„

liξ
Ti
b ´ li`cξ

Ti`c

b ´

c
ÿ

j“1

mjξ
Ti`j

b



, %5 :“

„ c
ÿ

j“1

mjξ
Ti`j

b ´ ξTib



,

%3 :“

„ c
ÿ

j“1

mj ` li`c ´ li



, %6 :“

„

1´
c
ÿ

j“1

mj



,

la ecuación (M1) se transforma en

BM

Bt
“

„

p%1e
at, %2e

bt
q ` %3

ˆ

1

a
,
1

b

˙ˆ

σ2 σηρ

σηρ η2

˙„

p%4e
at, %5e

bt
q ` %6

ˆ

1

a
,
1

b

˙T

o de forma mas exacta
BM

Bt
“ θ1e

pa`bqt
` θ2e

2at
` θ3e

2bt
` θ4e

at
` θ5e

bt
` θ6 (M2)

con

θ1 :“ ρ σ η ¨ %2 %4 ` ρ σ η ¨ %1 %5,

θ2 :“ σ2
¨ %1 %4,

θ3 :“ η2
¨ %2 %5,

θ4 :“ %3 %4

ˆ

σ2

a
`
ρ σ η

b

˙

`
σ2 ¨ %1 %6

a
`
ρ σ η ¨ %1 %6

b
,

θ5 :“ %3 %5

ˆ

η2

b
`
ρ σ η

a

˙

`
ρ σ η ¨ %2 %6

a
`
η2 ¨ %2 %6

b
,

θ6 :“ %3 %6

ˆ

σ2

a2
`
ρ σ η

a b

˙

` %3 %6

ˆ

η2

b2
`
ρ σ η

a b

˙

,

es decir:

Mptq “

ˆ

θ1

a` b

˙

epa`bqt `

ˆ

θ2

2a

˙

e2at
`

ˆ

θ3

2b

˙

e2bt
`

ˆ

θ4

a

˙

eat `

ˆ

θ5

b

˙

ebt ` θ6t` θ7 (4.17)

con

θ7 :“ ´

ˆ

θ1

a` b

˙

epa`bqTi´1 ´

ˆ

θ2

2a

˙

e2aTi´1 ´

ˆ

θ3

2b

˙

e2bTi´1 ´

ˆ

θ4

a

˙

eaTi´1 ´

ˆ

θ5

b

˙

ebTi´1 ´ θ6Ti´1



5. Implementación Numérica y

Resultados

En el presente caṕıtulo, se procede al cálculo de la tasa CMS para un Constant Maturity

Swap espećıfico, este desarrollo se hará de dos formas; la primera implementando la fórmula

(3.21) para ello, es necesario aproximar el valor esperado:

En

„

SRpTi´1, Ti, Ti`cq

PpTi, Tnq

ˇ

ˇ

ˇ
F0



,

y en este caso lo hacemos a través del método de Monte Carlo.

La segunda forma es a través del ajuste CMS descrito en el caṕıtulo anterior y la ecua-

ción (3.22).

El objetivo es comparar la valoración teórica “más original” con la aproximación por medio

del Ajuste por Convexidad que en este caso corresponde a la solución de un sistema de EDO.

5.1. Descripción del CMS a Valorar

Tomando la estructura término actual del mercado obtenida a partir de las tasas Spot

de los bonos del European Central Bank a fecha del 22 de septiembre del 2008 y asumiendo

ésta fecha como t “ 0 tenemos:



5.2 Valoración con Monte Carlo 39

Tiempo(Años) Fac. Desc.

0.5 0.9795

1.0 0.9599

1.5 0.9405

2.0 0.9214

2.5 0.9024

3.0 0.8837

3.5 0.8650

4.0 0.8464

4.5 0.8279

5.0 0.8095

5.5 0.7911

6.0 0.7729

6.5 0.7548

7.0 0.7369

7.5 0.7191

8.0 0.7016

8.5 0.6842

9.0 0.6671

9.5 0.6502

10.0 0.6337

Tiempo(Años) Fac. Desc.

10.5 0.6174

11.0 0.6014

11.5 0.5857

12.0 0.5704

12.5 0.5553

13.0 0.5407

13.5 0.5263

14.0 0.5123

14.5 0.4985

15.0 0.4852

15.5 0.4721

16.0 0.4594

16.5 0.4469

17.0 0.4348

17.5 0.4230

18.0 0.4116

18.5 0.4003

19.0 0.3895

19.5 0.3789

20.0 0.3685

Se considera un CMS a 5-años empezando en t “ 0. La frecuencia de pagos es semestral en

ambas ramas (tanto la que paga la tasa fija como el que paga la tasa Swap), la tasa Swap

a cinco años semestral es la pactada a ser intercambiada y se toma el contrato sobre un

nominal de e1.000.

5.2. Valoración con Monte Carlo

En esta sección se denotara por Ppt, T ;xptq, yptqq al precio del bono cupón cero expresado

en la ecuación (3.15), ésto para hacer notar la dependencia que se presenta con los procesos

x y y. Del mismo modo:

SRpt, Ti, Ti`c, xptq, yptqq “
Ppt, Ti, xptq, yptqq ´ Ppt, Ti`c, xptq, yptqq

ři`c
k“i`1 τkPpt, Tk, xptq, yptqq

. (5.1)
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5.2.1. El procedimiento

Una forma directa de hallar el precio del CMS es directamente con la fórmula (3.21). Se

necesita aśı entonces calcular:

En

„

SRpTi´1, Ti, Ti`c, xpTi´1q, ypTi´1qq

PpTi, Tn, xpTiq, ypTiqq



, (5.2)

con Tn “ 5 años, c “ 5, para todo i “ 0.5 , 1 , 1.5 , . . . , 5.

Este valor esperado se estimará a través de la técnica de simulación de Monte Carlo.

Se procederá de la siguiente forma:

Inputs : Los datos y constantes necesarias para valorar el CMS.

1. El numero np de simulaciones para la estimación tipo Monte Carlo.

2. La estructura de factores de descuento inicial: T ÞÑ P‹p0, T q.

3. Los parámetros del modelo G2++: a, b, σ, η y ρ.

Esquema : Descripción del uso del modelo G2++ para la valoración del CMS.

1. La fecha actual es t “ T0 “ 0.De acuerdo a ello se tiene entonces que xpT0q “ ypT0q “ 0.

Sea i “ 1.

2. Usando las ecuaciones (3.17) se generan np realizaciones:

xppTiq, y
p
pTiq, p “ 1, 2, . . . , np

de xpTiq, ypTiq con xpTi´1q, ypTi´1q previamente ya generados en un paso anterior. La

fórmula (3.17) es aplicada con s “ Ti´1, t “ Ti.

3. Para i ě 1, se calcula PpTi, Tn, xppTiq, yppTiqq usando la fórmula (3.15), en cada p

escenario.

4. Para i ě 2, se calculan:

PpTi´1, Ti, x
p
pTi´1q, y

p
pTi´1qq,

PpTi´1, Ti`1, x
p
pTi´1q, y

p
pTi´1qq,

. . .PpTi´1, Ti`c, x
p
pTi´1q, y

p
pTi´1qq,

usando la fórmula (3.15), en cada p escenario.

5. Para i ě 2, se calcula la tasa Swap en cada p escenario v́ıa fórmula (5.1)

SRp
pTi´1, Ti, Ti`cq :“ SRpTi´1, Ti, Ti`c, x

p
pTi´1q, y

p
pTi´1qq,

y haciendose uso de lo ya hallado en los pasos 3 y 4.
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6. En cada p escenario se determina el cociente

SRppTi´1, Ti, Ti`cq

PpTi, Tn, xppTiq, yppTiqq
.

7. Se obtiene el promedio de las cantidades del paso 6 sobre todos los escenarios. Esta

será la estimación de Monte Carlo de (5.2).

8. Continuar este proceso hasta i “ n, y evaluar el precio del CMS.

5.2.2. Tasa CMS v́ıa Monte Carlo

De forma explicita:

KMC

CMS “

ř5
i“0.5

1
2
P‹p0, T5qE

T5

„

SRpTi´1,Ti,Ti`5,xpTi´1q,ypTi´1qq

PpTi,T5,xpTiq,ypTiqq



ř5
i“0.5

1
2
P‹p0, Tiq

, (5.3)

implementando esto en MATLAB (ver Apéndice B.1.) con los parámetros para el modelo

como los hallados en [3], llegamos a que tras 100000 simulaciones la tasa CMS es aproxima-

damente:

KMC

CMS « 4,6315953 %. (5.4)

5.2.3. Valoración

Usando la ecuación (5.3) llegamos a que el precio del Constant Maturity Swap en función de

una tasa K pactada en el contrato viene dado por:

CMSPp0,Γ, K, 5, ωq “ω
5
ÿ

i“0.5

1

2
P‹p0, T5qE

T5

„

SRpTi´1, Ti, Ti`5, xpTi´1q, ypTi´1qq

PpTi, T5, xpTiq, ypTiqq



´ ωK
5
ÿ

i“0.5

1

2
P‹p0, Tiq

donde ω “ 1 (ω “ ´1) si el titular del contrato paga (recibe) la tasa K.

Tenemos aśı que haciendo una ligera modificación a lo ya implementado para hallar la

tasa CMS, hallamos el precio justo del contrato para diferentes valores de K:
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Tasa K Precio (e1000)

1.0 % 162.26

1.5 % 139.92

2.0 % 117.58

2.5 % 95.24

3.0 % 72.90

3.5 % 50.56

4.0 % 28.22

4.5 % 5.88

5.0 % -16.46

Tasa K Precio(e1000)

6 % -61.14

7 % -105.82

8 % -150.50

10 % -239.86

12 % -329.22

14 % -418.58

16 % -507.94

18 % -597.30

20 % -686.66
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Figura 5.1.: Precio del CMS en función de la tasa (Payer).
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Figura 5.2.: Precio del CMS en función de la tasa (Receiver).
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5.3. Valoracion con el Ajuste CMS

5.3.1. Tasa CMS v́ıa Ajuste

De la definición del Ajuste CMS 4.2 y el Teorema 4.4 se deduce que:

ETirSRpTi´1, Ti, Ti`cq|Fts « SRpt, Ti, Ti`cqe
Mptq`NptqZt

sustituyendo esto en la igualdad (3.22) encontramos que:

KAdj

CMS «

řn
i“1 αiPp0, TiqSRp0, Ti, Ti`cqeMp0q`Np0qZ0

řn
i“1 αiPp0, Tiq

.

Para el CMS que elegimos:

KAdj

CMS «

ř5
i“0.5

1
2
P‹p0, TiqSRp0, Ti, Ti`5qe

Mp0q`Np0qZ0

ř5
i“0.5

1
2
P‹p0, Tiq

, (5.5)

es de este modo que la labor aqúı se reduce a hallar M y N , que ya se presentan de forma

explicita para el modelo G2++ en (4.16) y (4.17); una vez implementadas estas en MATLAB

(ver Apéndice B.2.) obtenemos:

KAdj

CMS « 4, 6306865 %. (5.6)

5.4. Valoración

De la ecuación (5.5) la función de valoración en este caso es:

CMSPp0,Γ, K, 5, ωq «ω
5
ÿ

i“0.5

1

2
P‹p0, TiqSRp0, Ti, Ti`5qe

Mp0q`Np0qZ0

´ ωK
5
ÿ

i“0.5

1

2
P‹p0, Tiq,

y el precio justo del CMS para algunos valores de K:
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Tasa K Precio (e1000)

1.0 % 162.22

1.5 % 139.88

2.0 % 117.54

2.5 % 95.20

3.0 % 72.86

3.5 % 50.52

4.0 % 28.18

4.5 % 5.84

5.0 % -16.50

Tasa K Precio(e1000)

6 % -61.18

7 % -105.86

8 % -150.54

10 % -239.90

12 % -329.26

14 % -418.62

16 % -507.98

18 % -597.34

20 % -686.71
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Figura 5.3.: Precio del CMS en función de la tasa (Payer).
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Figura 5.4.: Precio del CMS en función de la tasa (Receiver).
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5.5. Resultados

Las diferencias de los precios sobre el nominal de e1000 entre ambas formas de valoración

del CMS son:

Tasa K Diferencia (e)

1.0 % 0.040605

1.5 % 0.040605

2.0 % 0.040606

2.5 % 0.040606

3.0 % 0.040606

3.5 % 0.040606

4.0 % 0.040607

4.5 % 0.040607

5.0 % 0.040607

Tasa K Diferencia (e)

6 % 0.040607

7 % 0.040608

8 % 0.040609

10 % 0.040610

12 % 0.040611

14 % 0.040612

16 % 0.040613

18 % 0.040613

20 % 0.040614

cifras del orden de 10´2 en relación al nominal de e1000, ésto nos brinda la seguridad de

tener una muy buena aproximación al precio de nuestro CMS v́ıa el ajuste por convexidad.



6. Conclusiones, Alcances y Limitaciones

de este Trabajo

Por Feynman-Kač, el valor esperado por el cual se determina la tasa CMS tiene su

contraparte en una Ecuación Diferencial Parcial Parabólica. El Ajuste por convexidad

es una buena aproximación para el caso de Modelos Afines, reduciendo el cálculo a la

solución directa de un sistema determinista de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Se presentó aqúı un caso práctico de un instrumento complejo el CMS, un derivado

del tipo Swap valorado en un modelo af́ın de dos factores, el G2++. No se conocen

trabajos que implementen estas técnicas del ajuste para modelos de varios factores.

Este trabajo tiene muchas alternativas de proyección futuras: Analizar aproximaciones

distintas a Low Variance (aqúı usada), mirar otros derivados de la tasa Swap e incluso

derivados de la tasa CMS como un Spread, mirar que pasaŕıa con una formulación para

Modelos Cuadráticos, entre otras.

Puesto que los modelos Afines son los más utilizados en el mercado, (Vasiček, Cox-

Ingersoll-Ross, Ho-Lee, Hull-White...) este trabajo muestra una muy interesante alter-

nativa de valoración de instrumentos financieros muy complejos observando el compor-

tamiento actual del instrumento más un ajuste dado.

Entre las limitaciones de este trabajo y que deben ser mejoradas, se encuentra que no

se realizó la calibración del modelo y se tomaron como parámetros los hallados por [3],

la estructura a término del mercado usada no se interpoló, simplemente se tomaron

los valores de ésta necesarios para los cálculos del Caṕıtulo 5 y la fecha en la que se la

observó aunque similar no es igual a la usada en [3] para la calibración del G2++. No

se consideró necesario realizar la calibración ni ajustar la curva toda vez que nuestro

objetivo no era validar el modelo.

Un aspecto a enriquecer, es la implementación de métodos numéricos mas robustos que

la simulación básica de Monte Carlo usada en el Caṕıtulo 5 para calcular el precio del

CMS con fórmulas directas del Modelo.



A. Demostraciones

Lema 3.2

Demostración. De las propiedades de la integral estocástica se deduce fácilmente que

ErXptqs “ 0,

V arrXptqs “

ż t

0

γ2
psqds.

Veamos que la variable aleatoria Xptq se distribuye normal a través del cálculo de su función

generadora de momentos

mXtpuq “ EreuXptqs,

“ Ereu
şt
0 γpsqdW psqs.

Sea el proceso Y ptq definido como Y ptq :“ euXptq. Usando la fórmula de Itô tenemos que

dY ptq “
u2γ2ptq

2
Y ptqdt` uγptqY ptqdW ptq,

Y p0q “ 1,

lo que es equivalente a escribir

Y ptq “ 1`
u2

2

ż t

0

γ2
psqY psqds` u

ż t

0

γpsqY psqdW psq.

Tomando el valor esperado a Y ptq y haciendo uso de la linealidad de la esperanza matemática

y del hecho de ser γ una función determinista

ErY ptqs “ 1`
u2

2

ż t

0

γ2
psqErY psqsds,

ahora definiendo mptq :“ ErY ptqs obtenemos la ecuación

mptq “ 1`
u2

2

ż t

0

γ2
psqmpsqds,

lo que luego de tomar la derivada respecto a t nos deja la EDO

9mptq “
u2

2
γ2
ptqmptq,

mp0q “ 1.
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Resolviendo esta ecuación llegamos a que mptq “ e
u2

2

şt
0 γ

2psqds y

mXtpuq “ EreuXptqs

“ e
u2

2

şt
0 γ

2psqds

“ euErXptqs`
u2

2
V arrXptqs

lo que nos permite concluir que Xptq se distribuye normal.

Lema 3.4

Demostración. Integrado por partes la integral estocástica tenemos:

ż T

t

xpuqdu “ TxpT q ´ txptq ´

ż T

t

udxpuq “

ż T

t

pT ´ uqdxpuq ` pT ´ tqxptq. (˚)

reemplazando dxpuq según como se definió x, la integral de la parte derecha de la ultima

expresión queda:

ż T

t

pT ´ uqdxpuq “ ´a

ż T

t

pT ´ uqxpuqdu` σ

ż T

t

pT ´ uqdW1puq

ahora sustituyendo xpuq, vemos que:

ż T

t

pT ´ uqxpuqdu “ xptq

ż T

t

pT ´ uqe´apu´tqdu` σ

ż T

t

pT ´ uq

ż u

t

e´apu´sqdW1psqdu

calculamos ahora estas dos integrales por separado, la primera es:

´axptq

ż T

t

pT ´ uqe´apu´tqdu “ ´xptqpT ´ tq ´
e´apT´tq ´ 1

a
xptq

reescribiendo la segunda integral:

´aσ

ż T

t

pT ´ uq

ż u

t

e´apu´sqdW1psqdu “ ´aσ

ż T

t

pT ´ uqe´au
ż u

t

easdW1psqdu (˚˚)

note que pT ´ uqe´audu es justo la derivada respecto a u de
şu

t
pT ´ vqe´avdv con ello el

termino en p˚˚q es:

“ ´aσ

ż T

t

ˆ
ż u

t

easdW1psq

˙

du

ˆ
ż u

t

pT ´ vqe´avdv

˙
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seguidamente integrando por partes esta ultima:

“ ´aσ

«˜

ż T

t

eaudW1puq

¸˜

ż T

t

pT ´ vqe´avdv

¸

´

ż T

t

ˆ
ż u

t

pT ´ vqe´avdv

˙

eaudW1puq

ff

“ ´aσ

«

ż T

t

ż T

t

pT ´ vqe´apv´uqdvdW1puq

´

ż T

t

ż u

t

pT ´ vqe´apv´uqdvdW1puq

ff

“ ´aσ

ż T

t

˜

ż T

u

pT ´ vqe´avdv

¸

eaudW1puq

“ ´σ

ż T

t

„

pT ´ uq `
e´apT´uq ´ 1

a



dW1puq,

sustituyendo en p˚q en total nos queda que:
ż T

t

xpuqdu “
1´ e´apT´tq

a
xptq `

σ

a

ż T

t

“

1´ e´apT´uq
‰

dW1puq.

Análogamente:
ż T

t

ypuqdu “
1´ e´bpT´tq

b
yptq `

η

b

ż T

t

“

1´ e´bpT´uq
‰

dW2puq,

con ello se concluye la igualdad (3.10). Para la ecuación (3.11) notemos que:

VartIpt, T q|Ftu “ Var

"

σ

a

ż T

t

“

1´ e´apT´uq
‰

dW1puq

`
η

b

ż T

t

“

1´ e´bpT´uq
‰

dW2puq
ˇ

ˇ

ˇ
Ft

*

“
σ2

a2

ż T

t

”

1´ e´apT´uq
ı2

du`
η2

b2

ż T

t

”

1´ e´bpT´uq
ı2

du

` 2ρ
ση

ab

ż T

t

”

1´ e´apT´uq
ı”

1´ e´bpT´uq
ı

du.

Integrando esta ultima llegamos a la buscada igualdad (3.11).

Lema 3.8

Demostración. La integral la podemos reescribir como
ż `8¨ω

lnpKq

1
?

2πV
pey ´Kqe´

1
2
py´Mq2

V 2 dy
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realizando el cambio de variable z “ y´M
V

, nos queda

“

ż `8¨ω

lnpKq´M
V

1
?

2π
peM`V z ´Kqe´

1
2
z2dz

“ eM`
1
2
V 2

ż `8¨ω

lnpKq´M
V

1
?

2π
e´

1
2
pz´V q2dz ´K

ż `8¨ω

lnpKq´M
V

1
?

2π
e´

1
2
z2dz

“ eM`
1
2
V 2

„

Φp`8 ¨ ωq ´ Φ

ˆ

lnpKq ´M ´ V 2

V

˙

´K

„

Φp`8 ¨ ωq ´ Φ

ˆ

lnpKq ´M

V

˙

“ eM`
1
2
V 2

ωΦ

ˆ

´ω
lnpKq ´M ´ V 2

V

˙

´KωΦ

ˆ

´ω
lnpKq ´M

V

˙

.



B. Programas

B.1. Programa Monte Carlo

Las fórmulas de V pt, T q y Bpt, T q dadas en las ecuaciones (3.11) y (4.15) respectivamente se

usaran al calcular (5.3), se calculan con la función:

function V “ Dts G2pt, Tq

(constantes del modelo G2++.)

a “ 0,773511777;

b “ 0,082013014;

sgm “ 0,022284644;

eta “ 0,010382461;

rho “ ´0,701985206;

ea “ expp´a ˚ pT´ tqq;

eb “ expp´b ˚ pT´ tqq;

eaa “ pea´ 1q{a;

ebb “ peb´ 1q{b;

eab “ ppea ˚ ebq ´ 1q{pa` bq;

V “ ppsgm2q{pa2qq ˚ pT´ t` pp2{aq ˚ eaq ´ pp1{p2 ˚ aqq ˚ pea2qq ´ p3{p2 ˚ aqqq ` ...

Vppeta2q{pb2qq ˚ pT´ t` pp2{bq ˚ ebq ´ pp1{p2 ˚ bqq ˚ peb2qq ´ p3{p2 ˚ bqqq ` ...

Vpp2 ˚ rho ˚ sgm ˚ etaq{pa ˚ bqq ˚ pT´ t` eaa` ebb´ eabq;

B “ reaa, ebbs;

V “ rV, Bs;

Se procede a simular los proceso x y y bajo la medida QT con las fórmulas (3.17):
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Con este objetivo en mente se calculan las expresiones para MT
x ps, tq y MT

x ps, tq (lema

3.7):

function M “ M Tsps, t, Tnq

a “ 0,773511777;

b “ 0,082013014;

sgm “ 0,022284644;

eta “ 0,010382461;

rho “ ´0,701985206;

kx1 “ psgm2q{pa2q ` ppsgm ˚ eta ˚ rhoq{pa ˚ bqq;

kx2 “ ppsgm ˚ eta ˚ rhoq{pb ˚ pa` bqqq;

ky1 “ peta2q{pb2q ` ppsgm ˚ eta ˚ rhoq{pa ˚ bqq;

ky2 “ ppsgm ˚ eta ˚ rhoq{pa ˚ pa` bqqq;

Mx “ kx1 ˚ p1´ expp´a ˚ pt´ sqqq ´ ppsgm2q{p2 ˚ pa2qqq ˚ pexpp´a ˚ pTn´ tqq...

´expp´a ˚ pTn` t´ 2 ˚ sqqq...

´kx2 ˚ pexpp´b ˚ pTn´ tqq ´ expp´b ˚ Tn´ a ˚ t` pa` bq ˚ sqq;

My “ ky1 ˚ p1´ expp´b ˚ pt´ sqqq ´ ppeta2q{p2 ˚ pb2qqq ˚ pexpp´b ˚ pTn´ tqq...

´expp´b ˚ pTn` t´ 2 ˚ sqqq...

´ky2 ˚ pexpp´a ˚ pTn´ tqq ´ expp´a ˚ Tn´ b ˚ t` pa` bq ˚ sqq;

M “ rMx, Mys;

function R “ Mntc Tspn, instq

(la variable inst representa el instante de tiempo en el que nos interesa conocer x y

y, y n es el número de simulaciones.)

dt “ 0,0025; (dt es el tamaño del paso en el tiempo.)

Tn “ 5; (Tn es el tiempo final es decir 5 años.)

nt “ Tn{dt; (nt es el número de pasos en el tiempo.)

(constantes del modelo G2++.)

a “ 0,773511777;

b “ 0,082013014;

sgm “ 0,022284644;

eta “ 0,010382461;

rho “ ´0,701985206;
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(t vector de tiempos comenzando en t=0 y terminando en t=5 años.)

t “ 0 : dt : Tn;

(simulación)

x “ zerospn, nt` 1q;

y “ zerospn, nt` 1q;

rngp0q

for i “ 1 : nt

M “ MTsptpiq, tpi` 1q, Tnq;

dW1 “ sqrtpdtq. ˚ randnpn, 1q;

dW2 “ sqrtpdtq. ˚ randnpn, 1q;

xp:, i` 1q “ pxp:, iq ˚ expp´a ˚ dtqq ´ Mp1q ` psgm ˚ expp´a ˚ dtqq. ˚ dW1;

yp:, i` 1q “ pyp:, iq ˚ expp´b ˚ dtqq ´ Mp2q ` peta ˚ rho ˚ expp´b ˚ dtqq. ˚ dW1...

`peta ˚ pp1´ prho2qqp1{2qq ˚ expp´b ˚ dtqq. ˚ dW2;

end

inst “ pinst{dtq ` 1;

insx “ xp:, instq;

insy “ yp:, instq;

R “ rinsx, insys;

Una vez simulados x y y se simulan los factores descuento con la ecuación (3.15):

function P “ P Tspt, T, nq

(Simulación de Ppt, T q en los n escenarios en los que se simulo x y y.)

if t ““ 0

(si t “ 0 no hay nada que simular pues es el factor de descuento P‹p0, T q ya observable.)

PP “ Tss TS;

T “ T{0,5;

P “ PPpT, 2q;
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(Tss TS es la matriz que contiene la estructura a término expuesta al principio del

Caṕıtulo 6.)

else (simulación.)

Df “ Tss TS;

i “ T{0,5;

j “ t{0,5;

V1 “ Dts G2pt, Tq;

B “ V1p2 : 3q;

V1 “ V1p1q;

V2 “ Dts G2p0, Tq;

V2 “ V2p1q;

V3 “ Dts G2p0, tq;

V3 “ V3p1q;

A “ ppV1´ V2` V3q{2q;

XY “ Mntc Tspn, tq;

P “ pDfpi, 2q{Dfpj, 2qq. ˚ exppBp1q. ˚ XYp:, 1q ` Bp2q. ˚ XYp:, 2q ` Aq;

end

El siguiente paso es simular las tasas Swap que aparecen en la igualdad (5.3):

function S “ Sw Tspt, T1, nq

(tenor del Swap subyacente 5 años.)

T2 “ T1` 5;

P1 “ P Tspt, T1, nq;

P2 “ P Tspt, T2, nq;

P3 “ 0;

for i “ pT1` 0,5q : 0,5 : pT1` 5q

P3 “ PTspt, i, nq ` P3;

end

P3 “ pP3{2q;

S “ pP1´ P2q.{P3;

Por ultimo la tasa CMS KMC
CMS en (5.4) se halló como:
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function C “ CMS Tspnq

Valuation date: t=0

Maturity: t=5

CMS payment frequency: 2

Underlying Swap p.fr: 2

Underlying Swap tenor: 5

tic

U “ 0;

L “ 0;

for i “ 0,5 : 0,5 : 5

u “ Sw Tsppi´ 0,5q, i, nq.{P Tspi, 5, nq;

U “ meanpuq ` U;

L “ L` P Tsp0, i, nq;

end

U “ pU{2q ˚ P Tsp0, 5, nq;

L “ pL{2q;

C “ U{L;

toc.

B.2. Programa Ajuste

Básicamente es reproducir la prueba del Teorema 4.4 pero ya con datos, para simplificar las

cosas empezamos definiendo la función:

function E “ B Ts2px, Tq

E “ expp´x ˚ Tq{x;

Dado que N es constante a cero, solo nos ocupamos de M :

function M “ Adjus M Ts2pt, T1, T2q

(t es el tiempo en el que se esta evaluando M y T1 hace las veces de Ti y T2 a Ti`c)

a “ 0,773511777;

b “ 0,082013014;

sgm “ 0,022284644;

eta “ 0,010382461;

rho “ ´0,701985206;
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alp “ 0,5; (ancho de los intervalos de tiempo.)

Tnr “ T2´ T1; (tenor.)

T1 “ T1´ alp; (Ti´1.)

n “ Tnr{alp;

(Constantes Nivel 1)

l1 “ P Tsp0, T1, 0q{pP Tsp0, T1, 0q ´ P Tsp0, T2, 0qq;

l2 “ P Tsp0, T2, 0q{pP Tsp0, T1, 0q ´ P Tsp0, T2, 0qq;

Anty “ 0;

for j “ 1 : n

Anty “ Anty` alp ˚ pP Tsp0, pT1` alp ˚ jq, 0qq;

end

m “ zerosp1, nq;

ea “ m;

eb “ m;

for j “ 1 : n

mpjq “ palp ˚ PTsp0, pT1` alp ˚ jq, 0qq{Anty;

eapjq “ B Ts2pa, pT1` alp ˚ jqq;

ebpjq “ B Ts2pb, pT1` alp ˚ jqq;

end

(Constantes Nivel 2)

lm1 “ l1 ˚ B Ts2pa, T1q ´ l2 ˚ B Ts2pa, T2q;

lm2 “ l1 ˚ B Ts2pb, T1q ´ l2 ˚ B Ts2pb, T2q;

lm3 “ sumpm. ˚ eaq;

lm4 “ sumpm. ˚ ebq;

gm1 “ l2´ l1;

gm2 “ sumpmq;

(Constantes Nivel 3)

lm13 “ lm1´ lm3;

lm24 “ lm2´ lm4;

gm12 “ gm1` gm2;

v1 “ lm3´ B Ts2pa, T1q;

v2 “ lm4´ B Ts2pb, T1q;

v3 “ 1´ gm2;
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(Constantes Nivel 4)

u1 “ psgm2q ˚ lm13;

u2 “ eta ˚ sgm ˚ rho ˚ lm24;

u3 “ eta ˚ sgm ˚ rho ˚ lm13;

u4 “ peta2q ˚ lm24;

u5 “ gm12 ˚ pppsgm2q{aq ` ppeta ˚ sgm ˚ rhoq{bqq;

u6 “ gm12 ˚ pppeta2q{bq ` ppeta ˚ sgm ˚ rhoq{aqq;

(Constantes Nivel 5)

th1 “ ppu2 ˚ v1q ` pu3 ˚ v2qq{pa` bq;

th2 “ pu1 ˚ v1q{p2 ˚ aq;

th3 “ pu4 ˚ v2q{p2 ˚ bq;

th4 “ ppu5 ˚ v1q{aq ` ppu1 ˚ v3q{pa2qq ` ppu3 ˚ v3q{pa ˚ bqq;

th5 “ ppu6 ˚ v2q{bq ` ppu4 ˚ v3q{pb2qq ` ppu2 ˚ v3q{pa ˚ bqq;

th6 “ ppu5 ˚ v3q{aq ` ppu6 ˚ v3q{bq;

(Ultima Constante)

K “ ´pth1 ˚ expppa` bq ˚ T1q ` th2 ˚ expp2 ˚ a ˚ T1q ` th3 ˚ expp2 ˚ b ˚ T1q...

`th4 ˚ exppa ˚ T1q ` th5 ˚ exppb ˚ T1q ` th6 ˚ T1q;

M “ th1 ˚ expppa` bq ˚ tq ` th2 ˚ expp2 ˚ a ˚ tq ` th3 ˚ expp2 ˚ b ˚ tq...

`th4 ˚ exppa ˚ tq ` th5 ˚ exppb ˚ tq ` th6 ˚ t` K;

Finalmente ya con M el cálculo de KAdj
CMS es:

function C “ CMS Ts2

C1 “ 0;

C2 “ C1;

Adj “ zerosp10, 1q; (Matriz de ajustes CMS)

for k “ 0,5 : 0,5 : 5

C1 “ C1` P Tsp0, k, 0q ˚ Sw Tsp0, k, 0q ˚ exppAdjus M Ts2p0, k, k` 5qq;

C2 “ C2` P Tsp0, k, 0q;

Adjp2 ˚ kq “ Sw Tsp0, k, 0q ˚ pexppAdjus M Ts2p0, k, k` 5qq ´ 1q;

end

Adj

C “ C1{C2;
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tiques Appliquées, Ecole Polytechnique, (2000).

[19] Skovmand, D. The Valuation of Callable Bonds with Floored CMS-spread Coupons,

University of Aarhus, Department of Management.


