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Resumen

Se logra una valoracién de un derivado financiero de la tasa Swap, el Constant Maturity
Swap (CMS), valorado en un modelo afin de dos factores el G2+, por dos caminos distin-
tos consiguiéndose resultados muy cercanos. El primero, modelando directamente el valor
esperado con Monte Carlo y el segundo utilizando técnicas del Ajuste por Convexidad. Se
mejoran algunas férmulas y se adaptan a un Modelo Multifactorial.

Palabras clave: Modelo G244, Swap, Constant Maturity Swap, Medida Neutral

al Riesgo, Numerario, Valoracién, Ajuste por Convexidad.

Abstract

An evaluation is achieved of a financial derivate of the Swap rate, the Constant Maturity
Swap (CMS), valued in a two-factor affine model, G2++, by two different paths, obtaining
very close results. The first, directly modeling the expected value with Monte Carlo and the
second using Convexity Adjustment techniques. Some formulas are improved and adapted
to a Multifactorial Model.

Keywords: G2++4+ Model, Swap, Constant Maturity Swap, Risk Neutral Measu-

re, Numeraire, Pricing, Convexity Adjustment.
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1. Introduccion

El mercado de derivados financieros ha sido subdividido en dos categorias, derivados de renta
fija y de renta variable; siendo el primer grupo mucho mayor en volumen que el segundo.
En este grupo se encuentran principalmente los llamados derivados sobre riesgo crediticio,
sobre tasas de interés, sobre inflaciéon y sobre divisas. Sin embargo, a pesar de su enorme
importancia tanto econdémica como por el riesgo que generan existen serias dificultades en los
modelos de valoracién. A medida que el mercado es de mayor complejidad y se estructuran
derivados cada vez mas sofisticados -a fin de diversificar los riesgos inherentes a la actividad
financiera-, la valoracién de dichos instrumentos se vuelve mucho mas exigente y requiere de
lenguajes y técnicas matematicas mas sofisticadas.

Los modelos de valoracién de derivados de renta fija conocidos generan problemas de valo-
racién y cobertura de dichos instrumentos; por esta razon se hace necesario generar modelos
alternativos que reduzcan las dificultades observadas.

La mayoria de los derivados de renta fija, y de manera especial los derivados del tipo de
interés requieren para su valoracién de una variable fundamental: la curva cupén cero o lo
que es lo mismo, la colecciéon de todos los factores de descuento para tiempos futuros. Esta
curva puede obtenerse (0 ajustarse) a través de los precios de instrumentos financieros dis-
ponibles en el mercado, uno de ellos, quizéas el mas utilizado es el de los bonos. Sin embargo,
el mercado de bonos difiere en un aspecto fundamental de otros mercados estandar; mientras
estos ultimos se pueden modelar utilizando una cantidad finita de activos, el subyacente del
mercado de bonos es la estructura completa de las tasas de interés, una variable infinito-
dimensional que no es directamente observable.

Los instrumentos més liquidos del mercado (como los contratos futuros) no suelen proporcio-
nar informacién directa sobre las tasas Forward las cuales permitirian construir la curva de
forma exacta. Sus precios hay que complementarlos por medio de ciertos ajustes, en funcién
del modelo de evolucién escogido. Por otra parte, los modelos de precios se construyen a
partir de factores estocéasticos que representan la estructura de las tasas de interés en un
espacio de dimensién finita.

El modelamiento del movimiento de la curva cupén cero, asi como su construccion a partir
de instrumentos disponibles en el mercado, plantea interesantes problemas tedricos (el paso



de una evolucién estocdstica infinito dimensional a una finito dimensional), précticos (co-
rreccién por ajuste de los precios disponibles en el mercado) y otros de indole computacional.

Los problemas arriba expuestos constituyen uno de los nodos de investigacion mas importan-
te de las Matematicas Financieras. El problema a abordar, consiste en estudiar la valoracién
de un instrumento de renta fija, un derivado de la tasa Swap (que a su vez es un derivado
de la tasa de interés), el Constant Maturity Swap (CMS), ambos instrumentos (derivado
y subyacente) utilizados con este fin, son ampliamente utilizados en el mercado financiero
y presentan dificultades muy particulares en su valoracion, por su parte el modelo de dos
factores, el Modelo G2++ presenta interesantes caracteristicas pero por su complejidad es
poco utilizado. El objetivo fundamental es incorporar técnicas y conocimientos propios de
la teoria de valoracién financiera, utilizar modelos de mercado atractivos distintos a los tra-
dicionales e implemente técnicas propias de los métodos numéricos en finanzas.

Ademas de ello, este trabajo también presenta una alternativa de valoracion del instrumento
ajustando su precio por medio de una técnica conocida como Ajuste por Convexidad. Se
utilizan desarrollos del Ajuste por Convexidad para Modelos Afines, se llevan a modelos
de dos parametros (El Modelo G2++ lo es) y se obtienen valores para unos pardametros
especificos encontrandose una diferencia muy baja con respecto a la aplicacién directa del
Modelo. Para la simulacién numérica respectiva se usan técnicas de Monte Carlo. Como se
verd en la formulacién del Ajuste se consigue una muy buena aproximacién de una Ecuacién
Diferencial Estocastica de dos parametros por un sistema de dos Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, cuya solucién resulta muy simple.



2. Preliminares. Definiciones y Teoremas
Clasicos

En este capitulo se especifican las nociones bésicas de finanzas matematicas, se presenta
dentro de un contexto matematico la diferencia que hay entre derivados de renta fija y los de
renta variable, igualmente se enuncian los teoremas esenciales que se usaran en el desarrollo
de este trabajo, por ultimo se hace énfasis en lo relacionado al numerario.

2.1. Renta Fija vs Renta Variable

Consideremos un mercado financiero de flujo continuo en un horizonte de tiempo dado por el
intervalo [0, 7], donde los sucesos aleatorios en este mercado seran modelados en un espacio
de probabilidad (€2, F, P). El flujo de informacién procedente de todos los agentes econémicos
es representado por una filtraciéon {F;,¢ € [0,T]} satisfaciendo las condiciones usuales. El
mercado consta de n + 1 activos que no pagan dividendos y cuyos precios son modelados
por una n + 1 dimensional Fi-semimartingala S = {S(¢) : 0 < ¢t < T'}, cuyas componentes
S0, 51, ..., S son positivas. Cada proceso de precio S;(t) se asumira que describe una dindmica

dS;(t) = aj(t)S;(t)dt + o;(1)S;()dWr,  j=1,...,n

donde W7 es un P-movimiento Browniano, los coeficientes son F;-adaptados y satisfacen:

EUT \aj(t)sj(t)ydt) < o0, EUT[aj(t)Sj(t)]?dt) < w

0 0

y el activo indexado por 0 representa la cuenta bancaria:
dSo(t) = 1(t)Sp(t)dt
con Sp(0) = 1 y [ una tasa libre de riesgo.

Notese aqui la diferencia que hay en un principio entre Sy y los demas S;, pues mientras
Si, con ¢ = 1,...,n presenta una varianza en su evolucién, una volatilidad en su dinamica
(el termino o0;), Sy no la manifiesta.
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Definicién 2.1. Un portafolio § es un vector n + 1-dimensional:

3(t) := (do(t),01(t), ..., 0n (1)),
donde 6;(t) representa el numero de unidades del activo j en t.

Definicién 2.2. El valor del portafolio § en t sera:

Ademas éste se dice auto-financiado si la integral estocdstica Sg Dr_o 0k(t)dSk(t) existe y:

dv,(5) = Z 5, (1)d Sk (£).

Definicién 2.3. Una oportunidad de arbitraje es un portafolio auto-financiado 6 tal que:

Diremos que el mercado es libre de arbitraje si no existen posibilidades de arbitraje.

Cuando se habla de derivado financiero se hace mencién a un instrumento del mercado
que se ha definido en términos de cierto activo subyacente. Formalmente:

Definicién 2.4. Un titulo contingente X con fecha de madurez T', también llamado T'-titulo,
es cualquier variable aleatoria cuadrado integrable sobre (2, Fr,P).

Es importante tener en cuenta que un T-titulo X lo que representa es el beneficio o la
ganancia (comunmente llamado payoff) que brinda cierto derivado financiero a tiempo 7.
Por ejemplo, con K una constante, si:

Xr = [Si(T) — K],
éste es el payoff de un derivado financiero conocido como opcién europea call, el subyacente
en este caso es el activo S;.

A grandes rasgos, cuando tratamos con derivados financieros en los que el subyacente es
un activo negociable en el mercado, hablamos de renta variable (S;, j = 1,...,n ), mientras
que si el subyacente es no traspasable tenemos renta fija (tasa de interés [ presente en Sp).

Definicién 2.5. Un T-titulo contingente X es replicable si existe un portafolio auto-financiado
h tal que:
Vr(h) =X, P—a.s.

Definicién 2.6. Un mercado financiero es completo si todo titulo contingente es replicable.
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2.2. La derivada de Radon-Nikodym

Teorema 2.7 (Radon-Nikodym). Sean dos medidas de probabilidad P y Q) sobre (2, F). P
es absolutamente continua respecto’ a Q si sélo si existe una tinica funcion F—B-medible no
negativa f : Q2 — R tal que:

P(A) = L fdQ  VAerF.

- : : ~ P
La funcion f es llamada la derivada de Radon-Nikodym y se escribe como ok

El teorema de Radon-Nikodym implica que dada una variable aleatoria X con valor
esperado bajo P finito, cumple que:

dP dP
EF[X] = f XdP = J X—dQ = EQ[X—].
[X] Q o dQ dQ
Teorema 2.8 (General de Bayes). Sea ) una variable aleatoria sobre (2, F) con P y Q dos
medidas de probabilidad sobre el mismo espacio y derivada de Radon-Nikodym:
d

. dQ
L:= P’ sobre F.

Si Y es Q-integrable y G es una o-dlgebra con G < F. Entonces

ET[LY|G]

E°[Y|G] = EPILIG]

Q — a.s.

Proposicién 2.9. Sean dos medidas de probabilidad P y Q sobre (Q, F) tales que QQ < Py
G una sub o-dlgebra de F. Entonces L” y LY la derivada de Radon-Nikodym sobre F y G
respectivamente se relacionan por medio de:

LY = EP[L7G].

Se tiene con ello que si P y () son equivalentes en el espacio de probabilidad filtrado,
existe una P-martingala p; tal que:

Q(A) = L pi(w)dP(w), AeF

donde:
dQ
dP

= Pt,
Fi

ademas un proceso estocastico M es (Q-martingala si sélo si pM es P-martingala.

1Se escribe P « Q y significa que para todo A € F, Q(A) = 0 implica que P(A) = 0.
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2.3. Teorema de Girsanov

Asumiremos que en nuestro espacio de probabilidad filtrado (2, F, P, F), la filtracion {F;};>o
es generada por un d-dimensional proceso de Wiener estdndar W7,

Bajo esta hipdtesis tenemos:

Teorema 2.10 (Girsanov). Sea W7 un d-dimensional P-proceso de Wiener estindar sobre

(Q,F, P, F) yV¥ cualquier d-dimensional proceso estocdstico adaptado. Sea L el proceso sobre
[0, T] definido como:

dL; = U, LydW},

Lo =1,
es decir
L, = egg U dw? -1 g\\IJSPdS_
Se asume
ET[LT] = 17
y se define una nueva medida de probabilidad () sobre Fr como:
dQ)
Ly = —.
Toar

Entonces
AW? = W,dt + dWR,

donde W9 es un Q-proceso de Wiener.

Al proceso ¥ dado en el teorema anterior se le menciona como el nicleo de Girsanov
para el cambio de medida de P a Q.

Teorema 2.11 (Girsanov Inverso). Sea W? un d-dimensional P-proceso de Wiener estdndar
sobre (Q, F, P, F) y se asume la existencia de una medida de probabilidad Q tal que Q < P
sobre Fr. Entonces existe un proceso adaptado ¥V tal que L := % tiene la dindmica

dL; = U, Ly dW},
Lo = 1.

2.4. Teorema de Feynman-Ka¢

Teorema 2.12 (Feynman-Kac). Asuma que F es la solucion de la Ecuacion Diferencial

Parcial: op oF | jrys
_<ta ZL‘) + :u(t7 J])—(t, ZL’) + _02(t7 ZL’)

o 5 T ¥ g7 )G (ha) —rE(h o) =0,
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definida para t € [0,T] y x € R, con condicion final
F(T,z) = ¢(x).

Asumir ademas que el proceso e*’”sa(s,XS)‘g—i(s, X,) esta en L*(2), donde X se define mas
abajo. Entonces F' tiene la representacion

F(t, ) = e " Bl¢(Xr)|X, = 2],
donde X satisface la Ecuacion Diferencial Estocdstica:

dXs = p(s, Xs)ds + o(s, Xs)dWs,
Xt = T.

2.5. El Numerario

En economia se puede definir un numerario como aquel bien que sirve de unidad para
medir el valor de los demas bienes o servicios. Dentro de este mismo entorno también se
aclara que pasar de un numerario a otro no afecta ni a la recta de balance, ni a las curvas
de demanda o de oferta, ni al equilibrio del mercado ni a ninguna magnitud real. Se trata
simplemente de un cambio de escala. Algunos ejemplos de bienes que han sido numerarios
a lo largo de la historia son: el oro, la plata, la sal, los cigarrillos en la Segunda Guerra
Mundial, el dinero en si mismo, etc.

Formalmente:

Definicién 2.13. El numerario es cualquier activo con proceso de precio (3, positivo que no
paga dividendos.

Definicién 2.14. Una medida de probabilidad Q° sobre Fr se llama medida de martingala
equivalente a la del mercado financiero con numerario B sobre [0,T], si se cumple que:

i) Q° y P son equivalentes sobre Fr .
ii) La derivada de Radon-Nikodym dQP/dP estd en L*(Q, F,P).
iii) Los procesos de precio relativos al numerario:

SOty :=S;(t)/B;,  j=0,1,...n

J

son martingala bajo QP :

EP[SY(s)|F] = S)(t), t

J J

N
»
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Teorema 2.15 (Fundamental de Finanzas). Se tiene que:

= El modelo de mercado es libre de arbitraje si solo si existe una medida de martingala
equivalente a la del mercado, Q° con numerario f3;.

= Un modelo de mercado libre de arbitraje es completo si sélo si la medida de martingala
es unica.

s En acuerdo con ausencia de arbitraje, un derivado con payoff dado por el T-titulo X

debe ser valorado como:

X
. _ B
I(t; X) = B E [ﬁ

7|
T

con I1(t; X) el precio a tiempo t.

2.6. Cambio de Numerario

Proposicién 2.16. Asuma que Q° es una medida de martingala para el numerario Sy sobre
Fr y asuma que Sy es un activo con proceso de precio positivo tal que S1(t)/So(t) es una
Q°-martingala. Sea Q' definida sobre Fr a través de la derivada de Radon-Nikodym

L(l)(t) e dQl _ SO(O> Sl(t)

A& . 0<i<T
dQ°®  S1(0) So(t)

Entonces Q' es una medida de martingala con numerario S.

Proposicién 2.17. Asumiendo ausencia de arbitraje y las condiciones dadas al principio
de este capitulo. Denotando el correspondiente Q° proceso de Wiener como W°. Entonces la
Q°-dinamica de la derivada de Radon-Nikodym L} estd dada por

dLy(t) = Lo(t)[o1(t) — oo(t)|dW°(t).

Es decir el nicleo de Girsanov W} para pasar de Q° a Q' estd dado por las diferencias en
las volatilidades:
\I/(l] = Ol(t) — Uo(t).

2.7. Ejemplos de Numerarios

Definicién 2.18. Un bono con cupones cero con fecha de madurez T, es un contrato que
garantiza al titular el pago de una unidad monetaria en T. El precio en t de este bono se
denotard por P(t,T).
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Definicién 2.19.

1. La tasa forward simple para el periodo de tiempo futuro [S, T ent, mencionada también
como la tasa LIBOR, se define como
P(t,T) - P(t,S)

Lt:5T) = - (T -SSP, T)

2. La tasa forward con capitalizacion continua para el periodo de tiempo futuro [S,T] en
t, se define como

WP, T)—InP(t,5)
T-5

R(t;S,T) =

2 con madurez T en t, se define como

£ T) = _8ln§;t,T).

3. La tasa forward instantanea

4. La tasa corta instantdnea en t, se define como
rei=r(t) == f(t,1).

Una consecuencia importante del Teorema 2.15 es que si asumimos nuestro mercado
libre de arbitraje y completo, dado un numerario (3;, hay una tnica medida de probabilidad
Q? tal que los procesos de precio relativos a ¢l son martingalas:

NLG) o[G0
5(0) ‘Eﬁ[ﬂm‘f ] 21)

siendo t < Ty G(T) el payoff de cualquier derivado en T.

Dados dos numerarios N y M con medidas asociadas respectivamente QV y Q" equivalentes
a la medida inicial P, la ecuacién (2.1) implica:

VOB | S| = ppe | i | 22)
reescribiendo con C(T') = %:

v W[ G(T) M(t) N(T)
B [C(T)'f ] - [mmm O ]

[ o N(TY/N()
- [C(T>M<T>/M<t> 17 ]

Asi la derivada de Radon-Nicodym que define la medida Q~ en F esta dada por:
dQ" _ N(T)/N(t)
dQM — M(T)/M(t)’

Esto ultimo es casi una demostraciéon de la Proposicién 2.16.

Nimg_,r R(t; S, T) = f(t,T)
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2.7.1. La evolucidon del dinero en el mercado como numerario

Al mencionar la evolucién del dinero en el mercado como numerario nos referimos al valor
de una unidad monetaria en el tiempo cuando estd gana intereses continuos a una tasa
instantanea libre de riesgo r, es decir hablamos de hacer B; como nuestro numerario:

dB(t) = rB(t)dt,

es decir
B, = B(t) := elors)ds,

Asumiendo ausencia de arbitraje existirda una medida de martingala asociada a este nume-
rario, medida de martingala que llamaremos la Medida Neutral al Riesgo Q.

En un mercado completo el valor de un derivado cualquiera en ¢ con payoff G(T') en
T estard dado asi de manera tnica por:

G(T)
I(t;G) = B(t)E?| | F,
o de forma mas explicita:
(t;G) = E° lG(T)e‘StT r(s)ds| 7—}} (2.4)

En particular si el derivado es el bono con cupones cero y vencimiento 7" entonces

Pt,T) = E%e ¥ | 7],

B@t)

escribiendo gz como D(t,T) el factor de descuento estocéstico para el periodo (t,T):

P(t,T) = ED(t,T)|F].

2.7.2. El bono con cupones cero como numerario

Para T fijo la medida T-forward serd la asociada con el numerario g, = P(¢,T'), usando la
Proposicién 2.16 o la ecuacién (2.3):

1I(t; G) = E*[G(T)D(t, T)| F]

]. (2.5)
En particular si G(T) = P(T,5) y 0 <t <T < S:
P(t,S) = P(t,T)E[P(T, S)|F]. (2.6)
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Proposicién 2.20. La tasa forward simple es una martingalas en la medida T'-forward.

Demostracion. Tenemos que:

E7[L(t:; S, T)|F.] = ET[ i (ng N 1)%]
P

1

la expresion P(t,S) — P(t,T) en la ultima ecuacién se puede ver como un portafolio de dos
bonos con cupones cero dividido por el numerario, luego es una martingala bajo la medida
T-forward. Entonces

1 Pw,S)—Pu,T)
(T - 9) P(u,T)
= L(w; S,T),

E’[L(t; S,T)|F.] = (2.7)

para0<u<t<S<T. O

Proposicién 2.21. La tasa forward instantinea f(t,T) es una martingala en la medida
T-forward para 0 <t < T, en particular

f(th) = ET[f(Tv T)‘-E]
= E7[r(T)|F,].

2.7.3. El factor anualidad como numerario

En el mercado de derivados financieros existen unos instrumentos muy populares de-
nominados Swap, se trata de un contrato mediante el cual dos partes (corporaciones in-
dustriales, financieras, bancos, companias de seguros, fondos de pensiones, multinacionales,
gobiernos, etc.) acuerdan intercambiar flujos de efectivo sobre un cierto principal a interva-
los regulares de tiempo durante un periodo dado. Los Swaps son los tipos de instrumentos
derivados méas importante que se han conocido y es en base a éstos que existe el numerario
llamado factor anualidad:

Contrato Swap: Un Swap es un contrato en el que se intercambia una tasa de interés fija
por una tasa variable en unas fechas futuras. Formalmente asumiendo una unidad monetaria
como principal y dadas un conjunto de fechas T' = {Ty, Ty, ..., T,}:

s A tiempo T; 1 coni=0,...,n—1 la institucion A paga a B:

Tz’+1L(Ti;Tz‘,Ti+1)
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» FEn la misma fecha B paga a A la tasa fija K
Tir1 KK
con Tiy1 la fraccion del ano correspondiente a [T}, T;41].
El pago neto en T;,1 para B es:
Tz’+1<L(Tz’; T;, Tz’+1) - K)
que en t (t < Tp) usando la formula (2.5) es:
P(t, Tis1) E" 7031 (L(T5 T, Tiga) — K)|F]
que por la Proposicion 2.20 es igual a
P(t, Tiv1)Ti (L4 T3, Tign) — K)

luego el precio del Swap total para B en t es dado por:

n—1
S(t,T,K) = >\ P(t, Tio1)Tica (L1 T}, Tiay) — K)

i=0
= P(t,Ty) - P(t,T,) — K Y wP(t, T)).
i=1
La tasa Swap SR(t, Ty, T,) es la tasa K que hace del valor de este contrato cero, es decir:

P(t,To) — P(t, T,)
Z?zl Tip<t7 Tl) ’

el denominador de la ultima expresién para la tasa Swap es de especial importancia y se

;S’R(t7 TU> Tn) =

(2.8)

usara en capitulos posteriores, definimos:
(T, Ty) := > 7iP(t, T)) (2.9)
i=1

ay(To, T,,) puede tomarse como numerario y la medida asociada con él se conoce como la
Medida Swap; bajo ella la tasa Swap es martingala:

P(to, To) — P(to, Tn) ‘]_—]
Z?:I Tip<t07Ti) '
P(to, To) — P(to, Tr) ‘]__]
ay, (To, T,,) !
_P(t,To) — P(t,T,)
a(To, T,,)
= SR, Ty, T,)  t<to (2.10)

E™[SR(to, To, )| F)] — ESW[

-




3. El Modelo G2++ y el Instrumento
CMS

Las definiciones y resultados aqui presentados son tomados de [3] alli puede acudir el
lector para profundizar algin aspecto.

Definicién 3.1. Para un t fijo, el bono con cupones cero P(t,T) como funcion de T recibe
el nombre de estructura a término o a plazos en t, también llamada curva de precios de los
bonos cupon cero en t.

Un resultado fuerte en lo que a instrumentos de inversién de renta fija se refiere, (que
es el tipo de derivados con los que se trata en este trabajo) es el siguiente:

Resultado: La estructura a término, asi como el precio libre de arbitraje de cualquier otro
derivado de la tasa de interés, esta completamente determinado por la dindmzica de r bajo
la Medida Neutral al Riesgo Q.

Martingale Modeling: La dinamica de la tasa corta r bajo Q se asume de la forma:
dr(t) = p(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW(t), (3.1)

donde p (drift term) y o (diffusion term) son funciones dadas y W un Q proceso de Wiener.

3.1. El Modelo G224+

El modelo gaussiano de dos factores denominado G2++ para la dinamica a la tasa
r bajo Q que se va a tratar, es muy util en la practica, su maleabilidad analitica lo hace
adecuado para la tarea de valorar productos exoticos, el caracter Gaussiano de los procesos
x, y permite la obtencion de férmulas explicitas para instrumentos que no son del tipo plan
vanilla (los mas béasicos del mercado), las expresiones derivadas para los bonos con cupén
cero da lugar a procedimientos numéricos eficientes para fijar el precio de cualquier posible
payoff y la presencia de dos factores hace que la variabilidad real de las tasas de mercado se
describa de mejor manera:
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En el modelo G2++, la dindmica para la tasa instantanea corta bajo la Medida Neutral al
Riesgo Q esta dada por
r(t) = x(t) +y(t) + ¢(t),  7(0) = 7o (3.2)
donde los procesos estocasticos {x(t) : t = 0} y {y(t) : t = 0} satisfacen
dz(t) = —ax(t)dt + cdWy(t), x(0) =0 (3.3)
dy(t) = —by(t)dt + ndWs(t), y(0) =0

con (Wy, Ws) un movimiento Browniano bidimensional con correlacién instantdnea p

las constantes rg, a, b, o, nson positivas, —1 < p < 1. La funcién determinista ¢ es definida
en [0,7%], con T* el horizonte de tiempo por lo general 10, 30 o 50 anos.

La dinamica de los procesos z y y también pueden ser expresados en términos de dos
movimientos Brownianos independientes Wy y Wy

d(t) = —ax(t) + odWi(t), 3.4
dy(t) = —by(t)dt + npdWi(t) + n\/1 — p2dWi(t),
donde
AW (t) = dW; (1),
dWy(t) = pd Wi (t) + /1 — p2dWi(t).

Lema 3.2. Sea v(t) dada por una funcion determinista en el tiempo y sea X el proceso

(3.5)

estocdstico definido como:

X(t) := J ~v(s)dW (s).

0
Entonces X (t) se distribuye normal con media cero y varianza dada por:

Var|X(t)] = L 72 (s)ds.

Demostracion. Ver Apéndice A. m

Teorema 3.3. r(t) como en la ecuacion (3.2), condicionada a Fs se distribuye normal con
media y varianza dadas por

E[r(t)|Fs] = z(s)e™ =) 4 y(s)e =9 4 (1), (3.6)
Varlr(t)|F,] = %[1 - e—2a<t—8>] + 2—2[1 - e—2b<t—8>] (3.7)

an —(a+b)(t—s
+2—[1— (atb)( )}
'OcH—b ©
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Demostracion. Integrando las ecuaciones (3.3) llegamos a que para s <t

t
z(t) = z(s)e %) 4 UJ e~ AW (u),

. (3.8)
yit) = y()e " [ D)

s

y reemplazando en (3.2) obtenemos

t

r(t) = x(s)ea(ts)+y(s)eb(t8)+aJ

s

t
e~ =W g, (u)+nJ eI AW, (1) +p(t),
de donde se deduce de inmediato la expresién para el valor esperado. Ahora

Var[r(t)|F,] = Var[z(t) + y(t)|F.]

:E[ 2(t) + 42 (1) + 22 (t)y(t)| Fo] — E2[x(t) + y(t)|F]
El2*(t)|Fs] — E?[2(t)|F] + Bly* ()| F] — E*[y()|Fe]
+2E[w() (0)[Fs] = 2E[(8)| F] E[y ()] F],
y dado que
[27(t)| Fs] = [wQ(s)eza(t ) 4 (af e gy ( )) ‘FS]
_ $2(8)€72a(t s) _|_0_2 Jt —2a(t u)d
_ $2(S)€_2a(t_s) + g_;(l —2a(t s))’
y

t

EL0y(0)17.] = B| a(elus)e @0 4 als)et=) M aimaga)

s
t

+ ay(s)e_b(t_s)f e~ VAW, (u)

s

t t
+ o J e“(t“)dwl(u)J =) g (u ‘]—“]

s

t
= z(s)y(s)e @) 4 a”f pe(@+Bt=0) gy,

s

a S 0-/’7 —(a —S
= a(s)y(s)e” @) 4 p— (1 = e7(0I7)),

luego de sustituir da lugar a la expresién para la varianza. Finalmente que se distribuya
normal se concluye a partir del dltimo lema. O]

Note que en particular, si s = 0
t

r(t) = af eI AW, (u) + nf e MV AW, (u) + (t). (3.9)

0 0
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3.1.1. El precio del bono cupén cero

Estructura a Término del Mercado Se asumird que la estructura de los factores de
descuento actual observada en el mercado es dada por una funcion suficientemente suave
T — P*(0,T).

En estos términos la tasa forward instantanea f*(0,T) implicada por el mercado serd:

0P (0,7)
oT

f*(O’T> =

Lema 3.4. Para cada t,T la variable aleatoria

1(,T) = j [o(u) + y(w)]du,

t

condicionada al o-campo F; se distribuye normal con media M (t,T) y varianza V (t,T) dadas

por:
1— —a(T—t) 1— —b(T'—t)
M(t,T) = ————a(t) + ————y(t), (3.10)
a
Y
o? 1 3
Vi, T) = Z| 17—t 4+ ZemelT-t) _ ~ o=2a(T-0) _ —] 3.11
(t.7) a? * o’ 2° 2a (3.11)
2
Ul [ 2 ey 1 oy 3 ]
+ T —t+ = —
b2 b° 2° 2
a(T—t) __ 1 —b(T—t) 1 —(a+b)(T—t) _ 1
+2p 7l Tt 4 + £ L ]
ab a b a-+b
Demostracion. Ver Apéndice A. O

Teorema 3.5. El precio a tiempo t de un bono cupon cero que madura a tiempo T con con
nominal uno es:

T 1 — efa(Tft) 1— efb(Tft) 1
P(t,T) = exp{—J o(u)du — Tx(t) — Ty(t) + §V(t,T)}. (3.12)
t
Demostracion. La funcion ¢ es determinista, y el teorema se sigue de inmediato del lema
anterior y del hecho de que si Z es una variable aleatoria normal con media m  y varianza
0%, entonces Elexp(Z)] = exp(my + 30%). O
Corolario 3.6. El modelo descrito en las expresiones (3.2) y (3.3) se ajusta a la estructura
de los factores de descuento observada hoy si solo si para cada T,

2

P(T) = 1(0,T) + 55 (1 = )2

oy —bTy2 ON iy —aTy(q _ —bT
+2b2(1 e )+pab(1 e )1 —e™), (3.13)
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es decir, si solo si,

exp{* f gp(u)du} _POD {f%[wo, )~ V{0, t)]}, (3.14)

P*(0,1)
y el precio del correspondiente bono con cupones cero a tiempo t es
P*(0,T) 1
t,T) = ——— |V (¢, T)—-V(0,T)+ V(0,t 3.15
P, T) - G e VD) - v0.7) 4 V(0,0) (3.15)
1— efa(Tft) 1 — efb(Tft)
) ———— ()}
el - 0

Demostracion. El modelo descrito en las ecuaciones (3.2) y (3.3) se ajusta a la estructura
observada hoy si s6lo si para cada tiempo de madurez T' < T™* el factor de descuento P(0,T)
producido por nuestro modelo coincide con el observado en el mercado es decir, si sélo si,:

T 1
P0.1) = expl - [ ptuydu+ V(0.1 )
0
equivalente a plantear
) _ omP(0,T) 10V(0,7)
f70,T) = — - o(T) ST or

19V (0,7)

57> se llega a la ecuacién (3.13).

al despejar o(T') y calcular

Ahora para probar la ecuacién (3.14) note que lo planteado en (x) es equivalente a decir que:

o [ o} <o - [ s} [ o

_ P*(0,T)exp{—5V(0,T)}
— P(0,t) exp{— QV(O,t)}

finalmente del Teorema 3.5 y la ecuacién (3.14) se sigue de inmediato la ecuacion (3.15). O

Lema 3.7. La dindmica de los procesos x y y bajo la medida T-forward Q7 es:
2

d(t) = l—a:v(t) T (1 - ™0y ,0%77(1 - eb(Tt))]dt +odWl(t),
a

2 (3.16)

n —b(T— on Ca(T—
dye) = [ =byle) = "0 ) = T e s ),

donde W'y W] son dos movimientos Brownianos bajo Q7 con correlacidn instantdnea
AW (#)dW]I(t) = pdt.
Mds ain, las soluciones explicitas del sistema (3.16) son, para s <t < T,
¢
z(t) = z(s)e™ 9 — MT(s,t) + O'J e~ awl (u),
’ (3.17)

y(t) = y()e ") — MT(s,t) + 1 f 0 g (),

S
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donde

2

L G| SO B Ry

a
pon [e—b(T—t) _ e—bT—at+(a+b)s]

 b(a+b) !
MF (s, t) = 772 42 |1 = et ] 77_2 —b(T—t) _ ,—b(T+t—2s)
— ﬂ[ew(T*t) _ efanbtJr(aer)s]
a(a +b) ’

es asi, como bajo Q7, la distribucion de r(t) condicionada a F, es normal con media y
varianza dadas respectivamente por

E7[r(t)|Fs] =2(s)e ™) — M (s,t) + y(s)e "™ — M (s,t) + o(2),
2 2
T O _ o2at-s) | L T[4 _ —26(t-s) 9N [ _ —(a+b)(t—s)
Var'[r(t)|Fs] 2@[1 e ]+ Qb[l e ]+2pa+b[1 e ]

Demostracion. La derivada de Radon-Nikodym:

dQ”  B(O)P(T,T)  exp{— So w)du}

(3.18)

dQ  B(T)P(0,T) P(0,T)
_oxp{—§j plu)du — i [x(u) + y(u)]du)
P0,T)

_ exp{—%V(O,T) - f () + y(u)]du}. (3.19)

0

De acuerdo a las ecuaciones (3.3) y (3.5) tenemos que con VT/; y V[r\/; movimientos Brownianos
independientes bajo Q:

dy(t) = —by(t)dt + 77de1 + /1 — de y(0) =0
de donde

y(T) = b f y(u)du + 7p f AV, (u) + /T~ 2 j A (1)

ahora de la ecuacién (3.8) con s =0y t =T tenemos que:

y(T) = f ' AWy (u),

0

que en términos de procesos de Wiener independientes como en la ecuacién (3.5) es

y(T)—ane T=0dW, (u) +nv/1— p f P ATy (u). (I1)
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Luego de igualar (I) y (I1) y despejar, llegamos a que

T T T
J y(u)du — p%f (1= e )il () + 1T 2 J (1 — e~ MT=)\4iT7 (u),
0

0 0

analogamente

JTx(u)du _C JT<1 _ a0\ gi (),

0
es asi como la derivada de Radon-Nikodym (3.19) es

dQ”

1 T o ] ~
-~ _Z _ Z(1 - p—T—u) T _ o= (T-uw)
0 exp{ 5 V(0,7) f [a(l e )+ pb(l e )]dWl(u)

0

N f ) .

Ahora, definiendo:

¢T(t) = (—g(l — e_a(T—t)) _ ,0%(1 — e T= u)) Z 1—p (1 _ e—b(T—u)))

notese que:

V(0,T) = JT[g(l — efa(T*“)) — ,0%(1 _ eb(Tu))]2

du

772 T T

=) [ et |t (o)Pas
0 0

Cg—exp{——j 47 (s) rds+j )}

Lo que implica por el teorema de Girsanov que:

luego:

AWy (t) = T (6)dt + dWT (2),

AWo(t) = WT (t)dt + dWF (1),

con dW{ y dW] dos movimientos Brownianos independientes bajo la medida Q7.

Sustituyendo en la ecuacién (3.4) nos queda x y y como:

dr(t) = [—ax(t) + ouT (t)]dt + cdWT (1),
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dy(t) = [by(t) + npwl (t) +ny/T— P05 (£)]dt + pdWT (t) +ny/T— p2dWF
finalmente definiendo W{ y W por

dWT(t) = dWT(t),
AWT (1) = pdWT(t) + /1 — p2dWE (¢

encontramos que:
dz(t) = [—az(t) + o (t)]dt + adW{ (t),
dy(t) = [=by(t) +npi (t) +n/1 — p?g (t)]dt + nd Wy (1),

lo que demuestra (3.16). Las férmulas (3.17) se siguen tras integracién de las ecuaciones
(3.16), donde se usa que:
L[ 52 .

MmT(s,t) = f (1 — e (T—u)> + po__n(]_ _ e—b(T—u)) e_a(t_u)du,

s

t,,2
Mg(&t) = f %(1 — e_b(T—u)) + pa_n(l _ e—a(T—u)) e_b(t_u)du.
s L a

Por tltimo las expresiones (3.18) son directas. O

3.1.2. El precio de algunos derivados en el G2++

Lema 3.8. Sean M,V y K nuimeros reales con V' y K positivos. Entonces para w € {—1, 1},

fm} fw(e? — K)]*e 7 d
—|w(e’ — e
_o V2TV Y
_ 2 _
_ oM g wM In(K)+V WK wM In(K) '
% Vv
Demostracion. Ver Apéndice A. m

Teorema 3.9. El precio a tiempo t de una opcion europea call con madurez T y strike K,
sobre un bono con cupones cero de vencimiento S y una unidad como nominal, es dado por

P(t,5)

ZBC(t,T, S, K) = P(t, S)@(% Yvar 5)> (3.20)

P(t,S)

In xritr) 1
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donde
S(t,T,S)? —_"2 [1 — ealSD2[1 — ~2(T-9)]
s Ly - 3 €
+ 2776 [1 —e b(S—T)]Z[l . e—Zb(T—t)]
an —a(S—T) —b(S—T) —(a+b)(T—t)
+20———m—|1 — 1-— 1-— .
T U L [ ]

Demostracion. Se sabe que

ZBC(t,T, S, K) = E[e” % "&%(p(T, S) — K)*|F],
que cambiando de medida de Q a Q7

ZBC(t,T,S,K) = P(t,T)E"[(P(T,S) — K)|F],

ademas recordando la ecuacién (3.15)

P(T,S) - % exp{%[V(T, S) = V(0,5) + V(0,T)]

1— e—a(S—T) 1— e—b(S—T)

S -

haciendo uso del Lema 3.7, bajo Q7 el logaritmo de P(T, S) condicionado a JF; se distribuye
normal con media

P*(0,5) 1
Mp =In ———2 + —[V(T,S) - V(0,8) + V(0,T
P n'P*(O,T)+2[ ( ) ) ( ) )+ ( ’ )]
1 — e—als—T) 1—e 5D
————E[«(1)|F] - ——Ew(T)| 7],
y varianza
(V) =2t — 5Dt — =)
7’ _ =b(S—-T)1211 _ ,—2b(T—1)
+ ol —e I[t—e ]
an —a(S-T) —b(S—T) —(a+b)(T~1)
2p———[1 — 1— 1—
MR ps i = = !

es decir P(T, S) condicionado a F; es una variable aleatoria con distribucién lognormal:

1 ~yehp?
ET[('P(T, S) — K)""f't] - f \/TTVP(GZ _ K)+e Vi dz,
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es decir (usando el ultimo lema),

ZBC(t,T,S,K)
_ 2 _
— P(t,T)| M +:"3 0 Mp ~In(B) + Vo) _ pog (Mp =) |
Vp Vp
Nétese que X(¢,T,5)* = V3 y que gg% es una martingala bajo Q7 asf:
P(t S) T 1y2
1~ = EYAP(T, 9)|F;} = eMrtzVr
P(t,T) {P( ) )’ t} e 2 )
o escrito de otra forma PUS) 1
t
Mp =1 — — - X(t,T,S)
4 nP(t,T) 2 (5T 5)
sustituyendo esto ultimo se prueba la expresién (3.20) de la opcién europea call.! O]

3.2. Constant Maturity Swap (CMS)

Un Constant Maturity Swap (CMS) es un contrato que permite intercambiar tasa Swap a
cierta fecha de vencimiento por una tasa fija o flotante. En un CMS la tasa variable que se
intercambia ya no es una tasa a corto plazo, pero las fechas de vencimiento si pueden ser a
termino corto. Por ejemplo, pagamos cada seis meses la tasa Swap 5-anos y recibimos pagos
a una tasa fija.

Es a causa de la combinacion del reajuste a corto plazo en las tasas de largo plazo
que el CMS es un instrumento util; pues ofrece a los inversionistas la posibilidad de realizar
apuestas en la forma de la curva de rendimientos y adoptar posiciones largas de la curva
pero por periodos de tiempo cortos.

Constant Maturity Swap: Asumiendo una unidad monetaria como principal. Sea I' =
{To,...T,} un conjunto de fechas en las que se dard unos flujos de pago.

= A tiempo T;, con © = 1, la institucion A paga a B la tasa Swap a c-anos que se
determina en T;_1 y con tenor iniciando en T;. Formalmente, a tiempo T; A paga a B:

SR(E—h,I%a,I;-l—c)Ti:
donde 7, =T, —T; 1 vy

P(t,T;) —P(t, Tiye)
;c—:-s-l Tkp(tv Tk) '

1Se deduce el precio de la opcién europea put ZBP(t,T, S, K) a partir de la call y la paridad put-call:
ZBC(t,T,S,K) + KP(t,T) = ZBP(t,T, S, K) + P(t, S).

SR(tv ﬂa ,I;-‘rc) =
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» En la misma fecha B paga a A la tasa fija K

KTZ‘.
El valor neto de este contrato para B (el payer) es a tiempo t = 0:

CMSP(OJPJ K? C) = EQ lZD(O7E)(SR(E—17ﬂ7E+C) - K)TZ f0—|
=1

TiP(Ov CZ—WZ)(EWTZ [SR(ﬂfly E? ,I’l'+6)|f0] - K)

I

-
I
—

Il

-
Il
—

TiP(07 E) <En |:SR(T‘Z 1, 7-'27 I_ZL+C>

SR(Ti—1,T;, Tie)
P(T;, T.,)

I

7P(0, Tn)En[

1

7

La tasa CMS (K ys), es la tasa K que hace del valor de este contrato cero, es decir:
CMSP(O, F, KCMS7 C) - 0
De acuerdo a lo planteado arriba, tenemos dos expresiones para la tasa CMS:

Zz 1 7—7,7)(0 T )En [W]
Z]:';1 TiP(O7 T’z) ’

KCMS == (3.21)

Z'L 17-17)(0 T)ET [SR(E 1771777&+c>]

K =
e Z?:I Tip(()? Tl)

(3.22)

Al tratar con la valoracion de un CMS a lo que primero se atiende es al cédlculo de la
tasa CMS, pues una vez hallada esta la tasaciéon del instrumento quedara determinada.



4. Ajuste por Convexidad en Modelos
Afines

La idea de ajuste por convexidad en los mercados de renta fija surge cuando se utilizan
los precios de productos estdndar (vanilla) corregidos por un ajuste para hallar el precio de
productos derivados mas complejos.

Recordemos la férmula (2.5). Para un derivado con payoff G(T') en T su precio libre de
arbitraje en t viene dado por:

1(t; G) = P(t, T)E"[G(T)|F],

si el payoff tiene propiedades “agradables” como ser martingala en la medida T-forward,
obtenemos de forma trivial que

II(t; G) = P(t, T)G(1),
por lo general para derivados complejos esto casi nunca ocurre.

Si se asume que existe una medida de martingala Q en la que el payoff si es martingala
entonces G(t) = ES[G(T)|F,], y el ajuste por convexidad CC“ se define como:

CCY = E'[G(T)|F] - E%[G(T)|F]
= ET[G(T)|.7:15] —G(t),

con este ajuste tendriamos que:

I(t;G) ~ P(t,T)(G(t) + CCY).

Este capitulo trata de un ajuste por convexidad para el precio del CMS. La expresién para
este ajuste CMS se halla en el marco general de un tipo de modelos denominados afines,
teorfa aqui presentada especialmente como en [5] y [15], luego de forma particular se calcula
este ajuste para el G2++.
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4.1. Modelos afines

Teorema 4.1 (Férmula de [t6). Sea X = (X,...X,)T un proceso estocdstico n-dimensional,
donde cada componente X; describe una ecuacion diferencial estocdstica:

con cada Wy, ..., Wy procesos de Wiener independientes. Sean el drif jn := (p, ... pin)', €l

proceso de Wiener d-dimensional W := (Wy,...Wy)T y la matriz de diffusion o de tamanio
nxd
o1 012 -+ Oid
021 022 '+ 02
g =
Onl1 On2 *°° Ond

en estos términos la dindmica de X es
dX(t) = p(t)dt + o(t)dW(t).
Si Z es el proceso estocdstico definido como
Z(t) == f(t, X(1)),
donde f : R, x R" — R es una funcién clase C*?. Entonces la diferencial df es dada por
{ Zn] '—-i- tr THO’ }dt—i—Z fJZdW

siendo o; la i-esima fila de la matriz o, H la matriz Hessiana

o2 f
Hij B 8xi&xj7

y tr[A] la traza de la matriz correspondiente A.
Un modelo se dice que tiene estructura afin cuando la tasa corta r; resulta ser una

funcién afin de un proceso m-dimensional (Z;);>¢ con una dindmica particular:

Modelos Afines Sea (Z;)i=0 un proceso estocdstico de dimension m con dindmica bajo la
Medida Neutral al Riesgo:

dZt = Oé(t, Zt)dt + O'(t, Zt)th,

donde W es un n-dimensional estdndar movimiento Browniano, o : Rt x R™ — R™ y
o:RT x R™— R™", (Con:
alt,z) =d(t) + E(t)z, (4.1)
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o(t,2)o " (t, 2) = kolt +ZZH (4.2)

La funcion suave d : RT — R™ y tanto E como k; i = 0,1,...,m son funciones de Rt en
R™ ™ - Ademds, la tasa corta esta dada por:

re =1t Zy) = f(t) + g(t)Z, (4.3)
donde f: Rt — R y g : RT — R™ son suaves.
En este contexto
P(t,T) = eHTITBETIZ (4.4)

con A, B funciones deterministas de (¢,7") y solucion del sistema de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias:
0A 1
— +d(t)"B + =B k(t)B = f(t),
5 2 (145)
=t Et)"B + 5BTk(zs)B = g(),

sujeto a las condiciones de frontera A(T,T) = 0y B(T,T) = 0. Las matrices B y k son:
B 0 -
. 0O B --- 0 .

B:=1 . . : k(t) :=

Ademas, usando la férmula de Itd descrita en el Teorema 4.1 a la ecuacién (4.4), es facil
verificar que la dinamica del bono bajo Q es

dP(t,T) = r/P(t,T)dt + B(t, T)o(t, Z,)P(t, T)dW,. (4.6)

4.2. Dinamicas

Para facilitar las cuenta y los resultados presentados mas adelante referentes a lo que llama-
remos al ajuste CMS, conviene tener calculadas explicitamente las dindmicas de algunos de
los instrumentos derivados basicos en las distintas medidas ya previamente descritas. Es lo
presentado en esta seccion.
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4.2.1. Dinamica del Bono

El proceso bésico para los precios de los bonos se asume:
dP(t,T) =P(t,T)r(t)dt + P(t, T)v,(T)dW,, (4.7)

donde v(7T") es un vector de volatilidades, W} un proceso de Wiener multidimensional bajo
la medida @ (la Neutral al Riesgo) y r(t) la tasa corta.
En la medida T-forward esto tendria que ser:

dP(t,T) = P(t, T)u(T)dt + P(t, T)v,(T)dW T,

donde una forma de calcular p;(T") es teniendo en cuenta que B;/P(t,T) (recordando que B;
es la cuenta bancaria) es una martingala en esta medida:

(wem) = w2 (pin) + 49
_or(t )Bt Bt( u Pt(t .T) 12(d7?(t,T))2)

RGN 1) 2 (PRI

r(t)B; B, .

77( )dt * P(t,T) (= (e (T)dt + v (T)dWy" ) + ve(T)) - vy (T)dt)
- p(ﬁtﬂ ((r(t) = (1) + we(T) - 0(T))dt — v (T)AWT),

para que sea martingala debemos tener:
we(T) = r(t) + v (T) - v (T).
Es asf como al cambiar de medida de Q a Q7 (o lo contrario) tenemos que tener:
dWy = v(T)dt + dW}. (4.8)

Como caso particular para pasar entre medidas forward, digamos de la medida T" a la S nos
quedaria:
AW = —v (T)dt + dW, = (v:(S) — v, (T))dt + dW;.

4.2.2. Dinamica del Factor Anualidad

Denotaremos el Swap con la notaciéon usual, usando «; = T; — T;_1 y escribiendo la tasa
Swap SR(t, Ty, Tx) cuando no haya confusién como S;:

P(t,Ty) — P(t,TN).

S, =
YN P T
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El denominador es el factor anualidad, ya previamente definido como
ar(Ty, Tw) - 2 a;P(t,Ty),
su dindmica bajo la Medida Neutral al Riesgo es en base a la ecuacién (4.7):

dat(To,TN) = dP(t,T’l)

'MZ

@
Il
—

I
Mz

a;(P(t, T;)r(t)dt + P(t, T;)v(T;)dWy)

~.

Il
A —_

ar(To, Tn)r(t)dt + ar(To, T vy (To, T,)dWr,
donde v (1o, T),) := Zf\il a; P(t, T;)v(T;)/ar(To, Ty) y en la Medida Swap:
d(lt (T[), TN) = ¢ (To, TN),U?’SWdt + at<T0, TN)Ug (To, Tn)thsw. (49)

Haciendo algo similar a lo hecho con los bonos, veamos la evolucién de B;/a, en la Medida

Swap (tiene que ser martingala) con la intencién de hallar py"*":

o) -2 Btd(l) vasa )
¢ ag Q¢ (073
CLt Q¢ a

Bt a,SwW a a
= CLt( r(t) — ™ +of - of)dt + ..
de donde sacamos que:
p™ = r(t) +vf - vf

El cambio de la Medida Neutral al Riesgo Q a la Swap Qg es entonces:
AWy = vidt + dWEY, (4.10)
y combinando las ecuaciones (4.8) y (4.10):

(vs(T) — v)dt + dW]I = dWEY.

4.2.3. Dinamica del Swap

Nos proponemos hallar la dindmica de la tasa Swap en la Medida Neutral al Riesgo Q. Lo
primero a tener en cuenta es que de las ecuaciones (4.9) y (4.10):

dat(T(), TN) = at(To, TN)T(t)dt + at(T(), TN)’U?(T(), Tn)th,
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por tanto (usando la férmula de 1t0):

d( 1 > _ dat(To,TN) (dat(To,TN) 2

at(TOaTN) (at(TOaTN))z (at(TOaTN))g
r(t)dt + vidW, vl - vldt

a’t(T07TN) at‘(jﬁ(hj“’]\f)7

de este modo

P(t, To) —P(t,Tn)\  d(P(t,Ty) — P(t,Tn))
@t(To,TN) ) a at(To,TN)

s, = d<

+ (P(t,Tp) — P(t,TN))d(m> + d(P(t,Tp) — P(t,TN))d(m)
(P(t,To) — P(t,Tn))ridt + (P(t, To)v(To) — P(t, Tn)vi(Tn))dW,

Gt(Tm TN)

P(t,To) — P(t, Tn)
a(To, Ty)

— (P(t, To)ve(To) — P(t, Ty)ve(Tn))

((vf - vff —r(t))dt — vidWy)

a
Uy

S
at(T07 TN)

agrupando términos:

e o P To)v(To) =P, Tn)v(Tn) ,
A= 5 ( TP T~ P T “t)dt
P(t, TO)'Ut(TQ) — P(t, TN)Ut(TN)
" St( P(t,To) — P(t, Ty)

—Ug>th. (411)

4.3. Ajuste CMS

Se pretende valorar el Constant Maturity Swap, empezaremos por recordar la ecuacion (3.22):

21 P (0, T) BV [SR(Tio1, T, Ty

K =
o Z?:l aiP(Ov Tl)

La dificultad de hallar explicitamente esta tasa radica en el calculo de EZ{[SR(T;_1, T}, Ti1 ()]
Pues SR(T;_1,T;,T;4+.) no es una martingala bajo la medida forward, es en este escenario
donde se hace uso de un ajuste por convexidad. Este ajuste para cada pago del CMS es de
la forma:

ETi [SR(T;fla E) 7-;Jrc) ‘ft] = SR(t7 Ea T;+c) + CCCMS (t7 E) C)'
Definicién 4.2. El ajuste CMS se define como

CCCMS(tv 7—‘7)’ C) = ETi [SR(T’Z'—lv 7—;7 E-ﬁ-c) |E] - SR(ta 7—17;’ E—i—c)-



4.3 Ajuste CMS 31

Adicional a esto también se asumira la siguiente aproximacién referente a la volatilidad del
factor anualidad vy

Hipotesis de Low Variance Se asumird que

c a;P(t, Tz‘+g P(0 Tzﬂ
a — S\ Lty ) 74 7—; | |
: J; at(ﬂ’ ,TiJFC) +] Z ,Tm ﬂ+c) ( +J)

es decir la volatilidad de la anualidad en un principio estocdstica se asume ahora determinista
independiente del proceso Z; (el que hace de r(t) afin).

Teorema 4.3 (Ajuste CMS en un Modelo Afin). Asumiendo la hipdtesis de Low Variance
el ajuste CMS sobre un modelo Afin puede aproximarse por:

COMS(t, Ty, c) ~ SR(t’E7E+C)<€M(t)+N(t)Zt ),

donde N y M son funciones deterministas de (t,T;, T;y.) y resuelven el sistema de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO):

aé\f + <d(t) + ko(t) ((zi +1)B(t,T;) — liscB(t, Tisc) — Zm] (t, Tiy;) ))TN(t)

+ %N(t)Tkzo(t)N(t)

:(QB@JD—JHC (t, Thye) - ;y% t?hg> (}]mj (t. Tis) B@JD)
(4.12)
(B0 (1 0BT 1B T - S BT ) o )¥in

+ N TE()N(t)

N | —

=<liB(t,Ti)—ll+cB(t Tive) — Z BtTHJ)I% <2mj (t, Ty, B(t,n)), (4.13)
con

mj = Oéjp(()?Ti-i-j)/aO(Ti7Ti+C)7
PO, T:)

P(Oa Tz) - 7)(07 E+c) ’

L. _ ,P<07T%+c)

T PO0.T) = P(0, Tve)

y sujeto a M(T;—1) =0y N(T;—;) = 0.

li =
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Demostracion. Tenemos
CCM(t, Ty, ¢) = EN[SR(Ti_1, Ty, Tise)| Fi] — SR(t, Ty, Ty

_ SR<t,n,n+c>( !

SR<t7ﬂ,ﬂ+c) [SR( i—1, 44, HC)’E] )7

si llamamos
1

F T
2) = SR T Ty

ETi[SR(E717ﬂ7n+C>‘{ft7Zt = Z}]?

tenemos que para todo z:
F(E—lv Z) = ]-7

pues en ese caso el cociente es 5 L y el valor esperado SR(T;_1,T;, Ti1.). Por otra

R(T;—1,T3,Tivc)
parte,

SR(ta 7_;7 E-FC)F(tv Zt)

es una martingala en la medida terminal 7;, de modo que podemos obtener el drift del
proceso producto a partir de los procesos individuales.
Recordamos la dindmica del Swap en la Medida Neutral al Riesgo (ecuacién (4.11)):

SROT i) _ (1p(POTU0 = 0T) P Tl —uiic)) )
SR(t;ﬂ7ﬂ+c) ! P(tﬂ) - P<taﬂ+c>

P, T) (v (T;) — v8) — P(t, Tire) (0e(Tige) — v)
' ( P(LT) — (1, Tove) )th’

donde

th+]
= ﬂ - ).
Z (T Tive) vi(Tiri)

Definiendo
P(t,T:)(v(T;) — vf) = P(t, Tive) (ve(Tige) — vf)

P(t,T;) — P(t, Tite) ’

Vi =
la dltima dindmica nos queda como:
ASR( T, Trve) = —[SR(t, T To ot Vildt + [SR(E, T, Ty ) ViAW,
que cambiando a la medida T; (ecuacién (4.8)) nos queda
dSR(t,T;, Tive) = =[SR(t, T, T o)viVildt + [SR(t, Ty, Tig o) ViAW + o (T;)dt)
= [SR(t. T3, Tive) (0(T3) — 0of)Vildt + [SR(E, T;, Tie) ViAW"
Y el proceso t — F(t,Z;) en la medida T; usando la férmula de It6:

oF oF 1 1 O°F

d"F, = Edt + a—dTiZt - 5(dTiZ) =7 —(d"iZ,)

(0F OF g 1, [ 1@F oF
(st o
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El drift de ¢t — SR(t,T;, T;+.)F(t, Z;) en la medida T; es cero y viene dado por el orden dt
de la expresion:

(d"SR(t,Ti, Tive) ) By + (AW F)SR(E, T3, Tive) + (A F) (AU SR(E, T3, Tise)),

que se escribe como:

oF OF 1 0*F
ESR(E, Ti, Tige) (vi(T3) — vf)Vi + SR(E, T, Tige) (ﬁ + %OétT EtT (afwat»
F
+ SR, T, T (o) =0

cancelando SR(t,T;, T;y.) y reagrupando:

oF . ToF 1 0’F
E—’— (ath +0t‘/}) E—’— tr(at E» =50 ) FV, (v —v(Ty)),

haciendo el cambio H := In F' nos queda:

—+ (" + 0 V) — —tr ——— oo, | =V, (v} —v(T3)). H
ot ( t K t) 0z ((822 0z 0z o o (v (7)) (H)
Aqui requerimos hacer una aproximacion. Asumiremos que el valor de los bonos esta conge-
lado al valor inicial. No asi en todas las expresiones, sino solamente en las que se involucra

a las volatilidades del Swap y de la Anualidad:
~ ZO‘J (0, Titj Ju( z+J)/a0 T, Tive) = Zmﬂ’t H—J = 0y Zmy (t Tz+] (L1)

donde la ultima parte de la igualdad se da por la ecuacién (4.6), ademas

PO, T) (0(Ti) — vf) — PO, Tive) (0(Tive) — vf')
P(Oy T‘z) - P(()? T’i-i-c)
_ P(0,T;)
PO, T3) = P(0, Tie)
= livt(Ti) - lz‘+cUt<Tz'+c) - Uf

— o, (ZB(tT)—zm (t, Tive) — Zm] tTHJ)

Vi ~

P(Oaﬂ+c>
(Tise) — U8
POT) -~ POTL T

Ut(Tz‘) -

Volviendo a la ecuacién (H) proponiendo una solucién afin:

H(t,2) = M({t) + N(t)z,
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sustituyendo las expresiones (L1) y (L2) nos queda:

S+ G (40 4 ooTBOT) + B@)2) MO + N0 0T N

T
+ 00y (l B(t T) — li+c t E_A,_C Z mj t 7—;4,_] ) N(t)

=<ziB<t,Ti>—zm (t, Tive) — Zm] thﬂ)oto—t (ij (t, Tiss) B(t,m),

al separar variables obtenemos el sistema de ecuaciones ordinarias:

aﬁj\f + <d(t) + ko(t) ((lz +1)B(t,T;) — liyB(t, Tiye) — Z m;B(t, Ti1;) >)TN(t)
+ %N(t)Tko(t)N(t)
= (lzB<ta ,Tz) - li+c t r—rz-i—c Z m] t T;+] > (Z mj t E+] B(t, E))a
W (w07 (0 0BT -t T g Bt. i) ) o)) (1)
+SN(OTRON ()

M-

- (zZB@, T) — e B(t, Tone) —

m;B(t, T;s;) > (Z m;B(t, Tjy;) B(t,ﬂ)).

Finalmente volviendo a lo que es F' (recordemos que H = InF') y sustituyéndola en la

7=1

ecuacion del ajuste CC“™® dada al principio de la prueba, concluimos la demostracién. [

4.4. Estructura Afin para el modelo G244
De acuerdo a la ecuacion (3.2) tenemos que:

r(t, Z:) = f(t) + g(t)Zs,
donde
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como en la ecuacion (4.3). Si definimos

tenemos

y con

72) = <:—p 77(10— p2)> ’

comprobamos que dZ; = «(t, Z;)dt + o(t, Z;)dW,, con W, = (%1 8) siendo Wy y W, dos
2

movimientos Brownianos independientes bajo Q. Finalmente si

o® anp
kotzzat,zaTt,ZZ( ,
0= olt )"0 = (7
terminamos de verificar que el modelo G2++ posee una Estructura Afin como en las ecua-

ciones (4.1) y (4.2) con d(t) = ki(t) = ko(t) = 0.

La expresién para el bono cupdn cero en este modelo (ecuacién (3.12)) en efecto se puede

reescribir como:
P(t,T) _ eA(t,T)-&-B(t,T)Zt’

con

At T) :=— LTgo(u)du + %V(t,T), (4.14)

—a(T—t) _ 1 e—b(T—t) . 1)
, (4.15)

B(t.T) := (e —

adicionalmete se puede comprobar que estas ultimas ecuaciones son las solucién del sistema
de EDO (4.5) para el G2++.

4.5. Ajuste CMS para el modelo G2++

En esta seccion se pretende hallar de forma explicita el ajuste CMS para el modelo
G2++ via la aproximacion expuesta en el Teorema 4.3, para ello sera necesario conocer N
y M, soluciones al sistema de EDO (4.12)-(4.13):
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Teorema 4.4. El ajuste CMS para la tasa Swap SR(T;_1,T;, T;1.) en el modelo G2++ puede

aprorimarse por:

CCSM (¢, Ty, ¢) ~ SR(t, Ty, Tipo) (eMOTNOZe 1)

G2++

con N y M dadas en las ecuaciones (4.16) y (4.17).

Demostracion. Para el modelo G24++ como se mostrd en la seccion anterior la matriz

k(t) = (k1 (t), k2(t))T es nula, por consiguiente la ecuacion (4.13) se reduce a:

ON
WJFE( )IN(t) =0, N(Ti-1) =0
0 m4s precisamente:
ON —a 0

La tnica solucion a esta ecuacién diferencial ordinaria es la solucién nula:
N(t) = (0,0).
Ya N hallada y siendo esta un vector nulo, la ecuacion (4.12) queda como:

oM

e (liB(taTz‘) —liyeB(t, Tiye) — Z m;B(t, Ty > (Z mB(¢, Tij)

Recordemos que para el modelo G2++

—a(T—t) __ 1 —b(T—t) __ 1
B(t,T>=(e — >

a
11
T Ty (1L
= (Ge™ &) (a’b)’

—aT

donde ¢ == — y & == &

Rl (t) = lzB(t7 1—‘@) - li—i—cB(ty ,I‘i-l-c)v

Ro(t) := Z m;B(t, Tis ),

j=1

con l;, e, mj como en el ultimo Teorema. Quedando asi

Ri(t) = ((ug& ), (LT — 1y ) ) b (v — 1) (— !

C C : ) C 1 1
t) = (2 mj€§i+j€at72mj€§+'7€bt) - Z m; (a b>’
j=1 J=1

j=1

(4.16)

B(t,ﬂ)).

(M1)



4.5 Ajuste CMS para el modelo G2++ 37

continuando de esta forma tenemos:

11
R0~ Ralt) = (e e) + 0 3.7 )

Ra(t) - BT = (ore”, ) + 0037 ).

donde se precisa

— C
01 = lz‘fgi . l¢+c£f"+c _ ijggh]‘], 04 1= Zm éf it z]
L j=1 -j=1
— C
; Tite Tiyj Titj ;
00 1= [ L&) — L o€yt — ijfb H], 05 := ijfb - 551,
L j=1 -j=1
— C [ C
03 = ij+li+c_li]; O6 ‘= 1_ij:|7
Lj=1 - Jj=1

la ecuacién (M1) se transforma en

2 [ a2 ) oo )]

o de forma mas exacta

oM
E = (916(a+b)t + 0262at + (9362bt + 046at + 056“ + 96 (MQ)
con
01 :=pon-o204+pon- o1 0s,
02 := 0" - 01 04,
05 :=1n* - 02 05,
2 2, )
0, = 03 04 U_+PU7I +0 9196+PU77 91!267
a b a b
2 . 2-
95120305 77_+,00'77 +PU77 9296_'_77 9296’
b a a b
o’  pon n”  pon
O = — 4+ — -
6 Q3Q6<a2+ ab>+9396<b2+ b ),
es decir:
91 92 93 94 95
M(t) = [ —— Jelet 4 [ =2 )2t 4 P [ = e+ [ 2 ) e + Ot + 0, (4.17
®) <a+b>e 2 )¢ 2b a )¢ b )" 0 (17
con

. 91 (a+b)Ti,1 62 2aT; 1 93 20T 1 94 al; 1 95 bTZ 1
97'__<a+b>e “\24)° “\)° “\a)° b ~b6Tin1

]



5. Implementacion Numérica y
Resultados

En el presente capitulo, se procede al calculo de la tasa CMS para un Constant Maturity
Swap especifico, este desarrollo se hara de dos formas; la primera implementando la férmula
(3.21) para ello, es necesario aproximar el valor esperado:

n |:SR(7—1117 7—%7 7—ZL'JrC)
E
P(T;,T,)

fO]a

y en este caso lo hacemos a través del método de Monte Carlo.
La segunda forma es a través del ajuste CMS descrito en el capitulo anterior y la ecua-
cién (3.22).

El objetivo es comparar la valoracién tedrica “mas original” con la aproximacion por medio
del Ajuste por Convexidad que en este caso corresponde a la solucién de un sistema de EDO.

5.1. Descripciéon del CMS a Valorar

Tomando la estructura término actual del mercado obtenida a partir de las tasas Spot
de los bonos del Furopean Central Bank a fecha del 22 de septiembre del 2008 y asumiendo
ésta fecha como t = 0 tenemos:
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’ Tiempo(Anos) H Fac. Desc. Tiempo(Anos) H Fac. Desc.

0.5 0.9795 10.5 0.6174
1.0 0.9599 11.0 0.6014
1.5 0.9405 11.5 0.5857
2.0 0.9214 12.0 0.5704
2.5 0.9024 12.5 0.5553
3.0 0.8837 13.0 0.5407
3.5 0.8650 13.5 0.5263
4.0 0.8464 14.0 0.5123
4.5 0.8279 14.5 0.4985
2.0 0.8095 15.0 0.4852
2.5 0.7911 15.5 0.4721
6.0 0.7729 16.0 0.4594
6.5 0.7548 16.5 0.4469
7.0 0.7369 17.0 0.4348
7.5 0.7191 17.5 0.4230
8.0 0.7016 18.0 0.4116
8.5 0.6842 18.5 0.4003
9.0 0.6671 19.0 0.3895
9.5 0.6502 19.5 0.3789
10.0 0.6337 20.0 0.3685

Se considera un CMS a 5-anos empezando en t = 0. La frecuencia de pagos es semestral en
ambas ramas (tanto la que paga la tasa fija como el que paga la tasa Swap), la tasa Swap
a cinco anos semestral es la pactada a ser intercambiada y se toma el contrato sobre un
nominal de €1.000.

5.2. Valoracion con Monte Carlo

En esta seccién se denotara por P(t,T;z(t),y(t)) al precio del bono cupén cero expresado
en la ecuacién (3.15), ésto para hacer notar la dependencia que se presenta con los procesos
x y y. Del mismo modo:

SR(t, T, Tise, x(t), y(t)) _ P(ta 1;, :E(t), y(t)> — P(t, ,-T'H-Cu I(t), y(t)) ) (51>

e TPt Ty, (1), y(t))
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5.2.1. EIl procedimiento

Una forma directa de hallar el precio del CMS es directamente con la férmula (3.21). Se
necesita asi entonces calcular:

E" |:SR<E17 ,Ti; ﬂ+c; $(E,1), y(ﬂl)):|
P(Ti, T, 2(T3), y(T3)) ’

con T,, = 5 anos, ¢ =5, paratodot=0.5,1,15,..., 5.

(5.2)

Este valor esperado se estimara a través de la técnica de simulacién de Monte Carlo.
Se procedera de la siguiente forma:
Inputs: Los datos y constantes necesarias para valorar el CMS.
1. El numero np de simulaciones para la estimacién tipo Monte Carlo.
2. La estructura de factores de descuento inicial: T'— P*(0,T).
3. Los pardmetros del modelo G2++: a,b,0,n y p.
Esquema: Descripcion del uso del modelo G2++ para la valoracién del CMS.

1. Lafecha actual es t = T = 0. De acuerdo a ello se tiene entonces que z(Ty) = y(Tp) = 0.
Sea i = 1.

2. Usando las ecuaciones (3.17) se generan np realizaciones:
xp(j_;)7 yp(j—;)7 p: ]‘72""7np

de x(T;), y(T;) con 2(T;_1), y(T;_1) previamente ya generados en un paso anterior. La
formula (3.17) es aplicada con s = T;_q, t = T;.

3. Para i > 1, se calcula P(T;, T, 2P(T;),y?(T;)) usando la férmula (3.15), en cada p
escenario.

4. Para i > 2, se calculan:

P(E—h ,I;Ja Ip(ﬂ—l)? yp<,-z—;§—1>>a
P({Z—%fl’ 7—;:+17 a:p(ﬂfl)? yp(Ti—1>>7
cee P(E—l) E-{-ca xp(j—’i—l>7 yp(j—’i—l))a

usando la férmula (3.15), en cada p escenario.
5. Para i > 2, se calcula la tasa Swap en cada p escenario via formula (5.1)
SRP(E—M Z—Via iri-i—c) = SR(E—M 7—‘7;’ iT%-i—m 'Ip(Tzi—l)a yp(ﬂ—l))7

y haciendose uso de lo ya hallado en los pasos 3 y 4.



5.2 Valoracion con Monte Carlo 41

6. En cada p escenario se determina el cociente

SRP<E717 ﬂa ﬂ+c>
P(T;, T, a2(Ty), y?(T5))

7. Se obtiene el promedio de las cantidades del paso 6 sobre todos los escenarios. Esta
serd la estimacion de Monte Carlo de (5.2).

8. Continuar este proceso hasta ¢ = n, y evaluar el precio del CMS.

5.2.2. Tasa CMS via Monte Carlo

De forma explicita:

5 1% Ts | SR(Ti—1,T;,Tiqs5,2(Ti—1),y(Ti—1))
21:0.5 EP (0’T5)E ’ ;(Tinsti(Ti)vy(ln% :

KMC — y 53

S0 3P 0.T) o

implementando esto en MATLAB (ver Apéndice B.1.) con los pardmetros para el modelo

como los hallados en [3], llegamos a que tras 100000 simulaciones la tasa CMS es aproxima-
damente:

KX ~ 4,6315953 %. (5.4)

5.2.3. Valoracion

Usando la ecuacién (5.3) llegamos a que el precio del Constant Maturity Swap en funcién de
una tasa K pactada en el contrato viene dado por:

5
1
CMSP(0.T, K,5,w) =w Y, 573*(0,T5)ET5

1=0.5

lSR(Ti—l, T, Tiys, (Ti1), ?J(Ti—l))]
P(Ti, Ts, x(T3), y(T3))

5
1
—wK N =P 0.1,
w Z 277 (0,T;)
1=0.5
donde w =1 (w = —1) si el titular del contrato paga (recibe) la tasa K.

Tenemos asi que haciendo una ligera modificacién a lo ya implementado para hallar la
tasa CMS, hallamos el precio justo del contrato para diferentes valores de K:
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’ Tasa K H Precio (€1000) ‘

’ Tasa K H Precio(€1000) ‘

1.0% 162.26 6 % -61.14
1.5% 139.92 7% -105.82
2.0% 117.58 8% -150.50
2.5% 95.24 10% -239.86
3.0% 72.90 12% -329.22
3.5% 50.56 14 % -418.58
4.0% 28.22 16 % -507.94
4.5% 5.88 18% -597.30
5.0% -16.46 20 % -686.66
Precio el CM Payer (Pricpal de 1000

Tasa CMS (%)

Figura 5.1.: Precio del CMS en funcién de la tasa (Payer).

Precio CMS

Precio del CMS Receiver (Pricipal de 1000 euros., )

Via Monte Carlo
Precio de equilibrio

I I I I
2 4 6 8

I I I I ]
10 12 14 16 18 20
Tasa CMS (%)

Figura 5.2.: Precio del CMS en funcién de la tasa (Receiver).
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5.3. Valoracion con el Ajuste CMS

5.3.1. Tasa CMS via Ajuste

De la definicién del Ajuste CMS 4.2 y el Teorema 4.4 se deduce que:
EM[SR(Tiy, T, Tivo)|Fi] & SR(t T, Thpo)e 0%

sustituyendo esto en la igualdad (3.22) encontramos que:

jcr < T PO T)SRO,T, Ty )01 0%
s Z?:l Oéﬂ)<0, Tl)

Para el CMS que elegimos:

KAU Y05 5P*(0, T;)SR(0, T;, T;y5)eM 0N (O 20

, 9.9
CMS Zfzo5 %P*(O’ E) ( )

es de este modo que la labor aqui se reduce a hallar M y N, que ya se presentan de forma
explicita para el modelo G2++ en (4.16) y (4.17); una vez implementadas estas en MATLAB
(ver Apéndice B.2.) obtenemos:

KA~ 4, 6306865 %. (5.6)

CMS

5.4. Valoracion

De la ecuacién (5.5) la funcién de valoracién en este caso es:

5
1
CMSP(O,F,K’ 5,w> ~ W Z 573*(0,E)SR(O,E,ﬂ+5)€M(O)+N(O)ZO

1=0.5
|
—wk —P*(0,T;),
2,270

y el precio justo del CMS para algunos valores de K:
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’ Tasa K H Precio (€1000) ‘

’ Tasa K H Precio(€1000) ‘

1.0% 162.22 6 % -61.18
1.5% 139.88 7% -105.86
2.0% 117.54 8% -150.54
2.5% 95.20 10% -239.90
3.0% 72.86 12% -329.26
3.5% 20.52 14 % -418.62
4.0% 28.18 16 % -507.98
4.5% 5.84 18% -097.34
5.0% -16.50 20 % -686.71
Precio el CM Payer (Pricpal de 1000

Tasa CMS (%)

Figura 5.3.: Precio del CMS en funcién de la tasa (Payer).

Precio CMS

Precio del CMS Receiver (Pricipal de 1000 euros., )

Via Ajuste CMS
Precio de equilibrio

I I I I
2 4 6 8

I I I I ]
10 12 14 16 18 20
Tasa CMS (%)

Figura 5.4.: Precio del CMS en funcién de la tasa (Receiver).
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5.5. Resultados

Las diferencias de los precios sobre el nominal de €1000 entre ambas formas de valoracién

del CMS son:

’ Tasa K H Diferencia (€) ‘

’ Tasa K H Diferencia (€) ‘

1.0% 0.040605
1.5% 0.040605
2.0% 0.040606
2.5% 0.040606
3.0% 0.040606
3.5% 0.040606
4.0% 0.040607
4.5% 0.040607
5.0% 0.040607

6 % 0.040607
7% 0.040608
8% 0.040609
10 % 0.040610
12% 0.040611
14 % 0.040612
16 % 0.040613
18 % 0.040613
20 % 0.040614

cifras del orden de 1072 en relacién al nominal de €1000, ésto nos brinda la seguridad de
tener una muy buena aproximacién al precio de nuestro CMS via el ajuste por convexidad.




6. Conclusiones, Alcances y Limitaciones
de este Trabajo

= Por Feynman-Kagc, el valor esperado por el cual se determina la tasa CMS tiene su
contraparte en una Ecuacién Diferencial Parcial Parabdlica. El Ajuste por convexidad
es una buena aproximacion para el caso de Modelos Afines, reduciendo el calculo a la
solucion directa de un sistema determinista de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

= Se presenté aqui un caso practico de un instrumento complejo el CMS, un derivado
del tipo Swap valorado en un modelo afin de dos factores, el G2+4. No se conocen
trabajos que implementen estas técnicas del ajuste para modelos de varios factores.

= Este trabajo tiene muchas alternativas de proyeccién futuras: Analizar aproximaciones
distintas a Low Variance (aqui usada), mirar otros derivados de la tasa Swap e incluso
derivados de la tasa CMS como un Spread, mirar que pasaria con una formulaciéon para
Modelos Cuadraticos, entre otras.

» Puesto que los modelos Afines son los méas utilizados en el mercado, (Vasicek, Cox-
Ingersoll-Ross, Ho-Lee, Hull-White...) este trabajo muestra una muy interesante alter-
nativa de valoracién de instrumentos financieros muy complejos observando el compor-
tamiento actual del instrumento més un ajuste dado.

= Entre las limitaciones de este trabajo y que deben ser mejoradas, se encuentra que no
se realizé la calibracién del modelo y se tomaron como pardmetros los hallados por [3],
la estructura a término del mercado usada no se interpold, simplemente se tomaron
los valores de ésta necesarios para los calculos del Capitulo 5 y la fecha en la que se la
observé aunque similar no es igual a la usada en [3] para la calibracién del G2++. No
se considerd necesario realizar la calibracién ni ajustar la curva toda vez que nuestro
objetivo no era validar el modelo.

= Un aspecto a enriquecer, es la implementacién de métodos numéricos mas robustos que
la simulacion basica de Monte Carlo usada en el Capitulo 5 para calcular el precio del
CMS con féormulas directas del Modelo.



A. Demostraciones

Lema 3.2
Demostracion. De las propiedades de la integral estocastica se deduce facilmente que

E[X()] =0,

Var|X(t)] = J 72 (s)ds.

0

Veamos que la variable aleatoria X (¢) se distribuye normal a través del calculo de su funcién
generadora de momentos

mx, (u) = Ble"* ],
= B[],

Sea el proceso Y (t) definido como Y (t) := "X Usando la férmula de It6 tenemos que

u*?(t)

dY (t) = Y (t)dt + uy(t)Y (t)dW (t),
Y(0) =1,
lo que es equivalente a escribir

Y(t)=1+ %L V2(s)Y (s)ds + UL ()Y (s)dW (s).

Tomando el valor esperado a Y (t) y haciendo uso de la linealidad de la esperanza matematica
y del hecho de ser v una funcién determinista

BIY (0] = 1+ 5 | () EIY (9)ds.

ahora definiendo m(t) := E[Y (t)] obtenemos la ecuacién

m(t) =1+ %JO V3(s)m(s)ds,

lo que luego de tomar la derivada respecto a ¢t nos deja la EDO
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S

u? ot
Resolviendo esta ecuacion llegamos a que m(t) = ez fo7*(s)d y

myx, (u) = E[e"*")]
_ 6“2—2% v2(s)ds
_ UEIX W]+ % Var[X ()]

lo que nos permite concluir que X (¢) se distribuye normal. O

Lema 3.4

Demostracion. Integrado por partes la integral estocdstica tenemos:

ft z(u)du = Tx(T) — tx(t) — L udz(u) = L (T — w)dz(u) + (T — t)x(t). (*)

reemplazando dx(u) segin como se definié z, la integral de la parte derecha de la ultima
expresion queda:

f(T —u)dz(u) = —a LT(T —w)z(u)du + o LT(T —w)dWi (u)

ahora sustituyendo z(u), vemos que:

f(T —u)z(u)du = x(t) LT(T —w)e gy 4 o LT(T — ) Lu &) gV, () du

calculamos ahora estas dos integrales por separado, la primera es:

T o—al(T—t) _
s L (T — w)e "=y — —p(t)(T — 1) — Tlx(t)

reescribiendo la segunda integral:
T

T U
—an (T — u)J e~ =) qW, (s)du = —an
t t

t

(T — w)eo L i)y (+)

note que (T — u)e "du es justo la derivada respecto a u de §;(T — v)e *dv con ello el

ao [ ([ i) [ e

termino en (xx) es:
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seguidamente integrando por partes esta ultima:

_ [( [ e%dw) ( [(er- weavdv)
[ (o) eaudwu)]

_ [ [ [ = e se-savam o
[ U>ea<w>dvdwl<u>]

— ( [(r- U>eavdv) T ()

_ _gf [@ )+ &] AW, (),

a

sustituyendo en (x) en total nos queda que:

T 1 — e—alT-t) T
J x(u)du = e—x(t) + EJ [1- e*“(T*“)] dWi(u).
t a a Ji
Analogamente:
T 1 — e—b(T—t) T
J y(u)du = ——y(t) + gj [1 - e*b(T*“)] dWo(u),
t t

con ello se concluye la igualdad

g

b
.10). Para la ecuacién (3.11) notemos que:
T

f [1— e T=] dW, (u)

[ e oan)

t}
2 T 9
20—2J T“)] du+Z—2 [1— b(T= ”)] du
+ 2p— f — emo(Tu ] [1 — e’b(T’“)]du.

Integrando esta ultima llegamos a la buscada igualdad (3.11).

(3
Var{I(t,T)|F:} = Var{

Lema 3.8

Demostracion. La integral la podemos reescribir como

+00-w 1

) V2V

¢ M)2

(e¥ — K)e_% dy
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A Demostraciones

. . . -M
realizando el cambio de variable z = Y5, nos queda

+00-w 1 19
_ f _(eM-‘er _ K)€_§Z dZ
11‘(1{‘)71\4 N
11,2 oo 1 1 2 toow 1 1.2
= M+aV J e 2V — K e 2% dz
1n(K‘27M A/ 27 In(K)—M

4

Vv

In(K)— M —V?2
=6M+§V2w®(—w n(K) 7 )—Kw@(—wT

27
_ MV [cp(+oo ‘W) — q><ln(K) — M- VQ)] - K[(I)(+oo ‘W) —
In(K) — M

)

)

)



B. Programas

B.1. Programa Monte Carlo

Las férmulas de V' (t,T) y B(t,T) dadas en las ecuaciones (3.11) y (4.15) respectivamente se
usaran al calcular (5.3), se calculan con la funcién:

» function V =Dts G2(t,T)

(constantes del modelo G2++.)

a = 0,773511777;
b = 0,082013014;
sgm = 0,022284644;
eta = 0,010382461;
rho = —0,701985206:

ea =exp(—ax(T—1));

eb = exp(—b = (T —1t));

eaa = (ea —1)/a;

ebb = (eb — 1)/b;

eab = ((eaxeb) —1)/(a+D);

V= ((sgn”)/(a%)) = (T — £ + ((2/a) x ea) — ((1/(2 xa)) * (ea?)) — (3/(2 % a))) + ...
V((eta®)/(b?)) = (T =t + ((2/b) x eb) — ((1/(2# b)) = (eb?)) — (3/(2+ b)) + ...

V((2 » rho » sgm = eta)/(a=b)) » (T — t + eaa + ebb — eab);

B = [eaa, ebb|;
V=[V,B];

Se procede a simular los proceso z y y bajo la medida Q7 con las férmulas (3.17):
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= Con este objetivo en mente se calculan las expresiones para M (s,t) y M (s,t) (lema
3.7):

function =~ M= MTs(s,t,Tn)

a = 0,773511777;
b = 0,082013014;
sgm = 0,022284644;
eta = 0,010382461;
rho = —0,701985206:

kot = (sgu?)/(a%) + ((sgm+ ota » 7o)/ (a + ));

kx2 = ((sgm = eta=rho)/(b=* (a+Db)));

kyl = (eta®)/(b?) + ((sgm « eta « rho)/(a * b));
( );

ky2 = ((sgm * eta = rho)/(a* (a+Db)));

Mx = kx1# (1 —exp(—a=(t —s))) — ((sgmn?®)/(2 * (a?))) = (exp(—a* (Tn — t))...
—exp(—a*(Tn+t—2x8s)))...
—kx2 « (exp(—b* (Tn—1t)) —exp(—b*Tn—a=+t + (a+b) *s));

My = kyl = (1 —exp(—bx(t —s))) — ((eta®)/(2x (b?))) * (exp(—b * (Tn — t))...
—exp(—b*(Tn+t —2%s)))...
—ky2+# (exp(—a=*(Tn—t)) —exp(—a=*Tn—b=*t + (a+Db) = s));

M = [Mx, My];

» function R = Mntc Ts(n,inst)

(la variable inst representa el instante de tiempo en el que nos interesa conocer x y
y, y n es el nimero de simulaciones.)

dt = 0,0025; (dt es el tamano del paso en el tiempo.)
Tn = 5; (Tn es el tiempo final es decir 5 afos.)
nt = Tn/dt; (nt es el nimero de pasos en el tiempo.)

(constantes del modelo G2++.)

a=0,773511777;

b = 0,082013014;
sgm = 0,022284644;
eta = 0,010382461;
rho = —0,701985206;
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(t vector de tiempos comenzando en t=0 y terminando en t=>5 aflos.)
t=0:dt: Tn;
(simulacién)

x = zeros(n,nt + 1);
y = zeros(n,nt + 1);

rng(0)

fori=1:nt
M = Mrs(t(i),t(i + 1), Tn);
dWl = sqrt(dt). » randn(n, 1);
dW2 = sqrt(dt).
x(:;,1+1) = (x(:,1) * exp(—a*dt)) —M(1) + (sgm  exp(—a = dt)). » dW1;
y(:;,i+1) = (y(:,1)  exp(—b * dt)) — M(2) + (eta » rho * exp(—b * dt)). » dW1...
+(eta* ((1 — (rho?))(1/2)) « exp(—b * dt)).  dW2;

« randn(n, 1);
x

end

inst = (inst/dt) + 1;
insx = x(:, inst);
insy = y(:, inst);
R = [insx, insy];

Una vez simulados x y y se simulan los factores descuento con la ecuacién (3.15):
» function P =P.Ts(t,T,n)
(Simulacién de P(t,T") en los n escenarios en los que se simulo z y y.)
ift ==0
(sit = 0 no hay nada que simular pues es el factor de descuento P*(0,T') ya observable.)

PP = Tss_TS;
T =T/0,5;
P = PP(T, 2);
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(Tss_TS es la matriz que contiene la estructura a término expuesta al principio del

Capitulo 6.)

else (simulacién. )
Df = Tss_TS;
i =T/0,5;
j =1/0,5;
V1 = Dts_G2(t,T);
B =V1(2: 3);
V1 = Vi(1);
V2 = Dts_G2(0,T);
V2 = V2(1);
V3 = Dts_G2(0,t);
V3 = V3(1);

A= ((V1—V2+V3)/2):
XY = Mntc Ts(n, t);

P = (Df(i,2)/Df(j,2)). = exp(B(1). * XY(:, 1) + B(2). = XY(:,2) + A);

end

El siguiente paso es simular las tasas Swap que aparecen en la igualdad (5.3):

» function S = Sw.Ts(t,T1,n)

(tenor del Swap subyacente 5 afnos.)
T2 = T1 + 5;

P1 = P_Ts(t,T1,n);
P2 = P_Ts(t,T2,n);
P3 = 0;

fori=(T1+0,5):0,5:(T1+5)
P3 = Prs(t,i,n) + P3;
end

P3 = (P3/2);
S = (P1 —P2)./P3;

Por ultimo la tasa CMS K}S, en (5.4) se hallé como:

CMS
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» function  C = CMS_Ts(n)

Valuation date: t=0
Maturity: t=5

CMS payment frequency: 2
Underlying Swap p.fr: 2
Underlying Swap tenor: 5

tic
U= 0;
L =0;

fori=05:0,5:5
u=SwTs((i—0,5),1,n)./P_Ts(i,5,n);
U = mean(u) + U;

L=L+PTs(0,i,n);

end

U = (U/2) « P_Ts(0, 5,n);

L = (L/2);
C=U/L;

toc.

B.2. Programa Ajuste

Béasicamente es reproducir la prueba del Teorema 4.4 pero ya con datos, para simplificar las
cosas empezamos definiendo la funcién:

» function E =B Ts2(x,T)
E = exp(—x = T)/x;

Dado que N es constante a cero, solo nos ocupamos de M:

» function M = Adjus M Ts2(t,T1,T2)

(t es el tiempo en el que se esta evaluando M y T} hace las veces de T; y Ty a T;4..)

a=0,773511777;

b = 0,082013014;
sgm = 0,022284644;
eta = 0,010382461;
rho = —0,701985206;
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alp = 0,5; (ancho de los intervalos de tiempo.)
Tnr = T2 — T1; (tenor.)
T, = T1 — alp; (Ti-1.)
n = Tnr/alp;

(Constantes Nivel 1)

11 = P_Ts(0,T1,0)/(P_-Ts(0,T1,0) — P_Ts(0,T2,0));
12 = P_Ts(0,T2,0)/(P_-Ts(0,T1,0) — P_Ts(0,T2,0));
Anty = 0;
forj=1:n

Anty = Anty + alp = (P_Ts(0,(T1 + alp = j),0));
end
m = zeros(1,n);

ea = m,
eb = m;
forj=1:n

m(j) = (alp * Prs(0, (T1 + alp = j),0))/Anty;
ea(j) =B.Ts2(a, (T1 + alp=*j));
eb(j) = B.Ts2(b, (T1 + alp = j));

end

(Constantes Nivel 2)

1ml = 11 *B_Ts2(a,T1) — 12 « B_Ts2(a, T2);
1m2 = 11 » B.Ts2(b, T1) — 12 * B_Ts2(b, T2);
1m3 = sum(m. = ea);

1m4 = sum(m. = eb);

gnl = 12 — 11;

gm2 = sum(m);

(Constantes Nivel 3)

Im13 = 1Iml — 1m3;

1m24 = 1m2 — 1m4;

gml2 = gml + gm2;

vl = 1m3 — B_.Ts2(a, T1);
v2 = 1m4 — B_Ts2(b, T1);
v3=1-—gm2;
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(Constantes Nivel 4)

ul = (sgm?) * 1lm13;

u2 = eta * sgm * rho * 1m24;

u3d = eta* sgm * rho * 1m13;

uéd = (eta®)  1lm24;

ub = gm12 « (((sgm?®)/a) + ((eta = sgm * rho)/b));
u6 = gm12 = (((eta?)/b) + ((eta = sgm * rho)/a));

(Constantes Nivel 5)

thl = ((u2 = vl) + (u3 *v2))/(a + b);

th2 = (ul *v1)/(2 = a);

th3 = (ud xv2)/(2 = b);

thd = ((us = v1)/a) + ((ul = v3)/(a?)) + ((u3 = v3)/(a = b));

ths = ((u6 = v2)/b) + ((ud = v3)/(b?)) + ((u2 = v3)/(a = b));
(

)
(ub * v3)/a) 4 ((ub = v3)/b);
(Ultima Constante)

K= —(thl=exp((a+b)*Ty)+ th2+exp(2*ax=T;)+ th3 «exp(2+b*Ty)...
+th4 = exp(a * Ty) + thb = exp(b = Ty) + th6 = Ty);

M =thl+exp((a+Db)=*t)+th2+exp(2*ax*t)+th3*exp(2+b=t)..
+th4 » exp(a * t) + th5 = exp(b * t) + th6 » t +K;

Finalmente ya con M el calculo de KZJ es:

s function C = CMS_Ts2

c1=o:
c2 = Ci;
Adj = zeros(10,1); (Matriz de ajustes CMS)

fork=05:05:5
Cl1 =C1+P.Ts(0,k,0) » Sw_Ts(0,k, 0) x exp(Adjus M_Ts2(0,k,k + 5));
€2 = C2 + P_Ts(0, k, 0);
Adj(2 *k) = Sw_Ts(0,k,0) * (exp(Adjus M_Ts2(0,k,k + 5)) — 1);

end

Adj
C=C1/c2;
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