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Resumen

La malaria es una enfermedad que sin el tratamiento adecuado puede ser mortal. En la
actualidad no se cuenta con una vacuna efectiva [24], pero los contagios en humanos son tra-
tados con medicamentos como la Artemisinina [21]. Se han documentado tratamientos con
otros medicamentos como la Pirimetamina y Cloroquina [34]. Sin importar el farmaco usado
el efecto es el mismo: solo varia el tiempo de reaccion. Los tratamientos inicialmente son
efectivos y logran controlar la aparicion del parasito; sin embargo, con el tiempo se generan
cepas resistentes al medicamento, haciéndolo poco efectivo.

Para estudiar la aparicién de las cepas resistentes, se planteé un modelo que describiera
la dinamica de la prevalencia de distintos genotipos de parasitos en humanos y vectores.
Después de analizar los factores considerados en la construccién del modelo, realizando un
analisis de bifurcacion y estudiando la estabilidad del modelo planteado, se determiné que
el factor de cobertura de medicamento en la poblacién de humanos, es uno de los agentes
que méas afecta la dindamica del parasito, influyendo de forma positiva en la aparicion de
genotipos resistentes a farmacos.

Uno de los resultados més interesantes que se encontroé fue que los genotipos se comportan de
forma muy competitiva. Por breves periodos, pueden convivir mas de dos genotipos, pero con
el paso del tiempo y la administracion de medicamentos a humanos, solo queda un genotipo
y los deméas desaparecen. También se encontré que, si no se varian los medicamentos usados
en los tratamientos, se logra controlar y hasta erradicar determinado genotipo, pero este
es reemplazado por otro mejor adaptado. En consecuencia, no se puede eliminar de forma
permanente el parasito, solo tratando a la poblacién infectada; es necesario tomar otro tipo
de medidas, siendo la prevencién una de las mas eficientes.

Usando el modelo propuesto, es posible medir la efectividad de un nuevo medicamento, si se
conoce el efecto que tiene sobre los genotipos de Plasmodium, también es posible predecir la
prevalencia de determinado genotipo para un tiempo definido

Palabras clave: Modelo matematico, analisis de estabilidad, puntos de bifurcacion.

Abstract

Malaria is a disease that can be fatal. At present there is no effective vaccine [24], but
human infections are treated with medicines such as Artemisinin [21]. Treatments with other
medications have been documented, such as Pyrimethamine and Chloroquine [34]. However,
regardless of the drug used, the effect is basically reflected only on the reaction time. The
initial treatments are effective and serve to control the appearance of the parasite; however,



VIII

over time, drug resistant strains appear, making the treatment ineffective.

To study the emergence of resistant strains, we proposed a model that describes the dyna-
mics of the prevalence of different genotypes of the parasite in humans and vectors. After
analyzing the factors of the model construction, performing a bifurcation analysis and stud-
ying the stability of the model, we were able to determine that the drug coverage in the
human population is one of the parameters that affect more strongly dynamics of the para-
site, positively influencing the emergence of drug-resistant genotypes.

One of the most interesting results that was found was that genotypes behave very competi-
tively. For short periods of time, more than two genotypes can coexist, but with the passage
of time and under administration of drugs to humans, only one genotype survives while the
others disappear. It was also found that, if the drug used in the treatments is not varied, it
can only be limited to controlling and even eradicating a particular genotype, but that this
is replaced by a better adapted one. As a consequence the parasite can not be eliminated
permanently by treating the infected population. It is necessary to take other types of mea-
sures, with prevention being one of the most efficient.

Using the proposed model, it is possible to measure the efficacy of a new drug. If the effect
it has on the Plasmodium parasite is known, it is also possible to predict the prevalence of
a given genotype for a defined time.

Keywords: Mathematical model, stability analysis, bifurcation points.
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Lista de simbolos

A continuacién, se presenta la tabla de simbolos que se usaran a lo largo del documento,
con los valores usados para las simulaciones, estos valores son invariantes o menos que se
especifique lo contrario.

Notacion

Simbolo Término

Oni Tasa de nacimientos del genotipo i en humanos (Humanos contagiados por
el genotipo i sobre cantidad de humanos)
Oui Tasa de nacimientos del genotipo i en vectores (Vectores contagiados por

el genotipo i sobre cantidad total de vectoresde humanos)

Ny, Poblacién total de humanos.(Personas )

N, Poblacién total de mosquitos (vectores).

T Prevalencia genotipo ¢ en humanos.

Yi Prevalencia genotipo ¢ en mosquitos.

Cu; Poblacion de parasitos del genotipo ¢ en humanos.
Cy; Poblacion de parasitos del genotipo ¢ en mosquitos.
€ Tasa de inoculacién entomoldgica.

Bon La probabilidad de contagio de vector a humano.
Bho La probabilidad de contagio de humano a vector.
Dh Ntumero promedio de parasitos en una persona.

Do Ntumero promedio de parasitos en un mosquito.
oy Tasa de mutacién de ¢ — j.

Lo Tasa de muerte para el genotipo ¢ en vectores.

i Tasa de muerte para el genotipo ¢ en humanos.



X1V LISTA DE FIGURAS
Simbolo Término
i Tiempo de vida del parasito de genotipo i en su estdia en humanos.
i Tasa de susceptibilidad al medicamento de x;.
i Porcentaje de susceptibilidad al medicamento del genotipo z;.
fi Cobertura del medicamento en la poblacién humana en el tiempo t.
Vijk La tasa de recombinacién de y; con yy, la cual da como resultado y;.

Valores de los parametros

Los valores asignados a los pardmetros del modelo se tomaron de [§], [9], [21]

Simbolo Valores
a 1.1-8.96438 - 1073
Ié] 0.9-9.77932 - 1072
mhyo 1.5-107*
mhoy 1.5-107*
mhis 1.4-107*
mhgy 1.4-1074
mhoy 1.0-1074
mhys 1.5-107*
mhsy 1.0-107*
mhys 1.0-107*
muys 1.3-107*
muy 1.3-107*
mus 1.6-1074
mus, 1.6-1074
MUy 1.3-10™
MU 1.3-107
MUs34 1.5-1074
M43 1.5-1074
On1 0.2-1072
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Capitulo 1

Introduccion

La malaria es una enfermedad, la cual sin el tratamiento adecuado puede ser mortal.
Es trasmitida a los humanos a causa de la picadura de un mosquito de tipo Anopheles
infectado por un parasito del género Plasmodium. Cada ano se registran 396 millones de casos,
que producen mas de 500000 victimas mortales. Aunque estd mundialmente distribuida, la
mayoria de los casos se presentan en Africa; con el tratamiento médico adecuado se disminuye
el factor de mortalidad [29].

Se han identificado cuatro parasitos que causan malaria en humanos, Plasmodium fal-
ciparum, Plasmodium vivax, Plasmodium malariae, Plasmodium ovale [29], siendo Plasmo-
dium falciparum el mas frecuente y mortal. La transmisién se produce cuando la hembra de
Anopheles infectada pica a un humano. Los esporozoitos del Plasmodium que se encuen-
tran presentes en sus glandulas salivales son introducidos al torrente sanguineo y migran al
higado. En su estadia en humanos se da una etapa reproductiva asexual. Cuando el parasito
estd completamente madurado, una hembra de Anopheles no infectada pica a un humano
enfermo y adquiere los gametocitos, asi se inicia el ciclo sexual del Plasmodium, dando origen
a un Ooquiste que volvera a dividirse y dar esporozoitos listos para infectar nuevamente, al
llegar a las glandulas salivales del mosquito [17].

En la primera etapa de la enfermedad, los sintomas son muy similares a los de cualquier
enfermedad virica; comprende cefalea, decaimiento, fatiga, dolores musculares, sudoracion,
malestar general. En caso de un diagndstico errado el paciente puede recibir tratamiento no
adecuado que mejore sus sintomas, pero, sin causar disminucion en la carga de parasitos; lo
que puede provocar que la malaria se torne en un caso grave, los cuales en su mayoria son
mortales [15].

El éxito del control de la enfermedad se centra en dos ejes, la prevencion y el tratamiento
oportuno. Las medidas de prevencién son aplicadas al control del vector como: destruccion
de nichos donde se reproduzca el mosquito, uso de pesticidas, entre otros. Para el trata-
miento en humanos es fundamental un diagnéstico temprano y un tratamiento inmediato
con antimalaricos eficaces. Los medicamentos empleados en el tratamiento de la enfermedad
son: la cloroquina y la sulfadoxina-pirimetamina, aunque actualmente se consideran poco
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efectivas. Los tratamientos combinados con artemisinina son altamente efectivos pero poco
usados por los elevados costos.

La resistencia a los medicamentos antimalaricos estd muy bien documentada, incluso pa-
ra los derivados de la artemisinina; lo que se traduce en una amenaza para el control de la
malaria. El uso indiscriminado de medicamentos genera prevencién selectiva en los parasitos,
desarrollando altos niveles de resistencia. Es posible prevenir la resistencia o desacelerarla
usando combinaciones de antimalaricos, en posologia correcta. Se recomienda siempre te-
ner una confirmacion del diagndstico por medio de microscopia antes de iniciar cualquier
tratamiento [34].

Es importante tener en cuenta que durante el proceso de reproduccién del parasito es
posible que se presenten alteraciones en la cadena de ADN, provocando mutaciones que en
su mayoria son deletéreas. Sin embargo, cuando éste experimenta un cambio que altere su
entorno, estas mutaciones pueden volverse beneficiosas para él. En el caso de un humano
infectado que recibe tratamiento con medicamentos, el parasito hospedado experimenta un
cambio en el medio donde vive, causando su muerte. Puede darse el caso de pardsitos que
desarrollan inmunidad, aumentando la supervivencia, a causa de alguna mutaciéon. En con-
secuencia el tratamiento aplicado ya no tendra resultados positivos y se generard resistencia
al farmaco.

Este trabajo busca analizar la aparicién de resistencia a los farmacos para algunas cepas
del parasito de la malaria. Dado que solo se puede administrar medicamentos a los humanos,
es necesario separar el estudio de la prevalencia en humanos y vectores. Ademas se debe
considerar el complejo ciclo reproductivo del parasito. Por estas razones el planteamiento del
modelo es dividido en dos grupos de ecuaciones; las primeras cuatro ecuaciones, describen la
prevalencia del genotipo 7 en la poblacién humana (x;) y las otras cuatro notan el genotipo i
en la poblacién de vectores (y;). Lo anterior da lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales
de ocho ecuaciones con ocho incégnitas.

Se usard un modelo matematico, que describa la dinamica evolutiva del parasito, el cual
serd basado en [§]. Se realizard un andlisis cualitativo del sistema, mediante simulaciones
que usan valores reales para los parametros. Después se calcularan los puntos de equilibrio,
estudiando la sensibilidad de los parametros, para ver cudles son los que mas afectan la
dindamica del modelo. También se quiere ver la estabilidad del sistema usando un analisis de
bifurcaciones. Para las simulaciones se usara el sofware Matlab.



Capitulo 2

Marco Teorico

La malaria es una enfermedad potencialmente mortal que se transmite al hombre por la
picadura de un mosquito infectado de tipo Anopheles [7], provocando un deterioro en la salud
del humano infectado. Después de ser diagnosticado se administran medicamentos para con-
trolar la enfermedad. Si el parésito es susceptible al medicamento, al ser expuesto debe morir
y el estado de salud del humano debe mejorar. Sin embargo, como la exposicion a farmacos
altera el medio ambiente del Plasmodium, el parasito puede presentar cambios evolutivos,
como resultado de la seleccion artificial; se puede adquirir resistencia a los medicamentos
haciendo que no sean efectivos, incrementando el riesgo de propagacién de la infeccion. Por
ende un parasito que originalmente era vulnerable a determinado medicamento, puede ge-
nerar resistencia, haciendo que los tratamientos convencionales se vuelvan ineficaces y las
infecciones persistan.

La evolucion de las cepas resistentes es un fenémeno frecuente que ocurre cuando los mi-
croorganismos se ven expuestos a farmacos antimicrobianos, haciendo que aquellos adquieran
caracteristicas de resistencia. Es importante resaltar que el uso inapropiado de medicamen-
tos antimicrobianos acelera ese fenémeno [28]. La resistencia a los medicamentos depende de
factores que intervienen en la transmision de la infeccién, como la reproduccion del parasito,
dindamica de la infeccién dentro del hospedero, el uso de medicamentos dentro de la comuni-
dad, la proporcién de infectados tratados y el nimero de parésitos en el hospedero[15].

Para abordar el problema de la dindmica de la resistencia a farmacos en el parésito de la

malaria este capitulo se desarrolla de la siguiente forma:
Primero, se estudian, en algin detalle, las caracteristicas de la infeccién por malaria. Para
el planteamiento de un modelo es fundamental entender el ciclo de vida del parasito, la
dindamica evolutiva del Plasmodium, y las consecuencias de las estrategias usadas para con-
trolar la enfermedad como la vacunacion a la poblacién susceptible (incluso cuando es poco
efectiva) y la administracién de medicamentos a la poblacién infectada. Los tratamientos
con farmacos inciden directamente en la aparicion de la resistencia a farmacos.

Después, se describen algunos modelos epidemioldgicos que han sido relevantes a lo largo
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de la historia, para ver cudles de sus caracteristicas se pueden aplicar a nuestro modelo.

A continuacién, se presentan algunas herramientas matemdticas que van a ser centrales
para nuestro desarrollo. En primer lugar, se recuerdan algunos elementos de la teoria de
sistemas dinamicos, ya que se quiere analizar el comportamiento asintético de las soluciones:
la existencia de puntos de equilibrio u otros posibles conjuntos invariantes y su estabilidad.
Resultados que se obtendran de forma matematica, para después ser interpretados bioldgi-
camente.

Finalmente, para poder evaluar las consecuencias de los resultados del modelado desde un
punto de vista de la dindmica de poblaciones, lo cual es fundamental para un problema de
dindmica evolutiva como el que resulta cuando diferentes cepas de una poblacion se enfrentan
a un problema de condiciones cambiantes, evaluamos el efecto de diferentes parametros sobre
la estructura del espacio de estados. [Esto significa que cuando se modifican condiciones
ambientales que inducen modificaciones al paisaje de adaptacién (“fitness landscape”, ver
[277]), es natural esperar cambios en la existencia o estabilidad de los puntos de equilibrio que
caracterizan la dinamica de largo plazo. Eso significa que una poblaciéon puede remplazar a
otra como la dominante.

En el caso de aplicacion de tratamientos con medicamentos en una situaciéon endémica
de malaria, queremos analizar el efecto de la aplicacién de una campana de tratamiento con
un medicamento antimalérico. El efecto que tiene la cobertura del tratamiento (es decir, la
fraccion de la poblacién infectada que es sometida a tratamiento) sobre la existencia y es-
tabilidad de los puntos de equilibrio es la caracteristica fundamental que queremos estudiar
sobre la dinamica de la poblacién de parasitos. La herramienta matematica basica para estu-
diar estos efectos es la Teoria de Bifurcaciones. En nuestro caso nos limitaremos a estudiar
las bifurcaciones de puntos de equilibrio. Y, en la practica, la técnica mas utilizada para
analizar las bifurcaciones de los puntos de equilibrio se basa en técnicas de continuacion.
Por esa razén, al final del capitulo se hace una revisién bibliografica y se presentan algunos
detalles del método de continuacion.

2.1. Ciclo de vida del parasito Plasmodium

La malaria es una enfermedad producida por parasitos del género Plasmodium; es un
parasito sanguineo intracelular que afecta a los humanos. El ciclo de vida de este parasito es
complicado, ya que involucra una fase sexual y otra asexual [22], éstas fases se desarrollan
en el vector y el humano respectivamente.

La fase sexual tiene lugar en el hospedero definitivo. Se realiza en el mosquito y dura apro-
ximadamente de siete a catorce dias. En estd etapa intervienen gametos (femenino) y micro-
gametocitos (masculinos).

La reproduccién asexual se desarrolla en el hombre y presenta dos ciclos : exoritrocitaria
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(hepatica) y eritrocitaria (sanguinea). Se inicia con la penetracién del esporozoitoE] al hom-
bre en el momento de la picadura, y termina con la producciéon de esquizontes maduros y
gametocitos’|

2.1.1. Ciclo en humanos

Siguiendo las ideas de [14], 29] [5] se puede dar una descripcién detallada sobre el complejo
ciclo de vida del parasito de la malaria.

En la primera etapa se produce la transmision por el contacto entre el vector y el humano.
La inoculacién se produce cuando un mosquito hembra Andpheles pica a una persona sana
para succionarle la sangre. A través de la saliva planta numerosos esporozoitos que ingresan
en la corriente sanguinea. Los esporozoitos se dirigen primero a las células parénquimas
del higado y permanecen alli por aproximadamente siete dias. Durante este periodo, cada
esporozoito se desarrolla produciendo un esquizonte.

Durante la estadia del parasito en humanos, éste se desarrolla asexualmente. Para com-
pletar la divisién del nicleo el parasito atraviesa por las siguientes etapas:

» Etapa del tropozoito: Cuando los merozoitos se encuentran en el torrente sanguineo.

» Etapa de rizépodo: Desaparece la vacuola celular y el pardsito adopta una forma de
rizépodo.

= Etapa de esquizonte: El pardsito inserta su seudépodo [| dentro del citoplasma de los
glébulos rojos, se alimenta de la hemoglobina, incrementa su tamano y forma.

= Etapa de merozoito: El parasito no puede aumentar de tamano, pero experimenta una
multiplicacion asexual. El nicleo se divide para formar de ocho a 24 hijas individuales
y merozoitos.

Cada célula hepatica infectada por esquizontes produce entre de 10000 y 30000 merozoitos
[T14], pueden ubicarse en el interior del higado sin presentar ningtin sintoma y vivir alli por
algunos anos. Luego de una etapa de inactividad, puede que vuelvan a ser infecciosos. Estos
merozoitos invaden los glébulos rojos o las células del higado.

2.1.2. Ciclo en el vector

La fase sexual de la reproduccién del parasito tiene lugar en el vector. Inicia cuando
el mosquito se alimenta de la sangre de la persona infectada; ingiriendo tanto las formas

1Un esporozofto es una etapa del ciclo de vida de un pardsito protozoario durante la cual puede infectar
a nuevos huéspedes.

2Un gametocito es una célula germinal a partir de la cual se forman los gametos

3Son prolongaciones que usan algunos protozoos para moverse y alimentarse.
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sexuales como asexuales. Estas tltimas se digieren con rapidez, mientras que las primeras
sobreviven y se desarrollan.
En la fase sexual, se presentan las siguientes etapas:

» Ciclo gametogonia: En esta etapa algunos de los esquizontes se modifican para la repro-
duccién sexual y los merozoitos que se generan no forman tropozoites luego de ingresar
a los glébulos rojos, sino que crecen lentamente y se convierten en gamontes o game-
tocitos. Esto da lugar a dos gametocitos completamente desarrollados; el gametocito
hembra (macrogametocito) y macho (microgametocito).

= Ciclo de fertilizacién: En esta fase los gametos hembra y macho se unen y forman un
zigoto.

= Ciclo esporogonia: El zigoto se alberga en las paredes del estémago del mosquito, donde
se desarrolla hasta convertirse en occineto. El occineto genera una pared quistica de
membrana delgada, que se conoce como ooquiste. El niicleo se divide varias veces
y al final se genera un gran nimero de esporozoitos a partir de un tnico ooquiste.
El ooquiste se rompe aproximadamente a los 10 dias de su formacién y se liberan
los esporozoitos, los cuales se transportan a la gliandula salival, donde estan listos
para iniciar un nuevo ciclo de vida, permitiéndose inocular el parasito en la corriente
sanguinea de las personas sanas.
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Figura 2-1: Ciclo de vida Plasmodium
Tomado de [17]
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2.2. Modelos epidemiolégicos

Siguiendo algunas ideas de [24], se describen algunos de los modelos epidemiolégicos maés
relevantes a lo largo de la historia.

2.2.1. Modelo Ross (1911)

Sir Ronald Ross [1] fundador de la “London School of Tropical Medicine”, fue uno de los
primeros en evidenciar la relaciéon que existe entre los mosquitos anofelinos y la trasmisién
de la malaria, asi que dedicé gran parte de su vida a resolver uno de los problemas mas
importantes para la época: la transmisién de la malaria. Planteo un modelo simple, que
actualmente se conoce como “modelo Ross”, el cual establece la relacién entre el nimero de
mosquitos y la incidencia de la malaria en humanos, en [32], se puede ver una descripcién
detallada del fenémeno de trasmision de la malaria, con base en una serie de experimen-
tos y observaciones realizados para determinar el efecto de la picadura del mosquito en
el organismo de los humanos, observd el periodo de inoculacién y desarrollo del parasito,
lastimosamente el modelo es bastante limitado y muy sensible a la introduccion de nuevas
variables.

2.2.2. Modelo e Kermack y MacKendrick (1927)

Este modelo se base en un sistema de tres ecuaciones diferenciales no lineales que se
relacionan entre si [16], por medio de un diagrama de compartimientos de tipos SIR (S
susceptibles, I infectados, R recuperados), se centra en la ley de accién de masas, es decir que
la trasmision de determinada enfermedad es proporcional al nimero de contactos que tenga
la poblacién de susceptibles e infectados. Cabe resaltar que se supone que las poblaciones
son homogéneas y cerradas [31]. Las ecuaciones que describen el modelo son:

dS

2 39T
dt /857
dl 1
Y gsr— -1
dt B3 T’
dR 1

dat 1

La poblacion total esta dada por k = S+ 1+ R, S representa la tasa de contagios por unidad
de tiempo y 7 la tasa de recuperacion.

Actualmente este modelo se usa de forma aceptable para determinar la dinamica de
trasmision de varias enfermedades trasmitidas por agentes virales.
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2.2.3. Modelo Macdonald-Ross (1957)

El trabajo de Ross fue ignorado por mucho tiempo, hasta que en 1950 George Macdonald
retomo su trabajo, planteé un modelo basado en sus aportes, el cual se conoce como modelo
Macdonald-Ross, también es un modelo de tipo compartimental, SI [3], que describe las
interacciones entre la poblacién de mosquitos y humanos en la dindmica de una enfermedad
de transmisién indirecta. Algunos de los supuestos del modelo son:

= las poblaciones de humanos y de vectores se mantienen constantes en el tiempo.
= Son poblaciones cerradas y homogéneas.

= Se ignoran los tiempos de incubacién dentro de los humanos y mosquitos.

= No se reconoce ningiin tipo de inmunidad.

El modelo esta descrito por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

M
Z—j = abﬁy(l —x) — Tz,
Z—i’ = acz(l —y) — py.

Donde ab, ac representan el promedio de contagios exitosos en humanos y vectores respecti-
vamente, % proporcion de hembras de mosquito por persona en el punto de equilibrio. 7 la
tasa de mortalidad de humanos infectados y u la tasa de mortalidad de vectores infectados.

2.2.4. Modelo Anderson — May (1991)

Este modelo describe la interaccién hospedero — parésito [25], se tiene en cuenta las tasas
de muerte como un conjunto de procesos causados por la seleccion natural, también considera
una tasa de nacimientos para las poblaciones, a diferencia de los modelos anteriores, la
poblacién no es constante. Ademas, reconoce el desarrollo de inmunidad adquirida, es decir
que un individuo que es susceptible puede volverse inmune, por medio de la administracion
de vacunas, uso de medicamentos o recuperacion de la infeccion. Este modelo también de
tipo compartimental se basa en un sistema SIR, donde la poblacién total estda dada por la
suma de las poblaciones susceptibles, infectadas y recuperadas. Las ecuaciones que describen
el modelo son:

%ZG(S—F[—FR)—[)S—ﬁS]—FTR,
dl

$:ﬁ51—(a+b+u)[,

dR
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Donde, a es una tasa de nacimientos, la cual es proporcional para todas las poblaciones, b es
un factor de muerte por causas naturales, 8 es un factor de contagios de trasmision exitosa,
T tasa de recuperacién, y « tasa de muerte por infeccién.

2.2.5. Modelo Koella — Antia (2003)

Resalta la importancia de la inmunidad de los modelos epidemioldgicos, expone dos razo-
nes principales,

1. Si se ignora la inmunidad el modelo no puede predecir de forma realista la dinamica
evolutiva de la infeccién.

2. Medir el efecto de vacunas o medicamentos sobre la poblacién hospedera es fundamen-
tal para determinar el éxito de la implementacion de este control bioldgico.

En [I8] se puede apreciar de forma maés detallada la descripcién de varios modelos que
involucran la variacién de la inmunidad, incluso se consideran factores como; la perdida de
efectividad de la vacuna administrada.

2.2.6. Modelo Filipe et al “Funcién de inmunidad” (2007)

Igual que en el modelo de Koella se reconoce que la adquisicién de inmunidad es funda-
mental a la hora de plantear un modelo matematico para un agente infeccioso, la adquisicién
de inmunidad es una caracteristica que puede aparecer entre los individuos expuestos.

Para estudiar de forma detallada la inmunidad [I0] se desarrollan modelos matematicos
en los cuales la inmunidad adquirida se puede interpretar de tres maneras (“funciones de
inmunidad”):

= Reduccién de la probabilidad de enfermedad clinica.
= Aceleracion de la eliminacién de parasitos.
= Aumento de la tolerancia a las infecciones subyacentes.

Cada una es una funcién independiente, que pueden afectar de forma simultanea al mo-

delo.
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Al rT]

(I=f rT H1-f) D]

Figura 2-2: Diagrama de la dinamica de un agente infeccioso en las poblaciones de humanos
y mosquitos. Tomada de [10].

En el diagrama se representa la dindmica de un genotipo infeccioso, cuando es
sometido a agentes que pueden provocar inmunidad, como los expresados anteriormente,
en las dos poblaciones hospederas, humanos (H), mosquitos (M). Se consideran que las
poblaciones hospederas se clasifican de la siguiente forma:

= Susceptibles SH , SM.

» Infecciosos EH EM.

» Infectados con enfermedad sintomadtica (casos graves y clinicos) DH.

» Infectados con enfermedad asintomatica AH.

» Infectados con una densidad de pardsitos indetectable (subpatente) UH.
= Mosquitos infecciosos M.

= Fuerza de infeccién en las poblaciones humana y de mosquitos AH, AM.
» Periodo promedio de la infeccién en humanos y vectores 1/h , 1/g.

= Proporcion de infecciones humanas que desarrollan enfermedad ¢.
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Proporcién de casos sintométicos que reciben un tratamiento farmacolégico efectivo f.
» Tasa de recuperacién del tratamiento r7T.
» Tasa de recuperacion sin tratamiento rD.

Tasa a la que las infecciones asintomaticas se convierten en subpatente rA.

Tasa a la que se eliminan las infecciones subpatentes rU.

Los circulos coloreados denotan las etapas en las que la inmunidad adquirida puede tener un
efecto (modificando ¢, rA y rU).

El modelo que se usara en este trabajo, no considera tantos factores como los modelos [10],
pero si reconoce la importancia de anadir funciones de inmunidad para poder describir de
forma mas realista la dindmica de la malaria.

2.3. Sistemas dinamicos

Para poder analizar el fenémeno de la resistencia a farmacos, es necesario estudiar la
dindmica evolutiva del parasito de la malaria. En términos generales la dinamica evolutiva
es una agrupacion de principios matematicos que pueden describir comportamientos ligados
a procesos de evolucion. Inicialmente se centra en la evolucién genética, segiin la cual apare-
cen y se adaptan las especies. Se basa en dos principios; la seleccién, un proceso mediante el
cual solo sobrevive el mejor adaptado, mientras que los demés individuos perecen. Y la mu-
tacion, el cual se produce durante el proceso de replicacién de las cadenas de ADN, cuando
algtin locus no se duplica correctamente [27].

Los sistemas de ecuaciones que describen estos fenémenos de dindmicas evolutivas, ge-
neralmente estan dados por sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, las cuales la
mayoria de las veces son casi imposibles de resolver analiticamente. Dado que no se cuenta
con suficientes métodos o funciones solucién para este tipo de problemas, ademas la mayoria
de las veces estos modelos tienen comportamientos cadticos, por ende, el conocimiento de
una solucion explicita particular es inutil. Asi que es necesario recurrir a otros métodos para
tratar estos sistemas. Estas son las técnicas que surgen en el campo de los sistemas dinami-
cos los cuales son una combinacién de métodos analiticos, geométricos y topoldgicos. Las
definiciones usadas en esta seccién seran tomadas textualmente de [2) 12 [42], 33].

Un sistema dinamico es una forma de describir las “trayectorias” de todos los puntos de
un espacio S a lo largo del tiempo. Algunos ejemplos de espacios S podrian ser; R?, un
subconjunto abierto, alguna superficie en R3, incluso algtin subespacio de R™.
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Definicién 2.3.1. (Espacio de estados S)

Todos los estados de un sistema dinamaico, estan caracterizados como elementos de un con-
jgunto X, el cual es llamado espacio de estados. También se puede definir como el minimo
conjunto de wvariables cuyo conocimiento en t = ty, junto con las entradas para t > tg,
determina por completo el comportamiento del sistema.

Definicién 2.3.2. (Operador evolutivo)

El andlisis de los sistemas dindmicos se centra en el estudio del estado x en el tiempo t. Un
operador evolutivo, se define como un operador ¢ que describe la evolucion de x para cada
t > 0, dado un estado inicial xo. La aplicacion o' estd definida en el espacio X como;

o X — X,
Tal que transforma el estado inicial xo € X, en x; € X, para t >0
x; = plag.
Con base en lo anterior podemos dar una definicién formal para sistema dinamico

Definicién 2.3.3. (Sistema dindmico)
Un sistema dinamico en R™ es una funcion continuamente diferenciable ¢ de R™ x R™ en
R"™ donde ¢ es un operador evolutivo y satisface:

1. o : R" — R™ es la funcion identidad po(X) = Xo;
2. la composicion de ;0 s = pyis para t,s en R

Como las soluciones a los sistemas de ecuaciones son encontradas desde la teoria de ecua-
ciones diferenciales, es importante recordar dos teoremas que daran el sustento matematico
para poder analizar las soluciones del modelo que vamos a trabajar.

Teorema 2.3.4. Teorema de existencia y unicidad
Considere el problema de valor inicial

X' = F(X)
Xto — X()

Donde X, € R"™. Suponga que F : R™ — R™ es C*. Entonces, primero, eziste una solucion
para este problema de valor inicial y sequndo, esta es la unica solucion. Mas exactamente,
existe un a > 0 y una unica solucion

X :(ty—a,tp+a) — R"

De la ecuacion diferencial que satisface la condicion inicial X (to) = Xo.
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Desafortunadamente, las ecuaciones diferenciales no lineales pueden no tener soluciones
que satisfagan ciertas condiciones iniciales. Sin embargo, para que los resultados del teorema
de existencia y unicidad tengan mayor significado fisico, es necesario complementarlo con la
propiedad de que la solucién X (t) dependa continuamente de la condicién inicial. Para ello
citamos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.5. Considere la ecuacion diferencial X' = F(X) donde F : R* — R" es C!.
Suponga que X (t) es una solucién de la ecuacion definida en un intervalo cerrado [to, ]
con X (to) = Xo. Entonces eziste una vecindad U C R™ de X, y una constante K talque si
Yy € U, entonces esta es una solucion Y (t) que estd definida en [to,t1] con Y (ty) = Yy tal
que Y (t) satisface
Y (£) = Y (2)] < kYo — Xoleht—1
Para todo t € [ty, t1].

Este resultado expresa que las soluciones Y(t) y Y (x) se acercan a medida que t se
aproxima a tg.

2.3.1. Estabilidad

El estudio de los puntos de equilibrio desempena un papel central en las ecuaciones dife-
renciales ordinarias y sus aplicaciones. Sin embargo, un punto de equilibrio debe satisfacer
ciertas condiciones adicionales para que su significado sea interesante bioldgicamente.

Definicién 2.3.6. (Punto de equilibrio)
Un punto z* € X es llamado punto de equilibrio o punto fijo , si p'x* = x*, para todo t > 0.

Definicién 2.3.7. (Retrato de fase)
Un retrato de fase es un particionamiento del espacio X en orbitas. Otra forma de definirlo
es el diagrama donde se muestran las distintas trayectorias que se generan al cambiar la
condicion inicial.
Se dice que un punto de equilibrio es estable si las soluciones en una vecindad se mantiene
préoximas a medida que pasa el tiempo.
Suponga que X* € R" es un punto de equilibrio para la ecuacién diferencial X' = F(X).
Entonces X* es un equilibrio estable si para cada vecindad O de X* en R™ hay una vecindad
O, de X* en O tal que toda solucién X (t) con X (0) = X, en O; estéd definida y pertenece a
O para todo t > 0.
Otra forma de estabilidad es la estabilidad asintética. Si se puede elegir O1 de modo que,
ademds de las propiedades de estabilidad, cumpla con lim; ,, X (¢) = X* Entonces decimos
que X* es asintoticamente estable. Un equilibrio X* que no es estable se llama inestable.
La teoria de bifurcaciones es muy importante para analizar el comportamiento de los
sistemas dinamicos, ya que puede pronosticar cualitativamente el comportamiento de dichos
sistemas, debido a la variacién de sus parametros. Estos cambios cualitativos se manifiestan
en modificaciones en la estabilidad del sistema.



14 2 Marco Teodrico

2.3.2. Bifurcaciones

Una bifurcacién en un sistema dinamico, hace referencia a un punto donde se presenta
un cambio de comportamiento en los puntos de equilibrio del sistema. Cuando un parame-
tro es sometido a variaciones se conoce como parametro de bifurcacion. El estudio de las
bifurcaciones nos permite ver qué tan sensible es a la variacion de los parametros un sistema
dinamico, ademas de estudiar como se ve afectada la estabilidad del sistema.

Considere el siguiente sistema no lineal:

= f(z,a). (2-1)

Donde z € R" y «a es un pardmetro real. El andlisis de bifurcaciones estudia el comporta-
miento de un sistema [2-1|cuando se presentan cambios en uno o mas parametros. La solucion

de (2-1) de la forma (2-2)) representa los puntos de equilibrio del sistema.
0=f(z,a) (2-2)

Definicién 2.3.8. (Diagrama de Bifurcacion)

Un diagrama de bifurcacion de un sistema dindmico, es una estratificacion de su espacio de
parametros inducida por una equivalencia topoldgica, junto con los retratos de fase significa-
tivos para cada estrato. Se puede entender como una representacion del comportamiento de
x versus a, donde (z,) son solucidn de la ecuacidn (2-1)).

A continuacién, se describen algunos tipos de bifurcacién.

Definicién 2.3.9. (Punto de Bifurcacion,o punto de ramificacion)
Un punto de bifurcacion es una solucion (xg,ap) de la ecuacion (2-1), y (2-2), donde el
nimero de soluciones cambia cuando o pasa og [33].

Definicién 2.3.10. (Bifurcacion de fold o de silla)
Es una bifurcacion, donde uno de los valores propios de la matriz Jacobiana es A\ = 0, esto
quiere decir que se presenta un cambio de estabilidad.

Definicién 2.3.11. (Bifurcacion de Hopf)
La bifurcacion de Hopf se caracteriza por la aparicion de un ciclo limite en el punto de
equilibrio, cuando se varia el pardametro de bifurcacion [33].
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Increasing p
Hopf Bifurcation: Bifurcation diagram of
G—py+i +y=0

Figura 2-3: bifurcacién de Hopf [42].

Ejemplo 2.3.12. considere el sistema

t=ar—23vcR,a€R

El cual tiene un punto de equilibrio para xo = 0, para todo . Para o < 0 es estable; para

a > 0 es inestable y tiene otros dos puntos de equilibrio x1 2 = £/ los cuales son estables.

Esta bifurcacion es conocida como pitchfork bifurcation”o "bifurcacion tridente”

. L

Figura 2-4: bifurcacién de tridente [42]

Uno de los objetivos de este trabajo es estudiar la estabilidad del sistema que describe la

dindmica de la resistencia farmacos en el parasito de la malaria, existen varios métodos para

analizar sistemas de ecuaciones no lineales, pero nos basaremos en el método de continuacién

el cual sera explicado en la siguiente seccion.
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2.4. Método de continuacion

Para estudiar la estabilidad en los sistemas dinamicos, es conveniente el uso de métodos

numéricos, que analicen el comportamiento de las soluciones a través del tiempo. siguiendo
las ideas de [33].
Uno de los métodos numéricos utilizados para este propédsito es el método de continuacion,
que buscan aproximar la solucién de la ecuacion , usando el “paso siguiente o Branch
tracing”. Estos métodos ayudan a encontrar la solucién a un sistema de ecuaciones, partiendo
de una soluciéon conocida.

Los métodos de continuacién son una forma de calcular numéricamente una homotopia.

Sea el sistema no lineal de ecuaciones algebraicas

fy,A) =0 (2-3)

Donde y denota un vector n—dimensional, sin perder generalidad, el sistema puede ser de
ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, en los dos casos la solucién se puede aproximar
mediante un sistema no lineal de ecuaciones; el método es el mismo en las dos situaciones.
La funcion de la homotopia es ayudar a calcular sélo la soluciéon a una ecuacion dada, sin
brindar mayor informacién sobre la estabilidad. Sea

9(y) =0 (2-4)

La ecuacién que va a ser resuelta, por ejemplo g(y) := f(y, A1), para determinado valor
A1 el problema de calcular la primera solucién en una rama. Asumiendo que esta ecuacién
es dificil de resolver. Sean las secuencias de aproximaciones y°,y!, 42, ...,y% calculadas de
forma que y? converge a la solucién, y° es la condicién inicial. La iteracién termina cuando
se encuentra M una iteracién tal que y™ satisface un error predeterminado como tolerable.
El criterio para terminar el proceso implica un pequeio residuo, ||g(y™)|| < €, para un valor
pequeiio de € y una pequeiia correccién [|(y*) — (yM=1)].

Suponga que adicionalmente se tiene una ecuacién g(y) = 0, la cual es mas facil de
resolver. La funcién g se puede obtener por ejemplo, de la simplificacion de g. La homotopia

construye una cadena de ecuaciones que se resuelven de una en una, sea la primera ecuacion

g(y) = 0:
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La tltima ecuacién es g(y)= 0. La homotopia estd descrita por un conjunto de K + 1
ecuaciones. La idea de la homotopia es que la solucién de la ecuaciéon anterior sirva como la
condicién inicial de la ecuacién siguiente. Si el cambio de fU! a fUi+1 es pequetio, significa que
las soluciones yV! se acercan a yV*1. Como consecuencia, en el j-ésimo paso de la homotopia,
la iteracién desde y(©) := ylil a y(Mi+1) ~ ylU+1 Debe converger més rapida que la de M;iq. Lo
anterior describe la homotopia en el caso discreto, donde hay un ntimero finito de ecuaciones.

El método predictor corrector es uno de los métodos de continuacion mas usados. Para
ello se asume que la solucién a la ecuacion existe; ademas se debe cumplir la condicién
de rango completo, es decir

Rank (fo, fa) =n

Si la funcion f es suave, la condicién de rango completo garantiza la suavidad de las soluciones
de la rama. Asumiendo que la solucién (2-2)) fue calculada, se llama la primera solucién y se

1 1), después se calculan las futuras soluciones en la rama,

(x27a2) ) (:C37043) )y

representa como (z

Hasta que se llega a un punto deseado, Sea o« = . El paso j de la continuacién inicia desde
una aproximacién a la solucién, (27, ;) de la ecuacién (2-2) y los intentos de calcular la
solucién (29, ;1) para el proximo «, llamado o + 1,

(ﬂfj,aj) - (37j+1>aj+1)
Con el método predictor-corrector el paso j — 7 + 1 se explica en dos pasos

(@) = (e = (@ an)

Predictor Corrector

En general el predictor (Z, @) no es la solucién a la ecuacién . Su funcién es proveer
una condicion inicial para la iteracion del corrector el cual se acerca a la solucién de .

En la figura 2-4 las iteraciones del corrector se notan con puntos, la parte mas comple-
ja es obtener el paso predictor. La diferencia entre dos soluciones consecutivas (27, o) y
(7, aj41) se denomina tamafio de paso Los pasos del método son:

Prediccion.

Estrategia de parametrizacion.

Correccion

Control del paso.
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\J

x

Figura 2-5: Predictor-corrector [33].

2.4.1. Predictor

Para establecer la funcion que se usara como predictor, existen varios métodos, uno de
los més usados es el predictor tangente, el cual se explica a continuacion.

Predictor tangente

Si aplicamos el diferencial a la funcién (2-3)) tenemos

0 =df = f,dy + fadX (2-5)
entonces d
y_ -1
ﬁ - (fy) f>\

si integramos para el valor inicial (y', A1), se tiene la rama para la condicién (y', ;).
Lastimosamente este método presenta limitaciones cuando se va acercando a la singularidad
de f,, aunque se puede solucionar reparametrizando el predictor para evitar que el Jacobiano
quede mal condicionado.
Otra forma de evitar el inconveniente anterior es ir variando los parametros de la longitud
de arco s. Sea y = y(s),A = A(s) entonces de la ecuacién se tiene

dy . d)
= f - —. 2-
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La longitud de curva s satisface la relacion

dy, \? dy,\? A\’
— — — ] =1 2-7
( ds ) L ds * ds (27)
las ecuaciones (2-6)), y (2-7) forman un sistema de n + 1 ecuaciones diferenciales con n + 1
variables.

Introducimos la notacién z; para representar la i-esima componente de z
zi=dy; (1<i<n), zp1=d\
Una ecuacion derivada de (2-5)) es
(fylfr)z=0 (2-8)
La condicién de rango completo de (2-3|) garantiza una unica recta tangente en la rama
(y, A). Como la longitud de z puede variar, es necesario normalizarlo, lo cual no es posible

de forma tradicional dado (2-8|), una forma para lograr este objetivo es usando una ecuacién
normalizadora como ¢'"z = 1, por ejemplo ¢ := ¢y,

ez=z=1

donde ey es un vector unitario (n + 1)- dimensional donde todas las componentes son cero
excepto la k-esima componente , tr nota el traspaso. Entonces la tangente z es la soluciéon

<M) 2= e, (2:9)

tr
€k

del sistema lineal

Por la condicién de rango completo, entonces se tiene una tunica solucién para (2-9)) en el
punto de rama k.
Adaptando esto al principio de continuacion, se tiene la aproximacién

@A) = (7, N) + 052

Donde o, se considera el paso usado en el método de Euler usado para resolver la ecuacion
diferencial en la rama k, razén por la cual el error estda dado por el usado en este método.
Asi que si usamos la siguiente notacién para el vector (n + 1)- dimensional.

Y =
A

El error del método predictor tangente Y (o) de la ecuacién (2.4.1) se puede expresar como
1Y (0) =Y (o)l = co® + O(lo]?). (2-10)

Donde Y (o) es la solucién a la ecuacién (2-3) asignada por el predictor Y (o).
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2.4.2. Parametrizacion

Una rama es la curva que se forma por los puntos en (y,\) que son solucién de .
Esta curva puede ser parametrizada usando diferentes métodos, no existe una forma de
parametrizar que funcione para todos los sistemas, es por ello que siempre se debe ver cual
es el mas conveniente. Algunos métodos usados son

Parametrizacion por longitud de arco

Lalongitud de arco puede ser usado para parametrizar una rama. Una forma para entender
este proceso es relacionarlo con una particula imaginaria que se mueve en direccion tangente
en la rama; suponiendo que esta trayectoria no posee ningin inconveniente. con ayuda de la
ecuacion se puede plantear la siguiente ecuacién parametrizadora

n

0=pi(y.As) =D (1 —vi(35))" + (A= A(s;)" = (s = 5,)° (2-11)

=1

st (v, Nj) = (y(s;), A(s;)) es una solucién previamente calculada durante la continuacién,
la ecuacién y fijan la solucién (y(s), A(s)) la discretizacién de la longitud de arco
As = s — s;. la longitud de curvar debe recalcularse repetidamente.
Se propone también usar una ”Semi-longitud de arco”que funciona de la misma forma que
la anterior, pero con un parametro adicional 0 < ¢ < 1 dando como resultado

0=pa(y, A, 5) := CZ (s = 4ils3))" + (L= (A= A(s,))" = (s = 8,)" (2-12)

n

0=pa(y, A, s) =D (v = ysls)) dyals) /ds + (1= Q) (A = Als;)) dA(s;) /ds — (s — s;) .

i=1

(2-13)

El factor ¢ permite poner mas énfasis en y o en A. la iltima parametrizacién ps es motivada
por la expansion en series de Taylor,

y(s) —y(sj) = (s — ;) dy(s;)/ds + O(|s — s;I). (2-14)

Las derivadas son evaluadas en las soluciones previamente calculadas.

Parametrizacién local

Una de las componentes y; (i = 1,...,n) puede ser admitida como pardametro, incluyendo
Ynt1 = A dando lugar a la ecuaciéon parametrizadora

p(y,m) = yx — n, (2-15)
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1 <k <n+1yun valor adecuado 7. el indice k y el pardmetro n = y; son localmente
determinados por cada paso de continuacién (y7, \;) el orden en el que se van guardando
puede ser flexible.

Para k < n, la parametrizacion local se puede comparar con una particula que se desliza en
direccién perpendicular al eje A, entonces, el indice k£ de una parametrizacién local, existe a
lo largo del punto. Con Y = (y, A) se puede obtener la ecuacién

Y
F(Y,n, k) = f¥) =0
Ye — 1
Es facil buscar el indice adecuado de k y el valor del parametro 7, usando el método tangente

predictor y (2-9), 4 tal que
2] = méx |z, o |20l [2mal. (2-16)

El indice k se elige de tal forma que

Ay = max {Ay1, A yni} (2-17)

con Ay =yl —yl /Iyl

Después de fijar el indice k y determinar el valor adecuado para 7. Entonces, n pasa a
depender de k y del tamano del paso o

n=n(k,j,o).

hay una estrategia muy simple para relacionar el tamano de los paso n — yf y el siguiente
paso ¥, — yi  con un factor ajustable &,

n=vl+(yl — vyl e (2-18)

2.4.3. Corrector

En este paso, lo que se busca es ajustar la iteracion obtenida por el predictor, en la figura
el cuadro azul represente la iteracion obtenida por el predictor, por medio del método de
continuacion el corrector (puntos) van ajustando hasta aproximarse a la solucién.

En la figura se puede observar tres técnicas diferentes de parametrizacion. Lo que
hace el corrector es tomar los puntos de las iteraciones del predictor e ir ajustandolos hasta
que se van acercando a la solucion, un tamano de paso aceptable, puede ser el usado en el
método de Newton.

Sea el vector (n + 1)- dimensional Y = (y, ),

Fo Ay + HLAX = — f(y) A®), (2-19)
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(a) Parametrizando A (b) Parametrizacién local

(c) Parametrizacién longitud de arco

Figura 2-6: Diferentes parametrizaciones[33]

YD — ) Ay D Z \B) AN

En la ecuacion la ecuacién diferencial parcial de primer orden es evaluada en (y, )x(”)).
El sistema de ecuaciones lineales de estd formado por n ecuaciones con (n+1) variables.
este sistema es completado con la parametrizacion del corrector. Uno de los requerimientos
es que la iteracion sea perpendicular a el vector tangente z por la condicion . Usando
el producto escalar (n + 1), se tiene

(Ay"™ ANz =0 (2-20)

Iniciando con el predictor
(yoa )‘0) = (gj—i_la )\j+1)7 (2_21>
Las ecuaciones (2-19) y (2-20)) definen la secuencia de las iteraciones del corrector Y )

(¥, \”), wv=1,2,.., (2-22)
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Esta sucesién converge a la solucién (y°™, A, 41) (Puntos de la ﬁgura. Esta sucesién vive
en la rama de la solucion de que se intersecta con el hiperplano formado por ([2-20)).
Entonces la parametrizacion de la rama esta dada por , el vector tangente z puede ser
reemplazado por otro vector.

2.4.4. Control del paso

Uno de los principales problemas del método, es saber cudl es el tamano del paso adecuado
para la continuacion, este debe ser pequeno y estratégico, el tamano del paso se puede ir
ajustando durante el proceso.

El control del paso depende de la convergencia del corrector, aunque también esta ligado a
la estrategia de parametrizacion elegida, por ejemplo, cuando se usa longitud de curva, el
tamano del paso parte de As = 0.1, este dato es calculado a través de métodos estadisticos. el
tamano del paso es sumamente importante en el método ya que si, el paso es mediano puede
que la aproximacion no sea aceptable y si el paso es muy pequeno los costos algoritmicos de
la continuacién son elevados, haciendo que no sea un método éptimo.

Para poder establecer el tamano del paso, es necesario primero fijar un valor € como el
error tolerable. Como se dijo anteriormente, en algunas parametrizaciones se considera como
tolerable el error del método de Newton, es decir, que € = 10~*. El método se detiene cuando
Y=Y <e



Capitulo 3

Planteamiento del Modelo

La malaria es una enfermedad que, al no recibir el tratamiento adecuado, puede ser mortal.
Al exponer un parasito a cierto medicamento por tiempo prolongado, se pueden presentar
mutaciones que en condiciones naturales no serian prosperas. Sin embargo, si el entorno del
parasito cambia, lo que se define como seleccién artificial, puede suceder que las mutaciones
que antes eran deletéreas, se vuelvan benéficas para el parasito. La resistencia a los medica-
mentos es un claro ejemplo de este fenémeno.

Después de estudiar y entender el ciclo de vida del parésito, se presentara un modelo que des-
criba las dos etapas reproductivas del parasito representadas en los dos hospederos (humanos
y vectores). Las ecuaciones contemplan cuatro genotipos que transitan en dos poblaciones,
dando lugar a un sistema de ocho ecuaciones diferenciales, las cuales se clasifican en dos
grupos; las que describen la dindmica en humanos, que comprende la fase de reproduccién
asexual, es decir, desde que el parasito se reproduce en las células del higado y en los glébulos
rojos, hasta antes de formar los gametocitos. El otro grupo de ecuaciones representa la fase
sexual en el vector. Comprende el momento en el que el mosquito se infecta, hasta cuando
esta listo para contagiar a un humano sano.

El modelo que se va a plantear, pretende medir la prevalencia de los genotipos del parasito
Plasmodium, causante de la malaria. A lo largo del tiempo se considerardn cuatro cepas, 00
representa el genotipo silvestre, 01 y 10 son resultados de mutaciones de 00, y 11 que puede
darse como resultado de mutaciones presentadas en los genotipos 01 o 10 o de la recombi-
nacion de los genotipos 01 10, este tltimo solo se puede dar durante la estadia del parasito
en vectores.

Solo se consideran estas cuatro cepas, porque son el modelo mas simple donde se puede
estudiar la aparicién de mutaciones y recombinaciones, un modelo mas grande limita el
analisis matematico que se quiere realizar. Se consideraran mutaciones puntuales presentadas
en dos locug’] Dada la complejidad del ciclo de vida del parésito, es necesario diferenciar dos
etapas de su desarrollo; cuando se encuentra en humanos y cuando habita en mosquitos. La
cantidad de humanos y vectores se considera constante durante el tiempo establecido para las

'Localizacién precisa de un gen sobre un cromosoma.
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simulaciones del modelo, se puede considerar con entradas cambiantes para las poblaciones,
pero esto no afecta significativamente la cantidad de la concentracién de parasitos en las
poblaciones. Se usara la notacion x;, y; para describir la prevalencia del parasito de la cepa @
en humanos y mosquitos respectivamente, es decir que x; representa 00, x5 esta representado
por 01, x3 por 10 y x4 por 11. De forma analoga para los vectores.

El modelo de resistencia a farmacos que se usara en este trabajo, estd basado en [8] donde
se propone un modelo que describe la dindmica de 8 genotipos que desarrollan resistencia a
farmacos mediante procesos como la mutacion y la recombinacién. Esta dinamica evolutiva
se ve incentivada por la implementacién de farmacos: si el pardsito no es capaz de adaptarse
entonces se extinguird. Sin embargo, el objetivo de [§] es diferente al de este trabajo. En
nuestro trabajo decidimos estudiar el sistema de dimension mas pequena que permita re-
presentar los efectos de mutaciones y recombinacién. En la seccion se discutira de forma
mas extensa la comparacién entre los dos.

3.1. Dinamica evolutiva del parasito.

Con el fin de describir la dinamica del pardsito a través del tiempo se apoyara la cons-
truccion del sistema de ecuaciones en un modelo de tipo compartimental, los cuales se basan
en una estructura de cajas o compartimentos que se comunican entre si. Dependiendo de los
conectores que se establezcan, es posible o no, cambiar de un compartimento a otro, lo cual se
adapta muy bien a la dindmica que se quiere describir para el caso de Plasmodium expuesto
a medicamentos. Cuando se administran medicamentos a una de las cepas del Plasmodium,
con el paso del tiempo puede ocurrir que muera o que experimente algin tipo de mutacion,
lo que causa un cambio en la cantidad de poblacién del genotipo considerado.

Se definen las siguientes variables que seran usadas en el planteamiento del modelo:

= 0y; : Tasa de nacimientos del genotipo ¢ en humanos.

= 0,; : Tasa de nacimientos del genotipo ¢ en vectores.

= N, : Poblacion total de humanos.

= N, : Poblacién total de mosquitos (vectores).

= 1, : Prevalencia genotipo ¢ en humanos.

= 7, : Prevalencia genotipo ¢ en mosquitos.

s (C'z; : Poblacion de parasitos del genotipo ¢ en humanos.

= ('y; : Poblacion de parasitos del genotipo ¢ en mosquitos.

¢ : Tasa de inoculacién entomoldgica.
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Bon = La probabilidad de contagio de vector a humano.

Bry = La probabilidad de contagio de humano a vector.

= pp, . Numero promedio de parédsitos en una persona.

= p, : Numero promedio de parasitos en un mosquito.

= m;; : Tasa de mutacién de 7 — j.

= /1, : Tasa de muerte para el genotipo ¢ en vectores.

= 41; : Tasa de muerte para el genotipo ¢ en humanos.

= t; : Tiempo de vida del parasito de genotipo ¢ en su estadia en humanos.
= )\; : Tasa de susceptibilidad al medicamento de x;.

= b, : Porcentaje de susceptibilidad al medicamento de ;.

= f; : Cobertura del medicamento en la poblaciéon humana en el tiempo t.
» Rji; : La tasa de recombinacién de y; con y, la cual da como resultado y;.

La intensidad de transmisién de la malaria estda determinada por la frecuencia con la cual
quienes viven en una zona son picados por mosquitos anofelinos que llevan esporozoitos. A
menudo se cuantifica como tasa anual de inoculacién entomoldgica (TIE), que es el nimero
de inoculaciones de parasitos de malaria recibidas por una persona en un ano. Esta tasa
estd dada por el pardmetro ¢ [36].

Ademas, no todas las picaduras producen contagio, por ello para la descripcion de la tasa
de contagio es importante considerar un parametro 3 que estara definido como la probabi-
lidad de éxito del contagio en una picadura entre cada una de las especies. La probabilidad
de contagio vector-humano es diferente a la probabilidad humano-vector.

Cuando el parasito se encuentra en humanos y se desarrolla hasta convertirse en un mero-
zoito, es decir que alcanza su desarrollo total para el ciclo de vida en humanos, la cantidad
de merozoitos no varia significativamente entre la poblacion, por ello la cantidad promedio
de parasitos en humanos p; es casi la misma para todos los individuos. De forma similar,
cuando el parasito de plasmodium se encuentre en vectores y logra su etapa de esporozoito,
la cantidad de parasitos en mosquitos es casi la misma para cada individuo de la especie,
por lo tanto, se puede tomar constante la cantidad promedio de parésitos en vectores p,.
Es importante conocer la cantidad promedio de parasitos presentes en los hospederos, para
saber la cantidad de pardsitos total en toda la poblacién [8| [15].

Para el modelos se consideran mutaciones puntuales que se generan en un locus. El parame-
tro m;; es una tasa de mutacion que representa el cambio de cepa i a j, se puede presentar en
cualquiera de las dos poblaciones. En los humanos, como la reproduccién es de tipo asexual,
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se puede dar el caso que durante el proceso de division celular se provoque la mutacion en
una parte de la cadena genética, lo que daria lugar a un nuevo genotipo. Mientras que en la
reproduccién que se da en los vectores al ser de tipo sexual, es evidente que se presenta un
intercambio de material genético, dando lugar a un nuevo individuo que hereda genes de sus
progenitores, puede generar un genotipo igual al de sus padres o puede generar uno nuevo.
La doble mutacién es un fenémeno muy poco probable, por eso no se considerard en este
estudio.

El factor R;j; es una tasa de recombinacién donde el genotipo i y j, se unen formando un
nuevo individuo de la poblacion k. La recombinacién solo ocurre durante la fase sexual; por
ello solo se considerara en las ecuaciones que describen la dindmica en vectores.

t; representa el tiempo vida de una cepa i durante su estadia en humanos, solo se consi-
dera en esta poblacién debido a que es la tnica que recibe tratamiento con farmacos [21],
este tiempo de vida se puede ver afectado cuando hay cambios en el medio donde viven
los parasitos; uno de esos cambios es la administracién de medicamentos. Cuando estos son
ingeridos por la poblacién de humanos, el tiempo de vida del parasito se ve afectado de
forma inversamente proporcional a la susceptibilidad al farmaco, es decir que si un genotipo
es muy vulnerable al medicamento su tiempo de vida se reduce, mientras que un genotipo
que es poco susceptible, puede que el medicamento prolongue su tiempo de vida. En los
vectores, como el ciclo de vida de este hospedero es de solo 20 dias en promedio, este tiempo
serd el control bioldgico para el parédsito. Se usara p, = 21—0 como el parametro que describa
la mortalidad de los genotipos en vectores. La susceptibilidad al medicamento por genotipo
b; en el modelo se aproxima con la cantidad (IC50) de medicamento necesario para suprimir
el 50 % del crecimiento de la poblacién [21].

Para plantear la dindmica del modelo en los hospederos, inicialmente se consideré como
parametro a medir la concentracién de parasitos, sin embargo, estos valores son muy gran-
des, lo que dificulta encontrar los puntos de equilibrio del sistema y complica el analisis
de estabilidad del modelo, por ello se cambiara a estudiar la prevalencia en las poblaciones
consideradas, A continuacién, se describe la dinamica de la prevalencia de los parésitos para
cada una de las poblaciones.

3.2. Dinamica de la prevalencia de parasitos del geno-

tipo ¢ en humanos

Durante su estadia en los humanos el parasito de plasmodium recorre el higado y el torrente
sanguineo, pasos necesarios para poder llegar a su madurez en este hospedero, durante este
proceso de desarrollo pueden ocurrir varias cosas; por ejemplo, que el parasito muera o que se
desarrolle hasta llegar a reproducirse. De forma global, si queremos saber cémo se comporta
la concentracién de parasitos en la poblacion, es necesario saber qué ocurre en cada hospedero
humano para poder extender estos resultados a la poblacion total.
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Algunos factores que afectan de forma positiva al niimero de parasitos del genotipo ¢ por
hospedero en determinado tiempo son: la cantidad de parésitos del genotipo ¢ que nacen, para
este caso solo se da como resultado de la division celular. También hace que se incremente
el nimero de parasitos del genotipo ¢ debido a mutaciones de genotipos distintos de i que
producen més individuos del genotipo en cuestion, la aparicién de estas mutaciones se ve
acelerada por la implementacién de farmacos en la especie humana. Ademas, si un mosquito
contagiado con el genotipo ¢ pica a un humano y este contagio resulta ser exitoso, la poblacion
de parasitos del genotipo ¢ también aumenta. También existen factores que hacen que se
reduzca la concentracién del genotipo de estudio, los cuales son: la muerte de parésitos del
genotipo i, y las mutaciones del genotipo i a un genotipo nuevo (distinto de 7).

Determinado genotipo ¢ no puede mutar en cualquier genotipo, ya que las mutacionesque
nos interesan, son las que generan resistencia a farmacos, que se presentan en un locus y con
muy poca posibilidad de doble mutacién; es decir, que cambien dos locus al tiempo. Solo es
posible que se produzcan ciertas mutaciones las cuales se ven representadas en la figura
donde se muestran las posibilidades de mutacién de los genotipos que se estan considerando
para el modelo. Cada uno de los compartimientos representa el genotipo ¢, donde ¢ = 1,2, 3,4

Mutacién Wutacidn

Figura 3-1: dindmica de la mutaciones de los genotipos x;

Antes de plantear el modelo es necesario estudiar cada uno de los factores que intervienen
en el sistema. Anteriormente se hablé un poco de cuédles son los fenémenos que hacen que
varie la poblacién de parasitos. A continuacién, se extendera un poco mas la informacion.
El modelo que se quiere plantear, es uno que describa el balance de la poblacién total de
parasitos en humanos y vectores ademas se quiere estudiar cémo es la variacién de esta
concentracion a través del analisis de la prevalencia.

Sean los genotipos 00, 01, 10, 11, los genotipos que se estudiaran en la poblaciéon de huma-
nos. Se plantea el siguiente diagrama que describe la dindmica poblacional de los genotipos
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en humanos. No se tiene en cuenta la recombinacién dado que en la fase en humanos la

reproduccién es asexual, lo que excluye la recombinacién de genotipos.

Variacién de la
poblaciéon de
parésitos del

genotipo %

\

Cantidad de Nacimiento
del genotipo i +

en el tiempo ¢

( 3\
Cantidad de Parésitos del
genotipo i que mueren
de forma natural o por

farmaco en el tiempo t

( \
Cantidad de Parasitos del
genotipo j que mutan
al genotipo i, i # j

en el tiempo ¢

Cantidad de contagio

del genotipo @

en el tiempo ¢

( Cantidad de Parésitos del )

genotipo ¢ que mutan

al genotipo j, i # j

en el tiempo ¢

\ V

En base al diagrama anterior se puede ver que hay tres componentes que afectan de forma

positiva al aumento de la cantidad de parasitos del genotipo i en la poblacion humana, estos

agentes son:

= La cantidad de nacimientos del genotipo i en el tiempo ¢. Si un humano se encuentra

infectado por el parasito plasmodium, si el parasito se desarrolla por completo llegando
a la etapa de merozoito, a través de division celular se genera de 8 a 24 hijas. Es de
esperarse que si no ocurren mutaciones, estas hijas contengan la misma informacion
genética que su progenitor por lo tanto conserven la cepa.

Cantidad de contagio del genotipo ¢ en el tiempo t. Cuando el mosquito Anofelino
pica a un humano susceptible, puede darse el caso de que introduzca en su torrente
sanguineo parasitos de genotipos 7. Para el modelo se define como humano susceptible
a una persona no portadora del parasito. Aunque, puede presentarse el caso de que
un humano sea portador de varios genotipos a la vez, son casos poco comunes y se
presentan solamente en zonas de muy alta trasmision y no seran consideradas aqui. Se
debe tener en cuenta que la tasa de contagio del genotipo i se ve afectada por:

e La poblacion humana susceptible a las picaduras, es decir toda persona que no
esté contagiada con el genotipo en cuestion.

e Exito de picaduras. No todas las picaduras inducen infeccion.
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e Proporcion de mosquitos infectados.

» Cantidad de parésitos del genotipo j que mutan al genotipo ¢. Parasitos que se generan
a partir de otro genotipo, debido a que durante la reproduccién se presenté un cambio
en un locus.

También hay procesos que provocan una disminucion en la cantidad de parésitos en la
poblacién, estos factores son:

» La cantidad de parasitos del genotipo i que mueren en el tiempo t, cada genotipo
tiene un tiempo determinado de vida durante su estancia en humanos, en ausencia
de medicamentos, al cumplirse este tiempo el genotipo muere de forma natural, sin
embargo, en presencia de farmacos, al verse alterado el medio donde viven los parasitos,
estos se ven obligados a adaptarse o morir, dependiendo de qué tan sensibles sean al
medicamento, su tiempo de vida cambiara, volviéndose méas corto o méas largo.

= La cantidad de parasitos del genotipo ¢ que mutan al genotipo j en el tiempo t, se genera
si durante la reproduccion se presenta un error en la transcripcion de la informacion
genética, lo que produce que un individuo de genotipo ¢ dé como resultado uno de
genotipo diferente.

Para describir la dinamica de la concentracion de parasitos en humanos, el modelo se ba-
sard en las consideraciones anteriores. Para la cantidad de nacimientos del genotipo ¢ en el
tiempo t, se considera una constante de natalidad la cual al multiplicarse por la concentra-
cién de parasitos de genotipos i, da lugar a la cantidad de nacimientos de la poblacién de
genotipo ¢ en determinado tiempo ¢. lo cual se puede representar como

Cantidad de nacimientos del genotipo i en el tiempo t = ,,;C'x;.

La cantidad de contagio del genotipo 7 en el tiempo t, se basa en la ley de acciéon de masas,
la cual expone los encuentros entre humanos susceptibles y vectores infectados. La cantidad
de contagios se traduce en una tasa de crecimiento poblacional, ademéas la ley de accion
de masas nos permite ver como se propaga el parasito a nivel de las dos poblaciones. Para
definir la cantidad de humanos susceptibles, es decir que no estan infectados por el genotipo
1, a la cantidad total de humanos estudiados se le resta los humanos infectados. Para conocer
la cantidad de humanos infectados es necesario saber la poblacion promedio de parasitos en
humanos de alguna cepa, la cual esta dada por la suma de todas las poblaciones de parésitos,
dividido entre el promedio de parasitos por persona, es decir pih >~ Cx;. Esto nos arroja un
valor promedio de personas infectadas. Entonces se tiene una expresiéon para los humanos
susceptibles

n
Humanos susceptibles = N, — pih Z Cz;.
j=1
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Si conocemos la cantidad de parasitos de la cepa i, en mosquitos, lo dividimos entre el niimero
de parasitos promedio en los vectores, tenemos la proporcion de mosquitos infectados con el
genotipo i, lo que estaria representado por

Cantidad de vectores infectados = %.

v

Como no todas las picaduras producen contagio, se debe considerar una probabilidad de
éxito de la picadura la cual esta dada por Svh,

Uniendo la informacién anterior, la tasa de contagio del genotipo ¢ en humanos en el
tiempo t, estaria dada por: el producto de la tasa de inoculacién entomoldgica, por la proba-
bilidad de éxito de la picadura, por la poblacién susceptible, por el promedio de mosquitos
infectados, por el promedio de parasitos en humanos, es decir

Tasa de contagio del genotipo 7 en el tiempo i = €[, <Nh — :z% Z C’J:j) iziph.

Jj=1

Las mutaciones del genotipo j al ¢ se producen cuando en la reproducciéon del genotipo j
da como resultado individuos de la cepa i, esto hace que la concentracién de parasitos de ¢
aumente, las probabilidades de mutacion son pequenas, pero se puede acelerar o aumentar
esta posibilidad mediante la seleccién artificial. La cantidad de mutaciones de alguna cepa al
genotipo ¢ se puede establecer mediante la suma de todas las mutaciones a ¢ de la siguiente
forma
n
Cantidad de parasitos del genotipo j que mutan al genotipo i = Z m;;Cx;
J=1,j#i

El factor que describe la mortalidad, afecta de forma decreciente a la concentracion del
parasito, se toma una tasa constante de mortalidad y se multiplica por la concentracién de
parasitos, expresando el factor de mortalidad como

Cantidad de parasitos del genotipo ¢ que mueren en el tiempo ¢ = p;Cx;

Asi como hay genotipos 7 que mutan a i, también existe el efecto contrario, sin embargo,
cuando un genotipo de la cepa ¢ muta al genotipo j la concentracion de ¢ disminuye, entonces
se tiene que

n
Cantidad de parasitos del genotipo ¢ que mutan al genotipo j = Z m;;Cx;
=1,

En base a todas las consideraciones hechas anteriormente, se puede plantear el com-
portamiento de la dindmica de la concentracién de parasitos del genotipo ¢ en humanos
en determinado tiempo ¢, mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, donde
1=1,...,n.
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n

dez = 6mC’x1 + Eﬂvh (Nh - — Z C.TJ> Cylph — ,u,CSL’z Z m”C'xz + Z mjiij.

= J=Lj#i J=Lj#i

La ecuacién planteada tiene muchos parametros y los valores entre los que oscilan las
soluciones son muy grandes, lo que dificulta encontrar los puntos de equilibrio y no permite
hacer un analisis de estabilidad confiable. Por eso introduciremos un cambio de variable, para
estudiar un problema analogo, pasaremos de analizar la poblacién de parasitos a estudiar
la prevalencia de parasitos en las poblaciones hospederas, lo que nos permitira calcular el
porcentaje de poblacion infectada. Para obtener la prevalencia se divide la concentracion de

genotipo 7 sobre la cantidad promedio de parasitos en humanos en toda la poblacién humana,

Cx;
PN

es decir

Sea ay = €Sy

dCxl = (5;”0.7)2 + aq (Nh - = ZCIJ> prz

Se quiere estudiar la prevalencia de cada genotipo, por lo cual es necesario definir la pre-
C:Ei
Nppp’

n

,LLiCZEZ'— Z me'xl—i— i mjiC’xj.

=1, =1,

valencia para el genotipo ¢ en humanos como x; =

i en vectores estd dada por y; = 1=

dCx; 0niCx; N, 1 - Cy; z-C’a:2 m;;Ce; Cz;
dtNppn — Nupn Nupn  pnNupn = Do Nupn Pyt Nupn

o1z VhPh
= + aq Pn — ZC:UJ _H - Z J
Nnpn Nupn po thhph P Nupr 4=, Nupn
i Z mle.CE]
j=tizi P
_ % ta n LY oy — ZC% K _ Z J
Nnpn Nupn po thhph P Nupn 4=, Nupn
I Z mjoxj
= hDh
J=1j#i

0niCx; Cy; 1 a i Cx; "\ my;C
— +a - Cx;Cy; | — - J
Napn ( Po Nupnpo ; ! y) Nipr, 2 Nipr,

=1,
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Usando los cambios de variable x; = -£2i y Yi = ]\?—ypi 6 y;N, = Cyi
vHMv

Nhpn P
dz; Cyi 1 . .
dtl = 0pi%i + - — Z z;Cy; | — i — Z M Ti + Z My,
Po Pooy joLi =L
= 0piTi + - — Z rj— | = piw; — Z M Ti + Z My,
Po 55 Pe i=Lj#i i=1j#i
n n n
= Opi; + a1 [ yilNy — Z ijz’Nv> — i — Z M T + Z My,
J=1 J=Lj#i J=Lj#
n n n
= 0pii + 1N, <yz - Z Ij%’) — MiTi — Z M Ti + Z M.
=1 =1 i=1j#i

Asignando o = ay N, = €fB,, Ny, la ecuacién que describe la prevalencia del genotipo ¢
esta dada por

i Snii + (yl — Zxﬂh) — i — Z mijT; + Z mjit;. (3-1)

J=1 J=1,j#i J=1,5#i

3.3. Dinamica de la prevalencia de parasitos del geno-
tipo ¢ en vectores

Cuando el parasito de Plasmodium entra al cuerpo del mosquito, se desarrolla hasta
formar esporozoitos capaces de reproducirse y asi lograr que siga proliferando el parasito, de
la misma forma como se explico la dinamica en humanos se pretende explicar la dinamica
en vectores.

Algunos agentes que provocan aumento en la concentraciéon de parasitos del genotipo i en
vectores en determinado tiempo son: la cantidad de parasitos del genotipo ¢ que nacen. Como
los parasitos se encuentran en vectores, la reproduccion es de tipo sexual. La concentracion
de parasitos también puede crecer gracias a mutaciones de genotipo j al genotipo ¢. Si
un mosquito pica a un humano infectado y el contagio es exitoso, el vector se carga de
parasitos, si es de genotipo i, esto provocara un aumento en la poblacion de 7. Otro factor
que afecta de forma positiva a la concentracién es la recombinacion; si hay dos genotipos
que se reproducen puede dar como resultado un genotipo distinto a los progenitores; si este
resultado es de la cepa ¢ entonces aumentara la poblacién de este genotipo. Hay factores
que causan que la poblacion disminuya, como, la muerte de parasitos del genotipo i, y las
mutaciones del genotipo i a un genotipo nuevo (distinto de 7). Y las recombinaciones que
hacen que el genotipo ¢ dé un individuo de otra cepa.

La dinamica del cambio de genotipos es un poco diferente a la que se presenté en humanos,
ya que en vectores se deben considerar las recombinaciones, se debe tener en cuenta que
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determinado genotipo ¢ no puede mutar en cualquier genotipo, ni todos los genotipos se
pueden recombinar, dando nuevas cepas, para ver mejor este fendmeno se presenta la figura
[3.3] Cada uno de los compartimientos representa el genotipo 7, donde i = 1,2, 3, 4

Y2

Mutacién Wutacidn

Recombinacion

Y1 Y4

Y3

Figura 3-2: Dinamica de mutaciones y recombinaciones de genotipos en vectores

Los factores que haran crecer la poblacién de genotipos ¢ en los mosquitos son;
= La cantidad de nacimiento de genotipo ¢, la cual lleva intrinseca una tasa de natalidad.

= La cantidad de contagios de genotipo 7, como se explico para la cantidad de contagios
en humanos, se usa el principio de la ley de accién de masas, que se centra en el
encuentro de vectores susceptibles por humanos contagiados, para este factor interviene
los mismos agentes considerados para la otra poblacién, es decir, no toda picadura
induce al contagio, se debe conocer la poblacién susceptible de mosquitos y la poblacion
de humanos contagiados, ademas de la tasa de inoculaciéon entomoldgica.

= Los genotipos ¢ que se crean a partir de mutaciones o recombinaciones de otros geno-
tipos distintos. Durante el ciclo reproductivo del parésito, en la fase sexual que se da
en el mosquito es posible que se produzcan recombinaciones, es decir que a partir de
la unién de dos genotipos se produzca uno nuevo.

Los factores que provocan disminucién en la concentracion de genotipos ¢ son

= La muerte del hospedero, si el hospedero muere, muere el parasito. como el ciclo de
vida de los mosquitos es tan corto, este es el control de mortalidad durante la estadia
del parasito en vectores.
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= Los genotipos j que dan como resultado de mutaciones o recombinaciones de 7. Las
mutaciones y las recombinaciones son factores con probabilidad de ocurrencia muy
pequena, sin embargo, su aparicién estd relacionada con el parametro de cobertura de
medicamento, por lo cual a medida que se suministre medicamento a la poblacion de
humanos, las mutaciones y recombinaciones se hardn més exitosas.

La dinamica de la concentracion de parasitos en la poblacion de vectores se puede repre-
sentar de la siguiente forma:

( )
Variacién de la
cantidad de nacimientos cantidad de contagios

poblaciéon de
= del genotipo ¢ + del genotipo ¢

parésitos del
en el tiempo t en el tiempo t

genotipo ¢

\
Cantidad de parésitos p N
Cantidad de parésitos del
del genotipo i que
genotipo ¢ que mutan
— mueren de forma natural —
al genotipo j, i # j
o por farmaco

en el tiempo ¢

en el tiempo ¢

p \ cantidad de parésitos del
Cantidad de parésitos del

genotipo j que recombinan

genotipo j que mutan

+ o+ con el genotipo k, k # i

al genotipo i, 1 # j

dan como resultado

en el tiempo ¢

el genotipo 7 en el tiempo ¢ )

Cantidad de pardsitos del
genotipo ¢ que recombinan
- con el genotipo j, i # j

dan como resultado

\ el genotipo k en el tiempo ¢ )

De forma similar a como se describié la dinamica en humanos, con ayuda del diagrama
anterior y las observaciones ya realizadas se procederd a formar el modelo que describa
la concentracién de parasitos en vectores. Primero se consideraran los componentes que
incrementan la concentracion de parasitos del genotipo ¢ en la poblacion de vectores.
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» La cantidad de nacimientos del genotipo i en el tiempo ¢, Si un vector se encuen-

tra infectado por el parasito plasmodium, éste se reproduce rapidamente generando
un crecimiento en la cantidad de parasitos. Para estimar el valor aproximado de los
nacimientos de i se debe multiplicar una tasa de natalidad del genotipo ¢ por la concen-
tracién de parasitos de genotipos i en vectores dando lugar a la cantidad de nacimientos
de la poblacién de genotipo ¢ en determinado tiempo t. lo cual se puede representar
como

Cantidad de nacimientos del genotipo 7 en el tiempo t = 9,;Cy;.

Cantidad de contagio del genotipo i en el tiempo ¢, Cuando el vector entra en contacto
con un humano infectado, a través de la picadura, existe el riesgo de contagio, como se
menciond antes la ley de masas permite establecer el contacto entre vectores suscepti-
bles y humanos contagiados. Para definir la cantidad de vectores susceptibles, restamos
la cantidad total de vectores menos los vectores infectados. La cantidad de vectores
infectados se da mediante la expresion p% > Cy;; esta fraccién representa un valor
promedio de vectores infectados. Entonces se puede expresar los vectores susceptibles
como

Vectores susceptibles = N, - Z Cy;.
j=1

Si conocemos la cantidad de parasitos de la cepa i, en humanos, lo dividimos entre
el nimero de parasitos promedio por persona, tenemos la proporciéon de humanos
infectados con el genotipo @

Cantidad de humanos infectados = i”}:

No todas las picaduras son contagiosas [y, es la probabilidad de éxito de la picadura.
Entonces la cantidad de contagio del genotipo 7 en vectores en el tiempo ¢, estaria dada
por: el producto de la tasa de inoculacién entomolégica, por la probabilidad de éxito
de la picadura, por la poblacion susceptible, por el promedio de humanos infectados,
por el promedio de parasitos en vectores , es decir

Ph

Cantidad de contagio del genotipo i en el tiempo i = €0y, (NU — p% Z C’yj> Coigy.
j=1

La cantidad de parésitos del genotipo j que mutan o se recombinan con otro genotipo
y dan como resultado un individuo de genotipo 7, en un tiempo ¢
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Cantidad de parasitos del genotipo j que mutan a i = Z;Ll, i m;;Cy,
Cantidad de parésitos del genotipo j y k que se recombinan y dan ¢ =

Z Z Ry;iCyrCy;

k=1, j=1

Los factores que afectan de forma negativa a la concentracion de parasitos del genotipo ¢
son:

= La cantidad de parasitos del genotipo ¢ que mueren en el tiempo ¢, o la muerte del
hospedero, El tiempo de vida promedio de los mosquitos es de solo 20 dias, por esa
razén determinard el tiempo de vida del parasito en vectores, la porcién de mortalidad
del genotipo esta dada por

Cantidad de parasitos del genotipo ¢ que mueren en el tiempo t = u,Cy;

» Las mutaciones y recombinaciones que se pueden presentar en el genotipo ¢ que dan
como resultado un genotipo diferente, hace que la poblacién del genotipo ¢ no aumente.

Cantidad de parasitos del genotipo ¢ que mutan a j = Z;‘L:L i M CY;j
Cantidad de parésitos del genotipo ¢ y j que se recombinan y dan k =
n n

Z Z R CynCy;

k=1, j=1

Uniendo la informacién anterior, da como resultado el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales que describe la concentracion de parasitos del genotipo ¢ en vectores para un
tiempot ,1=1,..n

(%

dC'y: Cas - -
dt = 00iCY; + €Bho (N - Z C?Jg) ph — o Cyy — Z mijoyi + Z mjicyj

j=1 j=1,j#i J=1j#i
- Z Z Ry CyiCy; + Z Z Ry;iCyrpCly;.
j=1 i=1 k=1, j=1

Usando un tratamiento similar al que se hizo para las ecuaciones en humanos,sea 5, =

€0y, multiplicamos toda la ecuacién por el término NP P

dCy; 0, Cy; N, 1 - C; o Cyi —~ m;Cy;
aN,p, ~ Np, 0 (NvPv - N,Pp, ZC%) o -

N, P, N, P,
m]zcy] Oyk
+ Z —ZZRkwN Cy; "‘ZZRW

=1 J=Lj#i
J=1j#i Jj=11i=1 =1, j=1
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Cancelando los términos semejantes, e introduciendo el cambio de variable de la concen-

Cxi Z . _ le
NaP, © 2Ny = Py

tracion a la prevalencia, dado por y; = ]\? Ly r=
v v

dy;  0,iCy N, Cu; 1 _ Cz; n n
= v Cyj—Dpo | — twli — ijYi iiYj
dt N, P, +h (vav Ph p N, P,p, Z Y Dh D ) HolY Z M Yi + Z m;iY;

i=1 j=1 b j=1 b
- Z Z RiijyiCyj + Z Z RijiyeCyj,
=1 =1 k=1, j—=1
=0uiYi + 1 (%‘Nh - Z yjifiNh) — Wil — Z mijY; + Z m;iY;
=1 j=1 i jo1
— Z Z RiijyiCy; + Z Z Riiyp Cy;.
=1 =1 k=1, j=1

En los términos de recombinacién sigue apareciendo la poblacién, se debe volver a multiplicar

1
por N, P,

GNP, = NP, <(5m-yz' + 81Ny, (% - Ziji) — MY — Z mi;Y; + Z mjiyj>

i=1 j=Lji =Lt
— Ry —== Ryiiyp—2,
jzlzzl k]yNUPU+,;; kjyk:NUPU

luego

dy’b NUPU n n n

j=1 Jj=1,j#i Jj=1,j#i
s (z LR s ijyiyj> |
k=1, j=1 j=1 i=1

= 0pili + 3 (% — Z ijCz‘) — Ml — Z mi;Y; + Z m;iy;
=1 =1, =1, j#i
+ Z Z VejiYrYi — Z Z VkijYiYs-

k=1, j=1 j=1 i=1

Donde 8 = BiN, = €BhoNi, vij = RijN,P, el conjunto de ecuaciones que describe la
dindamica del mosquito esta dada por
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dzjf =0uili + 5 (iUz - ;%%) — HolYi — Z mijyi + Z m;ilYj

+ Z Z VejiYrYi — Z Z VrijYilj-

k=1, j=1 j=1 i=1

En la dinamica del parasito, se descarta la posibilidad de dobles mutaciones o dobles
recombinaciones. Las ecuaciones diferenciales [3-1 y [3-2| dan lugar a un sistema de ecuaciones
diferenciales que describen la prevalencia de la malaria,

(

7t =0niTi + & <yz - Z%%) — Ml — | Z 'miin + Z 'mjixjﬁ
Jj=1 J=1,j#i J=1j#i
o =0uiYi + B (Iz — Z yﬂz’) — Mol — Z mg;Y; + Z MY (3-3)
=1 =L, =L,
+ Z Z VikiYrYj — Z Z VkijYiYj-
\ k=1, j=1 j=1 i=1

Donde 7 = 1, ..., n, para este trabajo en particular n = 4 generando un total de ocho ecuacio-
nes clasificadas en dos grupos, las primeras cuatro se centran en la descripcion del compor-
tamiento en humanos y las otras cuatro en la evolucién en vectores. En la siguiente seccién,
se introducira un tratamiento con medicamentos administrados a la poblacién de humanos.
Se hard un anélisis de estabilidad del sistema dinamico, bifurcando con respecto a algunos
parametros, para ver qué ocurre con las poblaciones estudiadas cuando son sometidas a medi-
camentos que cambian su efectividad, variaciones en la cobertura del medicamento. También
se quiere evaluar la forma como estos parametros influyen en la apariciéon de mutaciones.

3.4. Tratamiento con medicamento

El tiempo de vida del genotipo ¢ en humanos, se define como el tiempo transcurrido
desde el contagio hasta la muerte del parasito. El tiempo de recuperacion en humanos, es el
tiempo trascurrido desde la aplicacion del medicamento, hasta que la poblacion de parasitos
disminuya a un valor minimo.

Cada uno de los genotipos tiene un tiempo de vida determinado, en la persona infectada.
Para introducir la tasa de recuperacién en presencia de un medicamento se modifica el
tiempo de vida de los genotipos, haciéndolo mas pequeno dependiendo de la efectividad del
medicamento para cada cepa. En presencia del medicamento, es de esperarse que el genotipo
que presente mutacion esté mejor adaptado que uno que no presente mutaciones. Esto se
debe a que sélo consideramos mutaciones que afectan la susceptibilidad al medicamento, por
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lo tanto, su tiempo de vida es més largo [21].

Se define ¢; como el tiempo de vida de un genotipo ¢ en un humano infectado, este tiempo
estd relacionado con el fitness de cada genotipo y con la administracién de medicamento. La
relacion entre el fitness y el tiempo es directa: a mayor fitness mayor tiempo de vida dado
que el genotipo esta mejor adaptado al medio ambiente.

El pardmetro b; expresa la susceptibilidad al medicamento (Pirimetamina), se define como
la cantidad de medicamento que se debe emplear para suprimir el 50 % de la poblacion.

Se introducen los siguientes valores estimados para los tiempos de vida para los genotipos
i en humanos, y la susceptibilidad al medicamento [21), [§]

genotipo t; b;

T 282 0.94
T 310.2  0.99
T3 338.4 0.96
T4 366.6 0.61

Para los vectores no se considera tratamiento. Debido a que la esperanza de vida de los
hospederos es tan corta, la tasa de muerte sirve como control.
El tiempo de recuperacion de una persona infectada depende del tiempo de vida del genotipo
mientras se encuentra en el humano. Inicialmente se asocia con el fitness del genotipo y un
factor de recuperacién en presencia de medicamento, f(t) es una funcién que depende del
tiempo, es la tasa de cobertura del medicamento en proporciéon de humanos. Con base en
la ecuacién la tasa de reducciéon de la prevalencia del genotipo ¢ debido a la accién de
medicamento esta dada por

Recuperacion del humano= z;u;(1 — f(t)) + zu N\ f(t)

dondem:%y/\i:ﬁ

Por lo tanto el sistema que describe la prevalencia de determinado genotipo ¢, bajo la
presencia de medicamento, en las poblaciones hospederas esta dado por
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dl’z‘ - -
pr =0piTi + (yl - Z -ijz) — iwi(1 = f(t)) — i f(t) — Z MijT

i=1 j=Lj

n
+ E m]’ix]’
J=1j#i

(3-4)

% =0viYi + B <5Ez - Z?/g%) — Ho¥i — Z My + Z mjy;

i=1 j=1,j#i j=1,j#i

+ Z Z VikiYeYi — Z Z VrijYilj

\ k=1, j=1 j=1 i=1

El sistema describe la dindmica de la prevalencia del genotipo i en las dos poblaciones
consideradas, en el siguiente capitulo se estudiara la dindamica poblacional con ayuda de
algunas simulaciones realizadas en el software Matlab.



Capitulo 4

Dinamica del Modelo

En este capitulo se quiere estudiar, a través de simulaciones, el comportamiento del mo-
delo planteado en el capitulo anterior, Para estudiar la dindmica se tendran las siguientes
consideraciones

= Los datos usados son datos reales, considerados en situaciones de alta trasmision, como
es el caso de Africa Subsahariana. Los valores de los pardmetros estan explicitos en la

tabla [0=2]

= La poblacion de humanos y vectores es constante para todo el tiempo ¢, este factor no
es una limitante al modelo, es facil introducir las poblaciones de forma que varien, sin
embargo, no afecta al modelo planteado, salvo que ocurra un fenémeno extrano que
altere significativamente la concentracion de parasitos en las poblaciones, la dindmica
es la misma con una poblacién de humanos y vectores constante o variable.

» El tiempo de simulacién sera de 50 anos, es cual es un tiempo prudente en el que se
puede apreciar la aparicion de mutaciones.

= Kl valor inicial de cada genotipo es, x1 = 0.2, x5 = 0.1, 3 = 0.3, x4 = 0.1, y; = 0.3,
yo = 0.2, y3 = 0.1, y4, = 0.1. Se escogioé este punto porque después de multiples
simulaciones, se pudo determinar que se encuentra dentro de la cuenca de atraccion
del inico punto de equilibrio estable existente en la regién biolégicamente significativa.

Para estos primeros experimentos, se va a simular el efecto de las condiciones iniciales
sobre los genotipos. Lo primero que se quiere mostrar es como afecta la introduccién de
nuevos genotipos a la dindmica de la prevalencia de las poblaciones del sistema [3-4] Para
ello, en la seccion 4.1, se muestra como se comporta el genotipo silvestre en los humanos y
en los mosquitos; es decir, x1, y;, en ausencia de medicamentos el caso mas basico que se
puede presentar. Suponiendo que se dé una mutacién en algin momento durante la repro-
duccién, se introduce otro genotipo que afecta las dos poblaciones xs, yo como se puede ver
en el apartado 4.2. Si se presenta una mutacién mas, se da lugar a otro genotipo el cual se
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estudiard en la seccion 4.3. Finalmente, puede existir el caso donde se presenten recombina-
ciones, para poderlas estudiar es necesario un minimo de cuatro genotipos para cada una de
las poblaciones, como se estudiara en la seccién 4.4

4.1. Dinamica para dos poblaciones (1 genotipo)

En esta seccién se muestra cémo se comporta el genotipo silvestre en las poblaciones de
humanos (z1) y vectores (y;). Si no hay ningin factor que altere el ciclo de vida del parasito,
es de esperarse que la enfermedad se propague hasta llegar a un umbral de contagio, si no se
aplica ningin control a la enfermedad es imposible que los parasitos se extingan por si solos.
La siguiente simulacién se realizé en un tiempo de 50 anos en la cual se puede observar que
en un tiempo no mayor a 2 anos, la prevalencia alcanza su punto de equilibrio no nulo
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Figura 4-1: Comportamiento del genotipo x1, y1, en 50 anos.

En la grafica se puede observar el comportamiento del genotipo silvestre en ausencia
del medicamento.Como es de esperarse, la enfermedad tiende a continuar con su ciclo de
vida. Al no existir ningiin agente externo que atente contra su reproduccion, el genotipo va a
seguir infectando las dos poblaciones. En el caso de los humanos puede llegar a afectar a més
del 60 % de la poblacién y para los vectores se puede presentar mas de 50 % de poblacién
portadora, tampoco es posible que se logre infectar el 100 % de la poblacién esto se debe a
la capacidad de carga de la especie ﬂ

'La capacidad de carga de una especie biolégica en un ambiente, es el tamafio méximo de poblacién que
el soporta el medio donde vive la especie, teniendo en cuenta el alimento, agua, hébitat, y otros elementos
necesarios disponibles en ese ambiente [13]
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4.2. Dinamica para cuatro poblaciones (2 genotipos)

Es posible que durante la reproduccion se presenten mutaciones en alguno de los genotipos,
para este caso se considera que, si se presenté una mutacion en alguna poblacion, es necesario
que aparezca su forma equivalente en el otro hospedero, sin embargo, estas mutaciones
generalmente no son benéficas, por lo tanto, mueren. En la figura [4.2| se puede observar
que aparecen las poblaciones mutantes s, y2, sin embargo como no hay ningin estimulo
que motive su supervivencia las dos poblaciones desaparecen, permitiendo a las poblaciones
silvestres seguir con su comportamiento normal.
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Figura 4-2: Comportamiento del genotipo x1, 2, y1, y2, en 50 anos.

Comparando las figuras y podemos ver que la aparicion de este nuevo genotipo no
modifica el comportamiento de la especie dominante, por lo tanto, el punto de equilibrio es el
mismo para las poblaciones silvestres independiente de que exista o no la poblaciéon mutante,
sin embargo, se puede observar que dado la competiciéon de las dos especies por un breve
tiempo las dos poblaciones coexisten, lo que genera que la especie dominante (para este caso
la silvestre) se demore més tiempo en lograr alcanzar su punto de equilibrio, cuando solo
estaba el genotipo silvestres se demora cerca de dos anos, y para este experimento donde
conviven las cuatro poblaciones, se demora cerca de 5 anos en estabilizarse.

4.3. Dinamica para seis poblaciones (3 genotipos)

Para esta seccion se impondra un nuevo genotipo mutante al sistema, provocando cambios
en el planteamiento de las ecuaciones respecto a las empleadas en las secciones anteriores.
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Por ejemplo el genotipo silvestre 00 tiene dos opciones de mutaciéon, dando como resultado
un genotipo 01 o 10, lo que da lugar a tres posibles genotipos, a pesar de que las ecuaciones
que representan al sistema varien un poco, al no existir tratamiento con medicamentos las
poblaciones mutantes son poco adaptadas y las cepas silvestres siguen siendo proésperas,
conservando los mismos puntos de equilibrio distitos de cero.
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Figura 4-3: Comportamiento del genotipo x1, x2, 3,41, Y2, y3,en 50 anos.

Comparando las graficas y podemos ver que el punto de equilibrio para la pobla-
cién silvestre es el mismo y que las poblaciones mutantes se extinguen. Sin embargo, con
relacién a la grafica[d.2) podemos ver que los tiempo son diferentes, el genotipo silvestre tarda
aproximadamente 8 anos para lograr el equilibrio, esto se debe a la competencia de los geno-
tipos en las poblaciones, los genotipos pueden existir simultaneamente por un tiempo, pero
dadas las condiciones de supervivencia este fenémeno no puede prolongarse indefinidamente.
Después de un tiempo una especie dominara y las demas moriran.

4.4. Dinamica para ocho poblaciones (4 genotipos)

Considerando el sistema més pequeno en el cual se puede producir recombinaciones, se
genera el sistema [3-4] el cual es el modelo completo de estudio. Para este sistema se cuenta
con cuatro genotipos para las dos poblaciones, es decir , ocho poblaciones en total, para esta
simulacion atin no se considera tratamiento con farmacos, al igual que en los casos anteriores,
los genotipos mutantes desaparecen y el punto de equilibrio para las poblaciones silvestres
sigue manteniéndose intacto.
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Figura 4-4: Comportamiento del genotipo x1, T2, 3,24,Y1, Y2, Y3,Y4,en 50 anos.

Comparando las graficas y [£.4] podemos ver que el comportamiento es el esperado,
la especie dominante alcanza el punto de equilibrio no nulo, el cual es igual para todos los
experimentos y las demas poblaciones se extinguen. El tiempo que se demoran en alcanzar
el punto de equilibrio es aproximadamente 8 anos.

4.5. Dinamica para el modelo con efecto del medica-

mento

Como se mostro en las secciones anteriores, el control biolégico propio de las poblaciones no
es suficiente para extinguir el parasito Plasmodium. Es por eso que se va a introducir un factor
de cobertura de medicamento diferente de cero, para poder observar si es posible bajar los
valores de la prevalencia de las poblaciones, para el tratamiento con medicamento se usaran
valores de efectividad propios de la Pirimetamina [21]. Las simulaciones se realizardn bajo los
mismos supuestos que las anteriores, sélo se variara el factor de cobertura de medicamento.

4.5.1. Para valores de f constante

Para analizar la importancia del parametro f, uno de los tinicos supuestos que bioldgica-
mente se puede controlar, se realizaron varias simulaciones para diferentes valores de f. A
continuacion, solo se presentaran cuatro resultados, sin embargo, con esto es suficiente para
ver como al cambiar los valores de f, los genotipos que antes estaban mal adaptados generan
poblaciones mejor adaptadas, provocando que la cepa hasta ahora més exitosa (silvestre),
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se extinga. Ademads los puntos de equilibrio del sistema empiezan a variar de forma muy
interesante.

Dinamica de la prevalencia para distintos valores de f no constantes
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Figura 4-5: Dinamica de la prevalencia x;,y;, para diferentes factores de cobertura de me-
dicamento.

En la figura se puede ver el comportamiento del modelo [3-4| para distintos valores de
f, en comparaciéon con la grafica 4-4. Si se aumenta el factor de cobertura de medicamento
en solo un 10 % la poblacién de genotipos silvestre se hace nula, dando paso a cepas mejor
adaptadas, zs, y». Sin embargo, si se sigue variando f, por ejemplo aumentando a una
cobertura del 50 %, los genotipos xg, y» desaparecen y en su lugar pasan x4, y4 a ser las
poblaciones dominantes. Mds adelante en el capitulo [5| se daran a conocer los valores de f
especificos para los cuales se presentan estos cambios tan drasticos en las poblaciones. En
las subfiguras [4-5}b[4-5l.c[4-5ld, se evidencia un comportamiento similar en las dindmicas
de las prevalencias. Se puede observar que solo sobrevive el genotipo 11, mientras que los

demas perecen. Sin embargo a medida que el factor f aumenta la prevalencia de este genotipo
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también disminuye, sin extinguirse por completo. Esto se debe a que, si no se varia el farmaco
empleado en la poblacién de humanos, los genotipos se adaptan, lo que hace que no se puedan
combatir de forma efectiva. En la actualidad se usan tratamientos médicos combinados en
base a la Artemisinina, sin embargo, estos tratamientos se ven limitados por sus altos costos.

4.5.2. Para valores de f variables

Para hacer un poco més real el modelo, en esta seccién se modifica el factor de cober-
tura de medicamento. Dejara de ser un factor constante en el sistema, se definird f como
una funcién a trozos donde se impondra determinada cobertura para un tiempo especifico,
entre los 50 anos de estudio. La seleccion de los valores de f no tiene nada especial, fueron
valores arbitrarios tomados tratando de modelar una situaciéon donde las politicas de salud
intentaran aumentar los factores de cobertura de medicamentos a la poblacién humana. Se
van a definir cuatro posibilidades para f como sigue

0.2 0<¢ <3650 0.5 0<¢<3650
0.3 3650 <t <7300 0.6 3650 <t <7300
fi(t) =404 7300 <t < 10950 fo(t) = 0.7 7300 < t < 10950
0.5 10950 <t < 14600 0.8 10950 <t < 14600
(0.6 14600 <t < 18250 (0.9 14600 <t < 18250
06 0<t<7300 0.8 0<1¢<3650
f3(t) =4 0.8 7300 < ¢ < 14600 fa(t) = 4 0.9 3650 <t < 10950
1 14600 < t < 18250 1 10950 < ¢ < 18250

En la figura [4-6] se puede observar el comportamiento del modelo, para las distintas
formas de definir f;, el comportamiento de las dindmica sigue manteniéndose como se espera.
Lo que varia es la disminucién de la prevalencia, pero en todos los casos, solo las poblaciones
T4, Ys4, SObreviven, con valores mas altos o més bajos para la prevalencia, segin el caso,
pero nunca nulos. Mientras tanto las demas poblaciones si se extinguen. Para todas las
situaciones presentadas en este capitulo, se calcularon los puntos de equilibrio y se estudié la
estabilidad, pero los resultados obtenidos no son interesantes, por lo tanto, no se mostraran,
En el siguiente capitulo se hard un estudio el cual arrojara resultados més variables, al ver
cémo cambia el comportamiento de las poblaciones cuando se alteran algunos parametros.
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Capitulo 5

Bifurcaciones y analisis de estabilidad

El analisis de bifurcaciones estudia la forma como varia el retrato de fase de un sistema
dinamico cuando varia, continua y suavemente alguno de sus pardametros. Se busca identi-
ficar cambios cualitativos del retrato de fase (bifurcaciones). Cuando se modelan sistemas
reales, para los cuales los parametros practicamente nunca son conocidos con exactitud o, en
muchas ocasiones, se quiere hallar valores adecuados de parametros que por su naturaleza
son ajustables, es indispensable evaluar el efecto que dichos valores tienen sobre la dindmica
cualitativa del sistema. En nuestro caso, sélo se analizaran las bifurcaciones con respecto
a los parametros que se consideran pueden cambiar de forma significativa la dinamica del
modelo.

En este capitulo se analizaran las posibles bifurcaciones que tenga el sistema conside-
rado como una familia parametrizada de campos vectoriales. Los andlisis se llevaran a cabo
con la ayuda del paquete Matcont. Asi, se sometieron a estudio algunos de los parametros
mas importantes del sistema; los valores de los parametros estan explicitos en la tabla

Después de realizar varias simulaciones, donde se cambiaban algunos parametros se con-
cluyé que los factores mas determinantes del sistema son: o y 8 que son los que intervienen
en el crecimiento de la poblaciones de los genotipos en los hospederos. También importantes
son las mutaciones y recombinaciones, ya que, si logran desarrollarse y madurar, las cepas
mutantes o recombinadas, pueden reemplazar a genotipos que antes eran dominantes. Sin
embargo, como las mutaciones en condiciones naturales son, generalmente, deletéreas es ne-
cesario estudiar también el parametro de cobertura del medicamento ya que éste es el que
impulsa la supervivencia de genotipos resistentes.

5.1. Parametro de bifurcacion «

El parametro a es un parametro de crecimiento del genotipo en humanos, en el cual
estan implicitos factores como; tasa de inoculaciéon entomoldgica, probabilidad de contagio
y contacto humano - vector, factor de crecimiento del genotipo y la poblacién de vectores.
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Figura 5-1: Dindmica de las prevalencias xi, y; respecto a la bifurcaciéon de «

Se puede observar en la grafica que se encuentran una bifurcacién de Hopf (H) y
Branch point (BP). Este pardmetro es muy dificil de manipular, dado que depende de factores
propios de cada poblacién, sin embargo, se puede variar un poco dado que depende de la tasa
de inoculacién entomoldgica; esta tasa se puede manejar si se minimiza la reproduccién de
vectores, entre estas medidas estan, el uso de plaguicidas, implementacion de mosqueteros,
destruccion de nichos, entre otros. Las bifurcaciones encontradas para este parametro estan
cerca de 0.001 y 0.002. Si los valores para el parametro « son inferiores a 0.001 ninguna de
las poblaciones prevalece, dado que la tasa de reproduccion por si sola no puede prosperar.
Si el valor del a es superior a 0.002, el genotipo silvestre empieza a prosperar, sin embargo,
las demads poblaciones desaparecen, esto se debe a que para este experimento el valor del
parametro de cobertura de medicamento es 0.

5.2. Parametro de bifurcacion

El parametro § es un parametro de crecimiento del genotipo en vectores, el cual esta com-
puesto por; tasa de inoculacién entomoldgica, probabilidad de contagio y contacto vector-
humano, factor de crecimiento del genotipo en humanos. Se puede observar en la gréfica
que se encuentra una bifurcacién de Hopf (H), sin embargo, el comportamiento de los
genotipos sigue presentando una dinamica bésica, al no existir la implementacion de medi-
camentos, los Uinicos genotipos que sobreviven son los genotipos silvestres, mientas que las
demads poblaciones se extinguen. Al igual que el parametro «, controlar S depende de me-
didas externas, provocando que este parametro en la vida cotidiana sea dificil de controlar.
Para el parametro [ se encontré una bifurcacion para el valor de 0.01, si S toma valores
inferiores al punto de bifurcacion, todas las poblaciones desaparecen, lo que provoca que el
punto de equilibrio estable sea 0. Si tomamos valores superiores a 0.01 la unica poblacién
que logra sobrevivir es la silvestre para los dos hospederos, los demas genotipos desaparecen.



52 5 Bifurcaciones y analisis de estabilidad

1 - S 1

09-/ 08t

na-;‘l 06

07 04+
|

DEI

nsk 0f/

@
ndr 02

03 04r

x1
y1

02 06

01 D8

O i i i i i ¥ . i . . . . . i .
01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 0 0.056 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45
(a) B vs z1 (b) B vs 11

Figura 5-2: Dindmica de las prevalencias x;, y; respecto a la bifurcacién de

5.3. Parametro de bifurcacion mutaciones del parasito

en humanos y vectores

Las mutaciones que se pueden producir en los genotipos inicialmente son deletéreas; es

decir que no prevalecen en los hospederos, estos genes mutantes presentes en el parasito
mueren antes de alcanzar la madurez sexual. Sin embargo, si el hospedero es sometido a
algin cambio que altere el medio donde vive la cepa, la mutacion puede sobrevivir.
El resultado obtenido para las bifurcaciones en el parametro de mutaciones de los genotipos
de las dos poblaciones es muy parecido, por eso se presentaran bajo la misma seccién. Las
mutaciones se comportan de forma lineal, es decir que se usé una constante k3 que mul-
tiplicaba de forma lineal, todas las mutaciones en humanos. De la misma forma se usé la
constante k4 como una constante de variacion para las mutaciones en vectores.

Como se dijo al inicio la constante k3 varia de forma lineal a las mutaciones en humanos,
bifurcando esta constante, se puede observar en que no aparece ningun tipo de bifurca-
cién para este parametro.

Al bifurcar k4, se puede observar en la grafica que no aparecen bifurcaciones para las
mutaciones que se presentan en los genotipos propios de los vectores.

De lo anterior se puede concluir que el parametro de mutaciones no es un factor determi-
nante en la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema, esto se debe a que los valores
que pueden tomar son muy pequenos. A esto se suma que la cobertura de medicamento es
nula, este parametro es beneficioso para las mutaciones; al no existir, esto provoca que solo
se mantenga el genotipo silvestre y las poblaciones mutantes desaparezcan.
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5.4. Parametro de bifurcacion recombinacion en vec-
tores

La recombinacion genética es un proceso muy complicado, la probabilidad de que este
fenomeno suceda es muy pequena, en comparaciéon con los valores que puede tomar los
parametros de mutacion, este suceso solo puede ocurrir en algunas poblaciones, no con todos
los genotipos se puede presentar recombinacion.

Como se observa en la grafica [B-9] no se presentan bifurcaciones en el sistema, lo que
significa que este parametro no afecta la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo,
como se dijo anteriormente este fenémeno tiene muy pocas posibilidades de ocurrir, ademas
en las graficas y [B-7] los genotipos mutantes son deletéreos, lo que significa que la
posibilidad de recombinaciéon tiende a ser mucho mas pequena que su valor inicial.

5.5. Parametro de bifurcacién f

Dado que los medicamentos solo pueden ser administrados a humanos, el factor de cober-
tura de medicamento f es el parametro mas facil de manipular en el modelo.
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Figura 5-4: Dindamica para la prevalencia y; respecto a la bifurcacion de f

El pardmetro de cobertura de medicamento es uno de los factores mas interesantes del
sistema ya que es uno de los unicos supuestos que se pueden alterar facilmente, la cobertura
puede variar dependiendo de las politicas de salud que se implementen en la poblacion sus-
ceptible, se puede variar desde una cobertura nula, hasta una cobertura total, suponiendo
asi que toda la poblacién de humanos se encuentra bajo efectos de medicamento, el cual
atacara los genotipos silvestres llevandolos a la extincion, pero también alentara la apari-
cién de cepas resistentes, ya que al ser suministrado afecta de forma positiva a alguno de
los genotipos menos susceptibles, provocando la aparicion de mas mutaciones lo que afecta
directamente el tamano de algunas poblaciones, aumentando la prevalencia de dicho geno-
tipo. En las graficas y se puede observar todas las bifurcaciones de Hopf y Branch
point encontradas cuando se iniciaba en distintos valores para f. sin embargo, como f es un
parametro tan importante, se estudiara de forma mas profunda, debido a que este compor-
tamiento es muy interesante dado que se presentan varias bifurcaciones muy cercanas, lo que
significan cambios muy seguidos en la estabilidad de los equilibrios del sistema. Para ello,
se realizaron las bifurcaciones cambiando directamente el parametro en las simulaciones que
describian la dindmica de la poblacién, construyendo la tabla que se encuentra en el anexo
[A] donde se encuentran consignados los puntos de equilibrio estables para cada uno de los
valores de f.
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Para ver la dinamica del comportamiento de la prevalencia del pardsito en funcion de f, se
tomaron distintos valores para el pardametro, el rango de valores de f son valores biolégi-
camente razonables, es decir que oscila entre [0, 1], inicialmente el tamanio del paso que se
uso para incrementar los valores fue de 0.1 iniciando en 0, hasta llegar a 1, pero cuando se
observé un cambio en la dindmica, se tomaron tamanos de paso mas pequenos, el primer
gran cambio se dio cuando se varié f de 0 a 0.1, este fue el primer intervalo donde se inici6 la
continuacion. En este intervalo se obtuvo una bifurcacién en el punto f = 0.031640625.
La segunda bifurcacion se encontré cerca del valor de f = 0.1390625 el intervalo donde se
realizé la iteracion fue (0.1, 0.2).

El parametro de Bifurcaciéon serd f como se expuso en el parrafo anterior, sin embargo, se
quiere ver como es el comportamiento de cada uno de los genotipos por separado. Para este
analisis se realizaron varias simulaciones para cada uno de las poblaciones los cuales estan
representados en la grafica 5-7
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Figura 5-5: Comportamiento del genotipo x1, ¥, respecto a la variacién de f

Para estas prevalencias se encontré un punto de bifurcacion cerca del punto f = 0.031640625
donde la estabilidad del punto de equilibrio en cero para las poblaciones 1, y; cambia, como
se aprecia en la figura 5-7. Las poblaciones silvestres al estar en un entorno natural, sin
control bioldgico, tienden a prosperar, sin embargo, cuando un factor externo, en este caso
la introduccion de un medicamento, estos genotipos van desapareciendo al ser expuestos a
este fenémeno, ademas al suministrar medicamentos los genotipos que inicialmente estaban
condenados a extinguirse pueden presentar mutaciones que hagan que su poblacién aumente.
En la gréafica 5-7 se puede ver reflejado el comportamiento de la prevalencia de z; y y1, se
puede observar que para el valor de f = 0.031640625 z; alcanza un punto de equilibrio esta-
ble en 0.4521, para este mismo valor de f, y; llega al valor de 0.4585. Pero para la siguiente
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iteracién de f (f = 0.03173828125) el valor de la prevalencia de las dos poblaciones con el
tiempo se vuelve nulo, este comportamiento se preserva a medida que se aumente los valores
de f, En la tabla del anexo [A] se puede ver que el genotipo silvestre no se puede recuperar
y permanece en (.
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Figura 5-6: Comportamiento del genotipo xs, 2, respecto a la variacién de f

Para los genotipos xs, ¥, la dinamica es mucho mas interesante, al llegar al punto de
bifurcacién encontrado cerca de f = 0.031640625, la prevalencia deja de ser nula para las
dos poblaciones x9,y2, y pasan a reemplazar las poblaciones silvestres, lo que significa que
la poblacion silvestre empieza a disminuir, dando paso a la nueva poblacion, como x5 € ¥y
estan ligadas, si x5 tiene menos susceptibilidad al medicamento que la cepa silvestre, entre
mas aumente f esta poblacion empieza a prosperar. Por lo tanto g, también aumentara. Si el
factor de cobertura de medicamento queda fijo para estos valores, todos los demas genotipos
desaparecen y solo zs , yo sobreviven. Sin embargo, siguiendo con las variaciones de f, se
encuentra otro punto de bifurcacién cerca de f = 0.1390625, donde las prevalencias de x5 ,
1o vuelven a ser nulas, y son remplazadas por otro genotipo.

En la gréfica se puede ver dos saltos en el comportamiento de la prevalencia de las
poblaciones xq, yo. Cuando f toma valores entre [0, 0.031640625] las poblaciones son nulas,
sin embargo para la siguiente iteracion de f las poblaciones alcanzan otro punto de equilibrio
en 0.4584 para x5 y 0.4516 para y,. Cuando f toma valores entre (0.03173828125, 0.1390625)
las poblaciones crecen hasta alcanzar un punto maximo y luego empiezan a decrecer, hasta
que f supera el valor de 0.1390625, después de ese punto, las poblaciones x5, y» vuelven a
desaparecer.

Este comportamiento muestra que el desarrollo poblacional de las cepas, es muy competitivo,
por algunos lapsos de tiempo pueden convivir varias cepas, pero a largo plazo solo una
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prevalece respecto a los demas genotipos
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Figura 5-7: Comportamiento del genotipo x3, y3, respecto a la variacion de f

Los genotipos x3, y3 son los peor adaptados de todas las cepas, si bien no son tan suscep-
tibles al medicamento como las poblaciones silvestres, es decir que la aparicion de farmacos,
si afecta de forma positiva la aparicién de mas individuos de la cepa, pero al existir geno-
tipos menos susceptibles, provoca que sean mas resistentes que las poblaciones en estudio.
Por esta razén, sin importar el valor de f, estos dos genotipos tienden a extinguirse, son
las poblaciones menos competitivas, por lo tanto, en ningiin momento podran reemplazar a
otra poblacién, como se ve en la grafica Si bien las poblaciones no son siempre nulas,
al pasar el tiempo las cepas perecen.

Las poblaciones x4, y4, son las que se dan como resultado de recombinaciones, son las cepas
que inicialmente cuentan con menos masa en comparacién con los demas genotipos. Ademas,
son las menos susceptibles a farmacos. Esto se debe a su proceso de reproduccion, lo que
genera que entre mayor sea el parametro de cobertura de medicamento, su ciclo de vida se
vuelva méas largo, provocando que el tiempo de recuperacion de estos genotipos sea mayor
que el de las demas poblaciones.

El punto de bifurcacion que produce cambios en la dinamica de las poblaciones x4, y4 esta en
f =0.1390625. Estas poblaciones representan a un genotipo que tiene doble factor mutante,
lo que significa que en un estado natural sin presencia de medicamentos, seria una poblacion
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poco competitiva. Sin embargo, al presentarse esta condicién el genotipo x4 es el menos
susceptible al medicamento, lo que genera que después del punto de bifurcaciéon antes nom-
brado este genotipo reemplace a x5, como x4 empieza a crecer, su equivalente en vectores
y4 también lo hace, hasta que éstas reemplazan a todas las poblaciones. En la gréfica
también se puede observar que si sigue aumentando el valor de f, incluso hasta llegar a un
factor de cobertura total, esta poblaciéon se mantiene no nula.
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Figura 5-8: Comportamiento del genotipo x4, y4, respecto a la variacion de f

Para apreciar mejor los resultados obtenidos en las tltimas graficas se mostrardn unas

figuras donde se aprecian los puntos de equilibrio estables del sistema para distintos valores
de f. En la figura se puede observar con mas detalle como afecta el parametro f a la
dindmica de las poblaciones, una de las cosas que cabe resaltar es que sin importar el valor
de f, incluso teniendo a toda la poblacion bajo la influencia de medicamentos, el parasito
Plasmodium no se podra extinguir, ya que de una u otra forma alguna de las poblaciones se
adaptard a dicho cambio y prevalecera respecto a las demas.
La figura [5-10] muestra la dindmica de las cuatro poblaciones de genotipos en humanos,
cuando se somete a bifurcacién el parametro f. Anteriormente se observo, que tres genotipos
x1, T, T4 cambiaban sus puntos de equilibrio drasticamente para distintos valores de f, en
algin momento eran poblaciones nulas y pasaban a ser dominantes y viceversa. Al analizar
los valores de todos los genotipos en una sola grafica, se puede ver que independientemente
del genotipo, la prevalencia de parasito Plasmodium, es continuo respecto a f, lo que muestra
que al variar f, un genotipo reemplaza a otro, sin extinguirse la poblacién total. Ademaés,
asi se presente una cobertura de medicamento total para la poblacién de humanos, nunca se
podra acabar con el parésito, (usando solo un antimaldrico). Sin embargo, se puede reducir
la prevalencia hasta un valor casi de 10 %.
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Diagramas de Bifurcacion para la poblacién de humanos

07 07
L ]
06 06
05 |e 05
° S
04 04
= s ’
03 03 b
02 02
01 01
0 - s g < & < 0 o® =0 L 2 & s g & s g L 2 & *
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
f f
(a) fvsx (b) f vs a2
0,7 0,7
06 06
05 05
04 04
X X
03 03 e
L]
0,2 0,2 * L]
L]
hd °
01 01 °
0 oo L 2 & L 2 & s 4 L 2 s 2 L ] 0 eseo—o
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
f f
(c) f vsas (d) f vs x4

Figura 5-9: Dinamica de las prevalencias z; respecto a la bifurcacion de f
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Figura 5-10: Comportamiento del genotipo f-x;

Cuando se expusieron los parametros que afectaban la dinamica de las poblaciones para

la construccion del sistema, se explico que el parametro f solo afectaba a los genotipos en
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humanos, dado que solo es posible administrar medicamentos a esta poblacion. Sin embargo,
dado el complejo ciclo de vida de parasito, el Plasmodium requiere de las dos poblaciones
para desarrollarse por completo, por lo tanto las poblaciones x; e y;, estan directamente
relacionadas, es decir que si algin x; crece su equivalente y; también crece, o que se alguna
desaparece su homologo también. Por eso a continuacion se realizard un analisis similar a al
realizado con las poblaciones en humanos, pero extendido a la poblacién de vectores.

Diagramas de Bifurcacién para la poblacion de vectores

vyl
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¥3
V4
.
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Figura 5-11: Dinamica de las prevalencias y; respecto a la bifurcacién de f

En las gréaficas se puede apreciar un comportamiento equivalente al observado en
las figuras [5-9|, se puede ver que tres de las poblaciones presentan cambios en sus puntos
de equilibrio. y; la poblacién silvestre, que inicialmente es no nula, al ser la mas sensible
al medicamento cuando f toma valores superiores a 0.031640625 este genotipo desaparece.
1o tiene unas condiciones de adaptabilidad interesantes; inicialmente es una poblacién nula,
pero para un conjunto de valores de f entre 0.031640625 y 0.1390625 se vuelve una poblacién
prospera, reemplazando a los demas genotipos. Sin embargo este comportamiento no se
mantiene; y, desaparece. y; que es el genotipo con menos sensibilidad al medicamento a
medida que f excede el valor 0.1390625, aparecen mutaciones que garantizan su supervivencia
por encima de los demés genotipos.
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Figura 5-12: Comportamiento del genotipo f-y;

Al comparar el comportamiento de la dinamica conjunta de todas las poblaciones y; figura
5-12| se puede ver que el comportamiento de la prevalencia en vectores es continua para los
diferentes valores de f, pese a que alguna poblacién desaparezca, siempre existira una mejor
adaptada que sobreviva y domine a las demas poblaciones. Si el tratamiento con farmacos no
se varia, los genotipos perecederos se adaptan y sobreviven, evitando asi que se extingan por
completo las poblaciones portadoras del pardsito. Para el modelo [3-4] si la poblacién humana
recibe cobertura total la prevalencia en vectores en el mejor de los casos se reducird a 15 %.

5.5.1. Experimentos

Con los resultados obtenidos a partir del estudio de la dindmica de la poblacion, se pueden
observar dos valores de f que generan cambios importantes en los puntos de equilibrio del
sistema f = 0.031640625 y f = 0.1390625. Por ello usando el método de continuacion se
buscaran las bifurcaciones para posteriormente analizar la estabilidad de los puntos encon-
trados. Con este fin, se propone una serie de 4 experimentos, donde se hara un anélisis local
de estabilidad cerca de los puntos de bifurcacién. En el anexo [A] se puede observar con més
detalle los resultados del método de continuacion.

El primer punto de bifurcaciéon que se encontr6 fue f = 0.031640625. Para este valor de
f los genotipos silvestres que inicialmente eran dominantes, se vuelven poblaciones nulas,
mientras que las poblaciones s, 12 antes dominadas se vuelven poblaciones présperas. Por
esa razdén para el experimento 1y 2 se toman los valores f = 0.031640625 y f = 0.031738281,
respectivamente.
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Experimento 1 f = 0.031640625

Para el f = 0.031640625 Se encontraron 18 puntos de equilibrio, de los cuales solo cinco
tenfan sentido bioldgico; ademas al estudiar la estabilidad en los puntos validos se puede
concluir que solo uno de los cinco es un punto de equilibrio estable. Los puntos de equilibrio
validos encontrados con sus respectivos valores propios son:

= P ~[0.4521, 0, 0, 0, 0.4585, 0, 0 O,
Ay = diag [-0.0068, —0.0900, —0.0003, —0.0543, —0.0000, —0.0543, —0.0015, —0.0552]

Como todos los valores propios son reales negativos, entonces es un punto de equilibrio
estable.

= Py~ [0, 04586, 0, 0, 0, 0.4517, 0, 0],
Ay = diag [—0.0925, —0.0525, 0.0000, —0.0066, —0.0003, —0.0015, —0.0543, —0.0552]

Es un punto de equilibrio inestable.

= P3%[07 07 07 Oa 07 Oa 07 O]t7
A3 = diag[—0.0623, 0.0098, 0.0096,—0.0638, 0.0082,—0.0648, 0.0093,—0.0639]

El punto de equilibrio es inestable.

« P,=[0, 0, 0, 0.3617, 0, 0, 0, 0.3895]",
A4 = diag [—0.0862, —0.0061, 0.0015,—0.0540, 0.0015, 0.0012,—0.0557,—0.0557]

Es un punto de equilibrio inestable,

= Py~ [0, 0, 0.4401, 0, 0, 0, 0.4415, 0],
A5 = diag [~0.0911, —0.0065, —0.0527, 0.0003, 0.0003, —0.0012, —0.0545, —0.0554]

Es un punto de equilibrio inestable.
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Experimento 2 f = 0.031738281

Un punto cercano de la bifurcacién es f = 0.031738281. En este se ve un cambio en
los puntos de equilibrio del modelo, de la misma forma que en el experimento anterior, se
encontraron 18 puntos de equilibrio, los cuales se comportan de forma muy similar a los
encontrados anteriormente. Los puntos de equilibrio hallados, con sus respectivos valores
propios son

= Py~ [0, 04584, 0, 0, 0, 0.4516, 0, 0],
Ay = diag [—0.0925, —0.0525, —0.0000, —0.0066, —0.0543, —0.0552, —0.0015, —0.0003]

Es un punto de equilibrio estable,

= P[0, 0, 0.4400, 0, 0, 0, 0.4414, 0],
Ay = diag [~0.0911, —0.0527, —0.0065, 0.0003, 0.0003, —0.0012, —0.0545, —0.0554]

Es un punto de equilibrio inestable.

. P3%[Oa 07 07 07 07 Oa 07 O}ta
A3 = diag [—0.0623, 0.0098, 0.0096,—0.0638, 0.0082,—0.0648, 0.0093,—0.0639]

El punto de equilibrio es inestable.

« P,=[0, 0, 0, 0.3617, 0, 0, 0, 0.3895]",
A4 = diag [—0.0862, —0.0540, —0.0061, 0.0015, 0.0015, 0.0012,—0.0557,—0.0557]

Es un punto de equilibrio inestable,

= D5~ (04516, 0, 0, 0, 0.4582, 0, 0, O,
As = diag [~0.0900, —0.0068, 0.0000, —0.0543, —0.0003, —0.0543, —0.0015, —0.0552]

Es un punto de equilibrio inestable,
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En la grafica 5-13 se muestra el comportamiento de la prevalencia de cada uno de los
genotipos en los dos experimentos realizados

_________________________
,,,,,,,,

. -

P

Figura 5-13: Experimento 1, f = 0.031640625. Experimento 2, [ = 0.031738281

En relacion al experimento 1 y 2 se puede observar que los puntos de equilibrio que son
estables para cada experimento, cambian y se vuelven inestables cuando se encuentra un
punto de Bifurcacion. Para el caso del experimento 1 el punto p; es estable. Este punto
muestra que el genotipo z; y y; alcanza un punto de equilibrio distinto de cero, mientras
que los demés genotipos tienden a cero. En el experimento 2 el punto que se comporta de
forma similar a p; es ps y se puede apreciar el cambio de estabilidad; p; es estable para el
experimento 1, pasa a ser inestable en el experimento 2.

En el experimento 2 el punto p; es estable, esté punto muestra que el genotipo x5 y
1o alcanza un punto de equilibrio distinto de cero, mientras que los demas genotipos se
extinguen. En el experimento 2 el punto que se comporta de forma similar a p; es ps, se
evidencia un cambio de estabilidad.

Como se explicé anteriormente, se encontré otro punto de bifurcacién cerca del valor de
f =0,1390625, igual que en la seccién 5.5.1 usando el método de continuacion se estudiaré la
estabilidad del sistema cerca de este punto de bifurcacion.

5.5.2. Experimento 3 f = 0.1390625

Para f = 0,1390625 se encontraron 18 puntos de equilibrio, de los cuales 1 es estable, 4
inestables y 13 fuera de un rango biolégicamente aceptable. Los puntos de equilibrio, con
sus respectivos valores propios son los siguientes

« P~ [0, 03201, 0, 0, 0, 0.3651, 0, O],
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A, = diag[—0.0824, —0.0559, —0.0050, —0.0060, —0.0006, —0.0000, —0.0567, —0.0574]

Es un punto de equilibrio estable,

= P[0, 0, 0.2869, 0, 0, 0, 0.3401, O],
Ay = diag [~0.0802, —0.0057, —0.0043, —0.0566, —0.0572, —0.0579, 0.0006, 0.0006]

Es un punto de equilibrio inestable.

. P3%[07 O) 07 07 07 Oa 07 O]t7
A3 = diag[0.0033, —0.0642, 0.0077,—0.0643, 0.0076,—0.0650, 0.0071,—0.0645]

El punto de equilibrio es inestable.

= P~ 0, 0, 0, 03234, 0, 0, 0, 0.3632],
A4 = diag [—0.0835, —0.0059, —0.0050, —0.0559, 0.0000, —0.0006, —0.0567, —0.0566]

Es un punto de equilibrio inestable,

= Py~ [0.1028, 0, 0, 0, 0.1614, 0, 0, 0],
As = diag[~0.0031, —0.0684, 0.0040, —0.0613, 0.0045, —0.0612, 0.0045, —0.0619]

Es un punto de equilibrio inestable,

5.5.3. Experimento 4 f = 0.13984375

Tomando el punto f = 0.13984375 un valor cercano a la bifurcacién, se evidencia un
cambio en los puntos de equilibrio, dando como resultado un total de 18 puntos de equilibrio,
de los cuales 1 es estable, 4 son inestables y 13 no son valores aceptables biolégicamente.

« P ~[0, 0, 0, 03231, 0, 0, 0, 0.3630],
Ay = diag [-0.0835, —0.0059, —0.0050, —0.0559, —0.0000, —0.0006, —0.0566, —0.0567]

Es un punto de equilibrio estable,

= Py~ [0, 03192, 0, 0, 0, 0.3644, 0, 0],

Ay = diag [—0.0824, —0.0559, —0.0050, —0.0060, —0.0568, —0.0574, 0.0000, —0.0006]



66 5 Bifurcaciones y analisis de estabilidad

Es un punto de equilibrio es inestable,

= P,~[0.1012, 0, 0, 0, 0.1593, 0, 0, O],
As = diag [—0.0031, —0.0683, 0.0040,—0.0614, 0.0046, —0.0612, 0.0045, —0.0619]

El punto de equilibrio es inestable.

=« P,~[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
A4 = diag [0.0033, —0.0643, —0.0643, 0.0077, 0.0076,—0.0650, 0.0071, —0.0645]

Es un punto de equilibrio inestable.

» Py~ [0, 0, 0.2860, 0, 0, 0, 0.3394, 0],
A5 = diag [—0.0802, —0.0566, —0.0044, —0.0057, —0.0579, —0.0573, 0.0006, 0.0006]

Es un punto de equilibrio inestable.

En la grafica 5-14 se muestra el comportamiento de la prevalencia de cada uno de los
genotipos en los dos experimentos realizados
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Figura 5-14: Experimento 3, f = 0.13906255. Experimento 4, f = 0.13984375

Procediendo de forma similar a la seccion [5.5.1 En relacion al experimento 3 y 4 se puede
observar que los puntos de equilibrio que son estables para cada experimento, cambian y se
vuelven inestables cuando se encuentra un punto de bifurcacién.
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Para el caso del experimento 3 el punto p; es estable. Este punto muestra que el genotipo
o Y Y2 alcanza puntos de equilibrio distintos de cero, mientras que los otros genotipos son
nulos. En el experimento 4 el punto que se comporta de forma similar a p; es py este punto
cambia de estabilidad, ademas las poblaciones s, 12, se extinguen, dando paso a x4,y4. En
el experimento 4 el punto p; es estable. Este punto muestra que el genotipo z4 y y4 alcanza
un punto de equilibrio distinto de cero, mientras que los demas genotipos son nulos, en el
experimento 3 el punto que se comporta de forma similar a p; es p, En este punto se presenta
un cambio de estabilidad.



Capitulo 6

Conclusiones y recomendaciones

6.1. Discusiones y Comparaciones con trabajos simila-

res

En esta seccion se hara una comparacion con la tesis actual y algunos trabajos previos
realizados sobre resistencia a farmacos.
Esté trabajo tuvo grandes aportes de [§], porque abordan el mismo problema, pero con
tratamientos diferentes, a continuacion, se quiere hacer una comparaciéon con dicho trabajo
ya que los datos usados en las simulaciones son tomados del mismo.

» La cantidad de genotipos considerados en cada trabajo es diferente, se considero el
caso minimo de genotipos necesarios para ver el comportamiento de las mutaciones y
recombinaciones, no se considerd un sistema mayor dado que los resultados obtenidos se
pueden extender a sistemas mas grandes, como se puede ver en los resultados expuestos
en [8]. Esto se debe a que la resistencia a los farmacos en un genotipo se plantea desde
el manejo del tiempo de recuperacion y no depende de la cantidad de genotipos.

= En [8], se supone el factor de cobertura de medicamento como constante, en este
trabajo se simularon situaciones donde se variaba le factor de cobertura conforme el
paso del tiempo [4-6] Una condicién posible, que se puede presentar a medida que se
van introduciendo cambios en las politicas de salud.

= Se hizo simulaciones para medicamentos diferentes a la Pirimetamina, sin embargo, es
inevitable la aparicién de la resistencia a los farmacos.

= Se hizo un analisis de bifurcacién para los parametros que se consideraron mas rele-
vantes, lo cual arrojé uno de los resultados mas importantes del trabajo: es imposible
erradicar el pardasito solo con tratamiento basados en medicamentos, es necesario to-
mar medidas de prevencién y control que disminuyan la cantidad de vectores, para
interrumpir el ciclo de vida del Plasmodium y frenar la trasmisién.
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En [I1] se plantea un problema similar al propuesto en este trabajo, aunque su objetivo
principal es ver la relacién que existe entre la aparicién de resistencia a farmacos y la intensi-
dad de trasmisién, se propone un modelo STR (Susceptibles (S), tolerantes al medicamento
(T) y recuperados(R)) donde se estudia la poblacién de humanos que han sido tratados con
medicamentos. Su mayor resultado es ver que la evolucion de la resistencia a farmacos no
estd directamente afectada por la intensidad de trasmision, es decir, aunque es un parametro
importante, no es el inico, depende de otros factores como;

= Multiplicacién de clones: Cuando se genera la mutacién que favorece la resistencia
a farmacos, durante la reproduccién del parasito, se producen réplicas o clones que
heredan las mismas mutaciones, generando que la resistencia prevalezca.

= Amenaza de la infeccién: como la malaria tiene sintomas muy similares a los del res-
friado, solo las pruebas de laboratorio garantizan el diagnédstico, la mala medicacion
es un fenémeno recurrente, el residuo de estos farmacos, hace que el hospedero sea
susceptible a la aparicién de resistencia. Un diagnodstico exacto es clave al momento de
tratar la malaria.

= Humanos inmunes: La inmunidad adquirida, se puede dar en el hospedero, porque logra
erradicar algiin genotipo de su organismo, provocando que ya no sea afectado por el
mismo. Ser inmune a determinado genotipo, no implica ser inmune al parasito.

Dicho trabajo ([I1]) esté levemente relacionado con el nuestro, en su andlisis de la posibi-
lidad de aparicién de cepas resistentes en relacién con la intensidad de la transmision. Dicho
trabajo tiene algunos puntos en comin con el presente estudio, sin embargo, considera una
representacién mucho mas simplificada de la resistencia puesto que considera solamente una
cepa totalmente resistente a uno o dos medicamentos. Sin embargo, no analiza la dindmica
de las mutaciones y recombinaciones que son las que finalmente determinan el destino de las
cepas en la dinamica evolutiva. Tampoco evalta el efecto de la cobertura del tratamiento.
Un punto en comun aparece cuando se establece que la administracién de farmacos si gene-
ra aparicién de genotipos diferentes, los cuales se vuelven inmunes a algunos tratamientos,
dificultando el manejo de la infeccién.

6.2. Conclusiones

1. El modelo més sencillo que se puede plantear es un sistema donde se consideran 4
genotipos en humanos y vectores, para un total de 8 poblaciones. Si no hay factor
de cobertura de medicamento, el parasito Plasmodium concluye su vida como es de
esperarse llega a contagiar a parte de la poblaciéon. El contagio nunca es total ya que
depende de la capacidad de carga del medio ambiente.
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6 Conclusiones y recomendaciones

6.3.

. Cuando se introduce un medicamento a la poblacién de humanos, la dinamica de

la prevalencia del parésito se ve afectada, provocando que poblaciones que estaban
muy mal adaptadas, prosperen. Sin embargo, la dindmica de los genotipos es muy
competitivo lo que genera que por algunos periodos de tiempo puedan convivir varias
poblaciones, pero después de determinado tiempo solo quedara una.

. Del analisis de bifurcacion se puede concluir que el pardmetro que mas afecta el compor-

tamiento del modelo, es el factor de cobertura del medicamento, es el tinico parametro
capaz de alterar la dinamica de la poblacién, provocando que poblaciones nulas se
vuelvan poblaciones prosperas.

. En el anélisis de estabilidad se vio que para los distintos experimentos que se realizaron

cuando se bifurco el parametro f, solo se encontré un punto de equilibrio real estable,
el cual pasaba a ser inestable cuando se cambiaba el parametro f.

. Si el parametro de cobertura de medicamento, se lleva al 100 % no se logra erradicar el

parasito Plasmodium, pero se logra a reducir hasta cerca de un 10 %, dadas las muta-
ciones que se dan en el pardsito se genera una resistencia a farmacos. Las poblaciones
mas susceptibles se ven muy afectadas, ya que por efecto del medicamento el genotipo
se extingue. Pero para las poblaciones menos susceptibles estas mutaciones afectan de
forma positiva la concentracién de parasitos, dando como resultado un aumento en la
prevalencia.

Aportes

A lo largo de la historia se han planteado miltiples modelos que describen la dinamica

de la malaria. Desde el modelo de Ross han surgido variaciones y adaptaciones més realistas

del fenémeno, dando lugar a modelos matematicos que logran describir con gran precisién la

dindmica del parasito. Este modelo en particular busca resaltar la relacion directa que hay

entre la aparicién de resistencia a los farmacos y la administracion de los mismos, algunos

de los aportes del trabajo son

s Evaluacién de la dinamica de 4 genotipos que completan su ciclo de vida pasando por

las dos poblaciones hospederas (humanos y vectores), los cuales al ser expuestos a trata-
mientos con algin farmaco experimentan mutaciones que favorecen a la supervivencia
de los menos adaptados, en condiciones silvestres.

Formular un modelo que permita medir la efectividad de un medicamento, conocien-
do a partir de evidencia experimental el efecto que tiene sobre determinada cepa de
Plasmodium.

Resaltar que solo con el uso de medicamentos antimalaricos es imposible erradicar el
parasito.
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6.4. Recomendaciones

Como futuro trabajo, se recomienda hacer un estudio donde se considere un sistema con
un numero mayor de poblaciones, también, introducir variables que hagan més realista el
modelo, tales como: super-infecciones, migraciéon de poblaciones, factores socio-econémicos,
entre otros.

Un anélisis interesante podria ser estudiar el efecto de medicamentos combinados y ver si es
posible erradicar un genotipo antes de que genere resistencia.



Apéndice A

Anexo A: Tabla de bifurcacién para la
variacion del parametro f

Tabla A-1: Bifurcaciones de x; cuando varia f

f I T2 r3 | Ty || f Ty | T2 | T3 | T4

0 0.6422 | 0 0 |0 |[0.13984375 |0 |0 |0 |0.3231
0.025 0.4867 | 0 0 |0 | 0.140625 0 |0 [0 |0.3231
0.03125 0.4541 | 0 0 |0 | 0.14375 0 |0 [0 |0.3231
0.031640625 | 0.4521 | O 0 |0 |]0.15 0 |0 |0 |]0.3197
0.031738281 | 0 04584 {0 |0 | 0.2 0 |0 [0 |0.303
0.031787109 | O 0458310 |0 | 0.3 0 |0 |0 |0.2715
0.031811523 | 0 04583 10 |0 ||04 0 |0 |0 |0.2423
0.0375 0 04499 | 0 |0 || 0.5 0 |0 [0 |0.215
0.05 0 043190 |0 | 0.6 0 |0 [0 |0.1894
0.1 0 0.3659 | 0 | O | 0.7 0 |0 [0 |0.1655
0.125 0 03361 |0 |0 | 0.8 0 |0 |0 |0.1431
0.1375 0 03219 |0 |0 || 09 0 |0 |0 |0.122
0.1390625 0 0.3201 {0 | O 1 0 |0 [0 |0.1021
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Tabla A-2: Bifurcaciones de y; cuando varia f

f Y1 Yo Ys | Ya

0 0.546 | 0 010
0.025 0.4768 | 0 010
0.03125 0.4596 | 0 010
0.031640625 | 0.4585 | 0 010
0.031738281 | 0 0.4516 | 0 | 0
0.031787109 | 0 0.4469 | 0 | 0

0.05 0 0.4369 | 0 | 0

0.1 0 0.3966 | 0 | 0
0.125 0 0.3764 | 0 | 0
0.1375 0 0.3663 | 0 | 0
0.1390625 | 0 0.3651 | 0 |0
0.13984375 | 0 0 0 | 0.363
0.140625 0 0 0 | 0.3628
0.14375 0 0 0 | 0.3621
0.15 0 0 0 | 0.3605
0.2 0 0 0 | 0.3483
0.3 0 0 0 | 0.3238
0.4 0 0 0 | 0.2994
0.5 0 0 0 | 0.2749
0.6 0 0 0 | 0.2505
0.7 0 0 0 | 0.226
0.8 0 0 0 | 0.2015
0.9 0 0 0 |0.1771
1 0 0 0 | 0.1526




Apéndice B
Anexo B: Graficas de las bifurcaciones

En este anexo se muestra las graficas obtenidas por MATCONT, para las variaciones de

los distintos parametros, para todos los casos se obtuvieron solo dos tipos de bifurcaciones
de Hopf (H) y Branch point (BP).

B.1. Parametro de bifurcacion «

El parametro a es un parametro de crecimiento del genotipo en humanos, en el cual
estan implicitos factores como; tasa de inoculaciéon entomoldgica, probabilidad de contagio
y contacto humano - vector, factor de crecimiento del genotipo y la poblacion de vectores.

®

(a) a vs a1 (b) a vs z9
y
(c) a vs x3 (d) o vs x4

Figura B-1: Dindmica de las prevalencias x; respecto a la bifurcacion de a
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Figura B-2: Dindamica de las prevalencias xi, y; respecto a la bifurcacién de «

Las bifurcaciones encontradas para este parametro estan cerca de 0.001 y 0.002.
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B.2. Parametro de bifurcacion [

El parametro 8 es un parametro de crecimiento del genotipo en vectores, el cual esta com-
puesto por; tasa de inoculacién entomoldgica, probabilidad de contagio y contacto vector-
humano, factor de crecimiento del genotipo en humanos.

(a) B vs a1 (b) B vs x4 (c) Bvszs
/
Xos = op/ Sos
@
(d) B vs x4 (e) Bvs (f) B vs yo
; ;
205 Tos

(g) Bvsys (h) B vs ya

Figura B-3: Dinamica de las prevalencias y; respecto a la bifurcacion de /3

Para el parametro [ se encontré una bifurcacion para el valor de 0.01.
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B.3. Parametro de bifurcacién mutaciones del parasito

en humanos y vectores

Las mutaciones que se pueden producir en los genotipos inicialmente son deletéreas; es
decir que no prevalecen en los hospederos, estos genes mutantes presentes en el parasito
mueren antes de alcanzar la madurez sexual. Sin embargo, si el hospedero es sometido a algin
cambio que altere el medio donde vive la cepa, la mutacion puede sobrevivir. Las mutaciones
se comportan de forma lineal, es decir que se us6 una constante k3 que multiplicaba de forma
lineal, todas las mutaciones en humanos. De la misma forma se usé la constante k; como
una constante de variacion para las mutaciones en vectores

(a) ks vs 1 (b) ks vs x2 (c) ks vs x3

(d) k3 vs x4

Figura B-4: Dinamica de las prevalencias x; respecto a la bifurcacion de kg
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B Anexo B: Gréaficas de las bifurcaciones

(c) k3 vs y3

(d) ]4)3 VS Ya

Figura B-5: Dinamica de las prevalencias y; respecto a la bifurcacion de ks

B.4.

tores

Parametro de bifurcacion recombinacion en vec-

La recombinacion genética es un proceso muy complicado, la probabilidad de que este
fenémeno suceda es muy pequena, en comparaciéon con los valores que puede tomar los
parametros de mutacion, este suceso solo puede ocurrir en algunas poblaciones, no con todos

los genotipos se puede presentar recombinacion.
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Apéndice C
Anexo C: Otros puntos de equilibrio

A continuacion, se presentan los puntos de equilibrio encontrados en los cuatro experimen-
tos de la seccién para los cuales no existe sentido biolégico, por lo que no es necesario
estudiar su estabilidad. Para cada uno de los 4 experimentos se encontraron 13 puntos que
se encuentran en esta condicién.

C.1. Experimento 1

= Py~ 1050, —0.0001, —0.0001, 0.0003, 0, —3.0414, 2.0236, —0.0203]"

= P~ [0, 3.2863, 3.2500, —5.5871, 0, 36.3556, 35.9534, —77.4768]!

s Py~ [0, —3.7131, 9.9281, —5.4069, 0, —10.8529, 29.0655, —18.8418]"

s Py~ [0, 31.4461, —30.2740, —0.1449, 0, —619.3304, 627.0472, 4.5258]*

s Py~ 1030, —0.1325, 0.1710, —0.0375, 0, 3.1130, —3.1194, 0.0188]*

= Py~ [0, 13.6913, —7.5806, —5.0093, 0, —82.7976, 46.1378, 41.0329]'

= P~ 1040, 0.0001, 0.0000, —0.0000, 0, —6.8040, —7.0338, 0.0447]"

s Py~ [—0.0385, 0.0406, —0.0013, 0.0003, 1.2542, —1.2648, 0.0424, —0.0134]!

= Py~ 103—0.0391, 0.0393, 0.0008, —0.0000, 1.3099, —1.2648, —0.0286, 0.0025]'
s P5~ 10%0.4855, —0.1373, —0.3336, —0.0137, 4.1227, —1.2648, —2.8633, 0.0019]"
= Pg~ [0, 0, 6.4707, —5.5813, 0, 0, 32.8745, —34.7029]!

« Py~ [0, —307.8163, 0, 280.6018, 0, 9.7046, 0, —8.6870]

» Pig &~ [32.2561, —32.3496, 0, 0.0756, 17.6060, —16.9363, 0, 0.0388]"
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C.2. Experimento 2

= Py~ [32.2273, —32.2185, 0, —0.0278, 17.5949, —16.8722, 0, —0.0143]!
s Pr A~ 10%[0.5112, —0.1372, —0.3585, —0.0146, 4.2418, —1.2428, —3.0042, 0.0018]"

» P; &~ 10%[—0.037140.00014, 0.0386+4-0.00027, —0.0006—0.0003, 0.0001+0.0000i, 1.2456—
0.00714, —1.2428 4+ 0.0000¢, 0.0189 + 0.00914, —0.0028 — 0.0020i]*

» Py~ 103[—0.0371—0.00014, 0.0386—0.0002, —0.0006+0.0003i, 0.0001—0.0000i, 1.2456+
0.00714, —1.2428 + 0.0000i, 0.0189 — 0.00914, —0.0028 4 0.0020i]*

= Py~ [0, —307.8070, 0, 280.6226, 0, 9.7134, 0, —8.69580]!

= Py~ 0,0, 6.4777, —5.5886, 0, 0, 32.8260, —34.6473]"

= Py~ 109[0, —0.0001, —0.0001, 0.0003, 0, —3.0366, 2.0216, —0.0203]*
s P53~ [0, 3.2946, 3.2495, —5.5950, 0, 36.4124, 35.9133, —77.4876]"

s Py~ [0, —3.6877, 9.9105, —5.4146, 0, —10.7894, 29.0431, —18.8845)"
s Pps & [0, 31.4175, —30.2456, —0.1448, 0, —619.9123, 627.6468, 4.5292]*
= Py~ 103[0, —0.1325, 0.1712, —0.0376, 0, 3.1201, —3.1264, 0.0188]"

= D7~ [0, 13.6921, —7.5830, —5.0167, 0, —82.7935, 46.0922, 41.0740]*

= Pz~ 10%[0, 0.0001, 0.0000, —0.0000, 0, —6.8039, —7.0339, 0.0447]*

C.3. Experimento 3

= Py~ [0.6765, 111.8411, 0, —113.6065, 0.4563, 72.3576, 0, —72.1741]*
= P; ~ 1040, —0.0150, 0.0017, 0.0134, 0, —1.9680, 1.9683, —0.0133]*

= Dy~ [0, 13.9703, 0.0703, —13.8658, 0, 14.3179, 0.0720, —13.960]!

= Py~ 1030, 0.0191, —0.0179, —0.0001, 0, 1.0445, 1.0704, 0.0070]*

= Py~ 1040, 0.0001, 0.0000, —0.0000, 0, —6.7344, —7.1179, 0.0442]"
= Py ~10°[0, —0.0015, —0.0016, 0.0031, 0, 7.6793, —8.7091, 0.0512]*
= Py ~ 10%[0, —0.0065, —0.0000, 0.0066, 0, —1.1830, —0.0001, 1.1731]"

» Pi3 =~ [0,0, —6.7487, 7.3764, 0, 0, —15.3211, 15.0572]*
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Pyy ~ 10*[—0.0003, 0.0002, 0.0002, —0.0000, —4.1563, 1.4822, 1.8382, —0.0097]"

Pi5 ~ 10*[—0.0174, —0.0149, 0.1329, —0.1006, 0.4147, 1.4822, —1.9055, 0.0099]

Py &~ 10*[—0.0005, 0.0120, 0.0000, —0.0114, —0.0666, 1.4822, 0.0005, —1.4230]*

P ~ [0, —4.3314, 0, 4.6998, 0, —5.1540, 0, 5.4916, —8.6870]"

Pig =~ [0, 61.6320, —46.4569, —13.1637, 0, —51.3144, 38.8209, 13.9578]"

C.4. Experimento 4

= Py~ [0.4477, 112.8898, 0, —114.4333, 0.3023, 73.1168, 0, —72.7797]!

= P; 2~ 1040, —0.0150, 0.0019, 0.0132, 0, —1.9225, 1.9230, —0.0130]!

s Py~ [0, 14.1459, —0.0502, —13.9271, 0, 14.4238, —0.0512, —13.9403]*

= Py ~ 10%[0, 0.0190, —0.0179, —0.0001, 0, —1.0466, 1.0726, 0.0070]*

= Py~ [0, 62.0665, —46.8232, —13.2218, 0, —51.2933, 38.8372, 13.9170]!

= Py ~ 1040, 0.0001, 0.0000, —0.0000, 0, —6.7341, —7.1183, 0.0441]"

= Py~ 10°[0, —0.0015, —0.0016, 0.0031, 0, 7.8783, —8.9644, 0.0525]¢

= Pi5 ~ 104[0, —0.0061, —0.0000, 0.0062, 0, —1.1212, —0.0001, 1.1111]"

= Py~ 0,0, —6.7642, 7.3977, 0, 0, —15.6379, 15.3508]*

= Py5 ~ 104[—0.0003, 0.0002, 0.0002, —0.0000, —4.1816, 1.4900, 1.8474, —0.0098]*
= Pig ~ 104[—0.0181, —0.0149, 0.1373, —0.1043, 0.4222, 1.4900, —1.9208, 0.0099]"
= Pi; ~ 104[—0.0005, 0.0121, 0.0000, —0.0114, —0.0691, 1.4900, 0.0005, —1.4282]"

s Pig & [0, 28.4432, 0, —28.4356, 0, 26.4053, 0, —25.9222]!
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