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Lluvia
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Resumen

Mediante el analisis de la variabilidad espacial y temporal de los eventos extremos de pre-
cipitacién se puede prevenir o reducir la amenaza y el riesgo. Muchos proyectos de recursos
hidricos requieren distribuciones de probabilidad conjunta de variables aleatorias como la
intensidad de las precipitaciones y su duracién, que no pueden ser independientes entre si.
El problema de definir un modelo de probabilidad para las observaciones de varias variables
dependientes se simplifica en gran medida mediante la distribucién conjunta, en términos de
sus marginales, mediante la adopcién de copulas. Este documento presenta un marco general
del anélisis de frecuencia conjunto bivariado y multivariado mediante copulas arquimedianas
para eventos extremos de naturaleza hidroclimatolégica, tales como tormentas intensas y cau-
dales instantaneos méaximos. Este analisis se llevo a cabo en la cuenca baja del rio Tunjuelo
para eventos de precipitacion y en la region de la Mojana para eventos de crecidas. Los resul-
tados obtenidos muestran que para un estudio conjunto de la intensidad-duracién-frecuencia
se pueden obtener curvas IDF mediante cépulas y de esta forma establecer informacion més
precisa y confiable de las tormentas de disenio y los riesgos asociados. Se muestra como el
uso de copulas simplifica en gran medida el estudio de las distribuciones multivariadas que
introducen el concepto de periodo de retorno conjunto empleado para representar las nece-
sidades de disenos hidrolégicos apropiadamente en el analisis de frecuencia de crecidas.

Palabras clave: Funciones cépula arquimedianas, analisis de frecuencia de crecidas,

periodo de retorno conjunto, curvas IDF, distribucion de probabilidad conjunta.



Abstract

By analyzing the spatial and temporal variability of extreme precipitation events we can
prevent or reduce the threat and risk. Many water resources projects require joint proba-
bility distributions of random variables such as precipitation intensity and duration, which
can not be independent with each other. The problem of defining a probability model for
observations of several dependent variables is greatly simplified by the joint distribution in
terms of their marginal by taking copulas. This thesis presents a general framework set fre-
quency analysis bivariate and multivariate using Archimedean copulas for extreme events of
hydroclimatological nature such as severe storms and maximum instantaneous flows. This
analysis was conducted in the lower basin Tunjuelo River for precipitation events and in
the Mojana region for flood events. The results obtained show that for a joint study of the
intensity-duration-frequency, IDF curves can be obtained through copulas and thus establish
more accurate and reliable information from design storms and associated risks. It shows how
the use of copulas greatly simplifies the study of multivariate distributions that introduce the
concept of joint return period used to represent the needs of hydrological designs properly
in flood frequency analysis.

Keywords: Archimedean copula functions, flood frequency analysis, Multivariate re-

turn period, IDF Curves, joint probability distribution.
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1. Introduccion

El analisis estadistico de eventos extremos es importante en varias disciplinas, incluyendo la
ingenieria y la hidrologia. Muchos de los problemas hidrolégicos involucran variables aleato-
rias que juegan un papel importante en el analisis y diseno de estructuras. Generalmente estas
variables no son independientes. Por ejemplo, las diferentes combinaciones de intensidad de
lluvia y duracion de la tormenta, pueden generar tormentas que muestran caracteristicas
muy diferentes; el analisis de los rios puede depender fuertemente de las caracteristicas del
pico de inundacién y el volumen de inundacién, el andlisis de frecuencia requiere el estudio
en conjunto de la intensidad—duracién—frecuencia de un evento de lluvia (curvas IDF), etc.
Por lo tanto, es de importancia fundamental vincular estas variables aleatorias a través de
distribuciones marginales con el fin de obtener una distribucién conjunta para describir las
caracteristicas principales de los eventos hidrolégicos. En los tltimos anos se han introducido
algunos métodos multivariados en aplicaciones hidrolégicas y ambientales. Al principio, la
funcién de distribucién conjunta més utilizada fue la de Gauss. Esta distribucién es am-
pliamente estudiada en la literatura y facil de aplicar, pero tiene el limitante de que las
distribuciones marginales deben ser normales. Goel et al. (1998) logran la condicién de que
los datos se ajusten a una distribucién normal por medio de la transformacién de Box-Cox,
sin embargo, esta transformacion no siempre garantiza que las series sigan una distribucién
de Gauss y en ocasiones proporcionan distorsiones significativas de las propiedades estadisti-
cas de la muestra, Yue (2000c).

Para obtener distribuciones de probabilidad conjunta, Bacchi et al. (1994) aplican una dis-
tribucién Gumbel bivariada con marginales exponenciales, Yue and Wang (2004), sugieren
una distribucién gamma bivariada en el andlisis de frecuencia de crecidas, Johnson et al.
(2002) presentan una descripcién detallada de los modelos anteriores y ademés de otros
como la distribucién exponencial multivariada, la Dirichlet, Liouville, Logistic and Pareto.
Sin embargo, todos estos modelos muestran algunos limitantes: (i) todas las distribuciones
marginales univariadas tienen que pertenecer a la misma familia, mientras que las variables
analizadas podrian mostrar diferentes marginales; (ii) la formulacién matemética se complica
cuando se aumenta el nimero de variables; (iii) no es posible distinguir el comportamiento
marginal y conjunto de las variables estudiadas. (Grimaldi and Serinaldi, 2006b).



Para evaluar el desempeno de los modelos estocdsticos asociados a los analisis de frecuencia,
tradicionalmente se utilizan métodos univariados como el método maximo anual (AM) o
el método pico-sobre-umbral (POT) para obtener la relacién o las curvas entre Intensidad-
duracién-frecuencia (IDF). Para la construccién de las curvas IDF se utilizan enfoques uni-
variados de las lluvias debido a su simplicidad matemadtica. (Singh and Zhang, 2007). La
mayoria de las curvas IDF se construyen utilizando duraciones predeterminadas en intervalos
de tiempo dados donde éstas no representan duraciones reales de los eventos de precipita-
cién. Varios intentos se han hecho para obtener distribuciones conjuntas con las variables
aleatorias intensidad, profundidad y duracién. Los fenémenos de tormenta y las inundaciones
son eventos multivariados y por lo tanto los andlisis de frecuencia univariados sélo pueden
proporcionar evaluaciones limitadas de estos eventos (Yue and Rasmussen, 2002).

Las curvas IDF son capaces de mostrar la relacién matematica entre la intensidad de la
precipitacién (I), la duracién (D) y el periodo de retorno (T, frecuencia anual de excedencia)
Ariff et al. (2012). La construccién de las curvas IDF se deben realizar conjuntamente por
medio de andlisis de frecuencia bivariados a través del uso de la relacién entre la intensidad
de las tormentas y las duraciones utilizando las funciones cépula.

El enfoque de las copulas es un método flexible que permite méas opciones de distribuciones
marginales y estructuras de dependencia que se utilizan en problemas multivariados. (Kao
and Govindaraju, 2008). Las funciones cépula se basan en el teorema de Sklar (1959) que
establece que para la distribucién conjunta, el analisis de las marginales y la estructura de
dependencia se pueden hacer por separado. Una explicacién detallada de la teoria y la des-
cripcién de la cépula es dada por Nelsen (2006). Existen varias familias de c6pulas y funciones
disponibles para el andlisis de frecuencia bivariado. Un ejemplo es la copula arquimediana,
la cual es muy utilizada debido a su maleabilidad matematica y por su simplicidad, tiene al
menos 22 funciones cépula dentro de sus miembros. La eleccion de la familia de la cépula
y su funcién se basa en la correlacion de las variables aleatorias bajo consideracién. (Ariff
et al., 2012). Varios tipos de cépula se han utilizado en hidrologfa en la ultima década. Entre
ellos se encuentran la cépula Farlie-Gumbel-Morgenstern (MGF) (Favre et al., 2004), las
cipulas elipticas como la de Gauss (Renard and Lang, 2007), y las cépulas arquimedianas,
(De Michele and Salvadori, 2003; De Michele et al., 2005; Salvadori and De Michele, 2004;
Zhang and Singh, 2007a)
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1.1. Generalidades

La historia de cépulas se puede decir que comienza con Fréchet y Féron en 1956, que hi-
cieron importantes contribuciones en relacién al problema de determinar la relacién entre
una funcion de distribucién de probabilidad multivariada y sus distribuciones marginales de
menor dimensién. (Erdely, 2009). Abe Sklar dio respuesta al problema propuesto por Fréchet
para el caso de distribuciones marginales unidimensionales. Sklar (1959) obtuvo el resultado
mas profundo a este problema, mediante la introduccién de la nocién del término copula y
demostrando el teorema que lleva su nombre. Durante el periodo de 1958 a 1976, la mayoria
de los resultados importantes en relacién con las copulas se obtuvieron en el curso del estudio
de los espacios métricos probabilisticos. (Nelsen, 2006).

En 1990, Dall’Aglio organizé la primera conferencia dedicada a copulas, llamada acerta-
damente “distribuciones de probabilidad con marginales dadas”. Este resulté ser el primero
de una serie de conferencias que ayudaron en gran medida el desarrollo del campo, ya que
cada una de ellas se ofrecio la oportunidad de presentar los resultados y aprender de otros
investigadores; estas conferencias se llevaron a cabo en Seattle en 1993, en Praga en 1996,
en Barcelona en el ano 2000, en Québec en 2004, en Tartu en 2007 y en Sao Paulo en 2010.
(Jaworski et al., 2010).

Fisher (1997) dio dos razones principales por las cuales las cépulas son de interés para los
estadisticos: “En primer lugar, como una manera de estudiar las medidas de escala libre de
la dependencia; y en segundo lugar, como punto de partida para la construccion de familias
de las distribuciones bivariadas.” Especificamente, las copulas son una parte importante del
estudio de la dependencia entre variables aleatorias, ya que permiten separar el efecto de la
dependencia de los efectos de las distribuciones marginales.

El estudio de las funciones copula ha ido incrementando en los tltimos anos con mayor fre-
cuencia en la hidrologia debido a que los procesos hidrolégicos suelen ser multidimensionales.
Hutchinson and Lai (1990) estuvieron entre los primeros autores que popularizaron el estu-
dio de las cépulas. Nelsen (1999) presenté un tratamiento integral de las cépulas bivariadas,
mientras que Joe (1997) dedica un capitulo de su libro “Multivariate models and dependence
concepts” a las cdpulas multivariadas. Las actualizaciones adicionales sobre copulas se dan
en Nelsen (2006). Los primeros trabajos en el andlisis de frecuencia bivariado basados en
el enfoque de las cépulas son los estudios de (Salvadori and De Michele, 2004; Favre et al.,
2004). Seguido por otras contribuciones (De Michele et al., 2005; Genest et al., 2007; Kao
and Govindaraju, 2008; Zhang and Singh, 2007a), ademds, se ha propuesto un andlisis de
frecuencia trivariado (Genest et al., 2007; Serinaldi and Grimaldi, 2007; Zhang and Singh,
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2007b; Grimaldi and Serinaldi, 2006a). Ha habido una serie de intentos para llevar a cabo el
andlisis de frecuencia multivariado hidroldgico (lluvias, inundaciones, sequias, la calidad del
agua, etc.) teniendo en cuenta la dependencia entre variables correlacionadas (Zhang, 2005).
Hasta hace poco, el andlisis de frecuencia hidrolégico multivariado se ha realizado utilizando
el siguiente enfoque resumido por Zhang (2005):

1. La aplicacion de la distribucién normal multivariada, puede ser el enfoque mas simple ya
que es la distribucién conjunta de variables correlacionadas. Si las marginales no tienen
una distribucién normal, las variables son convertidas por cierta transformacion (es decir,
la transformacién de Box-Cox), que luego se convierten en una distribucién normal.

2. La aplicacién de la distribuciéon Gumbel-Mixta, si marginales siguen la distribucion Gum-
bel (Yue, 1999). Este método sélo se puede aplicar a las variables aleatorias correlaciona-
das positivamente.

3. La aplicacién de la distribucién bivariada logaritmica normal (Yue, 2000¢), la distribucion
gamma bivariada (Yue and Rasmussen, 2002), y la distribucién bivariada logistica Gumbel
(Yue and Rasmussen, 2002) para el andlisis de frecuencia hidrolégico de dos variables,
donde las marginales tienen cada una el mismo tipo de distribucién log-normal, gamma
o la distribucién de Gumbel.

4. El cambio de las variables por una cierta transformacion de modo que las variables trans-
formadas se vuelven independientes y luego se obtiene la distribucién conjunta de las
variables independientes (Stewardson and McMahon, 2002).

5. En la ultima década, el concepto copula ha comenzado a aparecer en el anélisis multiva-
riado de frecuencia hidrolégico (Favre et al., 2004).

En la literatura, se han hecho algunos intentos para hacer frente a los fenémenos hidrolégicos
multivariados. Ashkar (1980) considera un evento de inundacién como un evento multiva-
riado y deduce las relaciones entre pico de crecida, el volumen y la duracién. Krstanovic
and Singh (1987) derivan las distribuciones gaussianas y exponenciales multivariantes por el
principio de maxima entropia. Sackl and Bergmann (1987), Loganathan et al. (1987), Chang
et al. (1994), Goel et al. (1998) y Yue (1999, 2000c) utilizaron la distribucién normal bivaria-
da para representar las distribuciones conjuntas de inundaciones y tormentas. Los estudios
anteriores no discutieron en detalle algunos conceptos clave, tales como distribuciones de
probabilidad condicional, periodos de retorno condicional y periodos de retorno conjuntos,
que son esenciales para la comprensién e interpretacién de un evento multivariado. (Yue and
Rasmussen, 2002).
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1.2. Justificacion

En el andlisis de frecuencia univariado, los conceptos estadisticos como las probabilidades
de no excedencia, la frecuencia de ocurrencia o periodo de retorno estan bien definidos,
sin embargo en la mayoria de los casos, los eventos hidrolégicos estan descritos por varias
variables aleatorias correlacionadas entre si, por ejemplo; las inundaciones se describen a
través de su volumen, el pico y la duracion, la intensidad de las lluvias se relaciona con la
profundidad y duraciéon de las tormentas. Eventos de dos o més variables deben ser des-
critos usando conceptos tales como distribuciones de probabilidad condicional, periodos de
retorno condicional y periodos de retorno conjunto. (Yue and Rasmussen, 2002). Si un evento
hidrologico dado es multivariado, es decir, descrito por un conjunto de variables aleatorias
correlacionadas, entonces el analisis de frecuencia de una sola variable no puede proporcionar
una evaluacién completa de la probabilidad de ocurrencia. Una mejor comprensiéon de las
caracteristicas probabilisticas de tales eventos requiere el estudio de su distribucion conjunta.

Justificaciones para la adopcién del marco multivariado para el tratamiento de los fenémenos
extremos se han discutido en varias referencias. En un analisis de frecuencia bivariado, Yue
(1999) llegé a la conclusién de que con una sola variable hidroldégica el anélisis de frecuen-
cia solo puede proporcionar una evaluacion limitada de los eventos extremos. Una mejor
comprension de las caracteristicas probabilisticas de tales eventos requiere el estudio de su
distribucién conjunta. Esto también fue descrito por Shiau (2003) quien indica que el anélisis
de frecuencia multivariado requiere muchos més datos y andlisis matematicos mas sofistica-
dos. Zhang (2005) argumenta que el anélisis univariado de frecuencia no puede representar
las necesidades de disenos hidrologicos e hidraulicos y el riesgo correspondiente apropiada-
mente, el andlisis multivariado es necesario con el fin de representar con mayor precision el
riesgo de fracaso. Yue and Rasmussen (2002), llegan a la conclusién general de que el anali-
sis de frecuencia de una sola variable no puede proporcionar una evaluacion probabilistica
suficiente de eventos hidrolégicos multivariados correlacionados y pueden dar lugar a una
sobreestimacion de la gravedad de estos eventos. El andlisis de frecuencia univariado puede
ser util cuando solo una variable aleatoria es significativa para los propédsitos del diseno o
cuando dos variables aleatorias son menos dependientes. Sin embargo, un analisis separado
de variables aleatorias no puede revelar la relacién significativa entre ellas si la correlacion es
una informacién importante en los criterios de diseno. Por lo tanto, es de importancia con-
siderar conjuntamente todas las variables aleatorias que caracterizan el evento hidrolégico.

Las curvas IDF generalmente se obtienen a partir de enfoques univariados en donde soélo
se tiene en cuenta la intensidad de la lluvia a intervalos de tiempo fijos. Las variables de
la precipitacion intensidad y duracion estan correlacionadas entre si. Es por esto, que la
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construccién de las curvas IDF se debe realizar conjuntamente por medio de analisis de fre-
cuencia bivariados. El problema existente en estos enfoques se basa en el andalisis univariado.
Las curvas IDF combinan diferentes factores causales. Por ejemplo, el periodo de retorno
de una estaciéon 1 no es el mismo periodo de retorno de otra estacién 2. Muchos proble-
mas en ingenieria consideran que la recurrencia de los periodos de retorno suceden en un
tiempo simultaneo, sin embargo, no hay garantia de que sucedan al mismo tiempo. ;Cudles
son las intensidades que deben ocurrir para que se presente la tormenta con un periodo
de retorno dado?. El enfoque univariado no puede representar realmente el andlisis de fre-
cuencia. Las curvas IDF deben resolverse conjuntamente. Esto se logra a través del uso de la
relacion entre la intensidad de las tormentas y las duraciones utilizando el método de cépula.

Por ejemplo, el analisis de frecuencia de crecidas cerca de la confluencia de varios afluentes,
puede estar sujeto a inundaciones por altos flujos de alguna de las corrientes y es necesario
para el diseio de muchas obras civiles. En tales casos, el enfoque de andlisis de frecuencia
de crecidas univariado no es aplicable. Un enfoque generalizado, basado en las funciones de
probabilidad conjunta puede ser desarrollado para el analisis de frecuencia de crecidas en las
confluencias.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Realizar el andlisis de frecuencia hidrolégico multivariado de eventos extremos de naturaleza
hidroclimatolégica tales como tormentas intensas y caudales instantaneos maximos median-
te la aplicacién de funciones cépula arquimedianas para obtener curvas IDF (intensidad-
duracién-frecuencia) en la cuenca baja del rio Tunjuelo y periodos de retorno conjunto en la
region de la Mojana.

1.3.2. Objetivos especificos

e Construir curvas IDF por medio del método de la copula para las estaciones pluviograficas
pertenecientes a la cuenca baja del rio Tunjuelo.

e Comparar las curvas IDF encontradas a través del método de la cépula con las curvas IDF
construidas con el enfoque empirico convencional.

e Obtener la copula arquimediana de mejor ajuste por medio del método grafico a través de
la estimacién no paramétrica y mediante el estadistico Cramer-von Mises.

e Construir curvas IDF conjuntas multisitio a través de copulas arquimedianas trivariadas
y compararlas con el método empirico convencional.

e Obtener periodos de retorno conjunto para el andlisis de frecuencia de crecidas por medio
de cépulas arquimedianas multivariadas en la region de la Mojana.

1.4. Resumen del contenido

En el capitulo 2 se presentan las distribuciones de probabilidad més usadas en hidrologia y
las técnicas de seleccion de los modelos aplicados en el andlisis de frecuencia hidroldgico. En
este capitulo también se presenta una revision literaria e historica de las curvas IDF empiri-
cas (intensidad-duracién-frecuencia) que generalmente se presentan como familias de curvas
para distintos periodo de retorno. La representacion de estas curvas se aplica en el area de
estudio seleccionada y se construyen curvas IDF para las diferentes estaciones pluviograficas
pertenecientes a la cuenca baja del rio Tunjuelo.

En el capitulo 3 se presentan un marco tedrico a la introduccion de las cépulas bivariadas.
Usando el teorema de Sklar (1959) se aclara el papel que juegan las copulas en la relacién en-
tre las funciones de distribucién multivariadas y sus marginales univariadas. En este capitulo
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se presentan las cinco familias de cépulas arquimedianas estudiadas: Gumbel-Hougaard, Ali-
Mikhail-Haq, Frank, Clayton y Joe, ademéds se presenta la metodologia para la seleccién
de la cépula de mejor ajuste a los registros historicos. El periodo de retorno bivariado se
define a través de la distribucién de probabilidad conjunta y se presentan tres ejemplos de la
aplicacion de copulas bivariadas en el area de estudio, el primero es para la construccion de
curvas IDF por medio del método de la copula, el segundo es para determinar el periodo de
retorno conjunto multisitio y el tercero es para el analisis de series histéricas. Se presentan
las conclusiones respectivas al final del capitulo.

El capitulo 4, muestra cémo se puede extender el teorema de Sklar al caso multivariado y de
esta forma obtener las cépulas arquimedianas multivariadas. Las mismas cinco familias de
copulas son estudiadas para el caso multivariado. El periodo de retorno trivariado se define
a través de la distribucién de probabilidad conjunta y se presentan dos ejemplos de la aplica-
cién de cépulas trivariadas y multivariadas en el area de estudio, el primero es para obtener
curvas IDF conjuntas multisitio para las estaciones pluviograficas pertenecientes a la cuenca
baja del rio Tunjuelo y el segundo es para determinar el periodo de retorno multivariado
para analisis de frecuencia de crecidas en la regién de la Mojana. Al final de este capitulo se
presentan los andlisis de resultados y sus respectivas conclusiones.

En el capitulo 5 se presentan las conclusiones generales y las recomendaciones obtenidas a
partir de la investigacion de este trabajo.



2. Funciones de distribucion de
probabilidad y analisis de frecuencia

El analisis de frecuencia hidrolégico ha sido durante mucho tiempo, ampliamente aplicado
para muchos propositos en ingenieria y sobre todo en el diseno de obras civiles. El objetivo
del anélisis de frecuencia de informacion hidrolégica es relacionar la magnitud de los eventos
extremos con su frecuencia de ocurrencia mediante el uso de distribuciones de probabilidad.
(Chow et al., 1994). De acuerdo con los datos seleccionados para el estudio de este trabajo
(seccion 2.4.2) se han empleado una serie de distribuciones de probabilidad que se mencionan
en la tabla 2-2. Los parametros de estas distribuciones por lo general han sido estimados
por el método de los momentos (MOM), la estimacién de maxima verosimilitud (MLE) y el
método de los momentos lineal (LMM), entre otros. En este capitulo se presentan las distri-
buciones de probabilidad utilizadas y las técnicas de seleccién de los modelos aplicados en el
andlisis de frecuencia hidrolégico. Una revision literaria e histérica de varios estudios rela-
cionados con analisis de frecuencia y distribuciones de probabilidad se encuentra en Zhang
(2005).

2.1. Periodo de retorno univariado y posiciones de
graficacion

La definiciéon tradicional del periodo de retorno de un evento con una magnitud dada, puede
escribirse como el intervalo de recurrencia promedio entre un evento que iguala o excede una
magnitud especificada. (Chow et al., 1994). Claramente tiene una base estadistica ya que en
la préctica de la ingenieria la eleccién del periodo de retorno (7x) depende de la importancia
de la estructura y las consecuencias de su fracaso. El periodo de retorno puede ser expresado
mediante su relacion con la probabilidad acumulada asi:

1 1 1

=P =2 T-PX<2) 1-F@)

(2-1)
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Posiciones de graficacion

Usualmente, cuando se tienen datos de un cierto periodo, y se desea aplicar algin método

estadistico para extrapolar dichos datos a periodos de retorno mayores al de las mediciones,

es necesario asignar un valor del periodo de retorno a cada dato registrado (Mijares, 1992).

Una posicién de graficacion se refiere al valor de la probabilidad asignada a cada uno de los

datos que van a graficarse. Las féormulas mas usadas en andlisis de frecuencia en hidrologia

para posiciones de graficacién se presentan en la tabla 2-1 (Rao and Hamed, 2000).

Tabla 2-1.: Posiciones de graficacion més usadas en hidrologia

Posicién de graficacion

Periodo de Retorno

Probabilidad acumulada !

Weibull
Gringorten
Hazen
Blom
Cunnane
California

Adamowski

Chegodayev

(n+1)/m
(n+0,12)/(m — 0,44)
n/(m —0,5)
(n+0,25)/(m — 0,375)
(n+0,2)/(m —0,4)
n/m
(n+0,4)/(m —0,3)
(n+0,5)/(m —0,24)

i/(n+1)
(i —0,44)/(n + 0,12)
(1—0,5)/n
(i — 0,375)/(n + 0,25)
(i—0,4)/(n+0,2)
(i—1)/n
(1—10,3)/(n+04)
(1—0,26)/(n+0,5)

1 . .
Nota: i es el rango en orden ascendente como i = n —m + 1 donde m es el rango en orden

descendente como m =n—1+1

Tabla 2-2.: Distribuciones de probabilidad usadas en hidrologia

Funcién de densidad

Funcién de distribucion de

Gumbel

f()

- e [ (52) —exp (=232)]

Distribucid

rrrbueion de probabilidad (PDF) probabilidad acumulada (CDF)!
Exponencial f(z) = e Flz)=1—e
Normal fz) = —J5=exp (—(zg_o’;)2> F(z)= 7= [ exp (—7(9”2;*;)2) dx

Inz—puy)? _ P Inz—p1y
LogNormal $(0) = b oo () Fla) = o [ oo (~0505 ) da
Gamma flx) = ﬁ(mxﬂ_leﬁ/a F(x) aﬁll(ﬁ) [ aPtemw/ody
Pearson tipo 1T | 1(0) = sy (7)™ exp (<557) | Flo) = sy | (52)° e (- 52) o
¥
Bly—v)P—te A=) F nz—~\B—1 nr—

Log-Pearson III fla) = 20— Fo) = [ = (P5)" exp (—57) da

1 En el anexo A se encuentran los rangos y las ecuaciones de los pardmetros en términos de los momentos de la muestra
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2.2. Pruebas de bondad de ajuste

Las pruebas de bondad de ajuste son usadas para la seleccion del modelo estadistico. En
el andlisis hidroldgico, se suele encontrar que los criterios para determinar la bondad de las
predicciones se basan en el examen de los valores del coeficiente de correlacion y principal-
mente, del coeficiente de determinacién R? (también denominado coeficiente de correlacién
multiple al cuadrado o coeficiente de determinacién miltiple). Las pruebas méas usadas para
la seleccién del modelo son: el coeficiente de determinacién miltiple R?, el R? ajustado, el
error cuadratico medio (MSE), la rafz del error cuadratico medio (RMSE) y criterios de
informacién Bayesiana y Akaike (BIC y AIC) (Zhang, 2005).

En el caso de R? y R? ajustado, cuanto méas grande son, mejor se ajusta el modelo dado.
El R? ajustado tiene en cuenta el tamano del conjunto de datos, y su valor es ligeramente
inferior al de su correspondiente R? (Norusis, 1993). En el caso de MSE, RMSE, AIC y
BIC, cuanto méas pequenos son, mejor se ajusta al modelo. Para este estudio se utilizé la
raiz del del error cuadrético medio (RMSE), el sesgo y la méxima verosimilitud (ML). Se
aplicaron tanto a los modelos univariados como multivariados. El mejor modelo es el que
tiene la RMSE ma&s pequena.

El error cuadratico medio (MSE) puede expresarse como:

MSE = E(zo — 2)” = ﬁ S (i) — 20(3)? (2-2)
Luego,
RMSE = VMSE (2-3)

donde E es la esperanza, x. indica el valor calculado, n es el tamano de la muestra y zq es
el valor observado.

La desviacion o sesgo es una medida de la desviacion de la cantidad estimada a partir de
la observada (o el valor verdadero). El mejor modelo es el que tiene menor sesgo (Zhang,
2005). La desviacién se expresa mediante:

Sesgo = Z o(2) — (1) (2-4)

i=1 zo(1)

donde z(7) indica el valor observado de orden i y z.(i) indica el valor calculado de orden 1.
ML es el criterio que indica la falta de ajuste del modelo a los datos. La méxima verosimilitud
de la distribucion de probabilidad es obtenida, usando los parametros estimados. Usando el
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criterio ML, el mejor modelo es el que tiene el mayor valor de probabilidad.

El criterio AIC, desarrollado por Akaike (1974), consta de dos partes: la falta de ajuste de
el modelo y la falta de fiabilidad del modelo debido al niimero de parametros del modelo. El
criterio AIC se puede expresar a través de dos enfoques: verosimilitud maximizada y MSE
del modelo como:

AIC = —2log(verosimilitud maximizada para el modelo)+2 (No. de pardmetros ajustados)
o también:

AIC = Nlog(MSE) + 2 (No. de pardmetros ajustados)
Por lo tanto, el mejor modelo es el que tiene el valor minimo AIC.

2.2.1. Prueba Kolmogorov-Smirnov

Esta prueba consiste en comparar el maximo valor absoluto de la diferencia D entre la funcién
de distribucién de probabilidad observada Fy(z,,) v la estimada F(x,,) (Mijares, 1992).

D = max |Fp(xy) — F(zn)| (2-5)

Con un valor critico d que depende del niimero de datos y el nivel de significancia selecciona-
do. si D < d, se acepta la hipotesis nula. Esta prueba tiene la ventaja sobre la Chi-cuadrado
2% de que compara los datos con el modelo estadistico sin necesidad de agruparlos. La funcién
de distribucion de probabilidad observada se calcula como:

m

Fo(z,,) =1—
(&) n+1

(2:6)

donde m es el nimero de orden del dato x,, en una lista de mayor a menor y n es el nimero
total de datos.

2.2.2. Prueba \?

La prueba x? (Chi-cuadrado). Fue propuesta por Karl Pearson en 1900. Para aplicar la prue-
ba, el primer paso es dividir los datos en un nimero k de intervalos de clase. Posteriormente
se calcula el parametro estadistico:

k

D=> (6;—e)/e (2-7)

i=1
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donde 6; es el nimero observado de eventos en el intervalo i y ¢; es el nimero esperado de
eventos en el mismo intervalo (Mijares, 1992).

€; se calcula como:
e =nl[F(S;—F([;)] i=1,2,..,k (2-8)

donde F'(S;) es la funcién de distribucién de probabilidad en el limite superior del intervalo 1,
F(1;) es la misma funcién en el limite inferior y n es el nimero de eventos. Una vez calculado
el parametro D para cada funcion de distribucion considerada, se determina el valor de una
variable aleatoria con distribucién y? para v = k — 1 — m grados de libertad y un nivel de
significancia «, donde m es el nimero de pardmetros estimados a partir de los datos. Para
aceptar una funcion de distribucién dada, se debe cumplir:

D <xXiak1-m (2-9)

El valor de xi_,, ,_1_,, se obtiene a partir de tablas de la funcién de distribucién x* ver
Mijares (1992).

2.3. Tormentas de diseno

2.3.1. Antecedentes de las curvas IDF

La construccion de las curvas IDF tiene una larga historia, que se remonta al menos al
articulo de Bernard (1932). Numerosos modelos de uso comin de las curvas IDF han sido
publicados en la literatura hidrolégica; una vision histérica y una discusion se han incluido
en Garcia-Bartual and Schneider (2001). Koutsoyiannis et al. (1998) han proporcionado una
formula general para la relaciéon IDF consistente con el fundamento tedérico probabilistico
para los eventos méximos de precipitacién. Los modelos de fenémenos naturales extremos
son de creciente interés y esta teoria ha sido ampliamente utilizada en la hidrologia y otras
ciencias ambientales. (Katz et al., 2002; Schliep et al., 2010; Van de Vyver, 2015b). En las
ultimas décadas, muchos autores que trabajan en las curvas IDF han modelado eventos anua-
les de precipitacién méxima con la distribucién de valores extremos generalizada (GEV) o la
distribucién de Gumbel, ver por ejemplo Demarée (1985), Mohymont et al. (2004), Muller
et al. (2008) y Overeem et al. (2008) por mencionar algunos.

Las curvas IDF generalmente se presentan como familias de curvas para los diferentes pe-
riodos de retorno y son una de las herramientas mas utilizadas en ingenieria de recursos
hidricos. Un evento de tormenta se define mediante un valor de profundidad de precipitacién
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en un punto, mediante un hietograma de diseno que especifique la distribucién temporal de
la precipitacién durante la tormenta, o mediante el denominado patrén IDF (Intensidad-
Duracién-Frecuencia de las lluvias extremas) (Pérez and Carballo, 2008). La razén por la
cual las curvas IDF se obtienen a partir de analisis de frecuencia univariados de las lluvias,
se debe a que es dificil derivar distribuciones conjuntas de caracteristicas de la precipitacién
(intensidad o profundidad y duracién) utilizando métodos estadisticos estdndar. Varios in-
tentos se han hecho para llevar a cabo el andlisis de frecuencia de dos variables, teniendo
en cuenta la dependencia entre las variables de precipitacion (por ejemplo, la intensidad,
cantidad y duracién). Sin embargo, éstos han sido poco realistas bajo supuestos restrictivos
(Singh and Zhang, 2007).

2.3.2. Relaciones intensidad-duracidén-frecuencia

e Una de las primeras relaciones empiricas de las curvas IDF se expresé por Bernard (1932)
como:

CLoTal

T _
Rp =~

(2-10)

donde R}, = intensidad de la precipitaciéon (en mm/h) de duracién D (en horas) y perio-
do de retorno T' (en afos) con ag, a1, y as constantes. Para tormentas de corta duracién
(menores a 24 h) a; varia entre 0,18 a 0,26, el exponente as de 0,7 a 0,85 (Aron et al., 1987).

e Una expresion empirica ampliamente utilizada entre la precipitacion, la intensidad y la
duracién fue propuesta por Sherman (1931), que puede expresarse como:

R:(Dimc 1

donde R = intensidad de la precipitaciéon media (en pulgadas por hora) para la duracién
D en minutos y un periodo de retorno dado. a, b y ¢ son constantes. El parametro a
varia con el periodo de retorno y la localizacion geografica, y los pardametros b y ¢ varian
unicamente con la localizacién geografica.

e Por ejemplo, Wenzel (1982) dedujo, para algunas ciudades de los Estados Unidos, coefi-
cientes para utilizarse en una ecuacién de la forma:

(2-12)



16 2 Funciones de distribucién de probabilidad y andlisis de frecuencia

donde i es la intensidad de la lluvia de diseno, T} es la duracién y ¢, e y f son coeficientes
que varfan con el lugar y el periodo de retorno. (Chow et al., 1994)

Mijares (1992) menciona basicamente dos métodos con los que se puede determinar la
relacién entre las variables i, d y T para un sitio dado.

El primero, llamado intensidad-periodo de retorno relaciona estas dos variables para cada
duracion por separado mediante alguna de las funciones de distribucion de probabilidad
mencionadas al inicio de este capitulo. El segundo método relaciona simultaneamente las
tres variables en una familia de curvas cuya ecuacion es:

kT™

i:ZEI?F (2-13)

donde k, m, n y ¢ son constantes que se calculan mediante un anélisis de correlacién lineal
multiple (Mijares, 1992). Cuando los datos se agrupan lo suficiente en torno a lineas rectas,
el valor de ¢ puede tomarse como cero quedando asi la ecuacion:

kT

914
T T (2-14)

El modelo propuesto por Chow et al. (1994) extiende la ecuacién 2-12 incluyendo el periodo
de retorno T utilizando la ecuacion:

crm
1= 2-15
Tit | (#15)
o también:
crm
1= 2-16
De +f ( )

El modelo propuesto por Koutsoyiannis et al. (1998) fue ajustado para Atenas Grecia, y
considera que la variable intensidad ¢ tiene una distribucién doble exponencial o Gumbel,
con el parametro adimensional ¢ constante e independiente de la duracién, y el pardmetro
de escala varia con la duracién d.

i:A{¢—mP4n@—%ﬂ} (2-17)

(d+0)n
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donde i es la intensidad de la lluvia en mm/h, 7" es el periodo de retorno en anos, d es
la duracién de la tormenta en horas y A, ¥, n y € son pardmetros que varian con el lugar
y el periodo de retorno, cuyos valores se estiman por aproximaciones sucesivas cuando se
ajusta cada modelo.

Hay dos preocupaciones principales en cuanto a por qué el enfoque estdndar conduce a la
sobreestimacién de la probabilidad de eventos desastrosos. La primera preocupacion esta
relacionada con la falta de disponibilidad de la cantidad y calidad de los datos histoéricos
en el desarrollo de un modelo adecuado. Los métodos clésicos se basan en la distribucion
de muestreo, que requiere datos suficientemente “grandes” para determinar la exactitud del
modelo. La segunda preocupacion se relaciona con la incertidumbre de los parametros, que a
menudo se pasa por alto o es ignorado la mayor parte de las veces. Es importante cuantificar
estas incertidumbres y utilizarlas en las decisiones de diseno y analisis de riesgos. El enfoque
bayesiano proporciona un marco coherente para la incorporacion de estas incertidumbres
(Chandra et al., 2015).

2.4. Representacion de las curvas IDF en el area de
estudio

2.4.1. Localizacién general del area de estudio

Para la seleccién del drea de estudio se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos: (1) una
cuenca que contara con més de tres estaciones pluviograficas, (2) datos representativos con
series histéricas mayores de 20 afios y (3) una cuenca de uso urbano en la cual se pudieran
evaluar las tematicas como la oferta, la demanda y el riesgo. Es por esto que se escogié la
cuenca del rio Tunjuelo ya que es de gran importancia para el abastecimiento de agua para
la zona sur de Bogota.

La cuenca del rio Tunjuelo se encuentra ubicada en el departamento de Cundinamarca y
forma parte de la cuenca alta y media del rio Bogoté (ver figura 2-1). El cauce principal del
rio nace en el paramo de Sumapaz, a una altura aproximada de 3450 msnm. Lo forman tres
cauces principales, los rios Mugroso, Chisaca y Curubital, que, al unirse, forman el cauce
principal del rio Tunjuelo, que entrega sus aguas al rio Bogota a una altura de 2543 msnm
(EAAB-ESP, 2014).
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Figura 2-1.: Cuenca del rio Tunjuelo en el area de jurisdiccién de la CAR.
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2.4.2. Recopilacién de informacion y estaciones seleccionadas

La serie a la cual se le realiza el analisis de frecuencias puede ser seleccionada de tres formas
(Acevedo Aristizabal et al., 2009):

e Series maximas anuales, es aquella serie que esta conformada por cada uno de los valores
maximos de precipitacion observados en cada uno de los anos de registro.

e Series de duraciones parciales, en la cual la serie de datos esta conformada por aquellos
datos que sobrepasan un valor base predefinido.

e Serie de excedencias anuales, en la cual el valor base, de la serie anterior, es seleccionado
de tal forma que el nimero de datos que conforman la serie sea igual al nimero de anos
de registros.

La informacién recopilada de las estaciones seleccionadas en el area objeto de estudio co-
rresponde a series histéricas de precipitacion sub-horaria extraidas de EAAB-ESP (2014).
El tipo de serie adoptada es la de series maximas anuales ya que se cuentan con los registros
del evento maximo de la tormenta. Las estaciones seleccionadas se encuentran ubicadas en
la cuenca baja del rio Tunjuelo cuyas caracteristicas se encuentran en la tabla 2-3:

Tabla 2-3.: Estaciones pluviograficas seleccionadas para la construccién de curvas IDF

Nombre Coddigo | Tipo | Norte Este | Elev. | Entidad | Periodo
El Bosque 2120085 | PG | 986500 | 1000000 | 2880 CAR 1967 - 2012
La Picota 2120156 | PG | 994720 | 995620 | 2580 CAR 1980 - 2003
El Delirio P-35 PG | 994730 | 1002120 | 3000 EAAB | 1961 - 2012
Santa Lucia P-42 PG | 997550 | 995080 | 2630 EAAB | 1956 - 2012
Bosa Barreno 2 |  P-51 PG | 1001915 | 988072 | 2550 EAAB | 1986 - 2012
Juan Rey P-81 PG | 991780 | 999260 | 2985 EAAB | 1990 - 2012
Quiba P-90 PG | 992305 | 989998 | 3000 EAAB | 1990 - 2012

La informacion disponible, cuenta con eventos de precipitaciéon con una resolucién minima
de cinco minutos. Para la generacién de las curvas IDF se definieron intervalos de [15, 30,
45, 60, 90, 120, 150, 180, 240, 300, 360] minutos.

Las curvas IDF resultan de unir puntos representativos de la intensidad media en intervalos
de diferente duracién y correspondientes todos ellos a una misma frecuencia o periodo de
retorno. Su obtencién directa sélo es posible en las estaciones dotadas de pluvidgrafo (Peldez,
1978).
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La metodologia tradicional usada para el célculo de las curvas IDF consiste basicamente en
realizar un analisis de frecuencia a cada una de las series de valores maximos de precipitacién
obtenidas para cada duracién.
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Figura 2-2.: Ubicacién de las estaciones hidrometeorolégicas seleccionadas.

Para ilustrar la construccién de estas curvas, se presenta a continuacion un ejemplo para la
estacion El Bosque, el cual se comparara mas adelante con las curvas obtenidas mediante el
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método de la copula.

Inicialmente, se grafican los datos construidos de una serie histérica (1967 - 2012) de preci-
pitacién anual méxima para cada una de las duraciones establecidas: [15, 30, 45, 60, 90, 120,
150, 180, 240, 300, 360] minutos.

Intensidades maximas Estacion El Bosque (2120085)
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Figura 2-3.: Intensidad para diferentes eventos de tormenta maxima seleccionada de una
serie historica para una duracion dada. Estacién El Bosque.

Asociando un periodo de retorno a cada uno de los datos de intensidad y duracion, se
puede construir una representacién gréafica en tres dimensiones. Mediante las posiciones de
graficaciéon mencionadas en la tabla 2-1 se asigna un periodo de retorno a cada uno de los
datos. Realizando una prueba de bondad de ajuste (seccién 2.2) a cada una de las posiciones
de graficacion de la tabla 2-1 se encontré que la distribucién empirica de mejor ajuste es la
indicada por Gringorten:

n+0,12

T=—"—
m — 0,44

donde n es el nimero de datos que van a ser graficados, y m es el orden o posicién de un
valor en una lista ordenada por magnitud descendente. Aplicando la ecuacién de Gringorten
se obtiene la siguiente gréfica:



22 2 Funciones de distribucién de probabilidad y andlisis de frecuencia
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Figura 2-4.: Periodo de retorno asociado a cada uno de los registros tomados en la estacién
El Bosque.

Los periodos de retorno asociados a cada registro, llegan hasta un valor cercano a 80 anos.
En el Anexo A se encuentran los registros para la estaciéon el Bosque, donde se presenta el
cddigo para la obtencién de los puntos graficados en la figura 2-4.

Una vez obtenidos los periodos de retorno, es necesario ajustar un método estadistico o de
regresion para obtener las familias de curvas que mejor se ajusten a los datos. Como se vio
en la seccion 2.3.2, las relaciones intensidad-duracién-frecuencia se presentan por medio de
una serie de ecuaciones empiricas, las cuales intentan representar estas familias de curvas.
Por medio del lenguaje de programacién Python (2015) se realizé una regresion no lineal a
los datos representados en la figura 2-4. La ecuacion de mejor ajuste y que presenta menor
error es la correspondiente al modelo propuesto por Chow et al. (1994). (ver ecuacién 2-16).

- crm N 285,37 T0:34
- De+f - D07755+3,024

i (2-18)

La superficie resultante de esta ecuacién es la que se presenta en la figura 2-5.



23

2.4 Representacion de las curvas IDF en el area de estudio

300

400

5

[
!&&N\«\«\\\\\\M\w
Ay, i
'..\#&.‘\\s,\\\\\\\&\\\\\&\\“x\.
'..N\\\\\.\\\\\\\\\\\\\\R\\\\,& \\\ \\\\
—— L
!#\\\\\\\\\\\\\\\\\\s\\\\\\\\\\. i A
g/ iy
&l e
sy
)
Yy sy o 217,
a1y,
ra sy gy 1, )
)
)
00
U
T
W
U )
Q)
D
i
W
L
G
L
i
U
Qi
i
L)

i6n

2-18 para la estac

i6n

da a partir de la ecuac

s

on genera

i

Superficie de regres

El Bosque.

Figura 2-5.

tos se intersectan con la

, €s

iodo de retorno

Si se dibujan planos que pasen por el eje del per

1€ son

las trazas de la superfici

ir;

superficie creada generando familias de curvas IDF, es dec

ias de curvas IDF se presentan en la figura 2-6.

il

las curvas IDF. Las fam



24 2 Funciones de distribucién de probabilidad y andlisis de frecuencia

Curvas IDF Estacion El Bosque (2120085)
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Figura 2-6.: Curvas IDF generadas a partir de los registros histéricos de la estacion El
Bosque.

Distribuciones de probabilidad seleccionadas

Las pruebas de bondad de ajuste son necesarias para saber qué tan bien se ajusta una dis-
tribucion de probabilidad a los registros de las estaciones seleccionadas. A continuacién se
presenta un resumen de las distribuciones seleccionadas para este trabajo.

Inicialmente se graficé el histograma de frecuencia con las diferentes distribuciones de pro-
babilidad asociadas. (ver figura 2-7).
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Figura 2-7.: Diferentes distribuciones de probabilidad asociadas a los registros de intensidad
(mm/h) para la estacién El Bosque.



26 2 Funciones de distribucién de probabilidad y andlisis de frecuencia

Como se puede observar en la figura 2-7, la distribucién que mas se ajusta a los datos es
la distribucién LogNormal. La prueba no paramétrica Anderson-Darling propuesta por el
software estadistico Minitab versién académica, (Minitab, 2016) muestra que la distribucién
de mejor ajuste es la LogNormal. Mientras mejor se ajuste la distribucion a los datos, menor
sera este estadistico (ver figura 2-8).
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Figura 2-8.: Ajuste mediante el estadistico Anderson-Darling. (Minitab, 2016).

Sin embargo, para tener més seguridad en el ajuste, se realizaron las pruebas de bondad de
ajuste Kolmogorov-Smirnov y x? mencionadas en la seccién 2.2.

Igualmente, para los datos de duracion se realizé el mismo procedimiento obteniendo que la
distribucién LogNormal es la que mejor se ajusta al conjunto de datos (ver figura 2-9).
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Figura 2-9.: Histograma de frecuencia ajustado para la duracion de la tormenta en minutos.
(Estacién El Bosque).

Las distribuciones de probabilidad seleccionadas mediante las pruebas Kolmogorov-Smirnov
v %2 se presentan en la tabla 2-4.

Tabla 2-4.: Distribuciones de probabilidad marginales asociadas a cada
una de las estaciones seleccionadas

Estacién I(mm/h) P(mm) t(min)

El Bosque LogNormal LogNormal Lognormal
La Picota Pearson Tipo III | Pearson Tipo III | Lognormal
El Delirio Pearson Tipo III | Pearson Tipo III | Lognormal
Santa Lucia LogNormal LogNormal Lognormal

Bosa Barreno 2 | Pearson Tipo III | Pearson Tipo III | Lognormal

Juan Rey LogNormal LogNormal Lognormal

Quiba LogNormal LogNormal Lognormal




3. Cépulas Bivariadas

Una cépula es una funcién que une o enlaza (su nombre proviene del latin “enlazar”) una
funcién de distribucion multivariada a sus funciones de distribucién marginales unidimensio-
nales. La palabra copula fue utilizada por primera vez en un sentido matemaético por Sklar
(1959) en el teorema que lleva su nombre. Las funciones cépula permiten representar una
distribucién multivariada basada en la distribucién de probabilidad univariada (o simple-
mente llamadas marginales), independientes de su forma o tipo. A continuacién se discute
la definicién y algunas propiedades de las cépulas.

3.1. Introduccién a las copulas

Para comenzar con la introduccion a las copulas, es necesario presentar algunas notaciones.
=2 = . .

Un rectangulo en R™, (R = [—00,00]) es el producto cartesiano de dos intervalos cerrados:

B = [x1, 23] X [y1,y2]. Los vértices del rectangulo B son los puntos (x1,y1), (1, 42), (22, y1)

y (22,¥2). Una funcién real bivariada H es una funcién cuyo dominio, DomH es un subcon-
junto de R y cuyo rango RanH es un subconjunto de R (Moreno Chavarro, 2012).

Definicién 1. Sean S; y S, subconjuntos no vacios de R = [—00, 00|, sea H una funcién
real tal que DomH = Sy X Sy, B = [x1, %3] X [y1, 2] un rectangulo cuyos vertices estdn en
DomH , entonces el H-volumen de B esta definido por:

Vi (B) = H(x2,y2) — H(x2,y1) — H(21,92) + H(21, 1) (3-1)

Definicién 2. La funcién H dada en la definicién 1 es creciente si Vy(B) > 0 para todo B,
cuyos vértices estan en el dominio de H.

El siguiente lema es de gran utilidad para establecer la continuidad de las copulas y es con-
secuencia directa de las definiciones anteriores (Nelsen, 2006).

Lema 1. Sean S, y S» subconjuntos no vacios de R y sea H una funcion creciente bi-
variada con dominio S1 X Sy. Sean x1,To en S con x1 < T, Yy sean yi,ys en Sy con
y1 < yo. Entonces la funcion t — H(t,y2) — H(t,y1) es no decreciente sobre Sy y la funcion
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t — H(xg,t) — H(x1,t) es no decreciente sobre Ss.
Como una aplicacion inmediata a este lema se pueden mostrar las siguientes propiedades:

Suponga que S; tiene un minimo a; y que S tiene un minimo ay. Decimos que una funcién
H de S; x Sy en R es fundamentada si H(x,as) = 0 = H(ay,y) para todo (z,y) en Sy X Ss.

Ahora suponga que S; tiene un méaximo b; y que Ss tiene un maximo b,. Decimos que una
funcién H de S; x Sy en R tiene marginales y estas marginales son las funciones F'y G
dadas por:

DomF = S,y F(x) = H(x,by) para todo = € Sy;
DomG = Sy y G(y) = H(by,y) para todo y € Ss.

Ejemplo 1. (Nelsen, 2006). Sea H una funcién con dominio [—1, 1] x [0, o], dada por:

(x+1)(e? —1)
T+ 2e¥ —1

H(x,y) =

Entonces H es fundamentada ya que:

H0) = CHIE D H(-1y) -

(—1+1)(e? —1)
—1+4+2e¥ -1

=0

Con marginales:

z+1

F(z) = H(x,00) = 5

Gly)=H(l,y)=1—¢€"

3.2. Definicion de Cépula

Una cépula es una funcion C' de I? a I, con I = [0,1] es decir; C': [0,1] x [0,1] — [0,1] que
satisface las siguiente condiciones:

e Para todo u,v € [0, 1],
C(u,0)=0=C(0,v)
Yy
Clu,1) =uy C(L,v) =v;
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e Para todo uy, us, v1,vs € [0, 1] tal que uy < ug y v1 < v,

Vo ([u, ug] X [v1,v2]) = Cug, v2) — Clug,v1) — C(ug,ve) + C(ug,v1) >0

0
If— === == - - — - 1
I
I
(7Y |
2
I
I
(4] |
| | |
| |
| | :
| 1 u
0 U, u, 1

Figura 3-1.: Esquema de la propiedad de la copula.

3.3. Teorema de Sklar

El teorema de Sklar aclara el papel que juegan las copulas en la relacién entre las funciones
de distribucién multivariadas y sus marginales univariadas.

Teorema 1. Sea H(x,y) una funcidn de distribucion bivariada con marginales F(z) y G(y)
entonces existe una cdpula C tal que para todo z, y € R:

H(x,y) = C(F(x),G(y)) (3-2)

Si F(z) y G(y) son continuas, la copula C(u,v) es unica. Dicho de otro modo, C(u,v) queda
determinada de forma unica en RanF x RanG, con RanF y RanG en rango de F' y G
respectivamente. Inversamente, si C' es una copula y F, G son funciones de distribucion,
entonces H es una funcion de distribucion conjunta con marginales F' y G. (Nelsen, 1999)
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3.3.1. Densidad de la cépula

Si F(x), G(y) v la cépula C(u,v) son diferenciables, la densidad conjunta de (x,y) corres-
pondiente a la funciéon de distribucién conjunta de la ecuacién 3-2 es igual a:

Mz, y) = f(2)g(W)C(F(x), G(y))] (3-3)

donde f(z), g(y) son las funciones de densidad marginales de F(z) y G(y) y

~0C(u,v)

c(u,v) = by (u,v)" € [0,1]? (3-4)

Esta tltima funcién se conoce como densidad de la cdpula (Moreno Chavarro, 2012).

3.4. Medidas de correlacién de rango

Hay varias formas para medir la dependencia de los datos o registros historicos de eventos
hidrolégicos. Como veremos, muchas de estas propiedades y medidas son, en palabras de
Hoeffding (1940, 1941), “de escala invariante”, es decir, que no se modifican bajo transfor-
maciones estrictamente crecientes. Es precisamente la cépula la que capta las propiedades
de la distribucién conjunta que son invariantes bajo estas transformaciones (Schweizer and
Wolff, 1981). Los coeficientes de correlacién de rango miden el grado de dependencia monéto-
na entre dos variables aleatorias, a continuacién se presentan dos importantes medidas de
dependencia; el Tau de Kendall (7) y p—Spearman, pero antes es necesario realizar algunas
definiciones:

Definicién 3. Concordancia: Sean (z;,y;) y (x;,y;) dos observaciones de un vector de va-
riables aleatorias continuas (X, Y’) se dice que (z;,v;) y (x;,y;) son concordantes si x; < x;
vy <yjox; >x;yy; >y;. Unaforma alterna de presentar la anterior definicién es: (z;, y;)
y (x;,y;) son concordantes si (z; — x;)(y; — y;) > 0 (Moreno Chavarro, 2012).

Definicién 4. Discordancia: Sean (z;,y;) ¥y (z;,y;) dos observaciones de un vector de
variables aleatorias continuas (X, Y') se dice que (x;, ;) y (x;,y;) son discordantes si x; < x;
YUy >y;0x; >x; ¥y <y;. Unaforma alterna de presentar la anterior definicién es: (z;, ;)
y (x;,y,) son discordantes si (z; — x;)(y; — y;) < 0.
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3.4.1. Tau de Kendall 7

El 7 de Kendall se define en términos de concordancia de la siguiente manera (Kruskal, 1958;
Hollander and Wolfe, 1973; Lehmann and D’abrera, 1975):

Sea {(z1,y1), (x2,%2), ..., (Tn, yn)} una muestra aleatoria de n observaciones de un vector
(X,Y) de variables aleatorias continuas. Hay (}) parejas distintas (z;,y;) y (z;,y;) de obser-
vaciones en la muestra. Algunas de ellas seran concordantes, denotadas por ¢ y otras seran
discordantes, denotadas por d. Entonces, el Tau de Kendall 7 para la muestra se define como:

= =te-ai(}) (35)

c+d:

De manera equivalente, t es la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de dis-
cordancia para un par de observaciones (z;,y;) v (z;,y;) escogidas al azar de la muestra. La
versiéon poblacional del 7 de Kendall para un vector (X,Y’) de variables aleatorias continuas
con funcién de distribucion conjunta H se define similarmente.

Sean (X1,Y7) y (X3, Y3) vectores aleatorios independientes e igualmente distribuidos en R?
con funcién de distribucién conjunta H, entonces el coeficiente de correlacién de rango o
7 de Kendall esta definido como la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de
discordancia (Nelsen, 2006):

T=Txy = P[(Xl — Xg)(Yi — }/2) > O] — P[(Xl — XQ)(Yl — Yé) < 0] (3-6)

Como 7 de Kendall es invariante a transformaciones estrictamente crecientes, el siguiente
teorema ofrece una expresién de este coeficiente en términos de cépulas.

Teorema 2. Sean X e Y wariables aleatorias continuas cuya copula es C. Entonces el
coeficiente T de Kendall para X e Y estd dado por:

TXy = 4/01 /01 C(u,v)dC(u,v) — 1 (3-7)

3.4.2. Rho de Spearman p

Al igual que el 7 de Kendall, la medida de asociacién conocida como p de Spearman se basa
en concordancia y discordancia y se obtiene de la siguiente manera (Kruskal, 1958; Lehmann
and D’abrera, 1975):

Sean (X1,Y7), (X2, Y2) y (X3,Y3) tres vectores aleatorios independientes con una funcién de
distribucién conjunta H (cuyas marginales son otra vez F'y G) y Cépula C. Se define el p
de Spearman como proporcional a la probabilidad de concordancia menos la probabilidad
de discordancia para los dos vectores (X1,Y7) y (Xo,Y3) es decir, un par de vectores con
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las mismas marginales, pero un vector tiene funcién de distribucién H mientras que los
componentes del otro son independientes.

p=pxy =3(P[(X1 — X2)(Y1 — Y3) > 0] — P[(X; — Xp)(Y1 — Y3) <0]) (3-8)

El siguiente teorema ofrece una expresién del coeficiente de correlacién de Spearman en
términos de cépulas.

Lema 2. Si (X,Y) tiene funcion de distribucion conjunta H y marginales F(z) y G(y),
entonces la covarianza entre X e Y cov(X,Y), cuando es finita estd dada por:

con(x.v) = [ . / " (H(zy) — F(2)C(y))drdy (3.9)

Teorema 3. Sean X e Y wvariables aleatorias absolutamente continuas con marginales F(x)
y G(y) respectivamente, y copula asociada C' entonces el coeficente de correlacion Spearman
para X eY pxy, estd dado por:

11
pxy = 12/ / C(u,v)dudv — 3 (3-10)
o Jo

3.5. Familias de Cépulas

Hay una multitud de cépulas. En términos generales, las cépulas pueden agruparse como
cépulas con forma cuadratica, cpulas de forma cibica, y cépulas Arquimedianas. Las cépu-
las también pueden ser agrupadas por paramétricas y no paramétricas. En las primeras el
parametro, o parametros cuantifican la relacion de dependencia entre las variables que se
asocian, un ejemplo de ellas son las cépulas arquimedianas, en las segundas no participa un
parametro ya que por su estructura empirica se ajustan de forma local a los datos, el ejemplo
mas comun es la copula empirica.

3.6. Codpulas Arquimedianas

Para este trabajo se estudiaran las copulas arquimedianas ya que éstas son quizas, las cépu-
las mds importantes para el analisis hidroldgico por las siguientes razones: (1) Se pueden
construir facilmente, (2) La mayoria de familias de cépulas paramétricas pertenecen a esta
clase y (3) Muchas de las propiedades de esta familia pueden describir una gran variedad de
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estructuras de dependencia (Nelsen, 2006).

Definicién 5. Una cépula C es llamada Arquimediana si existe una funciéon continua, estric-
tamente decreciente y convexa ¢: [0,1] — [0,00] con ¢(1) = 0 y sea ¢l[~! la pseudo-inversa
de ¢ definida como:

p(Co(u,v)) = p(u) + ¢ (v) (3-11)

Entonces C' es una funcién de [0,1] x [0,1] — [0,1] que puede escribirse de la siguiente
manera:

Colu,v) = o (p(u) + ¢(v)) (3-12)

donde ¢[~1 es la pseudo-inversa de ¢ definida por:

o) = {so*(t), 0<t <s (0 13

)
0, 0(0) <t <40

donde ¢ es llamado el generador arquimediano de la cépula C, 0 es el parametro de la cépula
y Cy denota la representacion de la cépula.

Otro resultado util para las cépulas arquimedianas es la expresion para el 7 de Kendall de
la ecuacién 3-7 que puede ser simplificada de la siguiente manera (Genest and MacKay, 1986):

Proposicién 1. Sean X e Y wvariables aleatorias con una copula arquimediana C' con gene-
rador ¢. La version T de Kendall Txy para X eY de la de ecuacion 3-7 esta dado por:

1
XYy = 1+ 4/ ,—dt (3—14)
0

Propiedades de las cépulas arquimedianas

Las propiedades de las cépulas arquimedianas se encuentran en Nelsen (1999) y Genest and
Rivest (1993).

Propiedad 1. La funcién generadora ¢ es estrictamente decreciente y convexa de [0, 1] —
[0, 00] con (1) = 0.

Esto garantiza que la funcién generadora disminuye, es decir, la cépula generada satisface
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las propiedades de la distribucién de probabilidad.

Ejemplo 2. Sea ¢(t) = —1In(t), t € [0,1] ya que p(0) = 400, ¢ es una funcién convexa
decreciente, entonces tenemos que:
o7 (t) = exp(—t)

Asi, la cépula arquimediana correspondiente generada mediante el uso de esta funcion de
generacion es:

C(u,v) = exp(—[(—Inu) + (= Inwv)]). Esta cépula representa la distribucién conjunta de dos
variables aleatorias independientes.

Propiedad 2. Sea C' una cépula arquimediana con generador ¢ en ¢, es decir, ¢ € (0, 1].
Entonces para cualquier u,v en [0,1] existe un nimero entero positivo m tal que u* < v.
Esta propiedad describe cémo se comporta una cépula arquimediana. Ademas, teniendo en
cuenta el axioma de Arquimedes para los nimeros reales positivos: si a, b son nimeros reales
positivos, entonces existe un numero entero tal que ma > b.

Propiedad 3. Las curvas de nivel de las cépulas arquimedianas son convexas. Sea C' una
copula arquimediana con generador ¢ en ¢.

1. Parat € (0,1) la C-medida de la curva de nivel de C' p(u) + ¢(v) = (t) es dada por:

w(t)[l - 1]

) )

donde ¢'(t7), ¢'(t7) son derivadas por izquierda o por derecha de ¢.

2. Si C no es estricta, la C-medida de la curva de nivel de cero p(u) + ¢(v) = p(0) es igual

Y por lo tanto es igual a cero cuando ¢'(0%) = —oc.

Propiedad 4. Sea C' una cépula arquimediana con generador ¢ en ¢, si Ko(t) indica la C-
medida del conjunto {(u,v) € [0,1]> | C(u,v) <t} o de manera equivalente, si el conjunto

{(w,0) € [0,12 | p(u)+p(v) = p(t)}, esto es:

Ko(t) = P(Clu,v) < 1) (3-15)
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entonces para cualquier ¢ en [0, 1]:

(3-16)

Teorema 4. Sea C' una copula arquimediana con generador ¢, entonces:

a) C es simétrica, es decir C(u,v) = C(v,u) VY, € [0,1]
b) C es asociativa, es decir C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) Vyuw € [0,1]

c) sik >0 es una constante y ¢ el generador, entonces ky es también un generador de C

3.7. Familias de cépulas arquimedianas

Existe una gran variedad de familias de copulas arquimedianas que se utilizan para la cons-
truccién de modelos que representan distribuciones multivariadas. En general existen cerca
de 22 familias, pero en este trabajo sélo se discutiran los parametros de las cépulas arqui-
medianas méas utilizadas. Cada una de estas cépulas conforman una familia parametrizada
por 6.

Las cépulas arquimedianas bidimensionales mas utilizadas se presentan a continuacién:

3.7.1. Cépula Gumbel Hougaard

La cépula arquimediana Gumbel-Hougaard fue introducida por primera vez por Gumbel
(1960). La formulacién de esta familia se expresa como sigue (Zhang, 2005):

Co(u,v) = Cp(Fx(2), Fy(y)) = H(z,y)
Cylu, v) = exp (_ (= mu)’ + (—mv)")”“’) . 0el00) (3-17)

donde 6 es el pardmetro de la funcién de generacién ¢(t) = (—Int)?, con t = u o v como
una variable aleatoria uniformemente distribuida que varia de 0 a 1.

El coeficiente de correlacion entre los vectores aleatorios X y Y es el correspondiente Tau
de kendall, que se puede obtener mediante la aplicaciéon de la ecuacion 3-14:

1
tint 1
.0 9
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r=1-60" 0<7<1 (3-18)

donde p(u) = (=Inu)? vy )= (-Inv)’

3.7.2. Copula Ali-Mikhail-Haq

La cépula arquimediana Ali-Mikhail-Haq fue desarrollada por Ali et al. (1978). Esta familia
de cépula fue desarrollada basada en el concepto de distribucion logistica univariante. El
parametro de esta cépula es la medida de la salida de la independencia o la medida de la

asociacién entre dos variables. La formulacién de esta familia se expresa como sigue (Zhang,
2005):

uv

Oo(uav) = Cg(Fx(Q’J),Fy(y)) = H(l‘,y) = 1— 9(1 - U)(l _ ’U) ) 0 S [_17 1) (3_19)
0 :ml—e(tl—t)
= (#) - ; (1 - %)2 In(1—60) , 7r(=0,1817 <7 < 0,333) (3-20)

3.7.3. Coépula Frank

La cépula arquimediana Frank fue desarrollada por Frank (1979). La cépula Frank satisface
todas las condiciones para la construccién de distribuciones bivariadas con marginales fijas.
Es absolutamente continua y tiene soporte completo en el cuadrado de la unidad. La formu-
lacién de esta familia se expresa como (Zhang, 2005):

Co(u,v) = Cy(Fx(z), Fy(y)) = H(z,y)

(exp (—0u) — 1)(exp (—0v) — 1)
exp (—0) — 1

Co(u,v) = —%ln (1 + ) , 0#£0 (3-21)

con

w0 (Scn-t)
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r=1- (- Dy(0)) (3-22)

donde D; es la funcién Debye de primer orden. D, se define como:

kot
Dy0) = — | ————dt 3-23
(6) 6’“/0 exp(t) — 1 (3-23)
Resolviendo las ecuaciones 3-22 y 3-23 se obtuvo la figura 3-2.

500
400
300

200

100

0
100 r
-200

-300

Parametro (©)

-400

-500
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

Tau de Kendall t

Figura 3-2.: Relacién entre el 7 de Kendall y el pardmetro 6 para la copula Frank.

3.7.4. Coépula Cook-Johnson (Clayton)

Como se menciona en Nelsen (1999), la familia de la c6pula arquimediana Clayton se obtuvo
por Clayton (1978), Cox and Oakes (1984) y Cook and Johnson (1981). Como se discute
en Cook and Johnson (1981), esta familia puede ser utilizada para el modelado de datos
multivariados simétricos no elipticos. Cuando # = 0, esta cépula representa la distribucién
logistica bivariada. La formulacién de esta familia se expresa como sigue (Zhang, 2005):

Co(u,v) = Co(Fx(2), Fy(y)) = H(z,y) = (v’ +v7 — 1)71/9 0>0 (3-24)

con
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p(t) =5t =1)

El Tau de Kendall se puede obtener aplicando la ecuacién 3-14:

L0+l ¢ 4 (1 1 0
—1+4 dt=1+-(——2)=—
0 +/0 7 +9<9+2 2) 62

8
6+ 2

La cépula Clayton no se puede considerar para la dependencia negativa. Alcanza el limite

0<r<1 (3-25)

superior de Fréchet cuando # — oo, pero no puede alcanzar el limite inferior de Fréchet

3.7.5. Copula Joe

La copula arquimediana Joe fue introducida por primera vez por Joe (1993). Cuando 6 = 1
esta copula representa la distribucién bivariada de dos variables independientes. De nuevo,
esto copula tiene la motivacion de aplicaciones en inferencias de valores extremos, y es in-
dependiente de las marginales univariadas. La formulacion de esta familia se expresa como
sigue (Zhang, 2005):

Co(u,v) = Co(Fx (2), Fy (y)) = H(z,y)

1/0

Co(u,v) =1—[(1—u)’+(1—0v)" — (1 —uw)(1—v)’] (3-26)

ot)=—-In(1—-(1-t)?% , 6>1

La cépula Joe es similar a la copula Clayton. No se puede considerar para la dependencia
negativa. Se alcanza el limite superior de Fréchet cuando # — oo, pero no puede alcanzar el
limite inferior de Fréchet. La relacion entre 7 y 0 para la cépula de Joe no tiene una forma
cerrada, pero tiene la siguiente forma (Bhat and Eluru, 2009):

T:1+%DJ(9) , 0<7<1 (3-27)
D, (6) = / ' 1 _ij)]lﬂ —) (3-28)

Resolviendo las ecuaciones 3-27 y 3-28 se obtuvo la figura 3-3.
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Parametro (8)

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Tau de Kendall T

Figura 3-3.: Relacion entre el 7 de Kendall y el parametro 6 para la cépula Joe.

3.8. Cépula Empirica

La copula empirica también conocida como coépula Deheuvels, fue introducida por Deheuvels
(1979), y posteriormente estudiada por Doukhan et al. (2005), hace parte de la estimacién
no paramétrica que consiste en construir una funciéon cépula a partir de valores muestra-

les recolectados de las variables aleatorias sin establecer dependencia de ningin parametro
(Bouyé et al., 2000).

Definicién 6. Sea {(zg,yx)}}_; una muestra de tamano n obtenida a partir de una distri-
bucién bivariada continua. La copula empirica es la funciéon C), dada por:

i 1 « o
=) == T <z, ue <) ij=1,.. -2
G (£ 2) =23 1o g S ) 5= Lm (320)

n'n
k=1

esto es lo mismo que:

i J numero de parejas (x,y) en la muestra con = < zy),y < y(;
Cﬂ(i l): parejas (2, y) S T6),Y S YG) (3-30)

n’'n n
donde x;) v y¢), 1 <4, 7 < n, son las estadisticas de orden de la muestra.
I(A) es la funcién caracteristica del conjunto A dada por:
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I(A):{l sire A

0 en otro caso

La frecuencia de la copula empirica C, estd dada por:

i j %, si(2(;), Y()) es un elemento de la muestra,

Col — =)= (3-31)
n-n 0 en otro caso

La copula empirica converge uniformemente a la copula verdadera cuando el tamano de la
muestra crece (Paloma, 2006). Esto implica que cuando la cépula verdadera es desconocida,
un criterio de seleccién como se vera mas adelante, es comparar cada una de las cépulas
seleccionadas con la copula empirica.

3.9. Estimacion del parametro de dependencia ¢

El parametro 6 de la cépula es un vector que mide la dependencia entre variables aleatorias,
es decir; la dependencia entre las marginales. Para el caso bivariado, el parametro de la
copula 0 se determina a partir de una estimacién no paramétrica por medio del método de
los momentos. Para determinar este pardmetro es necesario primero obtener el coeficiente
de correlacion 7 de Kendall como se vio en la seccion 3.4.1.

o = (g) TS sign (o — )i — ) (3-32)

1<j

1 st <x; yyi<y; O T;>x; Y Y >
sign(Ax,Ay) =490 si (z;—x;)(yi —y;) =0 (3-33)

—1 enotrocaso ¢,7=1,2,....n

Ademsds, n es el nimero de observaciones y 7, es la estimacién de 7 a partir de n observa-
ciones.
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Ejemplo 3. Tomamos la funcion generadora de la copula Gumbel Hougaard.

Sea ¢(u) = (—Int)?, entonces aplicando la ecuacién 3-14:

1
rn:1+4/ olu) g,
0

-1
Tn — 0
1

0_

11—,

3.10. Seleccion de la Cépula

Muchas propuestas se han realizado recientemente de pruebas de bondad y ajuste para mo-
delos implantados con cépulas. Para evaluar y seleccionar la cépula de mejor ajuste a los
datos, en este trabajo se usaron dos metodos. El primero de ellos consiste en un método grafi-
co utilizando la funcién de distribucién de la cépula (inicamente para el caso bivariado).
El segundo método (caso bivariado y multivariado) se realizé mediante el test desarrollado
por Genest et al. (2009) que se basa en el estadistico Cramer-von Mises, el cual consiste en
realizar pruebas “blanket test” (pruebas manta) cuya aplicacién no requiere categorizaciones
arbitrarias ya que se realizan mediante experimentos de Monte Carlo disenados para evaluar
el efecto del tamano de la muestra con la fuerza de dependencia entre los datos. Esta prueba
es un proceso que compara la cépula empirica con las copulas estudiadas o seleccionadas bajo
una hipdtesis nula de independencia. Este test estd implementado en el paquete “copula”
de la herramienta computacional estadistica R, el cual se usé para el analisis de la cépula
siguiendo la metodologia propuesta por Kojadinovic et al. (2010).

Aproximacion utilizando la funciéon de distribuciéon de la cépula.
(Método grafico)

Para cépulas bivariadas, Genest and Rivest (1993) describen un procedimiento grafico para
identificar una funcién cépula en base a una estimacién no paramétrica. A continuacién se
muestran los pasos para identificar la copula apropiada:

1. Definir una variable aleatoria intermedia Z = H(X,Y’) con una funcién de distribucién
K(z) = P(Z < z). Esta distribucién esté relacionada con el generador de la cépula a
través de la propiedad 4, es decir; la ecuacién 3-16.
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2. Constriur una estimacién no paramétrica de K como:

a) Obtener:

_ {Ntmero de (z;,y;) tales que (z; <z;) y (y; <vi)}

2 parai =1,...n  (3-34)

n—1
b) Construir una estimacién de K como K, (z) = la proporcién de z;’s < z

3. Construir una estimacién paramétrica de K usando la ecuacion 3-16.

4. Constriur la grafica no paramétrica K,(z) contra la estimacion paramétrica K.
La grafica K, (z) vs K¢(t) también es conocida como Q-Q plot

Si la grafica concuerda con una linea recta que pasa por el origen en un angulo de 45°
la funcién generadora es satisfactoria. De lo contrario, la funcién copula debe ser re-
identificada

Seleccion de la cépula mediante el estadistico Cramer-von Mises
usando el paquete “copula” de R

Los modelos basados en el paquete “copula” de R se presentan como una sucesion de prue-
bas basadas en filas: una prueba multivariada de aleatoriedad seguida de una prueba de
independencia mutua y una serie de pruebas de bondad de ajuste, todas ellas basadas en
la copula empirica que es un estimador basado en el rango no paramétrico de la verdadera
copula que es desconocida.

En una gran parte de la literatura, se argumenta que la estimacién de C' debe basarse
unicamente en los vectores fila Ry, ..., R, donde R; = (R, ..., Rig) y Ri; es la fila de X ;
entre Xyj, ..., Xp;. (Kojadinovic et al., 2010).

Resumiendo, los pasos que se siguen son los siguientes:

a) El primer paso préctico en la construccién de un modelo de C' es probar si las variables
aleatorias X1, ..., X,, son independientes entre si, es decir, si pueden ser consideradas como
una muestra aleatoria de H:

H(X) = C{F\(z1),..., Fy(zq)} X € R
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b)

Si la hipdtesis es rechazada se puede intentar ajustar un modelo de series de tiempo para
cada marginal y trabajar con los residuales, la idea es intentar remover la dependencia
en los componentes de la serie histérica como se discutié en Grégoire et al. (2008)

Si la hipotesis no se rechaza, un segundo paso razonable es realizar la prueba en contra
de la presencia de la dependencia entre los componentes de X , esto equivale a la prueba:

HO:C':H contra Hl:C'#H,

donde T[(u) = [T, us, u € [0,1]% es la independencia de la cépula.

Si la independencia es rechazada, el siguiente paso es ajustar una familia de cépulas
paramétricas apropiadas a los datos disponibles. En la practica, esto equivale a efectuar
pruebas de bondad de ajuste de la forma:

Hy:C el contra H :C#C

para varias familias paramétricas C = {Cy}

El itimo paso consiste en elegir una de las familias que no fueron rechazadas, en su caso,
es posible, proporcione los errores estandar de las estimaciones de los pardmetros.

Todos los pasos mencionados anteriormente pueden llevarse a cabo por medio del paquete
“copula” de R.

Un elemento importante de los ensayos bajo consideracion es la copula empirica de los datos
(Deheuvels, 1979), (Deheuvels 1979, 1981b), que es un estimador consistente de la cépula

desconocida C. (ver seccién 3.8). Las pruebas que se realizan en el paquete “copula” de R,

se muestran a continuacion:

1.

Prueba de independencia multivariada: Inspirada en el trabajo de Blum et al. (1961);
Deheuvels (1980), y mds recientemente por Ghoudi et al. (2001); Genest and Rémillard
(2004), sugiere una prueba de independencia mutua de los componentes de X en el es-
tadistico (Kojadinovic et al., 2010):

I, = /[0,1]d n {Cn(u) — Hul} du (3-35)

Un aspecto interesante de esta prueba bajo la independencia mutua de los componentes
Xi,...,X4 de X el proceso empirico \/n{C, —[]} puede ser descompuesto, usando la
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transformacion de Mdébius (Rota, 1964). Una propiedad fundamental de esta descompo-
sicién, cuya forma estd dada en Genest and Rémillard (2004) es que la independencia
mutua entre X7, ..., X4 es equivalente a tener M4(C)(u) = 0 para todo u € [0,1]? y to-
do A C {1,...,d} tal que |A| > 1. Las propiedades de este estadistico se encuentran en
Kojadinovic et al. (2010). Como una alternativa del estadistico I, Genest and Rémillard
(2004) estudiaron varias combinaciones para la independencia de pruebas. Dos reglas
de combinacién implementadas en el paquete “copula” de R son las de Fisher (1992) y
Tippett (1931) que tienden a dar mejores resultados. Para visualizar los resultados de
la prueba de independencia, una representacion grafica llamada dependogram puede ser
usada. Los ensayos descritos anteriormente se implementan en las funciones indep TestSim
y indep Test del paquete “copula” de R.

2. Prueba de aleatoriedad: La prueba de independencia multivariada de Deheuvels (1980)
se puede extender para probar la aleatoriedad como sugiere Genest and Rémillard (2004).
Las funciones de aplicacién de estas pruebas son seriallndep TestSim y seriallndep Test.
Para saber mas acerca de esta prueba, ver Kojadinovic et al. (2010).

3. Pruebas de bonda de ajuste: Las pruebas de bondad de ajuste implementadas en el
paquete “copula” de R se basan en el proceso empirico:

Ca(w) = VA{Culw) = Cy, (W)}, u € [0,1]" (3-36)

donde C), es la cépula empirica definida en la seccién 3.8 y Cy, es un estimador de C' bajo
la hipédtesis Hy : C' € {Cyp} El estimador 6, esta basado tinicamente en filas. Es uno de los
dos estimadores del método de momentos basado respectivamente en la inversion de tau
de Kendall y rho de Spearman, o el estimador de maxima pseudo-likelihood de Genest
et al. (1995).

En la gran escala de experimentos de Monte Carlo realizados por Berg (2009) y Genest
and Rémillard (2004) el estadistico:

S, = /[0 y C,(w)2dC, (u) = Z{cn(a) — Cy, (U;)}? (3-37)

dara los mejores resultados globales.

Un p-valor aproximado para 5, se puede obtener por medio de un procedimiento basado
en bootstrap paramétrico y cuya validez ha sido recientemente demostrada por Genest
and Rémillard (2008). El principal inconveniente de este enfoque es su alto coste compu-
tacional, ya que cada iteracion requiere tanto la generacién de ntimeros aleatorios de la
copula y la estimacion de los parametros de la copula.
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Con el fin de eludir este muy alto coste computacional, un procedimiento de ensayo
basado en multiplicadores del teorema del limite central fue propuesto por Kojadinovic
et al. (2011).

Ambos métodos se implementan en el paquete “copula” de R con una funcién de interfaz
comun que se llama gofCopula. Los argumentos importantes gofCopula son los siguientes
(Kojadinovic et al., 2010).

e copula: un objeto que representa la copula hipotética cuyos atributo parameters es
ignorado.

e X:lamatriz de datos observados, cada fila de las cuales es una observacién multivariada.

e simulation: el método de simulacién puede ser: “pb” (bootstrap paramétrico) o “mult”
(multiplicador). El método de simulacién por defecto es “pb”.

e N: el nimero de bootstrap / iteraciones multiples.

e method: método de estimacién para el parametro de la cépula; puede ser “mpl” (maximo
pseudo-likelihood), “itau” (inversién del tau de Kendall 7) o “irho” (inversién del rho
de Spearman p).

. Aspectos computacionales: En el paquete “copula” de R se han implementado las
cinco familias de cépulas estudiadas: Gumbel-Hougaard, Frank, Clayton, Ali-Mikhail-
Haq y Joe. Para cépulas bivariadas, los tres métodos para estimar el pardmetro de la
copula 8 “mpl”; “itau” y “irho” pueden ser utilizados. En dimension tres o superior sélo
la estimacién maximo pseudo-likelihood ( “mpl”) estd disponible. Las familias Clayton
y Gumbel-Hougaard no pueden ser utilizadas para dimensiones superiores a diez (10),
mientras que para la familia Frank sélo se cuenta hasta un maximo de seis (6) dimensiones,
ésto es debido principalmente a que las expresiones de los pdfs de estas cépulas (y sus
derivadas parciales) no se han obtenido y almacenado para dimensiones superiores.

3.11. Periodo de retorno condicional y posiciones de
graficacidon para analisis de frecuencia bivariados

Periodo de retorno bivariado

El periodo de retorno bivariado conjunto de un evento (z,y), Txy(z,y) puede ser definido
a través de una distribucién de probabilidad conjunta Hx y (z,y), como:

1
1— HX,Y(xa y)

Txy(z,y) = (3-38)
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donde las funciones de distribucién acumuladas (CDF) de X y Y son Fx(z) y Fy(y) respec-
tivamente. Los periodos de retorno de X = x y Y = y son denotados respectivamente como,
Tx(z) y Ty (y)

Los periodos de retorno condicional se presentan a continuacion:

Sea fxy(z,y) la funcién de densidad de probabilidad conjunta (PDF) de X y Y y sean
fx(z) v fy(y) las PDF marginales de X y Y respectivamente, entonces los periodos de re-
torno condicional se pueden expresear mediante los siguientes dos casos (Zhang, 2005):

Caso 1.

e La funcién de densidad de probabilidad conjunta condicional (CPDF) de X dado Y =y,
Ixy=y(x | y) puede ser expresada como:

fxy(z,9)

(Y =y) 59

fX|Y=y(ZU | y) =

e Del mismo modo, el condicional CDF (CCDF) de X dado Y = y puede ser expresado
como:

j fX,Y(uv y)du

fr ()

Fav—e|9) = [ frvmyfu | p)du = (3.40)

e El periodo de retorno condicional asociado del evento X > x dado Y = y puede ser escrito
como:

1
1 — Fxjy=y(x | y)

Tx‘y:y(af | y) = (3—41)

El periodo de retorno condicional Ty x—.(y | ) del evento Y > y dado X = x puede ser
expresado de manera similar.

Caso 2.

En la practica, uno puede estar mas interesado en el periodo de retorno condicional del
evento X >z dado Y <y (Yue, 1999, 2000c; Yue et al., 1999; Yue, 2000a,b).
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e El CCDF de X >z dado Y <y, Fy. (x| y), es dado por:

Hxy(@,y) (3-42)

),(|Y§y(x | y) = Fy(y)

e Asi, el periodo de retorno condicional de X > x dado Y <y es:

1
fvey# 1) = — (3-43)

X|y<y (x| y)

Posiciones de graficacion bivariada

Sea (z;,v;), i = 1,...,n, las observaciones bivariadas o de dos variables, que se clasifican en
orden ascendente por los valores de la variable aleatoria X. Contando el niimero de parejas
(x;,y;), cuando z; < x;, y; < i, j < @ =1,...,n, la probabilidad conjunta acumulada para
cada pareja (x;,y;) por ejemplo; lluvia y duracién o intensidad y duracién. Si tomamos por
ejemplo, la distribucién Gringorten (ver tabla 2-1) la posicién de graficacién bivariada se
pueden calcular empiricamente como (Zhang, 2005):

No. de (z; <z, y y; <y;)—0,44

Fr,y:) = P(X <2;,Y <) = 1012 (3-44)

donde n es el tamano de la muestray 1 <i, 7 <nyj<1
Esto también se puede escribir como:

7

Z anl—0,44

F(r,y:) = P(X <2;,Y <) = m:11;[1+ 012 (3-45)

donde N es el tamano de la muestra; y ademas:

1 sizp, <z yy<wz;, j<i=1,..,n
Nt =
0 en otro caso



3.12 Distribuciones condicionales bivariadas a través de cépulas y correspondientes
periodos de retorno 49

3.12. Distribuciones condicionales bivariadas a través de
copulas y correspondientes periodos de retorno

La distribucién conjunta condicional utilizando el método de la cépula se presenta a conti-
nuacion:

Sean X y Y dos variables aleatorias con marginales u = Fx(z), v = Fy(y). Las funciones
de distribucién condicional bajo diferentes condiciones pueden ser expresadas utilizando la
copula arquimediana bivariada mediante los siguientes dos casos (Zhang, 2005):

Caso 1.

e La funcion de distribucién condicional para la variable X dado Y = y puede ser escrita
como: H(X | Y =y) = C} -, (u) =CHU < u |V =)

L, C?u, v+ Av) — C2(u,v 0
(XY =y) = Jim LT EO G Dy 4y (3-46)

e Asi, el periodo de retorno correspondiente bajo la condicién dada anteriormente se puede
escribir como:

1

XY =y =T—mu<av=o

(3-47)

De la misma manera, una férmula equivalente para la funcién de distribucion condicional
para la variable Y dado X = x puede ser obtenida.

Caso 2.

e La funcién de distribucion condicional de X dado Y < y puede ser expresada como:

02
HX|Y <4) = Guyey = GU <u |V <v) = DY) (349
= v
e Asi, el periodo de retorno correspondiente bajo esta condicion es escrito como:
1
T(X|Y <y = (3-49)

1-C3(U<u|V <w)
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3.13. Aplicacion de las cdpulas bivariadas en el area de
estudio

Como ya se menciond, las copulas son funciones que conectan las distribuciones de pro-
babilidad conjunta con sus distribuciones de probabilidad marginales. Para obtener estas
distribuciones marginales se realizaron las pruebas de ajuste Kolmogorov-Smirnov y x? para
cada una de las estaciones seleccionadas. Las distribuciones resultantes se presentaron en el
capitulo 2 (ver tabla 2-4). El objetivo de este capitulo, es obtener las curvas IDF utilizando
el método de la copula.

3.13.1. Construcciéon de curvas IDF por medio del método de la
copula

De las cinco familias de cépulas arquimedianas mencionadas en la secciéon 3.7, la cépula
Gumbel-Hougaard, la cépula Cook-Johnson y la cépula Joe son apropiadas, sélo para varia-
bles correlacionadas positivamente, mientras que la copula Frank y la copula AliAli-Mikhail-
Haq son apropiadas para variables correlacionadas tanto positivamente como negativamente,
sin embargo, la copula Ali-Mikhail-Haq puede no ser apropiada para variables altamente co-
rrelacionadas positivamente o negativamente, por lo tanto, la cépula Frank fue elegida para
obtener las curvas IDF. El criterio para saber si dos variables estan correlacionadas nega-
tivamente o positivamente es determinado mediante el coeficente de correlacién 7 de Kendall.
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Estacion El Bosque

Para expresar una copula arquimediana con un parametro de dos variables aleatorias, es
necesario establecer las distribuciones marginales acumuladas Fx(z) y Fy(y) mediante:

u = Fx(z) = Probabilidad acumulada de la intensidad de la lluvia (mm/h)
v = Fy(y) =Probabilidad acumulada de la duracion de la tormenta (min)

Como se vio en la seccién 3.7.3 la cépula Frank tiene la siguiente expresion:

(exp (—0u) — 1)(exp (—fv) — 1)
exp (—0) — 1

Cg(u,v):—%ln(l—i— ) 040

Esta expresion también puede ser escrita como:

Colu,v) = 1y ((eXP (=0) - 1)+ (SZI)) ((:g;i)_—l 1)(exp (—6v) — 1)) 040 (3-50)

En términos de sus distribuciones marginales, la funcion de distribucién conjunta es:

H(x,y) = C[Fx(z), Fy(y)] = —%ln ([exp (—0) — 1] + [exp (—0Fx(x)) — 1] [exp (—0Fy (y)) — 1])

exp (—0) — 1
(3-51)
B exp (—0t) — 1
et =-m (o ch-1)
0 k
S 3(1 _ D) | Di(8) = eﬁk/o expéﬁdt 050 (3-52)

donde 0 es el parametro de la funcién cépula que puede ser obtenida resolviendo las ecuacio-
nes 3-22 y 3-23. t es el valor de una variable aleatoria uniformemente distribuida v o v que
varfa de 0 a 1 y el 7 de Kendall es el coeficiente de correlacién entre las variables aleatorias.

Como se vio en la seccion 3.9, la estimacion de parametro de dependencia 6 puede ser
obtenido a través del coeficiente de correlacién 7 de Kendall como se muestra a continuacion:

n=(3) Somle e -

i<j
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donde

1 sio v, <z yyi<y; O T, >x; ¥ Y >Yj
sign(A x,Ay) =90 st (2 —x;)(yi —y;) =0

—1 enotrocaso 7,7 =1,2,....n

x; = valores para la intensidad de la lluvia (mm/h)
y; = valores para la duracién de la tormenta (min)

Asi, para la estacién El Bosque, el coeficiente de correlacion es (ver anexo B):
T = —0,5564

Como el parametro 6 no puede obtenerse directamente de la ecuacién 3-52, éste se determind
numéricamente a partir de la construccion de la ecuacién 3-52 representada en la figura 3-2.
El grafico ampliado se presenta en la figura 3-4:

20
15

10

Parametro (©)

-10

-15

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

Tau de Kendall t

Figura 3-4.: Relacién entre el 7 de Kendall y el pardmetro 6 para la copula Frank.

Entrando a la figura 3-4 Con 7 = —0, 5564 se encuentra que el pardmetro § = —6, 87.
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Para curvas IDF, la funcién cépula Frank condicional es necesaria (ver seccion 3.12). Tenien-
dou= Fx(z) =iy v=Fy(y) = d la funcién de distribucién condicional de I dado D = d
(intensidad y duracién respectivamente) puede ser expresada mediante la c6pula Frank como
(Joe, 1997):

(X <o |Y =y) = Cylu| V=v) = Jim L ESD =0 _ By ) v =
(3-53)

Esto quiere decir que es necesario fijar alguna de las dos variables aleatorias. Es recomen-
dable fijar la duracién como se mencioné en la seccién 2.4.2; con intervalos definidos de [15,
30, 45, 60, 90, 120, 150, 180, 240, 300, 360] minutos.

Al derivar la expresion 3-50 con respecto a nuestra variable fija, es decir; la duracion, la
copula Frank condicional es expresada como:

0 [exp (—01) — 1] [exp (—6d)]

%C’g(u, v) |V =v="Clp-q = lexp (—0d) — 1] [exp (—0i) — 1] + [exp (—0) — 1]

(3-54)

El periodo de retorno condicional correspondiente, puede ser expresado como se menciono
en la seccién 3.12 (caso 1):

1

(3-55)

1

_ [exp (=04) —1][exp (=6d)]
[exp (—0d)—1][exp (—0i)—1]+[exp (—0)—1]

T(I|D=d) = (3-56)

La expresion 3-56, es la curva IDF.
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Ejemplo 4. Sean u = Fx(z) = iy v = Fy(y) = d, las distribuciones marginales de la
intensidad y duracién respectivamente para la estacion el bosque, en donde:

u = Fx(x) = Prob. Intensidad de la lluvia (mm/h) CDF — Distribucién exponencial
v = Fy(y) =Prob. Duracion de la tormenta (min) CDF — Distribucién exponencial

donde CDF = funcién de distribucién acumulada.

Dadas la duraciéon y el periodo de retorno, se puede obtener la curva IDF mediante la
expresion 3-56, de esta expresion se despeja la probabilidad acumulada de la intensidad.

Como esta intensidad no puede obtenerse directamente de la ecuacién 3-56 ya que esta es
una ecuacién implicita, es necesario buscar una funcién objetivo para obtener este resultado.

Es importante resaltar que el valor de la intensidad en la ecuacién 3-56 es un valor acumu-
lado, es decir; que pertenece a la funcién de distribuciéon acumulada. Como inicialmente se
asumié una distribuciéon marginal ajustada a una distribucién exponencial para la variable
aleatoria intensidad, es necesario despejar la intensidad que se busca de la ecuacién A-2 que
se encuentra en el Anexo A. (Ver tabla 2-2):

“In(1 — Fy(x))
)

Flz)=1—e? | I=— (3-57)
La curva IDF obtenida aplicando el método de la copula se presenta en la figura 3-5.

Una vez obtenidas las curvas IDF por medio del método de la cépula, se realiza la compa-
racion con el método empirico como se muestra en la figura 3-6.
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Curvas IDF Estacion El Bosque - Aplicacion Cépulas
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Figura 3-5.: Curvas IDF por medio de la aplicacion del método de la cépula para la estacion
El Bosque (Distribucién asumida: Exponencial).

Comparacion Curvas IDF
Método empirico Vs Cépulas
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Figura 3-6.: Comparacién de las curvas IDF entre el método de la cépula y el método
empirico para la estacion El Bosque.
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Estas dos dltimas figuras representan las curvas IDF obtenidas a partir del método empirico
y el método de la copula para la funciéon cépula arquimediana Frank. Se puede observar a
simple vista que no son muy diferentes una de la otra. Sin embargo, como la distribucién
exponencial no es la que mejor se ajusta a los registros histéricos de intensidad y duracién,
es necesario realizar una prueba de bondad y ajuste a estos datos con el fin de obtener
las distribuciones marginales de mejor ajuste tal y como se realizé en la seccién 2.4.2. Las
distribuciones marginales seleccionadas se encuentran en la tabla 2-4.

Finalmente, para la estacién el Bosque, se tiene que:

= Fx(x) = Prob. Acum. Intensidad de la lluvia (mm/h) CDF — Distribuciéon LogNormal
v = Fy(y) =Prob. Acum. Duracion de la tormenta (min) CDF — Distribucién LogNormal

Las curvas IDF obtenidas con las distribuciones marginales ajustadas a la distribuciéon Log-
Normal por medio del método de la copula se presentan en la figura 3-7.

Las curvas IDF obtenidas con el método de la cépula se comparan con las curvas IDF
empiricas por medio de la figura 3-8. Para no saturar la figura, se establecieron tres diferentes
duraciones [60, 150 y 240] minutos, que corresponden al método de la cépula. El porcentaje
de diferencia se encuentra en la tabla 3-2.

La curva IDF empirica para la estacién El Bosque se construy6 mediante el modelo propuesto
por Chow et al. (1994):

T 285, 37 T0:3

T Degf DO 43,024 (3-58)

?

Tabla 3-1.: Coeficiente de correlaciéon 7 de Kendall y pardmetro de la cépula Frank para
las estaciones seleccionadas

Estacion 7 de Kendall 0

El Bosque -0,556 -6,87
El delirio -0,718 -12,27
Santa Lucia -0,738 -13,41

Bosa Barreno -0,788 -17,1
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Figura 3-7.. Curvas IDF por medio de la aplicacion del método de la cépula para la estacion
El Bosque (Distribucién ajustada: LogNormal).
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Estacion El Delirio

De igual forma, se obtuvieron las gréaficas de las curvas IDF mediante el método de la cépula
para la estacién El Delirio y se realizé la comparacion con el método empirico a través de
la figura 3-10. Las curvas IDF de la figura 3-9 se obtuvieron mediante la cépula Frank con
distribuciones marginales Pearson Tipo III para la intensidad y Lognormal para la duracién
de la tormenta.

La curva IDF empirica se construyé con la ecuacién propuesta por Chow et al. (1994)

_dm 1160 7O
- De4 f D091 41591

i (3-59)

Estacion Santa Lucia

Las curvas IDF mediante el método de la cépula se obtuvieron para la estacién Santa Lucia
con distribuciones marginales LogNormal para la intensidad y la duracién. Las curvas IDF
aplicando la cépula Frank, se muestra en la figura 3-11.

Para la estacién Santa Lucia, se obtuvieron las gréaficas de las curvas IDF por medio del
método empirico, a través de la ecuacion propuesta por Chow et al. (1994):

cT™ 1169,93 TO%

"TDerf T DVT41893

(3-60)

Estacion Bosa Barreno

Al igual que las demads estaciones, las curvas IDF mediante el método de la cépula se obtu-
vieron para la estaciéon Bosa Barreno con distribuciones marginales Pearson Tipo III para la
intensidad y LogNormal para la duracién de la tormenta. Las curvas IDF aplicando la cépla
Frank, se muestra en la figura 3-13.

Para la estacién Bosa barreno, se obtuvieron las graficas de las curvas IDF por medio del
método empirico, a través de la ecuacién propuesta por Chow et al. (1994):

. cI™ 560,78 TO
1 = —_=
De+ f DO 48 02

(3-61)
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Curvas IDF Estacion El Delirio - Aplicacidn Cépulas
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Figura 3-9.: Curvas IDF por medio de la aplicacion del método de la cépula para la estacion

El Delirio.
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Curvas IDF Estacion Santa Lucia - Aplicacion Cépulas

120
—Tr=2.33 afios Tr=5 afios
100
Tr=10 aflos ~ ==——Tr= 25 afios
= Tr=50 afios Tr=100 afos

<

I3 80
E
b=}
©
T

‘s 60
c
]
-
£

40

20

0

0 60 120 180 240 300 360

Tiempo (min)
Figura 3-11.: Curvas IDF por medio de la aplicacion del método de la cépula para la

estacion Santa Lucia.
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Figura 3-12.: Comparacién de las curvas IDF aplicando el método de la copula y el método
empirico para la estacion Santa Lucia.
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Curvas IDF Estacion Bosa Barreno - Aplicacién Cépulas
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Figura 3-13.: Curvas IDF por medio de la aplicaciéon del método de la cépula para la
estacién Bosa Barreno.
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Figura 3-14.: Comparacion de las curvas IDF aplicando el método de la copula y el método
empirico para la estacion Bosa Barreno.
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Tabla 3-2.: Comparacién entre curvas IDF por medio de cépulas y Curvas IDF Empiricas
60 min 150 min 240 min
Periodo de IDF IDF IDF IDF IDF IDF

Estacion retorno Empirica Cépula  Dif. ! Empirica Coépula  Dif. Empirica Coépula  Dif.

(anos) Ec. 2-16 Ec. 3-56 (%) Ec. 2-16 Ec. 3-56 (%) Ec. 2-16 Ec. 3-56 (%)

2,33 15,19 16,89 11,18 8,09 8,19 1,22 5,79 5,97 3,21

5 19,68 23,91 21,52 10,48 11,19 6,78 7,50 8,28 10,50

El Bosaue 10 24,89 31,39 26,13 13,26 14,11 6,44 9,48 10,43 9,97
d 25 33,95 43,80 28,99 18,09 18,95 4,75 12,94 13,78 6,56

50 42,95 55,36 28,90 22,88 23,82 4,08 16,36 17,02 4,05

100 54,32 68,91 26,85 28,94 30,14 4,13 20,70 21,20 2,42

2,33 25,39 26,45 4,21 13,08 13,28 1,53 8,97 9,60 6,98

5 31,20 32,32 3,60 16,07 15,70 2,31 11,03 11,67 5,88

El Delirio 10 37,62 38,23 1,62 19,38 17,70 8,65 13,30 13,31 0,09
25 48,18 48,12 0,11 24,82 20,49 17,44 17,03 15,45 9,25

50 58,10 57,83 0,46 29,93 22,87 23,56 20,53 17,18 16,33

100 70,05 69,76 0,42 36,09 25,64 28,96 24,76 19,06 22,99

2,33 20,08 20,04 0,21 9,77 8,28 15,22 6,50 4,26 34,37

5 24,30 25,10 3,30 11,82 10,75 9,09 7,86 6,13 21,96

Santa 10 28,90 29,86 3,32 14,06 12,82 8,83 9,35 7,69 17,77
Lucia 25 36,34 37,30 2,66 17,68 15,70 11,20 11,76 9,79 16,75
50 43,21 44,24 2,39 21,02 18,13 13,76 13,98 11,49 17,78

100 51,39 52,52 2,20 25,00 20,89 16,44 16,62 13,36 19,66

2,33 17,40 17,91 2,93 9,03 9,22 2,03 6,30 6,67 5,85

5 20,89 20,58 1,47 10,84 10,37 4,40 7,56 7,71 1,98

Bosa 10 24,65 23,08 6,36 12,80 11,27 11,92 8,92 8,49 4,82
Barreno 25 30,69 27,07 11,79 15,93 12,46 21,80 11,11 9,47 14,73
50 36,22 30,94 14,57 18,80 13,40 28,71 13,11 10,22 22,05

100 42,74 35,85 16,12 22,19 14,42 35,00 15,47 10,99 28,96

! Nota: Porcentaje de diferencia = [| Intensidad 2-16 - Intensidad 3-56 | / Intesidad 2-16]*100
El porcentaje de diferencia fue calculado como:
. , Intensidad (2 —16) — Intensidad (3 — 56

Diferencia( %) = | ( ) ( ) x 100 (3-62)

Intesidad (2 — 16)
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3.13.2. Anadlisis de resultados de la construccion de curvas IDF

El problema de definir un modelo de probabilidad para las observaciones de dos variables
dependientes como en este caso; intensidad y duraciéon de la tormenta para una estacion
dada, se simplifica en gran medida mediante la distribucién conjunta H(z,y) en términos de
sus marginales, F'x(z) y Fy(y) y una funcién de dependencia asociada C, definida a través de
H(z,y) = C[Fx(z), Fy(y)]. Como se mostré en esta seccidn, el estudio de las distribuciones
condicionales se facilita en gran medida mediante la adopcién de copulas.

De Michele and Salvadori (2003), fueron tal vez los primeros en aplicar c6pulas en hidrologia
para analizar el comportamiento conjunto entre la duracién y la intensidad de lluvia. En esta
seccion se mostro la aplicacion para obtener curvas IDF a través del método de la cépula
para cuatro estaciones diferentes, pertenecientes a la cuenca baja del rio Tunjuelo.

La tabla 3-2 muestra las diferencias que se encuentran entre las curvas IDF construidas
mediante el enfoque empirico y el método de la cépula paras duraciones de 60, 150 y 240
minutos. Para 60 minutos se encuentra que la maxima diferencia entre los dos métodos es
del 29% con un periodo de retorno de 25 anos que corresponde a la estacién el bosque,
la cual cuenta con un registro historico de 41 anos. Para una duraciéon de 150 minutos, la
mayor diferencia se presenta en la estacion Bosa Barreno para un periodo de retorno de 100
anos con una diferencia entre los dos métodos de 35 %. Esta estacién cuenta con un registro
histérico de 27 anos. Para 240 minutos, se presentan una diferencia maxima entre los dos
métodos de 35% para un periodo de retorno de 2,33 anos que corresponde a la estacién
Santa Lucia, la cual cuenta con un registro histérico de 57 anos. Para las tres duraciones,
las diferencias de los periodos de retorno intermedios van hacia arriba y hacia abajo. Como
se puede observar, estas diferencias no tienen un patrén sistematico particular.

Singh and Zhang (2007) obtienen curvas IDF por medio del método de la cépula y el método
empirico para seis estaciones de precipitacion en Ameérica del Norte. Compararon los dos tipos
de curvas IDF y no encontraron diferencias significativas entre los dos métodos. Conclusiones
similares también fueron hechas por Ariff et al. (2012) y Bezak et al. (2016), quienes también
construyeron curvas IDF a través de copulas.
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3.14. Aplicacion de las cdpulas bivariadas Multisitio

Conceptos basicos como distribuciones de probabilidad conjunta, periodos de retorno condi-
cional y periodos de retorno conjunto son importantes para tratar de entender los fenémenos
hidrolégicos bivariados y multivariados. Dentro de los ejemplos mas comunes estan las inun-
daciones y las tormentas. Un evento hidrologico bivariado o multivariado descrito por varias
variables aleatorias, como sucede en la naturaleza, se debe analizar conjuntamente para ob-
tener evaluaciones mas completas.

Salvadori and De Michele (2010) introducen una nueva definicién adecuada de periodo de
retorno bivariado y multivariado por medio del enfoque de la cépula y muestran por qué
la definicion tradicional que se usa actualmente en la literatura no puede proporcionar re-
sultados significativos. Una amplia variedad de situaciones relacionadas con los fenémenos
extremos tiene un cardcter multivariado inherente, como ha senalado Coles and Tawn (1991).

A continuacion se presenta un ejemplo practico para determinar el periodo de retorno con-
junto de dos estaciones pertenecientes a la zona de estudio definida en la seccion 2.4.1. De
acuerdo con los datos hidrolégicos de mayor registro historico, las estaciones seleccionadas
fueron: La estacién El Delirio y la estacion Santa Lucia, éstas cuentan con series hidrolégicas
mayores de 45 anos. Antes de aplicar el método de la cépula, es necesario seleccionar una
cHdpula adecuada para obtener el periodo de retorno conjunto. Como se vio en la seccién 3.10,
en este estudio se aplicaron dos métodos para encontrar la copula de mejor ajuste.

3.14.1. Seleccion de la copula en el area de estudio

1. Método Grafico
Para aplicar el método grafico, primero es necesario determinar el 7 de Kendall como se
menciono en la seccion 3.9. Este coeficiente de correlacion se determiné mediante el lenguaje

de programacién Python (2015) (ver anexo B).

El correspondiente coeficiente de correlacion entre los registros histéricos de la estacién El
Delirio y la estacién Santa Lucia es:

7 =10,6092585

Como el coeficiente de correlacion 7 de Kendall para la cépula Ali-Mikhail-Haq esta en un
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rango aproximado de —0, 1817 < 7 < 0, 333, esta cépula no se tuvo en cuenta para el anélisis
grafico.

Las copulas seleccionadas para este método fueron: la cépula Gumbel, la cépula Frank, la
copula Clayton y la cépula Joe. Como el método gréafico requiere de las funciones generadoras
de cada copula asi como su parametro 6, las distribuciones marginales de la intensidad para
cada estacién no son necesarias. El parametro 6 se obtuvo como se ilustré en la seccién 3.9.

Tabla 3-3.: Parametro 6 para las estaciones El Delirio y Santa Lucia

Coépula 0

Gumbel | 2,56
Frank 8,18
Clayton | 3,116
Joe 3,92

Mediante la aplicacién del método grafico mencionado en la seccion 3.10, se obtuvieron las
siguientes figuras (ver anexo B):
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Figura 3-15.: Método grafico para la seleccion de la cépula. Estimacién No paramétrica
contra la estimacién paramétrica (método de la copula).

En efecto, como se mencioné en la seccién 3.10, si la grafica concuerda con una linea recta
que pasa por el origen en un angulo de 45° la funcién generadora es satisfactoria. De lo con-
trario, la funcién cépula debe ser reidentificada. Graficamente las cuatro cépulas analizadas
estdn muy cerca de la linea recta en angulo de 45°, por lo tanto, se podria concluir que
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las cuatro copulas se ajustan a los registros histéricos, sin embargo, es necesario aplicar un
método mas completo donde se muestre y se seleccione la cépula de mejor ajuste.

2. Aplicacién mediante el estadistico Cramer-von Mises usando el paquete co-
pula en R

A continuacién se presenta el modelo basado en el paquete “copula” de R mediante el es-
tadistico Cramer-von-Mises para la seleccién de la cépula, mencionado en la seccién 3.10.

Esta metodologia se aplico para las estaciones que cuentan con los mayores registros histéri-
cos de la cuenca baja del rio Tunjuelo. Las estaciones seleccionadas fueron: La estacién El
Delirio y la estacién Santa Lucia ya que éstas cuentan con registros historicos mayores de 45
anos.

library("copula")
Conjunta<-read.table("Datos_Delirio_Lucia.txt", header=T)

myConjunta <- subset(Conjunta, select = c("Intl", "Int2"))
nrow (myConjunta)
## [1] 539

Inicialmente se cuentan 539 datos que corresponden a 49 anos de registros para un evento
de tormenta maximo de cada ano a diferentres duraciones.

set.seed(123)

pseudoConjunta <- sapply(myConjunta, rank, ties.method = "random")
/ (nrow(myConjunta) + 1)

pseudoConjunta.ave <- sapply(myConjunta,rank)/(nrow(myConjunta)+1)
par (mfrow = c(1,2), mgp = c(1.5, 0.5, 0), mar = c(3.5, 2.5, 0, 0))
plot(pseudoConjunta, sub = "(a) Correlacion aleatoria de filas")
plot (pseudoConjunta.ave,sub ="(b) Correlacion media de las filas")

La primera prueba que se realiza es una prueba multivariada de aleatoriedad seguida de una
prueba de independencia mutua. Lo que se pretende es romper la presencia de lazos de cada
par de datos entre filas para cada estacién.
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Figura 3-16.: Pseudo-observaciones construidas a partir de los datos de las estaciones El
Delirio y Santa Lucia.

system.time (empsamp <- indepTestSim(nrow(pseudoConjunta),
p =2, N = 1000, verbose = 0))

#H# user system elapsed
##  39.83 0.00 39.97

La figura 3-16 muestra que no existe una fuerte evidencia en contra de la hipdtesis nula
de independencia, tiene sentido considerar diferentes familias de cépulas para modelar la
dependencia entre las dos estaciones.

indepTest (pseudoConjunta, empsamp)

##

## Global Cramer-von Mises statistic: 3.811837 with p-value 0.0004995005
## Combined p-values from the Mobius decomposition:

#i# 0.0004995005 from Fisher's rule,

## 0.0004995005 from Tippett's rule.
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El siguiente paso es llevar a cabo una prueba de bondad de ajuste como se mecioné en la
seccién 3.10 para las copulas candidatas: Gumbel-Hougaard, Clayton, Frank y Joe. Para las
cuatro familias en consideracién, los tres métodos de estimacién, “mpl” (maximo pseudo-
likelihood), “itau” (inversién del tau de Kendall), y “irho” (inversién del rho de Spearman),
fueron utilizados.

system.time(Conjunta.Gof.Gumbel .mult <- gofCopula(gumbelCopula(),
pseudoConjunta,estim.method="itau",simulation="mult", N = 1000))

## user system elapsed
#i# 4.97 0.00 4.99

Conjunta.Gof.Gumbel .mult

##

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="itau"

##

## data: x

## statistic = 0.062262, parameter = 2.5639, p-value = 0.0004995

system.time(Conjunta.Gof .Frank.mult <- gofCopula(frankCopula(),
pseudoConjunta,estim.method="itau",simulation="mult", N = 1000))

#Hit user system elapsed
#it 5.26 0.02 5.30

Conjunta.Gof.Frank.mult

#i#

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="itau"

#i#

## data: x

## statistic = 0.013805, parameter = 8.2018, p-value = 0.469

system.time(Conjunta.Gof.Clayton.mult<-gofCopula(claytonCopula(),
pseudoConjunta,estim.method="itau",simulation = "mult",N = 1000))

## user system elapsed
#it 5.57 0.00 5.57
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Conjunta.Gof.Clayton.mult

#i#

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="itau"

##

## data: x

## statistic = 0.19378, parameter = 3.1277, p-value = 0.0004995

system.time(Conjunta.Gof.Joe.pb <- gofCopula(joeCopula(),
pseudoConjunta,estim.method="itau", simulation = "pb",
N = 1000, verbose = 0))

## user system elapsed
##  11.82 0.01 11.91

Conjunta.Gof.Joe.pb

#it

## Parametric bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="itau"

#it

## data: x

## statistic = 0.12979, parameter = 3.9514, p-value = 0.0004995

Tabla 3-4.: Resumen de la prueba de bondad de ajuste para las familias candidatas. Parame-
tro 6 para las estaciones El Delirio y Santa Lucia

Familias Estadistico
de Cépulas Sn p - valor | §
Gumbel 0,06226 0,0004995 | 2,564
Frank 0,01380 0,469 8,202
Clayton 0,19378 0,0004995 | 3,128
Joe 0,12979 0,0004995 | 3,951

La tabla 3-4 presenta un resumen de los resultados obtenidos aplicando el modelo mencio-
nado en la seccién 3.10 para la prueba de bondad de ajuste mediante el estadistico S,,. La
coépula de mejor ajuste es aquella que presenta el p-valor mas alto, ademas entre més bajo
el p-valor mas independientes son los datos de registros histéricos de las estaciones. Es claro
que el area de influencia de las dos estaciones hacen parte de la cuenca baja del rio Tunjuleo,
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razéon por la cual no hay garantia de que sean independientes, es por esto que entre mas
grande el p-valor, mas cercana es la cépula de mejor ajuste. En este caso la cépula que mejor
se ajusta a los datos conjuntos de las estaciones El delirio y Santa Lucia es la copula Frank.
Asi mismo se realiza una ultima prueba para calcular el error estandar de la estimacién del
parametro 6:

fitCopula(frankCopula(), pseudoConjunta, method = "itau")

## fitCopula() estimation based on 'inversion of Kendall's tau'
## and a sample of size 539.
#it Estimate Std. Error
## param 8.202 0.222

3.14.2. Periodo de retorno conjunto multisitio

Una vez obtenido el parametro de la cépula de mejor ajuste, se encuentran los periodos
de retorno conjunto para las dos estaciones mencionadas anteriormente (El delirio y Santa
Lucia). Como se vio en la seccién 3.11, el periodo de retorno bivariado conjunto estd dado por:

1
Txy(@y) = 1 - Hxy(z,y)
donde
1. ([exp(=0) — 1] + [exp (—0Fx(x)) — 1] [exp (=0Fy (y)) — 1]
Hyy(r,y) = 9 In ( exp (—60) — 1 )

Fx(z) = Probabilidad acumulada de la intensidad de la estacion El Delirio
Fy (y) = Probabilidad acumulada de la intensidad de la estacion Santa Lucia

La figura 3-17 muestra los resultados obtenidos para el periodo de retorno conjunto multisitio
al aplicar la metodologia descrita anteriormente para la cépula Frank. De igual forma, se
realizé el mismo procedimiento para las estaciones Quiba y Juan Rey ya que presentan el
mismo registro histérico. (Ver figura 3-18).
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(¢) Tr multisitio empirico y conjunto para una du- (d) Tk multisitio empirico y conjunto para una du-

racién de 150 minutos. racién de 150 minutos.
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(e) Tr multisitio empirico y conjunto para una du- (f) Tx multisitio empirico y conjunto para una du-
racién de 240 minutos. racién de 240 minutos.

Figura 3-17.: Comparacién entre el Periodo de retorno empirico y el periodo de retorno
conjunto multisitio de las estaciones El Delirio y Santa Lucia para diferentes

duraciones.
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(e) Tr multisitio empirico y conjunto para una du- (f) Tx multisitio empirico y conjunto para una du-
racion de 240 minutos. racion de 240 minutos.

Figura 3-18.: Comparacién entre el Periodo de retorno empirico y el periodo de retorno
conjunto multisitio de las estaciones Juan Rey y Quiba para diferentes
duraciones.
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3.14.3. Analisis de resultados de la aplicacion de cépulas bivariadas
multisitio

Como ya se ha mencionado, el periodo de retorno de un evento dado por lo general se define
como el tiempo transcurrido medio entre dos realizaciones sucesivas del evento en si. En
la mayoria de situaciones, el analisis del periodo de retorno se refiere a casos univariados;
desafortunadamente, esto puede conducir a una sobre o subestimacién del riesgo asociado
a un evento determinado, ejemplos de estas situaciones se encuentran en Raynal-Villasenor
and Salas (1987) y De Michele et al. (2005).

Como se puede observar en las figuras 3-17 y 3-18, los periodos de retorno conjunto son simi-
lares a los periodos de retorno empiricos determinados por medio de la posicién de graficacion
Gringorten mencionada en la Tabla 2-1. De estas dos figuras se puede ver que el periodo de
retorno conjunto mediante la aplicacién del método de la copula tiende a disminuir a medida
que aumenta la duracion de la tormenta, lo cual puede conducir a sobreestimaciones del ries-
go asociados al evento hidrolégico, Esto resalta aiin més la necesidad de realizar un analisis
multivariado para entender el comportamiento de los eventos extremos de precipitacion.

En efecto, se demuestra que los fenémenos hidrolégicos se caracterizan por el comportamien-
to conjunto de varias variables aleatorias que por lo general no son independientes, en este
caso, la intensidad y la duracién para dos estaciones diferentes pero con el mismo registro
histérico de datos. Como consecuencia, los eventos extremos, deben ser definidos en términos
de dos o mas variables. Como se mencionara en el capitulo 4, el método de la cépula puede
ser facilmente generalizable al caso multivariado.

Es importante resaltar que para determinar el periodo de retorno conjunto multisitio, es
necesario aplicar el método de la copula para una region hidrolégicamente homogénea, por
esta razon se escogieron dos estaciones pertenecientes a una misma cuenca, en este caso se
seleccionaron las estaciones pertenecientes a la cuenca baja del rio Tunjuelo. Teniendo en
cuenta que las cépulas evalian la simultaneidad de ocurrencia, se puede concluir que un
evento de tormenta no necesariamente debe ocurrir el mismo dia en cada estacion, es claro
que puede estar lloviendo en una estacion y en la otra no, por esta razon se escoge el evento
maximo de una tormenta que ocurra al ano.
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3.15. Aplicacion de cépulas bivariadas en el analisis de
series histdricas

En muchas aplicaciones hidrolégicas, como el diseno de drenaje urbano o el diseno de estruc-
turas hidraulicas, se requiere de registros histéricos de lluvia a diferentes escalas de tiempo,
sin embargo, en algunas ocasiones no se cuenta con informacién suficiente y no se tienen
series de tiempo de longitud apropiada. En tales casos, la elecciéon de una copula adecuada
resulta problematico. Cuando los datos son escasos, las investigaciones se centran en el desa-
rrollo de técnicas que hacen uso éptimo de los datos disponibles.

El objetivo de esta seccién es analizar el tamano de la muestra de una serie histérica, de
tal forma que al ir aumentando el registro de los datos hasta llegar al tamano actual de la
muestra se pueda evaluar el desempeno de la copula. Esto se logra dividiendo el conjunto
de datos en intervalos de tiempo establecidos. Para la estaciéon Santa Lucia que cuenta con
el mayor registro histérico de la cuenca baja del rio Tunjuelo, se establecieron los siguientes
intervalos: [20, 30, 35, 40, 50 y 57] anos. Estos diferentes escenarios pueden ser ttiles para
la evaluacion del riesgo asociado a los problemas hidroldgicos. La incorporacion de este tipo
de andlisis verificara si una cépula particular, sobrestima o subestima el periodo de retorno.

Como se mostré en la seccién 3.13.1, la copula Frank es recomendada para la construccion
de curvas IDF ya que la dependencia entre las variables aleatorias intensidad y duraciéon
presentan correlacion negativa. Este tipo de comportamiento se representa adecuadamente
mediante la cépula frank que tiene la siguiente expresién (ver seccién 3.7.3):

(exp (~0) — 1)(exp (—60) — 1)
exp (—0) — 1

Cg(u,v)——%ln(l—k ) , 0#£0

Esta expresion también puede ser escrita como:

1 (e (=6) — 1) + (exp (~6u) — (exp (—6v) ~ 1) _
Co(u,v) = 91 ( oxp (=) —1 ) , 0#0 (3-63)

donde:
u = Fx(x) = Probabilidad acumulada de la intensidad de la lluvia (mm/h)
v = Fy(y) =Probabilidad acumulada de la duracion de la tormenta (min)

En términos de sus distribuciones marginales, la funcion de distribucién conjunta es:

H(z,y) = C[Fx(x), Fy(y)] = —%ln <[€XP (—0) — 1] + [exp (;91)}7(}(_(;:)))__1 1] [exp (—0Fy (y)) — 1]>
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Las curvas IDF se obtienen siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 3.13.1:
El periodo de retorno condicional correspondiente, puede ser expresado como se menciond
en la seccién 3.12 (caso 1):

1

1

1— [exp (—=04) —1][exp (~6d)]
[exp (—0d)—1][exp (—0i)—1]+[exp (—6)—1]

T(I|D=d) = (3-64)

La expresion 3-64, es la curva IDF.
El parametro 6 de la cépula se determiné mediante el paquete “copula” de R, tal como se

ilustré en la seccién 3.14.1. Los resultados obtenidos al aplicar el estadistico Cramer-von
Mises son los siguientes:

Tabla 3-5.: Parametro 6 para diferentes series historicas de la estacién Santa Lucia

Serie d? tiempo T 0 p-valor | Error
(anos)
20 -0,7596 | -14,786 | 0,7507 | 0,044
30 -0,7444 | -13,781 | 0,7468 | 0,032
35 -0,7406 | -13,549 | 0,7657 | 0,030
40 -0,7318 | -13,031 | 0,8676 | 0,028
50 -0,7405 | -13,540 | 0,9146 | 0,027
o7 -0,7383 | -13,410 | 0,9100 | 0,026
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(¢) Curvas IDF empiricas y mediante cépulas pa- (d) Curvas IDF empiricas y mediante c6pulas pa-
ra una serie histérica de 30 afios. ra una serie histérica de 50 afios.

Comparacién Curvas IDF Comparacion Curvas IDF

Método empirico Vs Copulas - Estacion Santa Lucia (35 afios) Método empirico Vs Copulas - Estacion Santa Lucia (57 afios)
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(e) Curvas IDF empiricas y mediante cépulas pa- (f) Curvas IDF empiricas y mediante cépulas para

ra una serie histérica de 35 afios. una serie historica de 57 anos.

Figura 3-19.: Comparacién de las curvas IDF aplicando el método de la copula y el método
empirico para diferentes series histéricas para la estaciéon Santa Lucia.
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Tabla 3-6.: Comparacién entre curvas IDF por medio de cépulas y Curvas IDF Empiricas para la estacion Santa Lucia

60 min 150 min 240 min
Serie Periodo de IDF IDF IDF IDF IDF IDF
de Tiempo retorno Empirica Cépula Dif. !  Empirica Cépula  Dif. Empirica Coépula  Dif.
(afios) (afios) Ec. 3-60 Ec. 3-64 (%) Ec. 3-60 Ec. 3-64 (%) Ec. 3-60 Ec. 3-64 (%)
2,33 20,08 20,11 0,17 9,77 9,38 3,95 6,50 6,50 0,09
5 24,30 24,19 0,45 11,82 10,95 7,33 7,86 7,84 0,26
20 10 28,90 28,23 2,31 14,06 1224 12,96 9,35 8,88 4,99
25 36,34 34,99 3,70 17,68 13,98 20,92 11,76 10,23 12,98
50 43,21 41,80 3,26 21,02 15,42 26,64 13,98 11,29 19,23
100 51,39 50,59 1,56 25,00 17,04 31,84 16,62 12,42 25,27
2,33 20,08 20,54 2,29 9,77 9,73 0,36 6,50 6,81 4,90
5 24,30 2493 2,61 11,82 11,45 3,16 7,86 8,27 5,22
30 10 28,90 29,33 1,51 14,06 12,86 8,55 9,35 9,41 0,68
25 36,34 36,75 1,14 17,68 14,79 16,33 11,76 10,90 7,29
50 43,21 4420 228 21,02 16,41 21,92 13,98 12,08 13,59
100 51,39 53,67 4,44 25,00 18,25 26,98 16,62 13,35 19,67
2,33 20,08 20,97 444 9,77 9,90 1,39 6,50 6,92 6,61
5 24,30 25,55 5,14 11,82 11,68 1,17 7,86 8,44 7,30
35 10 28,90 30,16 4,38 14,06 13,15 6,44 9,35 9,62 2,91
25 36,34 37,96 4,47 17,68 15,18 14,14 11,76 11,17 4,97
50 43,21 45,80 5,98 21,02 16,89 19,67 13,98 1241 11,25
100 51,39 55,75 8,49 25,00 18,83 24,66 16,62 13,74 17,33
2,33 20,08 20,57 2,44 9,77 9,71 0,55 6,50 6,80 4,77
5 24,30 25,26 3,97 11,82 11,54 2,41 7,86 8,34 6,10
10 28,90 30,02 3,88 14,06 13,05 7,19 9,35 9,55 2,18
40 25 36,34 38,10 4,84 17,68 15,15 14,31 11,76 11,15 5,17
50 43,21 46,19 6,90 21,02 16,94 1943 13,98 12,43 11,09
100 51,39 56,42 9,79 25,00 18,99 24,02 16,62 13,83 16,83
2,33 20,08 20,04 0,21 9,77 8,28 15,22 6,50 4,26 34,37
5 24,30 25,10 3,30 11,82 10,75 9,09 7,86 6,13 21,96
57 10 28,90 29,86 3,32 14,06 12,82 8,83 9,35 7,69 17,77
25 36,34 37,30 2,66 17,68 15,70 11,20 11,76 9,79 16,75
50 43,21 44,24 2,39 21,02 18,13 13,76 13,98 11,49 17,78
100 51,39 52,52 2,20 25,00 20,89 16,44 16,62 13,36 19,66

! Nota: Porcentaje de diferencia = [| Intensidad 3-60 - Intensidad 3-64 | / Intesidad 3-60]*100
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El porcentaje de diferencia fue calculado como:

. . |Intensidad (3 — 60) — Intensidad (3 — 64)|
D %) = 100 3-65
iferencia(%) Intesidad (3 — 60) % (3-65)

La figura 3-19 muestra las curvas IDF obtenidas para las diferentes series histéricas estable-
cidas de la estacién Santa Lucia. La tabla 3-6 muestra el porcentaje de diferencia entre las
curvas IDF obtenidas por medio del método empirico y las obtenidas a partir del método de
la copula.

De igual forma que para la estaciéon Santa Lucia, se obtuvieron las curvas IDF empiricas

y por medio de cépulas para la estacién El Bosque para diferentes series histéricas. Los
resultados obtenidos para esta estacién se presentan a continuacion:

Tabla 3-7.: Parametro 0 para diferentes series histéricas de la estacién El Bosque

Serie d? tiempo T 0 p-valor | Error
(anos)

20 -0,589 | -7,651 | 0,0435 | 0,049

25 -0,569 | -7,159 | 0,1364 | 0,037

30 -0,562 | -6,983 | 0,0245 | 0,035

35 -0,559 | -6,922 | 0,0405 | 0,032

40 -0,561 | -6,978 | 0,0145 | 0,029

La figura A-8 muestra las curvas IDF obtenidas para las diferentes series histéricas estable-
cidas de la estacion El Bosque. La tabla 3-8 muestra el porcentaje de diferencia entre las
curvas IDF obtenidas por medio del método empirico y las obtenidas a partir del método de
la copula.
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Figura 3-20.: Comparacién de las curvas IDF aplicando el método de la copula y el método
empirico para diferentes series historicas para la estacion El Bosque.
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Tabla 3-8.: Comparacién entre curvas IDF por medio de cépulas y Curvas IDF Empiricas para la estacién El Bosque

60 min 150 min 240 min
Serie Periodo de IDF IDF IDF IDF IDF IDF
de Tiempo retorno Empirica Coépula  Dif. Empirica Coépula  Dif. Empirica Cépula  Dif.
(anos) (aflos) Ec. 3-58 Ec. 3-64 (%) Ec. 3-58 Ec. 3-64 (%) Ec. 3-58 Ec. 3-64 (%)
2,33 15,19 14,68 3,32 8,09 6,97 13,89 5,79 5,01 13,39
5 19,68 20,40 3,66 10,48 9,30 11,26 7,50 6,82 9,04
20 10 24,89 26,50 6,49 13,26 11,51 13,19 9,48 8,45 10,93
25 33,95 36,77 8,31 18,09 15,08 16,65 12,94 10,91 15,64
50 42,95 46,49 8,25 22,88 18,62 18,64 16,36 13,22 19,19
100 54,32 57,99 6,74 28,94 23,23 19,74 20,70 16,14 22,03
2,33 15,19 14,58 3,98 8,09 6,88 15,00 5,79 4,95 14,52
5 19,68 20,69 5,15 10,48 9,39 10,41 7,50 6,87 8,39
o5 10 24,89 27,25 9,51 13,26 11,83 10,81 9,48 8,64 8,85
25 33,95 38,29 12,77 18,09 15,85 12,38 12,94 11,41 11,83
50 42,95 48,71 13,42 22,88 19,91 12,99 16,36 14,06 14,07
100 54,32 61,04 12,36 28,94 25,23 12,83 20,70 17,47 15,57
2,33 15,19 14,95 1,57 8,09 7,27 10,11 5,79 5,31 8,27
5 19,68 21,04 6,96 10,48 9,88 5,77 7,50 7,32 2,37
20 10 24,89 27,52 10,58 13,26 12,39 6,53 9,48 9,17 3,27
25 33,95 38,26 12,68 18,09 16,54 8,59 12,94 12,05 6,83
50 42,95 48,26 12,37 22,88 20,69 9,58 16,36 14,81 9,45
100 54,32 59,97 10,40 28,94 26,08 9,88 20,70 18,36 11,30
2,33 15,19 15,51 2,14 8,09 7,60 6,12 5,79 5,56 3,89
5 19,68 21,82 10,91 10,48 10,32 1,59 7,50 7,66 2,23
10 24,89 28,51 14,55 13,26 12,94 2,38 9,48 9,60 1,28
35 25 33,95 39,56 16,51 18,09 17,27 4,52 12,94 12,62 2,44
50 42,95 49,83 16,02 22,88 21,61 5,58 16,36 15,52 5,17
100 54,32 61,82 13,80 28,94 27,22 5,95 20,70 19,23 7,10
2,33 15,19 16,89 11,18 8,09 8,19 1,22 5,79 5,97 3,21
5 19,68 2391 21,52 10,48 11,19 6,78 7,50 8,28 10,50
40 10 24,89 31,39 26,13 13,26 14,11 6,44 9,48 10,43 9,97
25 33,95 43,80 28,99 18,09 18,95 4,75 12,94 13,78 6,56
50 42,95 55,36 28,90 22,88 23,82 4,08 16,36 17,02 4,05
100 54,32 68,91 26,85 28,94 30,14 4,13 20,70 21,20 2,42

! Nota: Porcentaje de diferencia = || Intensidad 3-58 - Intensidad 3-64 | / Intesidad 3-58]*100

. , |Intensidad (3 — 58) — Intensidad (3 — 64)|
D = 1 -
iferencia( %) Tntesidad (3 — 53) x 100 (3-66)
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3.15.1. Analisis de resultados de la aplicacion de cépulas bivariadas
en el analisis de series histodricas

La tabla 3-6 muestra la diferencia porcentual encontrada entre las curvas IDF construidas
mediante el enfoque empirico y el método de la copula paras duraciones de 60, 150 y 240
minutos. Las series histdricas establecidas fueron [20, 30, 35, 40 y 57| afos para la estacién
Santa Lucia. Para 60 minutos, se encontré una méxima diferencia de 10% entre los dos
métodos para la serie historica de 40 anos con un periodo de retorno de 100 anos. Para
una duracién de 150 minutos, la mayor diferencia de los métodos se presentéd para la serie
histérica de 20 anos, con un valor aproximado de 32 % para un periodo de retorno de 100
anos. Para 240 minutos, se encontré una maxima diferencia de 34 % para la serie histérica de
57 anos con un periodo de retorno de 2,33 anos. La tabla 3-5 muestra los diferentes valores
del parametro 6 de la copula para las series de tiempo establecidas. De esta tabla se puede
observar que a medida que aumenta la serie histérica, el valor del coeficiente 7 de kendall
tiende a disminuir y por lo tanto el valor del parametro de la copula disminuye, asi como su
error en el cdlculo de su obtencién, esto quiere decir que las mayores diferencias de los dos
métodos, se encuentran en las series de tiempo menores.

La tendencia muestra que mientras mayor sea el tamano de la muestra, menor es la diferencia
encontrada de los dos métodos. Esto no quiere decir que entre mayor sea el nimero de datos,
la curva IDF mediante el método de la copula se aproxima cada vez més a la curva IDF
empirica, lo que muestra la tabla 3-6 a medida que aumenta el tamano de la muestra, es
que los valores encontrados por medio del enfoque de la coépula, oscilan alrededor de un valor
desconocido al cual intentan converger para cada uno de los periodos de retorno establecidos.

Para tener mayor seguridad en estos comportamientos, se realizd el mismo procedimiento
para la estacién El Bosque. Los resultados se presentan en la tabla 3-8. De esta tabla se
puede observar que para 60 minutos la maxima diferencia entre los dos métodos es de 29 %
para un periodo de retorno de 25 anos con la serie historica de 40 anos. Para una duracién
de 150 minutos, la mayor diferencia de los métodos se presentd para la serie histérica de 20
anos, con un valor aproximado de 20 % para un periodo de retorno de 100 anos. Para 240
minutos, se encontré que la mayor diferencia es de 22 % para la serie histérica de 20 anos
con un periodo de retorno de 100 anos. Al igual que la estacién Santa Lucia, la tabla 3-7
muestra que el 7 de kendall tiende a disminuir a medida que aumenta la serie histérica para
la estacion El Bosque, de igual forma, el error en el calculo del parametro 6 de la cépula
disminuye.
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La tendencia muestra que a medida que aumenta el periodo de retorno la diferencia de los
dos métodos aumenta, este comportamiento es mas marcado en la estaciéon Santa Lucia.
Una vez mas se muestra que a medida que aumenta el tamano de la muestra, menor es la
diferencia entre los dos métodos.

3.16. Conclusiones del capitulo

Bajas dependencias del Tau de Kendall validan el supuesto de independencia y por lo tanto
la distribucién conjunta se reduce a un simple producto de las marginales. Como se vio en
este capitulo, los taus de Kendall presentan una correlacion negativa para cada una de las
cuatro estaciones analizadas indicando que las variables aleatorias intensidad y duracion son
discordantes, es decir; a medida que una variable aumenta, la otra disminuye, lo que implica
que las tormentas mas cortas tienen intensidades mas altas. Se comprueba entonces, que la
construcciéon de distribuciones conjuntas que dependen de las caracteristicas de las lluvias
extremas es inevitable.

El proceso de construccion de la distribucién conjunta bivariada a través de copulas se puede
descomponer en dos partes: las distribuciones marginales y la estructura de dependencia. La
aplicacion de la distribucion condicional de la intensidad, dada una duracién D = d conocida,
para la construccion de curvas IDF por medio de copulas, produjo estimaciones cualitativa-
mente similares a los obtenidos mediante el enfoque univariado convencional para duraciones
de 360 minutos. Las diferencias encontradas por ambos métodos dependen de la duracion de
la tormenta y el periodo de retorno, sin embargo, no siguen un patrén sistematico particular.

Aunque las curvas IDF empiricas no tienen mucha base tedrica, presentan resultados consis-
tentes con respecto a las curvas IDF construidas por el método de la cépula, sin embargo, el
método empirico requiere del andlisis de varias ecuaciones de naturaleza empirica, tomando
mayor tiempo en los calculos y resultando menos eficiente. El método de la copula es apo-
yado por una base tedrica fuerte de probabilidad que proporciona una forma general para
la distribucion conjunta de intensidad de las tormentas con su duracién siendo mas signifi-
cativo para la hidrologia ya que las curvas IDF se pueden obtener directamente a partir de
observaciones sin adoptar las relaciones empiricas.
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De acuerdo con los resultados obtenidos del andlisis de series historicas por medio de copulas,
si se cuenta con un registro de 20 anos, el método de la cépula es méas adecuado para
representar el riesgo asociado al evento que el método univariado, por lo tanto se recomienda
su aplicacién para series historicas menores o iguales a 20 anos. Por otra parte, las diferencias
en los valores de intensidad por medio del método de la copula para una serie histérica de
20 anos con respecto a una serie de 40 anos no son muy significativas para duraciones largas
y periodos de retorno menores de 50 anos. Para series histéricas de 20 anos con periodos de
retorno mayores o iguales a 100 anos y duraciones cortas, el método de la cépula subestima
el riesgo asociado al evento.



4. Copulas multivariadas

Como se definié en el capitulo anterior, una coépula es una funciéon de distribucién multi-
variada definida sobre el cubo de unidad [0, 1]” con marginales distribuidas uniformemente.
Antes de introducir los conceptos de la cépula, es necesario mencionar algunas definiciones.
(Ver Paloma (2006)).

4.1. Preliminares

Sean S, ..., S, subconjuntos no vacios de R = [~o00,4+00]. Sea H una funcién real de n
variables tales que DomH = S} X ... X S, y para a < b (a < biVk) sea B = [a,b] =
[a1,b1] X ... X [an, b,] cuyos vértices estan en el DomH.

Definicién 7. Llamamos H-volumen de B a

Vi (B) =>_ sign(c)H (c)

donde la suma se toma sobre todos los vértices ¢, B y sign(c)

Definicién 8. Una funcion real H de n variables es n-decreciente si Vi (B) > 0 VB cuyos
vértices estan en el DomH. Sea H la funcién de variable real n-dimensional con DomH =

S1 X ... x S, donde S tiene un elemento més pequeno aj. Supongamos que H verifica la
siguiente propiedad:

Propiedad 1. H(t) =0Vt € DomH tal que t;, = ay para al menos un k.
Definicién 9. Una funcion de distribucion n-dimensional es una funcion H con dominio

n . . . . .’
R tal que H es n-decreciente, verifica la propiedad 1. Las marginales de una funcién de
distribucién n-dimensional son funciones de distribucién que se denotaran Fi, ..., F,.
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4.2. Definicion de cépula N-dimensional
Una cdpula n-dimensional es una funcion C con dominio [0,1]" tal que:
1) C es creciente y verifica la propiedad 1.
1) C tiene marginales Cy, k = 1,2,...,n que satisfacen Cy(u) = u Yu € [0, 1]

Para cualquier copula n-dimensional C'; n > 3, las marginales k-dimensionales de C' son
copulas k-dimensionales. De igual forma que las copulas bivariadas, una copula n-dimensional
C' es una funcién con las siguientes propiedades (Zhang, 2005):

e Para cada u € [0,1]", C(u) = 0 si al menos una coordenada de u es 0, y C(u) = uy, si
todas las coordenadas de u son iguales a 1 exepto uy.

e Para cada ay b en [0,1]" tales que a; < b; Vi = 1...n se verifica que Vi [a, b] > 0.

Puesto que las c6pulas son funciones de distribucién conjuntas (sobre [0, 1]™), una cépula C
induce una medida de probabilidad sobre [0, 1]" a través de:

Ve ([0, u] X ..o x [0, u,)) = Clug, ...uy)

4.3. Teorema de Sklar N-dimensional

El teorema de Sklar bidimensional visto en la seccién 3.3, se puede extender facilmente al
caso n-dimensional (Ver Zhang (2005)).

Teorema 4. Sea H una funcion de distribucion n-dimensional con marginales Fi,...F, en-
tonces existe una cépula n-dimensional C' tal que para todo Fy,..F, € R"

H(zq,...,x,) = Clug, ug, ..., upn) = C(Fi(x1), ..., Fr(zy)) (4-1)

Si Fy,...F, son todas continuas, entonces C es unica, por tanto estd univocamente determi-
nada sobre RanF x ... x RankF,.

Inversamente, si C' es una copula n-dimensional y Fi,...F,, son funciones de distribucion,
entonces la funcion H definida anteriormente es una funcion de distribucion n-dimensional
con marginales Fy,...F,, (Paloma, 2006).

Considere el vector aleatorio X7, ...X,, con funciones de distribucién marginal F,(z) =
Px,(X; < x;), donde n es el nimero de variables aleatorias y x; es el valor de la variable
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aleatoria X;(Xi, ..., Xy). La distribucién conjunta del vector aleatorio X1, ...X,, es expresado
como:
ooxy (@, @, ) = PIXy <, Xo < @9,.., X, < xp,] 0 simplemente H.

Las cépulas son funciones que conectan las distribuciones de probabilidad multivariada a
sus distribuciones de probabilidad marginales unidimensionales. Por lo tanto, la distribuciéon
de probabilidad multivariada, H, se expresa en términos de sus marginales y la funcion de
dependencia asociada, C' como : C(Fy, (z1), Fr,(22), .., Fi (T0)) = Hx, Xy, x5 (%1, T2, .y Tp)
donde C' es la distribuciéon conjunta del vector aleatorio X7, ...X,, a través de sus marginales
Fo (1), Foy(x2), ..., Fy, (2,) (Zhang, 2005).

4.4. Copulas arquimedianas N-dimensionales

De la misma forma que el teorema de Sklar, las cépulas arquimedianas se pueden extender
al caso n-dimensional (ver Paloma (2006)).

Definicién 9. Se dice que una copula C es arquimediana si es de la forma:

Clu, .un) = P (p(w) + o+ plun)) s 32 () < 0(0)

En otro caso

(4-2)

con ¢ : [0,1] — [0,00] una funcién continua, estrictamente decreciente en [0, ¢(0)] con
e(1) =0, ¢'(u) <0y ¢"(u) >0V0 <u<1.p(u)sedenomina generador de la cdpula.

Esta copula se puede expresar como:

Co' () = e (p(ur) + oo + p(un)) (4-3)
Y para N > 3 se tiene:

O (uy, ..un) = Co(CN uy, ..un_1), uy) (4-4)

Las propiedades para las copulas arquimedianas multivariadas son las mismas que para el
caso bivariado.



88 4 Copulas multivariadas

4.5. Familias de cdpulas arquimedianas N-dimensionales

Mediante el mismo procedimiento para la generacion de las cépulas arquimedianas de dos
dimensiones, las cépulas arquimedianas n-dimensionales se obtienen de forma similar y se
expresan de la siguiente forma:

G (w) = o™ (p(ur) + .. + p(un))

donde el superindice N denota la dimensién y u denota el vector variable. De la misma forma
que para el caso bivariado, las copulas arquimedianas n-dimensionales pueden ser represen-
tadas como sigue:

Copula multivariada Gumbel-Hougaard

Cév(u) = CéV(FHCl(xl)> Fx2(x2)7 ) Fl‘n('rn)) = H(.’El, L2y -ees xN))

Cy¥(u) = exp (— ((—Inup)? + (= Inuy)’ + ...+ (- In uN)9)1/9> (4-5)

Con funcién de generacién op(t) = (—1Int)’

Copula multivariada Frank

C’év(u) = C’éV(Fxl(xl), Fo,(x2),..., Fy, (x,)) = H(xy, 29, ..., TN))

Ny 1 (exp (—0Ouy) — 1)(exp (—Ouz) — 1) ... (exp (—Ouy) — 1)
Cy' (u) ——éln (1—1— (exp (—0) — )V ) , 0#£0
(4-6)

con

0= (2 5=1)
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Cépula multivariada Cook-Johnson (Clayton)
Cy' (w) = CFY (Fy, (1), Foy(w2), .., P, (w0)) = H(21, 22, .., 2n))

~1/0

Co(a) = (uy? +uy? + ..+ +uy’ = N +1) 0>0 (4-7)

con
p(t) =5t 1)
Coépula multivariada Ali-Mikhail-Haq

C’év(u) = C’é\[(Fgc1 (1), Fry(22), ..., Fip, (2)) = H(x1, 29, ..., TN))

Co'(w) = 15— JJZQ'_"ZZ)..Q 0 0ELY (4-8)
I )

4.6. Estimacion del parametro ¢ para copulas
N-dimensionales

Con el fin de estimar el pardmetro 6 de la cépula, se pueden considerar dos condiciones. En
primer lugar, si las marginales apropiadas ya estan disponibles, entonces se expresa simple-
mente la maxima verosimilitud para los datos. La estimacion resultante de 6 seria entonces la
marginal dependiente; la misma metodologia de maxima verosimilitud, que generalmente se
aplica para la estimacion de los parametros de las distribuciones de probabilidad univariadas,
se ve afectada indirectamente por el método de copula. En segundo lugar, si se contemplan
las estimaciones no paramétricas para las marginales, la estimacién del pardametro 6 de la
copula serd la marginal libre. Por lo tanto, este pardmetro puede ser encontrado utilizan-
do un método de estimacién semiparamétrica desarrollado por Genest et al. (1995). Esta
estimacion puede expresarse paso a paso como se muestra a continuacién (Zhang, 2005):

1. Sea {(Xik,..., Xng) : k = 1,...N; } una muestra aleatoria, extraida de una distribucién
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multivariada como:

H(ZL‘l,...,.’L'N) :CéV(Fl(Il'l),...,FN(fL‘N>) (4—9)

2. La funcién log-likelihood de la copula en la ecuacién 4-9 puede ser expresada como:

L(0) = "log [cy { Fun(X1k), o, Fivn(Xni) }] (4-10)

k=1

Donde ¢y es la funcion de densidad de la copula que tiene el mismo significado que la
funcién de densidad de probabilidad de variables aleatorias univariadas.

F;, esn/(n+ 1) veces la funcién de distribucién empirica marginal de la variable i-ésima
con el fin de evitar la dificultad de la no acotacién de log(Cy(uy, ..., uyn)) ya que algunos
de los u;’s tienden a 1 (Zhang, 2005).

3. De acuerdo con la propiedad del estimador semiparamétrico 6 es consistente y asintotica-
mente normal bajo las mismas condiciones de estimacion de la maxima verosimilitud que
es una propiedad asintética. Con el fin de maximizar el log-likelihood es necesario derivar
la ecuacion 4-10 con respecto a 6 e igualar a cero:

10 1¢
a5 = - 2o {0 Fua(Xak), Fan(Xaw), o Fva(Xovi)} = 0 (4-11)
k=1

donde L denota la funcion log-likelihood, y Iy denota la derivada de L con respecto al
parametro 6.

4. Resolviendo la ecuacion 4-11 se puede obtener el parametro 6 de la copula.

La ventaja de la estimacién semiparamétrica para obtener el parametro de la copula 0 es
que este puede ser aplicado directamente a cépulas n-dimensionales (N > 3) mientras que
la estimacion no paramétrica, a través del 7 de Kendall solo se puede aplicar para copulas
de dos dimensiones.
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4.7. Periodo de retorno conjunto y posiciones de
graficacidon para analisis de frecuencia multivariado

Periodo de retorno trivariado

Sean tres variables aleatorias denotadas como X, Y y Z. Estas variables puede ser depen-
dientes. La distribucién de probabilidad conjunta H puede ser expresada como:

z Yy =z
Hxvyz(x,y,2) =P(X <2,Y <y Z<z)= / / / hxy.z(u,v,w) dudvdw (4-12)

—00 —00 —O0

donde z,y, z son los valores de las variables aleatorias X, Y y Z respectivamente, y P es la
probabilidad de no excedencia.

El periodo de retorno conjunto de un evento (x,y, z), T(z,y, z) puede ser definido como:

1

T - -
(.9, 2) 1— H(z,y,2)

(4-13)
Los periodos de retorno condicional y las distribuciones condicionales se presentan a conti-
nuacion:

Sea hxy z(z,y, z) la funcién de densidad de probabilidad conjunta (PDF) de variables aleato-
rias X, Y y Z, y sean fx(x), fy(y) v fz(z) las PDF marginales de X, Y y Z respectivamente,
entonces los periodos de retorno condicional se pueden expresar mediante los siguientes cua-
tro casos (Zhang, 2005):

Caso 1.

e La funcién de densidad de probabilidad conjunta condicional (CPDF) de X y Y dado
Z = z se puede escribir como:

hxyiz=-(x.y | Z =2) = 1oy 2) (4-14)

fz(2)

e Del mismo modo, el condicional CDF (CCDF) de X y Y dado Z = z es:

z oy
HX,Y\Z:z(xuy | Z =2) = / / hX,Y|Z:z(U7U | 2) dudv

—00 —0O0
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T Yy

[ | hxyz(u,v,z) dudv

T

HX,Y|Z:Z(1'7ZJ | Z =2) =

e FEl periodo de retorno condicional correspondiente puede ser expresado como:

1
1 - Hxy|z—(z,y | Z = 2)

TX,Y\Z:z(xay | Z =2) =

Caso 2.

e El condicional PDF de X, dado Y =y y Z = z puede ser escrito como:

h(z,y,2)

hXIY:yZ:z(I |Y=y,2Z=2)= hy,z(y, 2)

e El condicional CDF (CCDF) de X, dado Y =y y Z = z es:

T

HX|Y:y,Z:z($ Y=y, Z=2)= / hX|Y:y,Z:z(u |y, 2) du

—00

f hX,Y,Z(“) Y, Z) dU,

—00

Hxpy=yz=-( | Y =y, 2 =2) = hy.z(y, z)

e El periodo de retorno condicional correspondiente se puede expresar como:

1
C1-H(z|Y=y,Z=2)

TX|Y:y,Z:z(x | Y = Y, Z = Z)

Caso 3.

e El CCDF de X y Y dado Z < z puede ser expresado como:

H(z,y,x)

H 2y | Z<z2)=H(z,y|Z<z)=
X,Y|Zgz( y| > ) ( ?/| ) FZ(Z)

(4-15)

(4-16)

(4-17)

(4-18)

(4-19)

(4-20)

e El periodo de retorno condicional bajo estas condiciones puede ser expresado como:

1 . Fz(Z)
1-H(z,y| Z<z2) Fgzz)—H(z,y,2)

T;(,Y\Zgz(xay | A < Z) =

(4-21)



4.7 Periodo de retorno conjunto y posiciones de graficacion para andlisis de frecuencia
multivariado 93

Caso 4.

e EICCDF de X dadoY <yy Z < zes:

HX,Y,Z(xa Y, Z)

H 2| Y <y Z<2)=Hx|Y <y Z<z) = 4-22
X|Y§y,Z§z( | >y = ) ( | >y ) HY,Z(y;Z) ( )
e El periodo de retorno condicional bajo estas condiciones es:
7 x|V <y Z<z)= !
XY <y,Z<z >, = - 1 — Hklygy’zgz(x | Y S v, 7 S Z)
H
Tl |V <y 2<2) = vz, 2) (4-23)

HY,Z(?J, Z) - HX,Y,Z(J% Y, 2’)

Posiciones de graficacion trivariada

La formulacién de las posiciones de graficacién trivariada pueden obtenerse mediante la
extension del caso bivariado directamente como (Zhang, 2005):

DD Ny — 0,44
m=11=1p=1

F(zi yi,zi) = P(X <23, Y <y, 2 < 2) = N +0,12

(4-24)

donde F(x;,y;, z;) se obtiene de las observaciones trivariadas (z;,y;, 2;) ya sea por £ o y o z;

Nmip €s €l nimero de (z;,y;, 2;) observaciones contadas como: z; < x;, y; < y;, v 2 < %,
1=1,...n,1 <75 <1i;ynes el tamano de la muestra.
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4.8. Distribuciones condicionales trivariadas a través de
copulas y correspondientes periodos de retorno

La distribucién conjunta condicional utilizando el método de la cépula se presenta a conti-
nuacion:

Sean X, Y, Z tres variables aleatorias con marginales u = Fx(z), v = Fy(y) y w = Fz(2).
Las funciones de distribucion condicional bajo diferentes condiciones pueden ser expresadas

utilizando la cépula arquimediana trivariada mediante los siguientes cuatro casos (Zhang,
2005):

Caso 1.

e La funcién de distribucion condicional de X y Y dado Z = z puede ser expresada como:

0H (z,y,z2)/0z

H(z,y|Z=2)=

fz(2)
oc3
H(:)s,y|Z:z):Og’(Ugu,VSMW:w):W (4-25)
e FEl correspondiente periodo de retorno es dado por:
1
T(a,y | Z = 2) = (4-26)

S 1-C3U <uw,V<v|W=uw)
Caso 2.

e La funcion de distribucién condicional de X dado Y =y y Z = z, puede ser expresada
como:

_ O?H (z,y,2)/(0y0z)

Hxz|Y =y, Z =2) =Ciu|V=0v,W=uw)

hY,Z<y7 Z)
IC3 (u, v, w)
Y = — _ 2\ ) 4-
Hz|Y =y,Z = %) R (4-27)
e El periodo de retorno es:
1
Tx|Y=y2Z=2) (4-28)

:1—Cg(u|V:v,W:w)
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Caso 3.

e La funcién de distribucion condicional de X y Y dado Z < z, puede ser expresada como:

H(z,y,x) C3(u, v, w)

H(z,y|Z <z)= F(2) = Ch(u,v | W <w) = " (4-29)
e El periodo de retorno es:
Ty | Z <2) = ! (4-30)
yia= 1= (u,v | W < w)
Caso 4.

e La funcion de distribucion condicional de X dado Y <y y Z < z, puede ser expresada
como:

H(x,y,l‘) 3 Cg(uvvaw)
Hx|Y <y Z<z)=——""2=C, V<oW<w)=—"27~—- 4-31
(I | >Y, — Z) H/(y, Z) 0<u | >0, — U}) Cg,(’U,U)) ( )
e El periodo de retorno es:
1
Tx|Y <y Z<z)= (4-32)

1-Chu |V <o, W <w)

donde H’ es la distribucién conjunta de las variables aleatorias Y y Z. C2 es la funcién
cépula bivariada correspondiente y €' es el parametro de la cépula bivariada.
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4.9. Aplicacion de las cépulas Multivariadas en el area de
estudio

Como se ha subrayado con frecuencia en la literatura hidrolégica, el andlisis estadistico de
los eventos extremos multivariados no es facil de obtener debido a (1) la complejidad de los
fenémenos, (2) el tamano de la muestra reducida de los conjuntos actuales de datos multiva-
riados, y (3) falta de disponibilidad de distribuciones de probabilidad multivariada adecuadas
(Katz et al., 2002). Desafortunadamente, un buen nimero de distribuciones multivariadas
presentes en la literatura, que son extensiones directas de las distribuciones univariadas, su-
fren de varias limitaciones y restricciones.

El periodo de diseno en el caso univariado suele ser identificado sin ambigiiedad y es am-
pliamente utilizado en la practica de la ingenieria, en el caso multivariado no es asi. De
hecho, el problema de identificacién de eventos de diseno en un contexto multivariado es de
importancia fundamental, pero de naturaleza problematica. Recientemente, varios esfuerzos
se han dedicado a las cuestiones de diseno (véase, por ejemplo Serfling (2002); Belzunce et al.
(2007); Chebana and Ouarda (2009); Chaouch and Goga (2010). La pregunta que surge es
la siguiente: {Cémo es posible calcular el evento de diseno critico en el caso multivariado?

En esta seccion se intentard dar solucion a este interrogante mediante dos aplicaciones; una
de ellas sera analizada para la zona de estudio del caso bivariado, es decir; en la cuenca baja
del rio Tunjuelo y la segunda aplicacion se realizard para una subregién de la Costa Caribe
Colombiana conocida como la Mojana.

4.9.1. Construccion de curvas IDF conjuntas multisitio mediante el
método de la copula

La construcciéon de Curvas IDF conjuntas se pueden aplicar para los 4 casos mencionados
en la seccion 4.8, sin embargo, para este trabajo se realizé el calculo para los casos 1y 4 ya
que éstos son mas utilizados en problemas de hidrologia.

1. Caso 1

Las estaciones seleccionadas para aplicar este caso fueron la estacién Juan Rey y la Estacién
Quiba, ya que estas tienen los mismos anos de registro histérico. (ver tabla 2-3)

La determinacion del pardametro de la copula # mediante la metodologia mencionada en la
seccién 4.6 se aplicd para cada una de las familias de cépulas: Gumbel-Hougaard, Clayton,
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Frank, Joe y Ali-Mikhail-Haq, resultando esta ultima la iinica copula maximizable a los datos.

El parametro 6 de la cépula se determiné mediante la siguiente metodologia:

1. Sea {(Xk, Y%, Zx) : k = 1,...,n;} una muestra aleatoria, extraida de una distribucién
multivariada como:

H(z,y,z) = C4(F(z), F(y), F(2)) (4-33)

2. La funcién log-likelihood de la cépula en la ecuacion 4-33 puede ser expresada como:
L(0) = ) log [c§{F(Xx), F(Yx), F(Z)}] (4-34)
k=1

Donde ¢y es la funcién de densidad de la cépula que tiene el mismo significado que
la funcién de densidad de probabilidad de variables aleatorias univariadas. (ver seccién
3.3.1).

Si la copula seleccionada Ali-Mikhail-Haq es:

uvw

1—60(1—uw)(1—v)(1—-w) ’

C3(u,v,w) = 0el-1,1)

entonces, su funcién de densidad es:

s __0°C§

= Oudvow (4-35)

u = Fx(x) = Probabilidad acumulada de la Intensidad de la Estacion Juan Rey (mm/h)
— Distribucion ajustada: LogNormal

v = Fy(y) = Probabilidad acumulada de la Intensidad de la Estacion Quiba (mm/h) —
Distribucion ajustada: LogNormal

w = Fz(z) = Duracion conjunta (min) — Distribucion ajustada: LogNormal

3. Con el fin de maximizar el log-likelihood es necesario derivar la ecuacién 4-34 con respecto
a 0 e igualar a cero:

%% = %Zlf) {6, F(Xp), F(Y3), F(Z)} =0 (4-36)
k=1
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donde L denota la funcion log-likelihood, y Iy denota la derivada de L con respecto al
parametro 6.

4. Resolviendo la ecuacién 4-36 se puede obtener el pardmetro 6 de la copula.(Ver anexo C).

De acuerdo con la seccién 4.8, para el caso 1 se tiene:

e La funcién de distribucién condicional de X y Y dado Z = z puede ser expresada como:

OH (z,y,2)/0z

Hx,y|Z=2) =

(z,y | ) 20

aCy

Hizy | Z=2)= GYU <u.V <o | W =) = 20100 (4:37)
donde:
X = intensidad de la estacion Juan Rey (mm/h)
Y = intensidad de la estacion Quiba (mm/h)
Z = duracién (min)
Si la copula Ali-Mikhail-Haq es:

3 uvw
Co (v, w) = — —wl-v)i-w ' '€ =1,1)
0=0,15
entonces, su funcion de distribucion condicional es:

OC3 (u, v, w) Quvw(l —u)(1l —v)  ww

H(u,v\W:w): ow = A2 +I
A=—01-u)(1—v)(1—w)+1 (4-38)

u = Fx(x) = Probabilidad acumulada de la Intensidad de la Estacion Juan Rey (mm/h)
v = Fy(y) = Probabilidad acumulada de la Intensidad de la Estacion Quiba (mm/h)

w = Fz(z) = Duracion conjunta (min)
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e El correspondiente periodo de retorno es dado por:
T(z,y| Z = 2) ! (4-39)
x =z)= ,
Y 1 —H(u,v | W =w)

Asi, para una duraciéon de 15 minutos se cuentan con los registros historicos de las intensi-

dades de las estaciones Juan Rey y Quiba y por medio de la ecuacién 4-39 se puede obtener

la figura 4-1, la cual representa el periodo de retorno conjunto de estas dos estaciones para
una duracién dada. (Ver anexo C).

(soue) ¥l

Figura 4-1.: Periodo de retorno conjunto para una duracién de 15 minutos. Estaciones Juan
Rey y Quiba.

De igual forma, se obtuvieron los periodos de retorno conjunto para diferentes duraciones
para las estaciones El delirio y Santa Lucia, las cuales cuentan con el mayor registro historico
de las estaciones seleccionadas para el estudio. (Ver figura 4-2).
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o o 2

TR (afos)

TR (afios)

de 90 minutos.

(a) Periodo de retorno conjunto para una duracién (b) Periodo de retorno conjunto para una duracién

de 30 minutos.

de 300 minutos.

(c) Periodo de retorno conjunto para una duracién (d) Periodo de retorno conjunto para una duracién
y santa lucia.

de 180 minutos.
Figura 4-2.: Periodo de retorno conjunto para diferentes duraciones. Estaciones El Delirio
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2. Caso 4

El caso 4 se puede aplicar para diferentes escenarios, uno de ellos puede ser para la construc-
cién de superficies IDFD (Intensidad - duracién - frecuencia - precipitacién) para una misma
estacion, otro escenario se puede aplicar, como en ese trabajo, para la construccion de curvas
IDF conjuntas multisitio. Este caso en particular, se enfocé en métodos de interpolacion a
partir de puntos. Como se encuentra en la literatura, los métodos de interpolacién pueden
ser globales o locales. Los primeros utilizan toda la muestra para estimar el valor en cada
punto nuevo. Los segundos utilizan sélo los puntos de muestreo méas cercanos (Sarria, 2006).

Los métodos globales asumen la dependencia de la variable a interpolar de otras variables
de apoyo, un ejemplo de éstos son los métodos de regresion que generalmente utilizan X e
Y (longitud y latitud) como variables de apoyo y alguna variable cuantitativa espacialmente
distribuida como por ejemplo la altitud. Los métodos locales se basan en la utilizacion de los
puntos més cercanos al punto de interpolacion para estimar la variable Z. Ejemplos de este
método son el inverso de la distancia, kriging e interpolacion por splines y mediante TIN
(Redes irregulares de tridangulos) (Sarria, 2006).

Usualmente, este anélisis espacial se realiza con sistemas de informacién geogréfca (SIG) que
proporcionan herramientas de analisis para calcular actividades de geoprocesamiento como
la interpolacién de datos.

El modelo de la cépula para el caso 4, dependera de la seleccion del método de interpolacién.
La aplicaciéon para el caso 4 de la seccion 4.8 se basd en el método local conocido como
inverso de la distancia, el cual se aplicé al centroide de la cuenca baja del rio Tunjuelo. (Ver
figura 4-3).
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Figura 4-3.: Distancias al centroide de cada estaciéon en la cuenca baja del rio Tunjuelo

Antes de aplicar el método de la copula, es necesario seleccionar una cépula adecuada para
obtener el periodo de retorno condicional. De igual forma que en el caso bivariado, se realizd
una prueba de aleatoriedad seguida de una prueba de independencia mutua y finalmente una
prueba de bondad y ajuste por medio del paquete “copula” de R. Estas pruebas se realizaron
para un conjunto de tres series de datos; el primero pertenece a los registros historicos de
la estacion El Delirio, el segundo son de la estacion Santa Lucia y el tercero pertenece al
método del inverso de la distancia aplicado a estas dos series.

Asi, si se quiere construir una curva IDF conjunta por ejemplo en el centroide de la cuenca
se tendria entonces:

Intl = Intensidad para la estacion El Delirio (mm/h)
Int2 = Intensidad para la estacion Santa Lucia (mm/h)
Int3 = Intensidad para el centroide de la cuenca (mm/h)

donde



4.9 Aplicacién de las copulas Multivariadas en el area de estudio 103

1 1
?]1 + %]2

Int3 = 4-40
= o
1 2

r=9,3km

ro =3, 11km

Seleccion de la cépula Trivariada mediante la aplicacion del estadistico Cramer-
von Mises usando el paquete copula en R

A continuacién se presenta el modelo basado en el paquete “copula” de R mediante el
estadistico Cramer-von-Mises para la seleccion de la cépula trivariada, mencionado en la
seccion 3.10.

La metodologia propuesta por Kojadinovic et al. (2010) se aplicé para las estaciones El
Delirio, Santa Lucia y el inverso de la distancia entre ellas ya que éstas cuentan con el mayor
registro histérico.

setwd ("~ /Cpulas/RStudio/Conjunta/Trivariado")

library("copula")
Trivariado<-read.table("Datos_Delirio_Lucia_Trivariado.txt", header=T)
nrow(Trivariado)

## [1] 539
apply(Trivariado[, 2:4], 2, function(x) length(unique(x)))

## Intl Int2 Int3
## 266 310 495

pseudoTrivariado <- apply(Trivariado [, 2:4], 2, rank)/(nrow(Trivariado) + 1)

Por cuestiones de la simplicidad, se pasan por alto los vinculos a medida que se sigue con el
c6digo, aunque facilmente se puede proceder como en el caso bivariado, a expensas de mas
calculos.

Como se estan tratando con datos de series de tiempo hidrolégicos, se podria esperar que
el supuesto de independencia de la serie no se sostiene. La primera etapa es para realizar
una prueba de aleatoriedad. Las herramientas estandar para esto son la prueba de Ljung
and Box (1978) y su extension multivariada estudiada por Hosking (1980) (véase también
Johansen (1995)).
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Como se describié en la seccion 3.10, se aplica la prueba de aleatoriedad de los rendimientos

al cuadrado, que se transforman en filas dentro de la funcién.

set.seed(123)
system.time(TrivariadoMultSerialIndepTest<-multSerialIndepTest(Trivariadol[,2:4]"2,

lag.max = 4, verbose = 0))

#it user system elapsed
##H  294.12 0.00 294.68

TrivariadoMultSerialIndepTest

##
## Global Cramer-von Mises statistic: 1.118285 with p-value 0.0004995005

## Combined p-values from the Mobius decomposition:
## 0.0004995005 from Fisher's rule,
## 0.0004995005 from Tippett's rule.

dependogram(TrivariadoMultSerialIndepTest)

dependogram(TrivariadoMultSerialIndepTest,print = TRUE)

Para visualizar los datos de la prueba de independencia multivariada vista en la seccién 3.10,

se puede usar el dependograma de la figura 4-4

Dependogram
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Figura 4-4.: Dependograma que resume los resultados de la prueba de independencia de la
serie hidrolégica para las estaciones El Delirio y Santa Lucia con lag.maz = 4.
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Los p-valores calculados dentro de la funcién (TrivariadoMultSeriallndepTest) indican una
fuerte evidencia en contra de la hipétesis nula de independencia de la serie.

El siguiente paso es poner a prueba la independencia mutua de las tres series usando, por
ejemplo, la prueba descrita en la seccién 3.10.

system.time (empsamp <- indepTestSim(nrow(pseudoTrivariado), p = 3, N = 1000,
verbose = 0))

## user system elapsed
##  84.83 0.00 85.13

TrivariadoMultIndepTest <- indepTest(pseudoTrivariado, empsamp)
TrivariadoMultIndepTest

##
## Global Cramer-von Mises statistic: 9.637795 with p-value 0.0004995005

## Combined p-values from the Mobius decomposition:
## 0.0004995005 from Fisher's rule,
## 0.0004995005 from Tippett's rule.

dependogram(TrivariadoMultIndepTest)
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Figura 4-5.: Dependograma que resume los resultados de la prueba de independencia mutua
de los datos trivariados para las estaciones El Delirio y Santa Lucia.
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## Copula Gumbel

system.time(g.copula.mult <- gofCopula(gumbelCopula(dim = 3), pseudoTrivariado,
estim.method = "mpl", simulation = "mult" ))

## user system elapsed
#t 4.46 0.00 4.47

g.copula.mult

#it

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="mpl"

#it

## data: x

## statistic = 0.9969, parameter = 2.7549, p-value = 0.0004995

fitCopula(gumbelCopula(dim = 3), pseudoTrivariado, method = "mpl")

## fitCopula() estimation based on 'maximum pseudo-likelihood'
## and a sample of size 539.

## Estimate Std. Error

## param 2.755 0.126

## The maximized loglikelihood is 739.1

## Optimization converged

## Number of loglikelihood evaluations:

## function gradient

#i# 27 9

Existe una fuerte evidencia contra la hipdétesis nula de independencia mutua, como era de
esperar, el dependograma que se muestra en la figura 4-5, indica que la independencia es
rechazada por todos los subconjuntos de las variables aleatorias.

El siguiente paso es llevar a cabo una prueba de bondad de ajuste como se mecioné en la
seccién 3.10 para las familias candidatas: Gumbel-Hougaard, Clayton, Frank y Joe.
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## Copula Clayton

system.time(Clay.copula.mult <- gofCopula(claytonCopula(dim = 3),
pseudoTrivariado, estim.method = "mpl", simulation = "mult" ))

#Hit user system elapsed
#i# 2.14 0.00 2.14

Clay.copula.mult

##

## Multiplier bootstrap goodness—-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="mpl"

#i#

## data: x

## statistic = 2.7779, parameter = 2.3092, p-value = 0.0004995

fitCopula(claytonCopula(dim = 3), pseudoTrivariado, method = "mpl")

## fitCopula() estimation based on 'maximum pseudo-likelihood'
## and a sample of size 539.

#i# Estimate Std. Error

## param 2.309 0.137

## The maximized loglikelihood is 597.9

## Optimization converged

## Number of loglikelihood evaluations:

## function gradient

## 25 5

Como se puede observar, para las copulas Gumbel y Clayton se tiene que:

Coépula Gumbel:
=27 p-valor = 0,0004995

Copula Clayton:
0=23 |, p-valor = 0,0004995
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##Copula Frank

system.time (Frank.copula.mult <- gofCopula(frankCopula(dim = 3),
pseudoTrivariado, estim.method = "mpl", simulation = "mult" ))

#t user system elapsed
## 2.22 0.00 2.21

Frank.copula.mult

#

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="mpl"

##

## data: x

## statistic = 0.35519, parameter = 11.18, p-value = 0.0004995

fitCopula(frankCopula(dim = 3), pseudoTrivariado, method = "mpl")

## fitCopula() estimation based on 'maximum pseudo-likelihood'
## and a sample of size 539.

#i#t Estimate Std. Error

## param 11.18 0.359

## The maximized loglikelihood is 840.8

## Optimization converged

## Number of loglikelihood evaluations:

## function gradient

#it 30 9

Para la copula Frank y la cépula Joe se tiene:

Cépula Frank:
0=11,18
p-valor = 0,0004995

Cépula Joe:
0=3,25
p-valor = 0,0004995
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##Copula JOE

system.time(Joe.copula.mult <- gofCopula(joeCopula(dim = 3), pseudoTrivariado,
estim.method = "mpl", simulation = "mult" ))

## user system elapsed
#it 6.36 0.00 6.40

Joe.copula.mult

##

## Multiplier bootstrap goodness—-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="mpl"

##

## data: x

## statistic = 2.4237, parameter = 3.2533, p-value = 0.0004995

fitCopula(joeCopula(dim = 3), pseudoTrivariado, method = "mpl")

## fitCopula() estimation based on 'maximum pseudo-likelihood'
## and a sample of size 539.

i Estimate Std. Error

## param 3.253 0.198

## The maximized loglikelihood is 594.1

## Optimization converged

## Number of loglikelihood evaluations:

## function gradient

#i# 21 6

Tabla 4-1.: Resumen de la prueba de bondad de ajuste para las familias candidatas. Parame-
tro 6 trivariado para las estaciones El delirio, Santa Lucia y el inverso de la

distancia
Familias 0 Estadistico _ val E
de Cépulas Sn p - valor rror
Gumbel 2,7549 0,9969 0,0004995 | 0,126
Clayton 2,3092 2,7779 0,0004995 | 0,137
Frank 11,18 0,35519 0,0004995 | 0,359
Joe 3,2533 2,4237 0,0004995 | 0,198

La tabla 4-1 presenta un resumen de los resultados obtenidos aplicando el modelo mencio-

nado en la seccién 3.10 para la prueba de bondad de ajuste mediante el estadistico S,,. La
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cépula de mejor ajuste es aquella que presenta el p-valor més alto. Como el p-valor es el
mismo para todas las copulas se escogié la cépula que presentd el menor error. En este caso
la cépula de mejor ajuste es la cépula Gumbel-Hougaard.

De acuerdo con la seccién 4.8, para el caso 4 se tiene:

e La funcion de distribucién condicional de X dado Y <y y Z < z, puede ser expresada
como:

H(z,y,z)
H'(y, 2)

C’g’(u, v, W)

o'\

=Colu| V<o, W<w) = (4-41)

donde:

X = Intensidad del inverso de la distancia para Y y Z (mm/h)
Y = Intensidad de la estacion Santa Lucia (mm/h)

Z = Intensidad de la estacion El delirio (mm/h)

Como la cépula de mejor ajuste es la Gumbel-Hougaard entonces se tiene:
C3(u, v, w) = exp (— (-lnw)’+ (- Inv)’ 4+ (- In w)@)l/(’) (4-42)

0 = 2,75 — tabla 4-1

C3(v,w) = exp <— ((-nv)’ + (—In w)e)l/a) (4-43)
0 = 2,56 — tabla 3-4

La funcién de distribucién condicional es:

HulV <o,W <w) = Cy(u,v,w) =P (— ((=Inw)? + (= Inv)’ + (_lnw)9)1/0>
su, W s Cp (v, w) exp (— ((—Inv)? + (—lnw)9)1/9>

(4-44)

u = Fx(z) = Probabilidad acum. Intensidad del inverso de la distancia para vy w (mm/h)

v = Fy(y) = Probabilidad acum. Intensidad de la Estacién Santa Lucia (mm/h)
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w = Fz(z) = Probabilidad acum. Intensidad de la Estacion El Delirio (mm/h)

e El periodo de retorno es:

1

< < =
T|Y <y, 2 <2) 1—Hu |V <o, W <w)

(4-45)

Teniendo las intensidades de las estaciones Santa Lucia y El Delirio para cada una de las
duraciones establecidas [15, 30, 45, 60, 90, 120, 150, 180, 240, 300, 360] minutos, y aplicando
la ecuacion 4-45 se puede construir una curva IDF conjunta para el centroide de la cuenca
baja del rio Tunjuelo. La ecuacion 4-45 arroja resultados del periodo de retorno condicional
de la distribucién X dados Y y Z. Este caso no proporciona una curva IDF directa como
en el caso bivariado, por esto es necesario realizar una regresion no lineal a los datos de la
intensidad en el centroide de la cuenca, las duraciones establecidas y el periodo de retorno
de la ecuacién 4-45.

Al realizar la regresién no lineal a estos datos, se encontré que la ecuacién de mejor ajuste
y que presenta menor error es la que corresponde al modelo propuesto por Mijares (1992).
(ver ecuacién 2-13).

kT™ 6314,7 T2
i= ) = (d+’54 I — curva IDF conjunta. Método de la copula (4-46)
c)” , J

De igual forma, se obtuvo la curva IDF empirica que resulta de aplicar directamente el
método del inverso de la distancia al centroide de la cuenca de los datos nativos de las
estaciones Santa Lucia y el Delirio. La curva IDF empirica se obtiene como se ilustré en la
secciéon 2.3.2. La ecuacion de mejor ajuste y que presenta menor error es la correspondiente
al modelo propuesto por Mijares (1992).

KT™ 1110,3 7%
L= d+0) = (d+ 270 67)0.9 — curva IDF conjunta. Método empirico (4-47)
c)" , ;

La curva IDF conjunta obtenida utilizando la ecuacion 4-46 se presenta en la figura 4-6.
Una vez obtenidas las curvas IDF conjuntas por medio del método de la cépula (ec. 4-46), se
realiza la comparacién con el método empirico (ec. 4-47) como se muestra en la figura 4-7.
El porcentaje de diferencia se encuentra en la tabla 4-2.

De igual forma, se obtuvieron las curvas IDF conjuntas para el caso 4 mediante el método
de la cépula y el método empirico para las estaciones Juan rey y Quiba. (ver figuras 4-8 y
4-9). Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 4-2
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Curva IDF Conjunta Estaciones El delirio - Santa Lucia
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Figura 4-6.: Curvas IDF conjuntas por medio de la aplicacién del método de la cépula para
las estaciones El delirio y Santa Lucia.

Comparacién Curvas IDF
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Figura 4-7.. Comparacién entre las curvas IDF conjuntas aplicando el método de la cépula
y el método empirico para las estaciones El delirio y Santa Lucia.
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Figura 4-8.: Curvas IDF conjuntas por medio de la aplicacién del método de la copula para

las estaciones Juan Rey y Quiba.

Comparacion Curvas IDF
Método empirico Vs Cépulas

120
—Tr=2.33 afios —Tr=5 afios
Tr=10 afios —Tr=25 afios
100 ———Tr=50 afios Tr=100 afios
® 150 min ® 240 min
= @ 90 min ® 30min
N80
£
E
B 60
R
w
c
]
S 40
20
0
0 60 120 180 240 300 360

Tiempo (min)

Figura 4-9.: Comparacién entre las curvas IDF conjuntas aplicando el método de la cépula
y el método empirico para las estaciones Juan Rey y Quiba.
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La tabla 4-2 presenta el procentaje de diferencia al aplicar las ecuaciones 4-46 y 4-47 para
tres diferentes duraciones.

Tabla 4-2.: Comparacién entre curvas IDF conjuntas multisitio por medio de cépulas y aplicando el método empirico

60 min 150 min 240 min
Periodo de IDF IDF IDF IDF IDF IDF
Estaciones retorno Empirica Cépula  Dif. ! Empirica Coépula  Dif. Empirica Cépula  Dif.

(afos) Ec. 2-13  Ec. 4-45 (%) Ec. 2-13  Ec. 445 (%) Ec. 2-13  Ec. 445 (%)

2,33 20,96 16,60 20,84 10,29 7,79 24,26 6,88 4,85 29,56

Santa Lucia 5 25,14 20,18 19,75 12,34 9,47 23,21 8,25 5,89 28,59
y 10 29,65 24,10 18,74 14,55 11,31 22,25 9,73 7,04 27,69

El Delirio 25 36,88 30,47 17,39 18,10 14,30 20,96 12,10 8,90 26,49
50 43,49 36,38 16,35 21,34 17,08 19,97 14,27 10,62 25,57

100 51,29 43,44 15,30 25,17 20,40 18,96 16,83 12,69 24,63

2,33 17,07 11,75 31,19 8,64 5,89 31,85 5,90 4,03 31,63

Juan Rey 5 20,83 15,49 25,66 10,54 7,76 26,38 7,19 5,31 26,14
y 10 24,96 19,91 20,26 12,63 9,97 21,03 8,62 6,83 20,77
Quiba 25 31,71 27,74 12,52 16,04 13,90 13,35 10,95 9,52 13,08
50 37,99 35,65 6,16 19,22 17,86 7,06 13,12 12,23 6,76

100 45,52 45,82 0,66 23,03 22,96 0,30 15,72 15,72 0,01

! Nota: Porcentaje de diferencia = [| Intensidad 2-13 - Intensidad 4-45 | / Intesidad 2-13]¥100

El porcentaje de diferencia fue calculado como:

|Intensidad (2 — 13) — Intensidad (4 — 45)|
Intesidad (2 — 13)

Diferencia( %) = x 100 (4-48)
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4.9.2. Analisis de resultados de la construccion de curvas IDF
conjuntas multisitio

El caso 1 estudiado en la seccién 4.8, representa una metodologia para encontrar curvas IDF
conjuntas multisitio a través del método de la copula. La figura 4-1 presenta el periodo de
retorno condicional conjunto para las estaciones Juan rey y Quiba para una duracién de 15
minutos. La figura 4-2 presenta el periodo de retorno conjunto para diferentes duraciones
de las estaciones El Delirio y Santa Lucia. Se puede observar que a medida que aumenta la
duracion, disminuye la intensidad y el periodo de retorno se mantiene constante. Esto es con-
sistente con las curvas IDF empiricas univariadas. Una vez mas se demuestra que usando las
funciones copula arquimedianas, el analisis de las distribuciones conjuntas se puede realizar
por medio de las distribuciones marginales por separado, ademas se pueden construir nuevos
modelos presentando nuevas formulaciones, para este caso curvas IDF conjuntas multisitio.

Para el caso 4, se presenta el porcentaje de diferencia en la tabla 4-2 de las curvas IDF con-
juntas multisitio, obtenidas a partir del enfoque de la cépula y el método empirico para las
duraciones de 60, 150 y 240 minutos. Para 60 minutos se encuentra que la maxima diferencia
entre los dos métodos es de 32 % para un periodo de retorno de 2,33 anos correspondiente a
las estaciones de Juan Rey y Quiba, las cuales cuentan con un registro histérico de 22 anos.
Para una duracién de 150 minutos, la mayor diferencia se presenta en las estaciones Juan
Rey y Quiba para un periodo de retorno de 2,33 anos con una diferencia de 32 %. Para una
duracién de 240 minutos, se presenta una diferencia maxima entre los dos métodos de 32 %
para un periodo de retorno de 2,33 anos correspondiente a las estaciones Juan Rey y Quiba.
Para las tres duraciones evaluadas las diferencias tienden a disminuir a medida que aumenta
el periodo de retorno. Cuando las duraciones aumentan las diferencias van hacia arriba y
hacia abajo.

De la tabla 4-2 se puede ver que las diferencias entre las dos metodologias para la construc-
cion de curvas IDF conjuntas tienden a disminuir cuando el periodo de retorno aumenta, esto
es debido a que en los dos enfoques se realizé un método de regresion no lineal de naturaleza
empirico. El caso 4, representa el periodo de retorno condicional de un lugar o zona (en este
caso el centroide de la cuenca) dadas dos variables aleatorias, que corresponden a las inten-
sidades de dos estaciones. La regresion no lienal realizada es simplemente para comparar las
dos metodologias. La curva IDF conjunta multisitio dependerd del método de interpolacion
usado. Se recomienda realizar un estudio més profundo con méas variables aleatorias para
métodos de interpolacién usados en hidrologia.
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4.9.3. Analisis de frecuencia multivariado mediante el método de la
copula

La severidad de un evento hidrologico, se expresa mendiante una probabilidad de no exce-
dencia, o lo que es equivalente, en términos del periodo de retorno. El uso de cépulas en
hidrologia, asi como en otras ciencias geofisicas y ambientales, es reciente y de réapido cre-
cimiento. En esta seccion se muestra como, aprovechando los tltimos desarrollos tedricos,
se pueden construir modelos multivariados facilmente a través de copulas, dando lugar a
nuevas formulaciones. Ademas, se presenta la nocion de periodo de retorno multivariado en
términos de copulas. Este enfoque es bastante general y de base fisica.

Para este analisis se seleccioné la subregion de la Mojana ya que se caracteriza por ser un
complejo de humedales que son fundamentales en la amortiguacion de inundaciones.

Localizaciéon de la Mojana

La Mojana es una subregién de la Costa Caribe colombiana, caracterizada por ser una zona
de humedales productivos que pertenecen a la Depresion Momposina. Actia como regulador
de tres grandes rios: el Magdalena, el Cauca y el San Jorge. (Aguilera, 2004).

400000 600000 800000 1000000 1200000 1400000, 810000 840000 870000 900000 930000 960000 990000 1020000
—— S—

1520000
1520000

1800000
1800000

1490000
>
1490000

) sucre

G
5
|y & N
Y . o
w1 PR fen

1600000

1600000
1460000
£ <
]
“)m/f

1460000

1430000
1430000

1400000

1400000

1400000
1400000
z
&
5
7 oe, > &
y o £

1200000

1200000
1370000
A
<
)
¥ N i
b
3
:?& 2~y

1370000

—]
L

1340000

i
?

\tsi%>;i;f;:§:;ii;
1340000

—

ey

i
1000000

bl cofnuc,
400000 600000 800000 1000000 1200000 1400000 810000 840000 870000 900000 930000 960000 990000

Figura 4-10.: Localizacién general de la Mojana (Adaptacién, 2016).

La subregion de La Mojana Esta delimitada geograficamente al oriente con el rio Cauca, al
occidente con el rio San Jorge y la ciénaga de Ayapel, al nororiente con el brazo de Loba del
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rio Magdalena, y al sur con las tierras altas de Caucacia y la serrania de Ayapel. (Aguilera,
2004).

Recopilaciéon de informacién

La base de datos de informacion hidrolégica fue suministrada por el Fondo Adaptacién
(Adaptacion, 2016). Las estaciones seleccionadas se encuentran ubicadas en la regién de la
Mojana cuyas caracteristicas se encuentran en la tabla 4-3. La localizacién de las estaciones
se encuentra en la figura 4-11.

Tabla 4-3.: Estaciones hidrolégicas seleccionadas pertenecientes a la region de la Mojana

Nombre Cédigo Corriente Tipo | Entidad | Periodo
La Coquera 26247020 Cauca LG IDEAM | 1966 - 2015
La Esperanza | 27037010 Nechi LG IDEAM | 1966 - 2015
Montelibano | 25017010 San Jorge LG | IDEAM | 1973 - 2014
Armenia 25027360 | Brazo de Loba | LM | IDEAM | 1973 - 2014
La Raya 25027910 | Cano Caribona | LM | IDEAM | 1975 - 2015

Un evento de inundacion puede ser estudiado en diferentes maneras. El rasgo més cominmen-
te evaluado es el flujo maximo del evento. Sin embargo, la duracién o el volumen pueden ser
de gran interés.

Un evento de inundacion en una confluencia de rios, puede ser el resultado de altas descargas
en s6lo uno o varios de los flujos aguas arriba. Si las descargas de estas corrientes son
independientes, el comportamiento probabilistico del flujo aguas abajo, es igual a la suma
de las corrientes aguas arriba que se puede obtener por convolucién. Sin embargo, ambos
afluentes pueden llegar a tener flujos simultaneos. En este caso, el calculo anterior puede
conducir a una fuerte subestimacién del riesgo. (Renard and Lang, 2007). Es por esto que
la regién de la Mojana requiere de distribuciones multivariadas conjuntas para el andlisis de
frecuencia.
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4.9.4. Periodo de retorno conjunto multivariado multisitio

Como se vio en la seccién 4.7, el periodo de retorno conjunto trivariado esta dado por:

T(l’,y, Z) = m (4—49)
donde
H(z,y,z) =exp (— ((— In Fx(2))? + (=In Fy(y))? + (—In FZ(z))9)1/9> (4-50)

Fx(x) = Probabilidad acumulada de una estacion LM o LG
Fy(y) = Probabilidad acumulada de una estacion LM o LG
Fz(z) = Probabilidad acumulada de una estacion LM o LG

Para realizar este estudio, es necesario obtener las distribuciones de probabilidad marginales
para cada una de las estaciones. La tabla 4-4 muestra las distribuciones de probabilidad de
mejor ajuste a los registros obtenidas mediante la prueba Kolmogorov-Smirnov.

Tabla 4-4.: Distribuciones de probabilidad marginales asociadas a cada una de las estaciones
pertenecientes a la region de la Mojana

Estacion Corriente Distribucion
Montelibano San Jorge Gumbel
La Coquera Cauca LogNormal
La Esperanza Nechi LogNormal
La raya Cano Caribona Gumbel
Armenia Brazo de Loba Normal

De igual forma que para el caso 4 visto en esta seccion, el parametro de la cépula se obtuvo
por medio del paquete “copula” de R de acuerdo con el estadistico Cramer-von-Mises. La
copula que mejor se ajusta a los datos es aquella que tiene el mayor p-valor. Los resultados
obtenidos, al aplicar la metodologia propuesta por Kojadinovic et al. (2010) se presentan en
las tablas 4-5 y 4-6.

Una vez obtenidas las distribuciones marginales y el parametro de la cépula, y al aplicar la
ecuacion 4-49 se obtienen las figuras 4-13 - 4-17.
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Tabla 4-5.: Pardmetro 6 bivariado para las estaciones pertenecientes a la regiéon de
la Mojana

Cépula 0 p-valor Cépula 0 p-valor
Cauca Gumbel 1,839 0,260 Nechi Gumbel 1,117 0,187
+ Frank 4,994 0,410 + Frank 0,952 0,461
Nechi Clayton 1,679 0,029 Caribona  Clayton 0,234 0,252
Joe 2,548 0,308 Joe 1,205 0,059

San Jorge Gumbel 1,429 0,303 San Jorge Gumbel 1,178 0,125

+ Frank 2,917 0,462 + Frank 1,387 0,318
Cauca Clayton 0,857 0,054 Br. Loba Clayton 0,356 0,053
Joe 1,772 0,083 Joe 1,314 0,051

Tabla 4-6.: Parametro 6 multivariado para las estaciones pertenecientes a la regién de la Mojana

Cépula 0 p-valor Error Cépula 0 p-valor Error

San Jorge Gumbel 1,394 0,977 0,157 Br. Loba Gumbel 1,356 0,217 0,114
+ Brazo Loba  Frank 2,489 0,644 0,889 + Caribona Frank 2,378 0,123 0,658
+ Caribona Clayton 0,491 0,130 0,178 + Nechi Clayton 0,626 0,111 0,154
Joe 1,635 0,942 0,211 Joe 1,491 0,049 0,172

San Jorge Gumbel 1,348 0,00649 0,100 San Jorge Gumbel 1,398 0,436 0,112
+ Cauca Frank 2,373 0,00350 0,573 + Cauca Frank 2584 0,152 0,664
+ Nechi Clayton 0,482 0,00050 0,124 + Nechi Clayton 0,567 0,053 0,131
Joe 1,530 0,00150 0,147 + Caribona Joe 1,618 0,316 0,143

Cauca Gumbel 1,410 0,08641 0,109 San Jorge + Gumbel 1,403 0,608 0,102
+ Nechi Frank 2,814 0,08641 0,739 Cauca + Nechi  Frank 2,525 0,253 0,541

+ Caribona Clayton 0,766 0,04446 0,231 + Caribona Clayton 0,552 0,065 0,093
Joe 1,540 0,00550 0,137 + Brazo Loba Joe 1,641 0,372 0,146
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Estacion Montelibano - San Jorge
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Figura 4-13.: Periodo de retorno multivariado multisitio para la estaciéon Montelibano - San

Jorge.
Estacidon La Coquera - Cauca
600
~—@— Univariado LogNormal
500 —e— Conjunta: C+J
—@— Conjunta: C+J+N
400
= Conjunta: C+J+N+Ca
zO
S 300
o
|_
200 J =San Jorge
C=Cauca
N = Nechi
100 Ca = Caribona
L = Brazo de Loba
0 T 500 000 00 -co-cto—o—0=0- o =
400 1400 2400 3400 4400 5400 6400

Caudal (m3/s)

Figura 4-14.: Periodo de retorno multivariado multisitio para la estacion La Coquera -
Cauca.
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Estacidon La Esperanza - Nechi
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Figura 4-15.: Periodo de retorno multivariado multisitio para la estaciéon La Esperanza -

Nechi.
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Figura 4-16.: Periodo de retorno multivariado multisitio para la estaciéon La Raya - Cano
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Estacion Armenia - Brazo de Loba
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Figura 4-17.: Periodo de retorno multivariado multisitio para la estacién Armenia - Brazo
de Loba.
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4.9.5. Analisis de resultados del periodo de retorno conjunto
multivariado multisitio

El principal reto de la aplicacion de modelos estocéasticos multivariados se debe a la comple-
jidad matematica de la distribucién de probabilidad conjunta que abarca el conocimiento de
las distribuciones marginales y estructuras de dependencia. En estudios previos (Eagleson,
1972; Diaz-Granados et al., 1984), el uso de la distribucién conjunta fue acompanado gene-
ralmente con el supuesto de independencia entre diferentes variables (es decir, ignorando la
posible estructura de dependencia). La importancia de la estructura de la dependencia en el
andlisis de frecuencia de crecidas se acentia por Singh and Singh (1991), Bacchi et al. (1994)
y Goel et al. (2000) entre otros.

Como ya se ha mencionado, la cépula de mejor ajuste es aquella que presenta el mayor
p-valor de acuerdo con el estadistico Cramer-von-Mises. La tabla 4-5 muestra los resultados
obtenidos del parametro # de las diferentes cépulas bivariadas estudiadas para cuatro com-
binaciones diferentes de las estaciones seleccionadas en la regién de la Mojana. Como puede
observarse, la copula Frank en todos los casos presenta el mayor p-valor y por lo tanto es
la copula que mejor se ajusta a los registros histéricos para el caso bivariado. Una vez mas
esta copula ha demostrado ser un modelo adecuado para caracterizar eventos hidrolégicos
extremos bivariados ya que abarca todo el rango de correlacion de los datos que se encuen-
tran en [-1,1].

La tabla 4-6 presenta los resultados obtenidos del pardametro 6 para las diferentes cépulas
extendidas al caso multivariado N > 3 siendo N el ntimero de estaciones. Este parametro se
determiné para 6 diferentes combinaciones aplicadas en las estaciones seleccionadas. De esta
tabla se puede concluir que la copula Gumbel-Hougaard es adecuada para eventos hidrolégi-
cos extremos multivariados ya que presenta el mayor p-valor en todas las combinaciones.
Los periodos de retorno trivariado multisitio se obtuvieron por medio de la ecuacion 4-49,
(esta ecuacién es facil de exender al caso multivariado) y los resultados se presentan en las
figuras 4-13 - 4-17. La figura 4-13 presenta los periodos de retorno conjuntos para cada
una de las observaciones, esta figura muestra que a medida que se adiciona una estacién, el
periodo de retorno va disminuyendo, esta forma es ttil para saber si el método de la copula
puede proporcionar resultados razonables en una regién grande, o si su aplicacién se limita
a unas pocas estaciones seleccionadas.

La figura 4-14 muestra que el periodo de retorno univariado ajustado a la distribucién Log-
Normal es cercano a los 500 afios para el evento maximo registrado, al aplicar el método de
la copula, el periodo de retorno conjunto baja hasta un valor cercano a los 20 anos, esto es
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debido a que el evento maximo registrado para la estacion La Coquera - Cauca se presento en
el mes de noviembre de 2010, temporada correspondiente al fenémeno de La Nina 2010-2011,
una de las olas invernales méas fuertes de la historia de nuestro pais. De acuerdo con el ONI
(Indice ocednico de El Nifio), el evento 2010-2011 inici6 en el mes de julio de 2010 y terming
hasta mayo de 2011.(Euscéategui and Hurtado, 2011). El evento registrado en 2010 por la
estacién La Coquera - Cauca no es la tnica la razoén por la cual el periodo de retorno conjun-
to de 20 anos no presenta resultados razonables, la principal razén de este comportamiento
es debido a que ninguna de las otras cuatro estaciones registraron el evento del fenémeno
de La Nina 2010-2011. EI método de la cépula se puede aplicar siempre y cuando en todas
las estaciones se tenga registro de este tipo de eventos. Para este caso en particular, como
s6lo una estacion registré el evento del 2010-2011 es recomendable aplicar el método de la
cépula en este lugar o en esta estacion pero con el conocimiento de la informaciéon completa
sobre el evento de inundacién (pico de crecida, el volumen de inundacién, la duracién de
inundaciones, la forma del hidrograma, etc.)

Las figuras 4-15 y 4-16, presentan el mismo comportamiento de la figura 4-13. A medida
que se adicionan estaciones, el periodo de retorno conjunto disminuye. Finalmente, para
saber si el método de la copula presenta resultados razonables para una region extensa
como la Mojana, se realiz6 la comparacion de los periodos de retorno conjuntos de las dos
estaciones mas alejadas, éstas son la estacion Montelibano - San Jorge y la estaciéon Armenia
- Brazo de Loba. La figura 4-17, muestra que el periodo de retorno conjunto es menor con
respecto al ajustado por medio de la distribucion Normal. Esta grafica demuestra que la
region es estadisticamente homogénea y que presenta tendencias similares, por lo tanto el
método de la cépula es recomendable. En conclusién, el periodo de retorno conjunto tiende
a disminuir a medida que se adicionan estaciones y siempre esta por debajo del periodo de
retorno univariado. El procedimiento univariado, generalmente sobreestima el riesgo asociado
al evento.
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4.10. Conclusiones del capitulo

El uso de copulas en hidrologia cada vez es més frecuente y atin son muchos los resultados
que se pueden descubrir. En este capitulo se mostré un nuevo enfoque para la construccion
de curvas IDF conjuntas multisitio a través de un método de interpolacién local. Como se
presentd en la tabla 4-2, las diferencias no son muy significativas, llegando un maximo de
32%, lo que puede dar lugar a una sub o sobreestimacién del riesgo para el caso empiri-
co. La importancia fundamental para aplicar un nuevo método es ser capaz de vincular las
distribuciones marginales a través de una cépula para obtener una distribucién conjunta
que describa las caracteristicas principales del evento hidrolégico, en este caso se aplicé un
método de interpolacion para obtener una curva IDF conjunta multisitio. El método de la
copula dependera del método de interpolacion.

De acuerdo con los resultados obtenidos para el caso de estudio de la Mojana, el alcance
del método de la copula para extensiones similares a esta regién es valido ya que presenta
resultados razonables. Por otra parte, incluso si la cépula parece bien adaptada a los valores
observados, la precaucién es necesaria antes de usarla para fenémenos como el ENSO (EL
Nino-Oscilacién del Sur), varios criterios pueden ser utilizados para este fin, sin embargo
solo reflejaran una caracteristica particular de los datos, es necesario analizar cada estacion
seleccionada por separado y comprobar si registraron y fueron afectadas por este tipo de
fenémenos. Cuando una sola estacion registra el evento, como en este caso, es recomendable
aplicar el método de la copula con informacion mas precisa como el pico de crecida, el volu-
men de inundaciéon y su duracion.

El caso de estudio de la Mojana ha demostrado que el método de la cépula para especificar
la funcion de distribuciéon multivariada es de gran alcance, ya que evita el requisito de que
las distribuciones marginales sean del mismo tipo que se asumen en la mayoria de los es-
tudios de distribuciones multivariadas empiricos. Ademas, evita las férmulas complejas que
surgen para muchas funciones de distribucién multivariada. Aun asi, no todas las copulas
arquimedianas son apropiadas para la representacién de las distribuciones de probabilidad
multivariada, los periodos de retorno conjunto de la regiéon de la Mojana para mas de dos
estaciones estan representados por la cépula de mejor ajuste Gumbel-Hougaard que podria
ser una candidata adecuada para el andlisis de frecuencia hidrolégico multivariado.

Muchas propuestas se han hecho recientemente para las pruebas de bondad y ajuste para
la seleccién de copulas; el criterio de informacién de Akaike (AIC), el criterio el criterio de
informacién bayesiano (BIC) y el error cuadratico medio (RMSE) son ampliamente utilizados
para la seleccién de copulas apropiadas asi como otros miltiples modelos trivariados. Aunque
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se han propuesto varias pruebas de bondad de ajuste, no existen pautas generales para la
seleccion de la cépula paramétrica dptima. Como se vio en la seccién 3.10, el paquete “copula”
de R se puede utilizar para pruebas de bondad y ajuste mediante el estadistico Cramer-von
Mises en la construcciéon de un modelo de datos para la selecciéon de la cépula. El problema
de cémo elegir un modelo que se adapte a una cépula para un conjunto determinado de datos
es una limitacién del enfoque predominante de la copula.
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5.1. Conclusiones Generales

Este documento presenta un marco general del método de la copula para el estudio de los
periodos de retorno de eventos hidrologicos, proporcionando un medio simple, pero eficaz
para realizar andlisis de riesgo. Como resultado fundamental, se muestra cémo el uso de
cépulas puede simplificar en gran medida el estudio de las distribuciones condicionales que
introducen el concepto de periodo de retorno condicional utilizado para la construccion de
curvas IDF.

Las distribuciones multivariadas presentes en la literatura se pueden escribir de una manera
directa en términos de copulas adecuadas. En este trabajo, las distribuciones de frecuencia
de precipitaciones bivariadas se obtuvieron mediante el método de la cépula sin asumir la
misma forma de las distribuciones marginales. Esto no es posible de obtener mediante los
métodos clasicos estandar.

El método de la copula tiene la flexibilidad en la construccion de distribuciones de proba-
bilidad conjunta, proporcionando una evaluaciéon probabilistica mas precisa de las variables
aleatorias que se quieren estudiar ya que se basan en estructuras de dependencia estable-
ciendo informacion mas confiable de las tormentas de diseno y los riesgos asociados.

Se encontré que la dependencia de variables aleatorias de la intensidad y duracién para las
estaciones pluviogréficas presentan correlacion negativa, ademas, para el caso de estudio de
la Mojana, la dependencia de correlacién bivariada de las estaciones LM y LG es positiva.
La familia de cépulas arquimedianas Frank ha demostrado ser un modelo adecuado para la
caracterizacion de estos comportamientos de dependencia.

En las pruebas de bondad y ajuste, como en cualquier contexto inferencial, entre mayor el
tamano de la muestra, mayor es la ayuda para distinguir los modelos que desempenan un
papel importante en la fiabilidad de los procesos utilizados para la seleccién de la cépula.
Para copulas multidimensionales estas pruebas pueden proporcionar mas apoyo para una
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gama mas amplia de copulas que pueden describir asociaciones de variables hidrolégicas
que pueden estar correlacionadas, sin embargo, se requieren esfuerzos computacionales més
complicados. Este trabajo demuestra que la seleccion de la copula por medio del estadistico
Cramer-von Mises es valido tanto para el enfoque paramétrico como para el semiparamétrico.

5.2. Recomendaciones

Con el fin de recomendar un modelo adecuado para el diseno, se estudiaron cinco familias de
cépulas, observando que las familias Clayton y Gumbel se desempenan bien en los casos de
dependencia positivos y que la familia Frank es adecuada para toda la gama de dependencia.
Sobre la base de los resultados y observaciones, la familia de la cépula Frank fue adoptado
en este estudio y se recomienda para la construcciéon de curvas IDF.

El anélisis de frecuencia univariado de crecidas es ampliamente utilizado en estudios hi-
drolégicos que a menudo estudia estadisticamente el pico o el volumen de inundacién. La
gravedad de una inundacién se define no sélo por el valor méaximo de crecida, sino también
por otros aspectos del evento extremo como su volumen y duracion. Para un anélisis mas
completo se recomienda estudiar el evento de inundacion descrito como un evento multiva-
riado cuyas principales caracteristicas se pueden resumir por su pico, volumen y duracién,
que se correlacionan mutuamente. Es claro que el enfoque estadistico multivariado por medio
de coépulas es necesario.

Un paso importante en el proceso de modelado es la eleccién de la funcién copula de me-
jor ajuste. Es necesario estudiar mas familias de copulas que puedan reproducir mejores
estructuras de dependencia de las variables hidrologicas multivariadas. En este trabajo se
estudiaron cinco familias de cépulas arquimedianas, sin embargo, en la literatura existen di-
versas familias que se han aplicado a estudios hidrolégicos, ejemplos de éstas son las cépulas
de valor extremo, las copulas elipticas o la copula normal, entre otras.

La eleccion de una copula no es sencilla de modelar y obtener, especialmente si el conjunto de
datos no es lo suficientemente informativo para proporcionar indicaciones pertinentes acerca
de las propiedades de dependencia. Uno de los principales problemas tiene que ver con la
incertidumbre, pues ésta es parte fundamental para la evaluacién precisa de los periodos de
retorno. Las principales fuentes de incertidumbre en las curvas IDF se deben a la calidad y
cantidad de los datos, conduciendo a incertidumbres en los pardametros de los multiples mo-
delos utilizados. Es importante cuantificar estas incertidumbres y utilizarlas en las decisiones
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de diseno y analisis de riesgos. Es recomendable el enfoque bayesiano el cual proporciona un
marco coherente para la incorporacién de estas incertidumbres. (Algunos ejemplos de estos
estudios se encuentran en Chandra et al. (2015), Van de Vyver (2015a), Huard et al. (2010),
Prodanovic and Simonovic (2007), Coles and Tawn (1996)).



A. Anexo: Capitulo 2. Distribuciones de
Probabilidad y Analisis de frecuencia

1. Distribuciones de probabilidad usadas en este trabajo

Distribuciéon Exponencial

La distribucion exponencial se utiliza para describir los tiempos de interarribo de choques
aleatorios a sistemas hidrolégicos. (Chow et al., 1994). La funcién de densidad de probabili-
dad (PDF) es expresada como sigue:

Una variable aleatoria X tiene una distribucion exponencial si su funcion de densidad estd
dada por:

Ae ™™ siz >0\ >0,
flz,A) = { (A-1)

0, de otra manera,

donde A\ es igual a 1/

Y su funcién de distribucién de probabilidad acumulada (CDF) esta dada por:
PO<X<2)=1-—¢™

Flz)=1—e (A-2)

En otros textos se puede encontrar que la funcién de densidad de probabilidad (PDF) expo-
nencial es expresada como (Zhang, 2005):

)= pow (-227) (A-3)

(07 «




133

donde su funcién de distribucién de probabilidad acumulada (CDF) es:

«

F(z) =1—exp <—$ — 5 ) (A-4)

donde « es el parametro de forma y (5 es el pardmetro de ubicacion o localizacion de la distri-
bucién exponencial. Estos parametros pueden ser estimados por el método de los momentos
(MOM), estimacién de maxima verosimilitud (MLE), y momentos lineales (LM). Ver Chow
et al. (1994).

La distribuciéon exponencial puede ser aplicada a una serie de datos de caudal como se
muestra en la figura A-1

407 Media 50,40
N 100

w
<

Frecuencia
N
<

10+

0 40 80 120 160 200 240 280
Caudal (n? /s)

Figura A-1.: Distribucion Exponencial.

Distribucion Normal

La distribucién normal surge del teorema del limite central Chow et al. (1994). Es sin duda
con la distribucion Lognormal las més usadas en ciencias e ingenieria. La funcion de densidad
de probabilidad de una variable aleatoria normal es:

F@) = —— exp <_M> | para  —oo < < o0 (A-5)
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La distribucién normal es simétrica con respecto a su media pu y = admite valores entre
-00 < x < oo por lo tanto, no siempre es satisfactoria para el modelado de fenémenos fisicos
e hidroldgicos, tales como eventos extremos. La funcion de distribucién de probabilidad

acumulada es:

Fa) = 0\}% / exp (-%) da (A-6)

Generalmente la distribuciéon normal tiene forma de campana, como se muestra en la figura
A-2/ v se puede aplicar a una serie de datos hidrolégicos:

30

Media 24,12
Desv.Est. 2,235
N 145

Frecuencia

18 20 22 24 26 28 30
Precipitacién (mm)

Figura A-2.: Distribucién Normal.

Distribucién Lognormal

Un modelo utilizado con frecuencia para distribuciones asimétricas es la distribucién Log-
normal. Si una variable aleatoria ¥ = log X estd normalmente distribuida, entonces se dice
que X estd distribuida en forma lognormal. La PDF de la distribucién lognormal se expresa

COIMoO:

1 (102 — 1,
f(z) = oo exp ( 207 , para x>0 (A-7)
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donde py =9y, 0y = s, y y =Inz.

La CDF de la distribuciéon lognormal se expresa como:

Flz) = Jy\l/% 0/ éexp (—%) iz (A-8)

Donde p, y o, son la media y la desviacién estandar de logaritmo natural de x.

A diferencia de la distribuciéon normal, la distribuciéon logaritmica normal es ligeramente
sesgada a la derecha como se muestra en la figura A-3 y se aplica también para datos de
caudal y analisis de la escorrentia.

Ubic. 5,950
Escala 0,5501
N 120

Frecuencia

. =
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100

Caudal (m’/s)

Figura A-3.: Distribuciéon Lognormal.

Los parametros de la distribucién lognormal pueden ser estimados por MOM, MLE, y LM.
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Distribucion Gamma

Antes de enunciar la distribuciéon gamma, es necesario presentar algunos detalles de la funcién
gamma.

Funcién Gamma ['(f)

Es una funciéon que extiende el concepto de factorial a los nimeros complejos. Fue presen-
tada, en primera instancia, por Leonard Euler entre los afios 1730 y 1731. (Arroyo et al., 2014)

La funcion gamma T'(5) se define como:

sea I': (0,00) = R, donde

o0

g = /xﬁ_le_xdx, Para (>0 (A-9)

0

Al integrar por partes tomando u = 2°~! y dv = e"*dx se obtiene:

I(8) = (8- 1) / P2y, (A-10)

En donde T'(8) = (6—1)['(6—1), con lo cual: I'(1) = [ e *dx =1,y de aqui I'(n) = (n—1)!

Algunas propiedades adicionales de I'(() son:
e I'(n+ 1) = n! si n es un entero positivo

e I'n+1)=nl(n), n>0

o I(1/2) = /7

Distribucion Gamma

La distribucion gamma se ha utilizado para modelar muchos fenémenos naturales, incluidos
los caudales diarios, mensuales y anuales, asi como los flujos de inundacién (Bobée and Ash-
kar, 1991). Se le conoce, también, como una generalizacién de la distribucién exponencial.
Es una distribucion de probabilidad continua adecuada para modelar el comportamiento de
variables aleatorias con asimetria positiva y/o los experimentos en donde estd involucrado
el tiempo (Arroyo et al., 2014).
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Una variable aleatoria X tiene una distribucion gamma si su funcion de densidad estd dada
por:

—L__gf-le=r/a para x> 0;8,a > 0:;
fz..0) = {a‘*”m b ’ (A-11)

0, de otra manera.

La PDF de la distribucién gamma es expresada como:

1

= prleele A-12
F@) = e (A-12)
Si o = 1/ entonces la PDF de la distribucién gamma seria:

Ngh-le=e
)= ———7— A-13
@) = 5 (A-13)

donde I'(B) es la funcién gamma para x > 0.

Los parametros de la distribucién gamma pueden ser estimados por MOM, MLE, y LM.
(Chow et al., 1994).

La CDF de la distribucién gamma esta dada por:

T

F(x) = aﬁf‘l(ﬁ) /mﬁ_le_m/adx (A-14)

0

De igual forma que la distribucion Lognormal, la distribucién gamma también es sesgada a
la derecha como se muestra en la figura A-4, ademas se puede aplicar para el andlisis de
frecuencia de datos de precipitacion y caudal.
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35 Forma 2,473
Escala 80,48
N 150

Frecuencia

0 120 240 360 480 600
3
Caudal (m™/s)

Figura A-4.: Distribucién Gamma.

Distribuciéon Pearson tipo Il o Gamma de tres parametros

La distribucién Pearson tipo I, también llamada la distribucion gamma de tres pardmetros,
introduce un tercer parametro, el limite inferior ~. Esta es una distribucién muy flexible que
puede asumir diferentes formas a medida que A, 8 y v varfan. (Chow et al., 1994).

La PDF de la distribucion Pearson tipo III es expresada como:

1) = i (* ‘”)ﬁ_lexp (-7 (A-15)

(0% (0%

Si v = 1/ entonces la PDF de la distribucién Pearson tipo III serfa:

M(z — ~)f-le= A=)
I(5)

donde I'(B) es la funcién gamma para x > 7.

(A-16)

fz) =

Los parametros de la distribuciéon Pearson tipo III pueden ser estimados por MOM, MLE,
y LM. (Chow et al., 1994).
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Flz) = aFl( 5 / (x - V)B_lexp (-%) dz (A-17)

Al igual que las distribuciones exponencial y gamma, la distribucién pearson tipo III también
es sesgada a la derecha como se muestra en la figura A-5 | que por lo general se aplica en el
analisis de frecuencia de crecidas.

40~

Forma 2,506
Escala 3921
Valor umbral 16,16
N 185

Frecuencia

22,5 30,0 37,5 45,0 52,5 60,0
Precipitacion (mm)

Figura A-5.: Distribuciéon Pearson Tipo III.
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Distribuciéon Log-Pearson tipo 1|

Si log z sigue una distribucién Pearson tipo 11, entonces se dice que X sigue una distribucion
log-pearson tipo III. Esta es la distribucién estandar para analisis de frecuencia de crecientes
maximas anuales en los Estados Unidos. Chow et al. (1994).

La PDF de la distribucién Log pearson tipo III es expresada como:

f(z) = ml}(m <1nxa_ 7>B_1 exp (—lma_ 7) (A-18)

Sia =1/\y ademds y = Inz entonces la PDF de la distribucién Log pearson tipo III seria:

My — ) te M=)
al(B)

donde T'(f3) es la funcién gamma para Inz > +.

fla) = (A-19)

Los parametros de la distribucion Log pearson tipo III pueden ser estimados por MOM,
MLE, y LM. (Chow et al., 1994).

s 2 2
A=-—2% | B= (—) y v =19y— s,/ P suponiendo que Ci(y) es positivo.
\/B Cs(y) y\/_ ( )

La CDF de la distribucién Log pearson tipo III esta dada por:

(07 «

Pla) = — jl (ln"’” - 7)ﬁlexp (-1” - 7) dr (A-20)

Una vez més, la distribucién log-Pearson tipo I1I, como se muestra en la figura A-6, se aplica
generalmente para el andlisis de frecuencia de crecidas. (Zhang, 2005).
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60
Forma 1427
Escala 5,562
50 Valor umbral 11,91
N 210

Frecuencia

10 15 20 25 30 35 40 45
Precipitacion (mm)

Figura A-6.: Distribucién Log Pearson Tipo III.

Distribucién Gumbel o valor extremo tipo |

Fisher and Tippett (1928) han demostrado que las distribuciones de valores extremos se-
leccionados de conjuntos de muestras de cualquier distribucién de probabilidad convergenen
una de las tres formas de distribuciones de valor extremo, llamadas tipo I, IT y III respecti-
vamente, cuando el nimero de valores extremos seleccionados es grande. (Chow et al., 1994).
La distribucién de Valor Extremo (EV) I, o la distribucién Gumbel, se ha utilizado a menudo
para describir los flujos de inundacién. Se podria esperar que la distribucion de los flujos de
inundacién maximos anuales perteneceria al conjunto de distribuciones de valores extremos.

(Gumbel, 1958; Kottegoda and Rosso, 1997).

La PDF de la distribucién Gumbel es expresada como:
1 _ _

f(z) = —exp {— (a: B) — exp (—u>] —00 < T <00 (A-21)
Q@ a Q@

Los parametros de la distribucion Gumbel pueden ser estimados por MOM, MLE, y LM.
(Chow et al., 1994).

o = Y05 . B=%—0,5TT2

™
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La CDF de la distribucién Gumbel esta dada por:

F(z) = exp {— exp <—x —F >] (A-22)

«

La distribucion Gumbel es otra distribuciéon sesgada a la derecha, como se muestra en la
Figura A-7 y ha sido utilizada en el analisis de frecuencia de crecidas.

50

40

w
e

Frecuencia
N
o
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-20 4 28 52 76 100
Precipitacion (mm)

Figura A-7.: Distribucion Gumbel.
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estaciones analizadas.
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Tabla A-1.: Datos nativos de intensidad (mm/h) para la estacién El Bosque

Duracién de la tormenta (min) - Estacién El Bosque (2120085)
ANO 15 30 45 60 90 120 150 180 240 300 360

1967 27,0 18,0 16,0 150 122 105 90 80 63 50 43
1968 33,1 18,3 152 140 10,7 86 77 70 60 53 48
1969 37,0 32,0 222 17,3 124 95 77 70 55 48 43
1970 27,0 24,0 220 18,6 136 11,1 96 85 73 64 59
1971 42,0 36,0 255 20,3 150 12,3 107 96 82 7.2 62
1972 49,0 38,0 258 198 13,7 106 88 85 74 62 53
1973 24,7 22,0 200 190 133 105 88 76 73 62 52
1974 20,7 17,3 152 126 96 &1 72 63 64 58 53
1975 17,6 14,0 13,3 106 92 80 73 68 56 46 38
1976 21,6 20,0 17,3 160 135 113 97 86 7,1 58 48
1977 80 40 27 20 13 10 12 10 08 06 05
1978 27,0 20,0 13,3 100 67 52 53 47 38 30 25
1979 60,0 44,6 31,0 24,2 21,0 181 148 130 112 94 83
1980 25,0 17,1 150 140 103 93 84 78 66 54 50
1981 40,0 38,0 27,5 22,2 170 13,0 104 87 68 54 45
1982 30,0 22,7 17,8 153 138 123 112 95 73 64 57
1983 40,0 20,0 13,3 100 67 50 42 38 33 31 29
1985 72 72 72 72 63 51 44 39 33 30 25
1986 9,0 74 64 60 53 45 36 30 25 20 17
1987 54,0 38,0 253 190 127 95 76 63 48 38 3.2
1988 135 135 120 90 60 45 40 33 25 21 18
1989 286 14,7 10,1 92 67 50 40 37 28 27 28
1990 94,0 62,0 46,3 37,2 27,1 21,8 180 150 11,3 90 7,5
1991 20,0 20,0 16,7 150 133 115 98 87 65 58 48
1992 240 133 98 80 57 45 36 30 23 21 19
1994 68 68 68 68 65 59 56 53 46 43 3.7
1995 43,0 26,0 193 160 127 108 96 90 80 74 63
1996 39,6 252 204 18,0 138 11,6 10,9 100 83 &1 8,0
1997 41,3 24,7 198 17,3 16,0 157 162 143 108 86 7.2
1999 354 26,3 220 190 149 122 105 93 80 68 6,0
2000 34,5 21,3 176 157 132 11,0 94 83 65 52 43
2001 280 16,0 11,3 11,2 87 73 75 69 53 42 35
2002 12,0 12,0 11,3 100 82 72 67 63 50 44 37
2005 72,0 44,0 30,7 26,0 240 21,0 172 143 108 86 7.8
2007 88,0 54,0 36,0 27,0 187 14,0 128 150 123 112 93
2008 76,0 48,0 387 30,0 21,3 16,0 144 140 118 98 9,0
2009 48,0 34,0 30,7 26,0 18,7 150 120 103 88 7.6 6,7
2010 80,0 48,0 38,7 30,0 21,3 160 128 10,7 83 66 62
2011 60,0 46,0 320 27,0 193 155 132 110 95 88 7,5
2012 68,0 40,0 28,0 23,0 17,3 14,5 140 130 98 78 7.3
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Tabla A-2.: Datos nativos de intensidad (mm/h) para la estacién El Delirio

Duracién de la tormenta (min) - Estacién El Delirio (2120013)

ANO 15 30 45 60 90 120 150 180 240 300 360
1961 74,7 56,0 433 330 220 168 151 16,1 151 13,0 11,3
1962 48,0 38,0 34,7 30,3 26,7 231 200 174 136 118 98
1963 51,0 44,0 343 27,0 193 155 124 103 78 74 672
1964 81,0 61,6 443 353 244 195 160 133 102 86 7.2
1965 34,0 228 213 164 123 103 90 93 78 62 52
1966 72,0 50,0 41,3 355 24,7 20,0 192 17,0 140 13,1 120
1967 480 380 320 260 173 143 116 97 73 58 52
1968 72,0 560 46,3 370 260 198 164 137 103 82 68
1969 40,0 32,0 260 250 250 195 156 130 98 78 65
1970 54,0 41,6 347 260 198 150 120 10,7 89 7.9 68
1971 44,0 300 24,3 26,0 18,7 155 127 107 86 7,7 68
1972 760 59,5 50,5 455 36,0 27,0 220 188 143 114 95
1973 72,0 460 39,0 36,7 27,7 21,3 172 143 108 86 72
1974 97,3 67,3 57,3 505 408 427 404 340 255 204 17,0
1975 54,7 387 302 26,5 18,0 135 124 114 90 7.2 6,0
1976 280 22,0 17,3 153 10,7 82 74 65 53 42 35
1977 38,7 32,7 251 227 163 135 143 128 105 84 7,0
1978 56,0 40,0 30,1 252 22,7 196 16,3 140 105 84 7,0
1979 52,0 394 324 255 180 140 11,3 95 7,3 61 55
198 90,0 70,0 52,0 40,0 26,7 20,0 160 133 100 80 6,7
1981 360 285 26,0 240 18,7 147 123 108 89 7.6 63
1982 92,0 46,0 30,7 23,3 17,7 140 11,6 97 75 64 57
1983 64,0 355 26,7 230 193 175 140 11,7 88 70 58
1984 54,3 34,0 296 227 157 128 104 87 68 54 45
1985 49,5 49,5 44,0 33,0 24,0 180 144 120 90 72 60
1986 48,2 39,1 324 290 266 21,3 175 147 110 88 73
1987 52,0 260 179 150 110 94 92 79 65 54 45
1988 48,0 34,0 24,7 190 127 106 89 7.6 58 46 38
1989 236 171 147 128 105 92 84 7.7 58 47 40
1990 52,8 42,0 314 253 20,0 157 128 107 80 64 53
1991 480 37,7 30,9 26,7 204 173 149 129 103 82 68
1992 60,0 460 36,7 315 260 200 169 144 110 88 73
1993 46,0 380 293 250 17,3 130 104 87 65 52 43
1994 60,0 540 37,1 287 203 155 124 103 98 80 7,0
1995 44,0 280 21,9 188 14,7 110 88 73 88 74 62
1996 64,0 46,7 358 280 18,7 140 112 93 70 56 47
1997 580 56,0 53,3 438 30,7 234 188 157 118 94 78
1998 39,2 280 227 171 11,7 95 87 82 75 60 50
1999 74,0 66,0 57,6 46,7 33,0 250 20,0 16,7 125 100 83
2000 58,0 48,0 40,0 33,0 260 21,5 174 147 114 92 78
2001 388 260 223 200 182 145 116 97 75 64 6,0
2002 44,0 34,0 293 27,0 193 155 134 127 100 82 7.3
2003 42,0 32,8 243 220 153 120 100 87 65 7.0 66
2004 1520 76,0 50,7 380 253 190 152 130 100 80 67
2005 36,0 20,0 200 190 160 125 104 87 65 54 50
2009 40,0 20,0 187 19,0 147 13,5 120 133 123 108 9,3
2010 36,0 24,0 17,3 180 147 155 136 11,7 90 7.2 6,0
2011 72,0 64,0 61,3 54,0 380 290 232 197 150 12,0 10,0
2012 44,0 42,0 347 280 193 180 156 13,3 10,3 82 68
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Tabla A-3.: Datos nativos de intensidad (mm/h) para la estacién Santa Lucia

Duracién de la tormenta (min) - Estacién Santa Lucia (2120052)
ANO 15 30 45 60 90 120 150 180 240 300 360

1956 40,0 24,7 18,0 150 100 75 60 50 38 30 25
1957 66,0 43,3 34,0 292 237 190 154 130 98 78 65
1958 380 320 250 210 147 115 92 77 58 46 38
1959 42,0 360 240 188 140 105 84 70 53 42 35
1960 38,0 30,0 20,0 150 100 75 60 51 44 36 30
1961 30,0 233 189 160 12,7 106 90 80 60 48 40
1962 360 260 193 160 120 90 72 63 50 40 33
1963 1040 64,0 440 330 220 165 132 110 138 112 93
1964 37,0 320 21,3 160 107 80 76 73 55 44 37
1965 51,0 460 34,0 270 193 145 116 97 73 58 48
1966 70,7 51,0 40,0 31,7 220 165 132 11,0 83 66 55
1967 40,0 27,6 20,0 162 122 102 95 86 68 56 50
1968 17,3 167 160 142 105 91 76 63 48 38 32
1969 56,0 32,7 249 210 158 133 11,5 97 73 60 50
1970 56,0 46,7 32,0 30,0 21,3 197 165 140 105 84 7,0
1971 536 29,1 210 169 128 10,3 85 7,3 55 46 44
1972 360 32,0 227 180 126 99 81 69 53 44 42
1973 360 250 232 190 13,6 105 85 7.2 55 44 37
1974 96,0 564 41,5 315 21,3 160 128 10,7 80 64 53
1975 288 280 240 180 120 90 76 63 48 44 43
1976 49,0 44,0 383 313 21,3 160 128 10,7 80 64 53
1977 56,0 40,0 42,0 325 220 170 140 11,7 88 70 58
1978 41,3 31,6 243 197 139 113 93 79 60 48 40
1979 48,0 42,0 293 230 153 115 92 7.7 58 50 46
1980 72,0 41,0 29,3 220 157 125 108 100 82 69 63
1981 240 16,0 152 152 133 107 88 7.6 63 52 43
1982 26,7 26,7 26,7 220 160 130 12,0 11,0 88 70 58
1983 21,3 18,0 14,7 140 100 75 60 54 44 40 38
1984 60,0 60,0 44,7 350 24,0 180 144 120 90 72 6,0
1985 42,0 38,0 323 250 167 125 100 83 63 53 45
1986 34,5 34,5 315 255 193 150 12,0 100 75 60 50
1987 20,0 200 20,0 150 100 80 68 63 53 42 35
1988 60,0 52,0 520 393 267 202 163 137 104 84 7,0
1989 74,7 560 37,3 280 187 140 112 93 70 56 47
1990 80,0 40,0 27,0 220 153 120 100 87 7.0 63 57
1991 480 240 160 120 80 65 52 43 33 26 22
1992 360 208 146 115 87 76 66 58 45 36 30
1993 20,0 200 192 186 18,0 144 120 104 83 69 59
1994 50,0 46,0 347 270 21,0 160 128 10,7 80 64 53
1995 480 308 250 21,0 140 114 99 90 7.0 56 47
1996 28,0 240 20,7 170 124 98 84 75 58 46 38
1997 41,0 280 220 193 163 138 112 93 7,3 58 48
1998 52,0 32,0 253 210 14,7 122 104 90 68 54 49
1999 480 290 255 195 13,3 110 88 7.3 55 44 37
2000 40,0 320 21,3 163 140 125 105 91 74 63 58
2001 356 204 17,3 130 10,1 85 69 60 45 36 30
2002 53,3 416 308 262 212 176 186 19,3 165 137 11,5
2003 50,0 40,0 294 22,3 153 130 104 87 65 52 43
2004 40,0 380 267 21,0 153 125 108 97 75 62 53
2005 32,0 200 160 190 153 150 128 11,0 83 7,0 62
2006 40,0 30,0 240 200 18,0 14,0 120 100 83 7,0 58
2007 68,0 46,0 320 240 160 120 96 80 60 48 4,0
2008 36,0 220 147 160 11,3 95 76 67 68 68 62
2000 76,0 46,0 360 290 21,3 175 144 123 98 82 7,0
2010 40,0 24,0 187 180 13,3 135 112 97 88 80 68
2011 40,0 26,0 24,0 21,0 187 165 156 13,3 10,3 84 7,0
2012 40,0 20,0 17,3 140 10,7 80 72 63 48 42 37
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Tabla A-4.: Datos nativos de intensidad (mm/h) para la estacién Bosa Barreno

Duracidn de la tormenta (min) - Estacién Bosa Barreno (2120154)

ANO 15 30 45 60 90 120 150 180 240 300 360
1986 56,9 30,0 23,3 200 133 115 92 77 60 56 53
1987 27,3 24,7 213 160 11,3 90 76 68 58 51 45
1988 18,0 18,0 17,3 170 11,3 90 79 7.2 63 54 47
1989 50,0 40,0 28,1 22,1 162 12,7 10,3 88 68 54 45
1990 20,0 20,0 19,3 190 127 95 7.6 63 48 38 32
1992 52,0 350 29,3 224 153 115 92 7.7 58 46 38
1993 58,0 52,0 41,3 36,0 30,7 240 192 160 120 96 8,0
1994 48,0 32,0 253 220 164 125 100 83 63 50 42
1995 44,0 40,0 29,3 24,0 183 153 124 103 78 62 52
1996 30,0 23,0 185 160 134 11,7 107 98 78 62 52
1997 40,0 26,0 21,3 190 145 11,0 88 7.3 55 44 37
1998 58,0 32,0 227 170 11,3 85 68 62 53 49 42
1999 533 32,7 243 185 127 95 76 63 48 38 32
2000 58,0 40,0 282 21,7 147 110 88 73 55 44 37
2001 34,0 27,6 21,7 18,7 149 116 96 83 63 50 4.2
2002 68,0 40,0 28,7 243 169 132 109 93 7.0 56 47
2003 41,3 28,7 253 21,1 143 109 88 73 55 44 37
2004 344 200 133 100 97 79 75 64 53 53 45
2005 36,6 20,0 14,1 13,0 118 98 97 82 61 49 41
2006 31,1 20,0 159 143 134 116 104 104 84 6,7 56
2007 40,0 26,1 233 195 152 134 12,0 104 82 68 57
2008 36,5 209 155 13,3 11,3 98 87 85 71 60 50
2009 28,3 20,0 19,2 20,0 144 121 10,1 86 74 73 67
2010 30,6 20,0 154 149 128 116 95 79 70 60 50
2011 39,9 20,0 145 16,7 133 107 90 78 64 55 47
2012 27,6 20,0 13,3 123 110 88 80 75 75 68 59
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3. Grafica de los datos nativos para la estacion El Bosque

Nube de puntos
September 12, 2016

In [ ]: from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import matplotlib.pyplot as plt

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection='3d")

XT = [loadtxt ("Periodo_Retorno.dat")] # Periodo de Retorno (anos)
yD = [loadtxt ("Datos_Duracidén.dat")] # Duracidén (minutos)
zI = [loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")] # Intensidad (mm/h)

ax.scatter (xT, yD, zI, c='r', marker='o")

ax.set_xlabel ('TR (anos)', fontsize = 13, fontweight='bold")
ax.set_ylabel ('t (min)', fontsize = 13, fontweight='bold'")
ax.set_zlabel ('T (mm/h)' , fontsize = 13, fontweight='bold'")

plt.show ()

100

I (mm/h)
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4. Superficie de los datos nativos para la estacion El

Bosque
Superficie IDF
September 12,2016
In [ ]: from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

from scipy.misc import imread
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

fig = plt.figure ()
ax = Axes3D(fig)

X = np.arange (0, 120, 5)

Y = np.arange (0, 400, 5)

X, Y = np.meshgrid(X, Y)

c = 285.369

e = 0.755

f = 3.024

m = 0.339

Z = (cx(Xxxm))/ ((Yxxe) + f)

ax.plot_wireframe (X, Y, Z, rstride=1, cstride=1)

T = [loadtxt ("Periodo_Retorno.dat")] # Periodo de Retorno (anos)
D = [loadtxt ("Datos_Duracidédn.dat")] # Duracion (minutos)
I = [loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")] # Intensidad (mm/h)

#surf = ax.plot_wireframe (X, Y, Z, rstride=1, cstride=1)

ax.scatter (T, D, I, c="'r', marker='o") #color rojo

ax.set_xlabel ('"TR (anos)', fontsize = 13, fontweight='bold'")
ax.set_ylabel ('t (min)', fontsize = 13, fontweight='bold")
ax.set_zlabel('I (mm/h)' , fontsize = 13, fontweight='bold")

plt.show ()
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B. Anexo: Capitulo 3. Cépulas
Bivariadas

1. Coeficiente de correlacion 7 de Kendall para la estacion

el Bosque

Tau Kendall (Esta. E1 Bosque)
September 12, 2016

In [1]: %pylab inline
import scipy.misc as sp
import scipy.stats

In [2]: X = [loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")] # Intensidad (mm/h)
Y = [loadtxt ("Datos_Duracidén.dat") ] # Duracidén (minutos)
N = len (X) # filas, numero de datos en total
M= 2 # columnas, X e Y

Signo = np.zeros ([N,N])

for i in range(N):
for j in range( i+1, N):

aux = ( X[1]-X[J] )~ ( Y[i1-Y[J])

Signo[i, j] = np.sign(aux) # Funcidén Signo
Tau_a = sum(Signo) » (sp.comb (N,M))*x-1 # Definicion Tau_a
print "Tau_a = ", Tau_a

Tau_a = -0.556429902671
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B Anexo: Capitulo 3. Copulas Bivariadas

2. Método grafico para la seleccion de la cépula de mejor

ajuste

In [ ]:

In [ ]:

Graphic Method
September 21, 2016

import scipy.misc as sp
import scipy.stats
from sympy import init_session

init_session

(use_latex = True)

: X = np.array([loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")])
Y = np.array([loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")])
# X = Intensidad (mm/h) E1 Delirio
# Y = Intensidad (mm/h) santa Lucia
N = len (X) # filas, numero de datos en total
M = len(Y)

Z = np.zeros ([N])
K_z = np.zeros ([N])
for i in range(N) :
lista = list (range (N))
lista.remove (i)
Z[i]l=len(np.where ((X[i] > X[listal]) & (Y[1]
for i in range (M) :
lista_z = list (range(M))
K _z[1i] = len(np.where(Z[1i]
### Copula Gumbel ###
L = len(K_2z)
theta = 2.56
K_t_Gumbel = np.zeros([L])

> Y[listal)) [0])/ (N-1.

>= Z[lista_z])[0])*1./len(2Z)

)
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In

In

In

Phi = (- log (t))*xtheta
Phi_prima = Phi.diff (t)

for i in range (L) :

G =t - (Phi / Phi_prima )
H = G.evalf (subs={t:K_z[1]})
K_t_Gumbel[i] = np.sum([H])

#K_t_Gumbel

### Cépula Frank ###

Fr = len(K_z)

theta Fr = 8.18

K_t_Frank = np.zeros([Fr])
t_Fr = Symbol('t_Fr'")

Phi_Fr = -log((exp(-theta_Fr+t_Fr)-1)/(exp(-theta_Fr)-1))
Phi_prima_Fr = Phi_Fr.diff (t_Fr)

for i in range (Fr):

G_Fr = t_Fr - (Phi_Fr / Phi_prima_Fr )
H Fr = G _Fr.evalf(subs={t_Fr:K_z[1]})
K_t_Frank[i] = np.sum([H_Fr])

#K_t_ Frank

### Copula Clayton ###

Cl = len(K_z)

theta Cl1 = 3.116
K_t_Clayton = np.zeros([Cl])
t_Cl = Symbol('t_C1")

Phi Cl = (l1/theta_Cl)«*(t_Clx*(—theta_Cl)-1)
Phi_prima_Cl = Phi_Cl.diff (t_C1l)

for i in range(Cl):

G_Cl = t_Cl - (Phi_Cl1 / Phi_prima_C1l )
H Cl = G_Cl.evalf(subs={t_Cl:K_z[i]l})
K_t_Clayton[i] = np.sum([H_C1])

#K_t_Clayton

### Copula Joe ##+#

Joe = len(K_2z)

theta_Joe = 3.92

K_t_Joe = np.zeros([Joe])
t_Joe = Symbol ('t_Joe')
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Phi_Joe = -log(l-(1-t_Joe) ** (theta_Joe))
Phi_prima_Joe = Phi_Joe.diff (t_Joe)

for i in range (Joe) :

G_Joe = t_Joe - (Phi_Joe / Phi_prima_Joe )
H Joe = G_Joe.evalf (subs={t_Joe:K _z[i]})
K_t_Joe[i] = np.sum([H_Joe])
#K_t_Joe
In [ ]: t = np.linspace(0.01,0.99,100)

fig = plt.figure(figsize=(6,6))
fig.patch.set_facecolor('w'")
plt.plot (t,t)

plt.scatter(K_z , K_t_Joe)
plt.x1im (0, 1)
plt.ylim (0, 1)
plt.title("Coépula™)
plt.xlabel ("S$K_c (t)

S", fontsize = 15)
plt.ylabel ("S$SK_n (z)

$", fontsize = 15)
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3. Cdodigo en R: Prueba de aleatoriedad y prueba de
independencia mutua bivariada

setwd ("~ /Cpulas/RStudio/Conjunta")

library("copula")

Conjunta<-read.table("Datos_Delirio_Lucia.txt", header=T)

myConjunta <- subset(Conjunta, select

nrow(myConjunta)
## [1] 539

set.seed(123)

c("Intl", "Int2"))

pseudoConjunta<-sapply (myConjunta,rank,ties.method="random")/(nrow(myConjunta)+ 1)
pseudoConjunta.ave <- sapply(myConjunta, rank)/(nrow(myConjunta) + 1)

par (mfrow
plot(pseudoConjunta, sub

c(1, 2), mgp =

c(1.5, 0.5, 0), mar
"(a) Correlacin aleatoria de filas")

c(3.5, 2.5, 0, 0))

plot(pseudoConjunta.ave, sub = "(b) Correlacin media de las filas")
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(a) Correlacion aleatoria de filas

(b) Correlacion media de las filas

system.time (empsamp <- indepTestSim(nrow(pseudoConjunta),

#t
##

p = 2, N = 1000, verbose = 0))

user
20.52

system elapsed
0.00 20.64

indepTest (pseudoConjunta, empsamp)
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4. Cadigo en R: Prueba de bondad y ajuste para la
seleccidon de la copula bivariada

#it

## Global Cramer-von Mises statistic: 3.811837 with p-value 0.0004995005
## Combined p-values from the Mobius decomposition:

#i# 0.0004995005 from Fisher's rule,

## 0.0004995005 from Tippett's rule.

system.time(Conjunta.Gof.Gumbel .mult <- gofCopula(gumbelCopula(),
pseudoConjunta,estim.method="itau",simulation="mult", N = 1000))

## user system elapsed
#it 2.01 0.00 2.01

Conjunta.Gof.Gumbel.mult

##

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="itau"

##

## data: x

## statistic = 0.062262, parameter = 2.5639, p-value = 0.0004995

system.time(Conjunta.Gof .Frank.mult <- gofCopula(frankCopula(),
pseudoConjunta,estim.method="itau",simulation="mult", N = 1000))

## user system elapsed
#i#t 3.34 0.00 3.34

Conjunta.Gof .Frank.mult

#i#t

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="itau"

#it

## data: x

## statistic = 0.013805, parameter = 8.2018, p-value = 0.469

system.time(Conjunta.Gof.Clayton.mult<-gofCopula(claytonCopula(),
pseudoConjunta,estim.method="itau",simulation = "mult",N = 1000))

Hit user system elapsed
## 1.92 0.00 1.92
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Conjunta.Gof.Clayton.mult

#i#

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="itau"

##

## data: x

## statistic = 0.19378, parameter = 3.1277, p-value = 0.0004995

system.time(Conjunta.Gof.Joe.pb <- gofCopula(joeCopula(),
pseudoConjunta,estim.method="itau", simulation = "pb",
N = 1000, verbose = 0))

## user system elapsed
## 6.07 0.00 6.07

Conjunta.Gof.Joe.pb

#i#

## Parametric bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="itau"

#i#

## data: x

## statistic = 0.12979, parameter = 3.9514, p-value = 0.0004995

fitCopula(frankCopula(), pseudoConjunta, method = "itau")

## fitCopula() estimation based on 'inversion of Kendall's tau'
## and a sample of size 539.
#it Estimate Std. Error
## param 8.202 0.222



C. Anexo: Capitulo 4. Cépulas
Multivariadas

1. Determinacion del parametro ¢ para la copula

Ali-Mikhail-Haq mediante el método semiparamétrico

Copula Ali-Mikhail-Haq (Log-Likelihood)
September 21, 2016

In [16]: import scipy.misc as sp
import scipy.stats
from sympy import init_session
init_session (use_latex = True)

IPython console for SymPy 1.0 (Python 3.5.2-64-bit) (ground types:

These commands were executed:
>>> from __ future_  import division
>>> from sympy import =
>>> x, y, z, t = symbols('x y z t")
>>> k, m, n = symbols('k m n', integer=True)
>>> f, g, h = symbols('f g h', cls=Function)
>>> init_printing()
In [17]: C = (x*xy*z) /(1 — t*x(1-x)*(l-y)*(l-2))
C
Out[17]:
TYz
—t(—z+1)(—y+1)(—2z+1)+1

In [18]: ¢ = C.diff(x,vy,2z)
1_Theta = C.diff(x,y,z,t)

= np.array ([loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")])
= np.array ([loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")])
np.array ([loadtxt ("Datos_Duracidén.dat")])

= Intensidad El1 delirio (mm/h)
= Intensidad santa Lucia (mm/h)
= Duracidén Conjunta (min)

WO W N X
N

python)
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N
M

len (X) # filas, numero de datos en total
3 # columnas, X, Y, Z.

theta = 0.08035

Vector = np.zeros ([N])

for i in range (N):

A = 1_Theta / c
B = A.evalf (subs={x:X[1i], y:Y[i], z:Z[1], t:theta})
Vector[i] = np.sum([B])

suma = sum(Vector)

print ("suma = ")

print (suma)

suma =
-0.000162670130386
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2. Determinacion del parametro 6 para la cépula Frank
mediante el método semiparamétrico

Copula Frank Trivariada (Log-Likelihood)
September 21, 2016

In [1l]: import scipy.misc as sp
import scipy.stats
from sympy import init_session
init_session (use_latex = True)

IPython console for SymPy 1.0 (Python 3.5.2-64-bit) (ground types: python)

These commands were executed:

>>> from _ future_  import division

>>> from sympy import =x

>>> x, vy, z, t = symbols('x y z t'")

>>> k, m, n = symbols('k m n', integer=True)
>>> f, g, h = symbols('f g h', cls=Function)
>>> init_printing()

Documentation can be found at http://docs.sympy.org/1.0/

In [2]: C = —(1/t)*log((l+(((exp(-t*x) — 1)=*(exp(-t*y) — 1)x(exp(-t*z) — 1))
/((exp(—t) — 1)x%x2))))

out[2]:

1 1 —tx —t —tz
—tlog<1—|—(_1+€t)2(—1+e ) (<14 ) (<14 )>

In [ ]: ¢ = C.diff(x,vy,2)

1_Theta = C.diff(x,y,z,t)
In [ ]: = np.array ([loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")])
np.array ([loadtxt ("Datos_Intensidad.dat™)])
= np.array ([loadtxt ("Datos_Intensidad.dat")])

N <X
I

= Intensidad El1 delirio (mm/h)
= Intensidad santa Lucia (mm/h)

FH FH
N X

= Intensidad Conjunta (mm/h)



161

N
M

len (X) # filas, numero de datos en total
3 # columnas, X, Y, Z.

theta = 11.2
Vector = np.zeros ([N])

for i in range (N) :

A = 1_Theta / c
B = A.evalf (subs={x:X[i], y:Y[i], z:Z[i], t:theta})
Vector[i] = np.sum([B])

suma = sum(Vector)

print ("suma = ")

print (suma)
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C Anexo: Capitulo 4. Cépulas Multivariadas

3. Determinacion de la funcion de distribucion condicional

del caso 1 multivariado para una duraciéon de 15 minutos

In

In

Casol. Juan Rey y Quiba Trivariado
September 26, 2016

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from scipy.misc import imread

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.stats import lognorm

fig = plt.figure()
ax = Axes3D (fiqg)

X = np.arange (0, 100, 5)
Y = np.arange (0, 100, 5)
X, Y = np.meshgrid (X, Y)

mul = np.exp (2.6684553)
sl = 0.7872742
A = lognorm.cdf (X, sl, loc=0, scale=mul)

mu2 = np.exp (2.333994)
s2 = 0.717206

B = lognorm.cdf (Y, s2, loc=0, scale=mu2)

t = 0.15

d = 0.1066 # Duracidén 15 min

W= -tx(-A + 1)*x(-B + 1)*x(-d + 1) + 1

C = —((L*A*Bxd* (—A+1) % (=B+1)) / (W+%2) )+ ( (A*B) / (W))
Z = 1/(1-C)

ax.plot_wireframe (X, Y, Z, rstride=1, cstride=1)

ax.set_xlabel ('I (mm/h) Juan Rey ', fontsize = 13, fontweight='bold")

ax.set_ylabel ('T (mm/h) Quiba', fontsize = 13, fontweight='bold")

ax.set_zlabel ('TR (ahos) , fontsize = 13, fontweight='bold")

plt.show ()
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4. Cédigo en R: Prueba de aleatoriedad y prueba de
independencia mutua multivariada

setwd ("~ /Cpulas/RStudio/Conjunta/Trivariado")

library("copula")
Trivariado<-read.table("Datos_Delirio_Lucia_Trivariado.txt", header=T)
nrow(Trivariado)

## [1] 539
apply(Trivariado[, 2:4], 2, function(x) length(unique(x)))

## Intl Int2 Int3
## 266 310 495

pseudoTrivariado <- apply(Trivariado [, 2:4], 2, rank)/(nrow(Trivariado) + 1)

set.seed(123)
system.time(TrivariadoMultSerialIndepTest<-multSeriallndepTest(Trivariadol[,2:4]72,
lag.max = 4, verbose = 0))

## user system elapsed
## 296.50 0.05 298.29

TrivariadoMultSerialIndepTest

#it

## Global Cramer-von Mises statistic: 1.118285 with p-value 0.0004995005
## Combined p-values from the Mobius decomposition:

## 0.0004995005 from Fisher's rule,

## 0.0004995005 from Tippett's rule.

dependogram(TrivariadoMultSerialIndepTest)
dependogram(TrivariadoMultSerialIndepTest,print = TRUE)
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## The subset statistics, p-values and critical values are:
#i#t subset statistic pvalue critvalue
## 1 {1,2} 2.88449248 0.0004995005 0.0848224107
## 2 {1,3} 3.27421923 0.0004995005 0.0848224107
## 3 {1,4} 3.12240224 0.0004995005 0.0848224107
## 4 {1,5} 3.48064635 0.0004995005 0.0848224107
## 5 {1,2,3} 0.12879420 0.0004995005 0.0077452476
## 6 {1,2,4} 0.14798656 0.0004995005 0.0077452476
#it 7 {1,2,5} 0.15703089 0.0004995005 0.0077452476
## 8 {1,3,4} 0.14851534 0.0004995005 0.0077452476
## 9 {1,3,5} 0.18813387 0.0004995005 0.0077452476
## 10 {1,4,5} 0.15053955 0.0004995005 0.0077452476
## 11 {1,2,3,4} 0.06692381 0.0004995005 0.0008893659
## 12 {1,2,3,5} 0.07636261 0.0004995005 0.0008893659
## 13 {1,2,4,5} 0.07543701 0.0004995005 0.0008893659
## 14 {1,3,4,5} 0.07554736 0.0004995005 0.0008893659
## 15 {1,2,3,4,5} 0.01188203 0.0004995005 0.0001340035
## The critical values are such that the simultaneous acceptance region
## has probability 1 - 0.05 under the null.
## The individual rejection probability for any statistic obtained from the Mobius
## decomposition is 1 - 0.9965863 under the null.
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system.time(empsamp <- indepTestSim(nrow(pseudoTrivariado), p = 3, N = 1000,
verbose = 0))

#it user system elapsed
##  92.34 0.01 92.81

TrivariadoMultIndepTest <- indepTest(pseudoTrivariado, empsamp)
TrivariadoMultIndepTest

##
## Global Cramer-von Mises statistic: 9.637795 with p-value 0.0004995005

## Combined p-values from the Mobius decomposition:
## 0.0004995005 from Fisher's rule,
## 0.0004995005 from Tippett's rule.

dependogram(TrivariadoMultIndepTest)

Dependogram

{L2 7
{13} 1
{23} 1
1233 «
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5. Cédigo en R: Prueba de bondad y ajuste para la
seleccidn de la copula Trivariada

## Copula Gumbel

system.time(g.copula.mult <- gofCopula(gumbelCopula(dim = 3), pseudoTrivariado,
estim.method = "mpl", simulation = "mult" ))

#it user system elapsed
## 3.19 0.00 3.18

g.copula.mult

##

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="mpl"

##

## data: x

## statistic = 0.9969, parameter = 2.7549, p-value = 0.0004995

fitCopula(gumbelCopula(dim = 3), pseudoTrivariado, method = "mpl")

## fitCopula() estimation based on 'maximum pseudo-likelihood'
## and a sample of size 539.

#H# Estimate Std. Error

## param 2.755 0.126

## The maximized loglikelihood is 739.1

## Optimization converged

## Number of loglikelihood evaluations:

## function gradient

## 27 9

## Copula Clayton

system.time(Clay.copula.mult <- gofCopula(claytonCopula(dim = 3),
pseudoTrivariado, estim.method = "mpl", simulation = "mult" ))

#Hit user system elapsed
## 2.50 0.01 2.51

Clay.copula.mult

##

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="mpl"

##

## data: x

## statistic = 2.7779, parameter = 2.3092, p-value = 0.0004995
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fitCopula(claytonCopula(dim = 3), pseudoTrivariado, method = "mpl")

## fitCopula() estimation based on 'maximum pseudo-likelihood'
## and a sample of size 539.

## Estimate Std. Error

## param 2.309 0.137

## The maximized loglikelihood is 597.9

## Optimization converged

## Number of loglikelihood evaluations:

## function gradient

## 25 5

##Copula Frank

system.time(Frank.copula.mult <- gofCopula(frankCopula(dim = 3),
pseudoTrivariado, estim.method = "mpl", simulation = "mult" ))

#i# user system elapsed
## 3.07 0.00 3.07

Frank.copula.mult

##

## Multiplier bootstrap goodness-of-fit test with 'method'="Sn",
## 'estim.method'="mpl"

##

## data: x

## statistic = 0.35519, parameter = 11.18, p-value = 0.0004995

fitCopula(frankCopula(dim = 3), pseudoTrivariado, method = "mpl")

## fitCopula() estimation based on 'maximum pseudo-likelihood'
## and a sample of size 539.

## Estimate Std. Error

## param 11.18 0.359

## The maximized loglikelihood is 840.8

## Optimization converged

## Number of loglikelihood evaluations:

## function gradient

## 30 9
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6. Series de tiempo para las estaciones pertenecientes a la
region de la Mojana

Serie de tiempo - Estacion Montelibano (San Jorge) Serie de tiempo - Estacion La Coquera (Cauca)
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6400
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5400
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900 4400

3400

Caudal Instantaneo (m3/s)
Caudal Instantéaneo (m3/s)

2400

400 1400
1970 1980 1990 2000 2010 2020 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Periodo (afios) Periodo (afios)

(a) Serie de tiempo de caudal instantdneo (m?3/s) pa- (b) Serie de tiempo de caudal instantédneo (m?3/s) pa-
ra la estacion Montelibano. ra la estacién La Coquera.

Serie de tiempo - Estacion La Esperanza (Nechi) Serie de tiempo - Estacién La Raya (Cafio Caribona)
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N
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(c) Serie de tiempo de caudal instantdaneo (m?3/s) pa- (d) Serie de tiempo de caudal instantdneo (m?/s) pa-
ra la estacion La esperanza. ra la estacion La Raya.

Figura C-1.: Series de tiempo de caudal instantdneo (m?3/s) para las estaciones pertene-
cientes a la region de la Mojana.
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