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Resumen

Cuando queremos modelar el comportamiento de sistemas sometidos a parametros que
fluctian por medio de ecuaciones diferenciales deterministas, encontramos limitantes en la
aplicabilidad de los modelos. Es por ello que usamos coeficientes estocdsticos (en lugar de
las funciones deterministas) en las ecuaciones diferenciales, logrando una mejor prediccién
de la variabilidad de los parametros del sistema. En este trabajo consideramos el problema
de aproximar numéricamente las soluciones de la ecuacién de presiéon y la ecuacion de onda
definidas en medios aleatorios. Como la solucién de este tipo de ecuaciones son procesos
estocésticos, utilizamos herramientas de la teoria de probabilidad como el método de Weiner
y la expansion de Karhunen-Loeve para separar la parte determinista de la parte aleato-
ria de las ecuaciones y luego aplicamos un método de elementos finitos para obtener una
aproximacion de las estadisticas principales de las soluciones.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales parciales en medios aleatorios. Método de los

elementos finitos. Método de Weiner. Expansion de Karhunen-Loéve.

Abstract

When it is desired to model the behaviour of systems which depend on parameters that fluc-
tuate through deterministic differential equations, we find some limitations when using these
models in applications. For that reason we use stochastic coefficients (instead of deterministic
functions) in the differential equations, acchieving a better prediction in the variablility of
the paramenters of the system. In this work we consider the problem of numerically approxi-
mating the solutions to the pressure and wave equations posed over random media. Since the
solution of this type of equations are stochastic processes, we use tools of probability theory
such as Wiener method and the Karhunen-Loeve expansion to separate the deterministic
part form the random part of the coefficients and solutions of the equations and then, we
apply a finite element method in order to obtain an approximation on the main statistics of
the solutions.

Key words: Partial differential equations in random media. Finite element method.

Weiner method. Karhunen-Loéve expansion..
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1 Introduccion

En la actualidad gran parte del area de estudio de la fisica, matematica y disciplinas de-
rivadas como las ingenierias se centran en problemas donde se debe solucionar ecuaciones
diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales. Estas ecuaciones diferenciales
pueden estar definidas en un dominio espacial complejo, dificultando la soluciéon de dicha
ecuacion. En la mayoria de los casos no se tiene éxito encontrando la solucién analitica del
problema y entonces se emplean métodos de aproximacion numérica a las soluciones de es-
tas ecuaciones. Entre estos métodos destacamos el método de elementos finitos que en la
actualidad es ampliamente utilizado debido a su gran precisién y sencilla implementacién
computacional.

Un ejemplo de estos problemas consiste en el estudio de la ecuacion de onda y de presion
aplicada al transporte de solutos, donde podemos realizar una caracterizacién espacial de las
propiedades del suelo por medio de la variabilidad de las componentes sélidas del terreno.
Mediante métodos de muestreo y de medida se realizan estos estudios de variabilidad, que
si son una aproximacion del comportamiento real de las caracteristicas del suelo, permiten
realizar buenas predicciones para el uso eficiente del terreno, por ejemplo caracterizando la
retencion del agua en un suelo determinado. Distintas variables fisico-quimicas en las particu-
las sélidas de un suelo como la disposicién, grado de cohesion y compactacién, definen las
propiedades hidrofisicas del suelo al determinar la proporcion y tamano de los poros. Detalles
relacionados con dichas variables pueden ser consultadas en [7] y referencias alli encontra-
das. La capacidad de un suelo de dejar pasar agua o aire esta relacionado con el volumen de
los poros que componen el terreno, llamando a la relacion entre el volumen del suelo y de
los poros, la porosidad del terreno. Asi, la porosidad depende directamente del tamano de
las particulas sélidas, teniendo que al presentar una mayor gama de tamanos existe menor
porosidad en el terreno ya que las particulas de menor tamano, llenan los espacios vacios
que dejan las de mayor volumen.

Se aplican técnicas de muestreo para determinar una distribucién que caracterice la porosi-
dad del suelo, tomando varias muestras independientes de un terreno y luego generando una
distribucion para el suelo en general. En dichas técnicas, aparece una correlacion espacial en
el comportamiento de las variables medidas en las muestras, ya que en la mayoria de casos
se presenta menos variabilidad para muestras cercanas, por lo que se requiere realizar ciertas
consideraciones estadisticas para determinar el tamano, cantidad, ubicacién y analisis de las



2 1 Introduccién

muestras del suelo en estudio. Por lo anterior, se utilizan técnicas de geoestadistica para la
caracterizacion del suelo, midiendo principalmente variables con dos tipos de componentes,
una componente aleatoria que es asociada a las variaciones impredecibles y erraticas de la
variable, y una componente determinista que tiene variacién lenta y que permite analizar el
comportamiento general de la caracterizacién del suelo.

En situaciones como estas, se ven limitadas las ecuaciones diferenciales deterministas ya que
no pueden modelar esas variaciones impredecibles en sus parametros, por lo que se presenta
una necesidad de trabajar con funciones que tienen un componente aleatorio y que modelan
problemas fisicos como solucion de ecuaciones diferenciales parciales. Dos ejemplos de estas
ecuaciones son la ecuacion de onda y la ecuacién de presion en medios aleatorios que tienen
como solucién un proceso estocastico. La solucién de la ecuacién de presion presentada en
el Capitulo 4 serd una funcién de la forma

u(z,w) =u(x,y1, -, yn) = u(@, y1(w), -, yr(w)),

donde {y; }1<i<k son variables aleatorias cuyas funciones de distribucién de probabilidad son
calculadas con las medidas obtenidas a partir de las muestras, describiendo por medio de
estas variables aleatorias las propiedades del suelo. Segin [8], existen dos distribuciones de
probabilidad que se ajustan a las variables fisico-quimicas del terreno. La distribucién normal
para medidas de humedad y densidad aparente, y la distribucién log-normal que modela la
conductividad hidraulica y la distribucion de sedimentos, entre otras.

Para utilizar métodos numéricos en la aproximacién de la solucion de ecuaciones diferenciales
con coeficientes aleatorios damos dos tipos de condiciones, la primera es la condicién de fron-
tera, que representa el comportamiento de la funcion solucién en la frontera del dominio , y
la segunda son las condiciones iniciales, que representan el comportamiento de la solucién u
en el instante ¢t = 0. Para la condicién de frontera en el presente trabajo, vamos a desarrollar
experimentos de dos tipos, condicién de Dirichlet y condicién de Neumann [1], y distintas
condiciones iniciales segin el problema abordado. Establecidas las condiciones iniciales y
de frontera de la ecuacion, procedemos a solucionar el problema. Utilizamos el método de
elementos finitos que realiza una division del dominio espacial de la ecuacién en regiones
geométricas simples llamadas elementos. Usando esta malla de elementos generamos solu-
ciones aproximadas del problema por medio de un sistema lineal de ecuaciones. La idea del
método es expresar la ecuacién diferencial como una ecuacién integral sobre cada elemento,
resolviendo el problema de manera local y posteriormente sumando cada contribucién para
calcular la solucién global aproximada. Esto tltimo se genera resolviendo un sistema lineal
o una ecuacion diferencial ordinaria en dimension finita.

En este trabajo estudiamos la ecuacion de presion y la ecuacion de onda en medios aleatorios.
En nuestro estudio utilizamos el método de elementos finitos y herramientas de probabilidad



como son aproximaciones por expansiones que separan la parte aleatoria de la parte deter-
minista de las funciones de estudio.

El documento esta organizado de la siguiente forma: En el Capitulo 2 introducimos conceptos
de métodos numeéricos para la aproximacién de la solucién de las ecuaciones diferenciales
en su parte determinista, describiendo el método de elementos finitos y herramientas para
establecer las formulaciones de los problemas. En el Capitulo 3 estudiamos la parte aleatoria
de los problemas, donde definimos algunos espacios de probabilidad, presentamos métodos
que separan la parte determinista de la parte aleatoria de las ecuaciones, y mostramos
herramientas para la aproximacion del valor esperado de la solucién de los problemas. En
el Capitulo 4 estudiamos la ecuacién de presién unidimensional en tres secciones distintas.
La primera seccién muestra el método de expansion de Weiner Chaos con ruido blanco
unidimensional desarrollando unos calculos para obtener analiticamente los coeficientes de
la matriz de rigidez de elementos finitos asociada al problema. En la Seccién 4.2, realizamos la
aproximacién de la matriz de rigidez utilizando el método Monte Carlo para la aproximacién
de los coeficientes calculados en la Seccién 4.1. El método mostrado en esta seccién es nuevo
y mostraremos estudios de error para verificar la efectividad del método propuesto. En
la dltima seccién del Capitulo, utilizamos el método Monte Carlo como alternativa para
calcular el valor esperado de las soluciones aproximadas por los métodos mostrados en las
dos secciones anteriores. Finalmente, en el Capitulo 5 estudiamos la ecuacion de onda en
medios aleatorios en una y dos dimensiones utilizando las herramientas de probabilidad
mostradas en el Capitulo 3 y desarrollando estudios de error en la convergencia de dichos
métodos estadisticos.



2 Preliminares de Métodos Numeéricos

En el presente capitulo definimos algunas herramientas de andlisis numérico para el desarrollo
del trabajo. En primera instancia, describimos los conceptos necesarios para la definicion del
método numérico utilizado en la aproximacién de la solucién de los problemas abordados,
el método de elementos finitos. En esta descripcion, mostramos los espacios de funciones
con que se definen las formulaciones de los problemas en una y dos dimensiones. Seguido,
estudiamos la formula de Green que utilizamos para la formulacién débil de los problemas
en dimensién dos.

2.1. El Método de Elementos Finitos

El método de los elementos finitos calcula aproximaciones numéricas a la solucion de ecuacio-
nes diferenciales parciales, principalmente de ecuaciones elipticas e hiperbdlicas descompo-
niendo el dominio de la ecuacién diferencial en subdominios que no se intersectan, llamados
elementos. A continuacién mostramos la definiciéon de los espacios de funciones con que
vamos a trabajar y unas férmulas de error que aplicaremos en adelante.

2.1.1. Dimension Uno

Dado un intervalo real [a, b] y un conjunto de puntos {a = zp < 21 < -+- < zy < 2n41 = b},
definimos una particién del intervalo como el conjunto de subintervalos E; = [2;_1, ;| donde
t=1,---, N +1. Llamamos elemento a cada £; y vértices o nodos a cada uno de los z; con
j €{0,---, N+ 1}. Observamos que se cumple que

N+1

[a,0] = | [zi-1, 21]-

=1

En el Capitulo 4 y la Seccién 5.1 mostramos dos ecuaciones diferenciales parciales con co-
eficientes aleatorios definidos en una dimensién espacial. Dichas ecuaciones tendran como
dominio el intervalo [0, 1]. Denotamos h = max;<;<, | £; |. Sobre el intervalo [a, b], podemos
definir los espacios de funciones L?[a,b] y H'[a,b] que resultan ser espacios de Hilbert dota-
dos de un producto interno y por ende de una norma, ver [3]. Si tomamos el espacio C|a, b
de funciones de valor real y continuas que estan definidas en el intervalo [a, b], definimos el
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producto interno
<'7 '>L2[a,b] : C[CL, b] X C[a, b] — R

(F.9) = (f: 9) otany = / f(2)g(x)dz,

que induce la norma

| - [l 22[a5: Cla, b] — R,

b
I £ = /U e = [ ). 1)

Definimos asi, el espacio L?[a,b] como el conjunto de funciones medibles que tienen norma

tal que

| - |lz2(ap finita [4]. Cabe mencionar que el espacio L?[a,b] es un espacio de Hilbert de
dimension infinita y llamamos norma L* a la norma || - || 124, Ahora, sobre L*[a, b] podemos
definir el espacio H'[a, b] como el conjunto

H'a,b) = {f € L*[a,b] : f' € L*[a,b]}

donde f’ representa la primera derivada de f. A H'[a,b] lo podemos dotar del producto
interno

(s Ymay  Lla,b] x L?a,b] - R

(F.9) = (f: 9 irsiay = / (F(@)g() + F'(2)g (2))da,

con norma inducida

b
IS s = A/ P e = \// (f2(z) + (f'(2))?)dz, (2-2)

que se llamard norma H'.

El espacio H'[a, b] es un espacio de Hilbert de dimensién infinita el cual nos va a servir para
establecer la formulacién debil los problemas mostrados en los siguientes capitulos. Para
ciertas aplicaciones, es ttil definir el espacio Hi[a,b] visto como subespacio de H'[a,b] y
definido por

Hia,b) = {f € H'[a,b]: f(a) = f(b) = 0}.

Este espacio es utilizado cuando consideramos los problemas definidos mediante una ecua-
cion diferencial parcial y cuyas condiciones de frontera son las condiciones de Dirichlet ho-
mogéneas e iguales a cero para definir las respectivas formulaciones débiles. Por simplicidad,
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podriamos considerar el espacio C§°(a,b) que es el conjunto de funciones continuas y que
tienen derivadas continuas de cualquier orden, para definir las formulaciones débiles, pero
requerimos que el conjunto de funciones sea un espacio de Hilbert, en particular de funciones
integrables para que las formulaciones estén bien definidas y poder asegurar la existencia de
la solucién del problema. Este tema es discutido mas a fondo en [3] donde se definen los
espacios de funciones tipo Sobolev.

En [a, b] definimos el espacio de funciones continuas y lineales por partes como el conjunto

v={fec(a):f

es lineal, con ¢ =1,--- ,N+1}.

[25—1,2]

Si llamamos h; = 2 — z_; notamos dicho espacio por V", cuando h = maxi<i<n | B | .
Al espacio V" lo vamos a llamar el espacio de elementos finitos. Allf, podemos definir el
conjunto de funciones base {¢y, - - - , ¢n41} dadas por

1 si i=j,
0 si i+ j.

Vemos que V" es un espacio de dimensién finita que tendrd como base el conjunto {@g, - - , dn 1}

o) = {

En la Figura 2-1 podemos observar el comportamiento de dos funciones base ¢; v ¢;11 para
una particién uniforme de N = 11 nodos del dominio [0, 1].

Funciones Base en Dimension Uno

| I—phii(x)
0.8f ——phi 00 |
06f .
04+ .
0.2+ _
% 06 08 1

Figura 2-1: Funciones base del espacio de elementos finitos V" definidas en [0, 1].

Cabe resaltar que el espacio V" es solo un ejemplo de espacio de elementos finitos con el cual
trabajamos aqui, pero existen otros espacios de elementos finitos con los cuales podemos
mejorar el grado de error en la aproximacién pero cuya implementacion numérica puede ser
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un poco mas complicada. Algunos ejemplos de dichos espacios pueden ser consultados en [3].

Anélogamente a lo presentado con los espacios H'[a,b] y Hj[a,b], al espacio de elementos
finitos V" le podemos asociar un subespacio V" de funciones f que viven en V" y que cum-
plen la condicién de f(a) = f(b) = 0. Con el espacio V' se define la formulacién de Galerkin
(con espacio de dimensién finita) al trabajar con condiciones de frontera de Dirichlet iguales
a cero. Podemos observar que V{! tiene como base el conjunto de funciones {¢1,--- , ¢n}.

A partir de las normas (2-1) y (2-2) podemos estudiar dos tipos de errores, el error L? y
el error H' notados 72 y €1, respectivamente. Observamos como podemos implementar
dichos errores sobre el espacio V" encontrando una expresién matricial para el célculo de los
errores sobre las aproximaciones dadas por el método de elementos finitos. Dada una funcién
f € V" tenemos que existen ag, - -- ,ay4; € R coeficientes tal que

f(x) = aopo(x) + -+ - + ant19n4+1(2).

Por esto, podemos asociarle a cada funcién f € V" un vector columna v ¢ que sera la repre-
sentacién de la funcion f en forma matricial cuyas entradas son los N + 2 coeficientes a;
llamados grados de libertad de f. Ahora, si consideramos la norma L? para f, tenemos

b
| f 1 2fap)= / 12(z)dz,

y por propiedades de la integral observamos que
b b /N+1 N+1 N+1N+1 b
/ f(z)dx = / (Z aiqbz-(x)) (Z aj¢j(a:)> dx = Z Z aiaj/ oi(x)pj(x)dx.
a a \ =0 §=0 i=0 j=0 “

Entonces, si definimos la matriz cuadrada M de tamano N + 2 con entradas

mij:/o @71(37)%71(13)6513, (2‘3)

parai,j =1,---, N 4 2, tenemos que

N+1 N+1

b
U;va = Z Z aiaj/ ¢i(x)¢;(x)dz,

i=0 j=0

donde vy es el vector columna asociado a la funcién fy v} es la traspuesta del vector. De
esta forma encontramos una expresién matricial para la norma L? determinada por

N+1N+1

b
I £ liz= | 30 ey | (e)osta)de = fufboy, (24)

i=0 j=0
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donde la matriz M es la matriz cuyas entradas estan definidas en (2 —3) y que es llamada la
matriz de masa. De esta forma, cuando hacemos estudios de error entre la solucién analitica u
de un problema y la solucién aproximada u(® por el método de elementos finitos, generamos
el vector u" € V" que ser4 la interpolacién de u al espacio de elementos finitos. Asi, generamos
tablas o graficas de error con funcién de error definida por

Ahora, si definimos la matriz cuadrada A cuyas entradas estan dadas por

1
as = / 6 (2)0) 1 ()de,

parai,j =0,---, N 4 1, llamada matriz de rigidez, tenemos
N+1N+1 b
v Avy = Z Z aiaj/ ¢ ()P (x)d.
i=0 j=0 a

Por medio de una acotacién de la norma H' que es considerada en [4] y con las consideraciones
tomadas en (2-6), podemos definir otra funcién de error asociada a la norma H'! para generar
graficas y tablas de error entre la aproximacion numérica de una solucién y la solucién
analitica. Definimos entonces

e =l =l o=/ (uh — w@)A(h — u@), (2:6)

donde u” es la interpolacién al espacio V" de la solucién analitica del problema y u(® es
la aproximacion dada por el método de elementos finitos. En los casos donde no se pueda
determinar analiticamente la solucion u de una ecuacién diferencial, podemos reemplazar el
vector u” por una funcién de referencia para hacer estudios de convergencia de un método.

2.1.2. Dimension Dos

A continuacion, definimos los espacios de funciones que se utilizan en el método de elemen-
tos finitos para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales parciales en dimension dos.
Decimos que un conjunto 2 C R? es un dominio si es abierto y convexo, y es un dominio
poligonal si su frontera 02 es un poligono. Por simplicidad, vamos a trabajar con dominios
poligonales, mas especificamente con dominios con frontera cuadrados o rectangulos. Gene-
ralmente se trabaja con dominios poligonales para aplicar el método de elementos finitos,
aproximando el comportamiento de problemas sobre dominios mas complejos con frontera
una curva suave, por medio de una curva poligonal, ver [3].
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Una particion o triangulacion T, para un dominio poligonal €2 es una subdivision T, =
{T1, - ,Tn} de 2 compuesta por N tridngulos los cuales cumplen que 7; N T; = () para

i # ],

~

N

0=JT
i=1

y tales que ningin vértice de algun tridngulo T; vive en el lado de algin otro tridngulo Tj,

es decir T, N T] es un triangulo, una arista completa o un vértice.

En la Seccién 5.2 desarrollamos la ecuacién de onda en dimensién dos con dominio 2 =
[0, 1] x [0, 1]. Para dicho dominio, definimos las triangulaciones mostradas en la Figura 2-2
para dos cantidades distintas de vértices cuyos elementos se ubican de una manera uniforme.

Cada triangulo T; de la particion 7T, es llamado elemento y cada vértice z; del triangulo es
llamado nodo de la particién. El parametro h de la particion 7, esta definido por

h = maxrer, diam(T)

donde diam(T) es la medida del lado més largo del tridngulo T'. La ubicacién de los elemen-
tos en la triangulacién se puede presentar de manera diversa, como se puede observar en [3],
pero para nuestro trabajo tomaremos una triangulaciéon donde el parametro h es el mismo
para todos los elementos del dominio, como observamos en Figura 2-2.

Si tomamos cierta triangulacién 7, de un dominio poligonal €2, definimos el espacio de
funciones lineales por partes V() como el conjunto

V() = {v : v es continua en Q y v|7 es lineal, para todo T' € Ty},

es decir,

v|lr = ax + by + ¢,
donde a, b, ¢ € R son los grados de libertad de la funcién v con respecto al triangulo T € Tj,.
Observamos que podemos caracterizar a cada funcién v € V"(Q) por los valores que tome
en cada uno de los nodos de la particion, es decir por los valores v(z;) donde zj es el vértice
de algin tridngulo T' € T;,. Por ello, podemos pensar que una base para el espacio V"(Q)
serdn las funciones ¢; definidas

1 si j=Fk
0 si j#k,

donde 5,k = 1,--- , M, siendo M el nimero de nodos z, que tiene la particion T,. El

i) = { (27

comportamiento de las funciones base ¢; es mostrado en la Figura 2-3 para una particién
de M = 25 nodos sobre el dominio Q2 = [0, 1] x [0, 1], cuyo soporte serén los elementos que
tienen en comun el vértice j € {1,---,25}.
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Triangulacion de Dominio con 25 Nodos

0 0.2 04 06 08

—_

Triangulacion de Dominio con 100 Nodos

0 0.2 04 06 08

—_

Figura 2-2: Dos triangulaciones con M = 25y M = 100 vértices (respectivamente) sobre
el dominio © = [0,1] x [0, 1].
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Funciones Base en Dimensién Dos

0.5+

1 0.5
0.5

Figura 2-3: Funcién base para una triangulacién del dominio © = [0, 1] x [0, 1].

Tenemos pues que V() serd un espacio de dimensién finita, llamado el espacio de elementos
finitos.

2.2. Formula de Green

Dado € € R? un dominio acotado en el plano y si consideramos el campo F' : 2 — R? el cual
podemos escribir como F(x) = (Fy(z), Fy(x)) para todo z = (21, 22) € . Asi, denotamos la

divergencia del campo F' como

) oF, 0F,
F=—+—
div 6.771 * (%’2
Ademas, para una funciéon f : Q — R, introducimos los operadores
of of
Vf=|—
f (8117 (%2) ’
o?f  O*f
Af =—+ —
/ 0x? * 03
of _ of of

=N+ N

on O 0xo
denominados gradiente de f, Laplaciano de fy derivada normal de f con respecto a la curva
frontera I' = 0f), respectivamente. Aqui n = (ny,ns3) es el vector normal a I' que apunta
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hacia el exterior de €). El teorema de la divergencia para el campo F', establece que

/didex:/F-nds,
Q r

siendo la integral del lado izquierdo una integral doble sobre el dominio € y la integral del lado

derecho una integral de linea sobre la curva I'. Entonces, dadas las funciones f,g : 2 — R,

definimos los campos vectoriales Fy(z) = (f(z)g(x),0) y Fa(x) = (0, f(x)g(z)), donde
_of dg

divF(w) = 5-(2)g(w) + F(2) ()

para ¢ =1,2.

Entonces, si aplicamos el teorema de la divergencia a los dos campos anteriores, obtenemos

of dg /
— . 92
/anigdx+/gfaxid:c ngnlds, (2-8)

para i = 1, 2. Luego, si dadas u, v funciones reales definidas en  y llamamos f(z) = u(z) y

g(x) = 8—51(@, aplicando (2-8) con i = 1, tenemos

ou v 0% v
_—— ——dx = —nqd 2-9
/9851:1 Oy x+/9“ax§ v /F“axlnl § (2-9)
0
y analogamente, si llamamos f(z) = u(x) y g(z) = %(x) y aplicando (2-8) con i = 2,
2
ou v 0% v
——d —dr = ——nads. 2-10
, D15 01 T + Qua$% X pu3I2n2 S ( )
Luego, despejando de (2-9) y (2-10), obtenemos
Ju Ov ou Ov
-Vvdr = ——d ——d
/QVu Voudx an18x1$+/g)8x28x2w
v 0% v 0%
= —nyds — —d ——nods — —d
Fuaxlnl S Qu('?x% T + pu0x2n28 Quaxg x
v v 0% 0%
= — —ng| ds — —dr+ —|d
/Fu {8w1n1+8$2n2] s /Qu [&U% T+ 8:6%} x
y segun la notacion establecida previamente, tenemos
v
/ Vu-Vudr = | u=—ds — / uAvdz. (2-11)
Q r on Q

Esta tultima ecuacion es llamada la formula de Green o féormula de integracién por partes
en dos dimensiones, que nos ayudara a establecer las formulaciones débiles de las ecuaciones
diferenciales, mas adelante.
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Si consideramos el dominio D C R? y la ecuacién diferencial parcial con coeficiente aleatorio

~V, (e@V u(z,w)) = f(z,w) forall z € D,
u(z,w) =0 for all z € 0D,

podemos asumir que el coeficiente ¢ y la funcién f son de la forma

c(r,w) =cl(z,y1(w), Yo (w), . . ., ym(w)) (3-1)

flz,0) = fz, 51 (W), y2 (W), -+ ym (W)

donde {y; }1<i<ar son variables aleatorias definidas en cierto espacio de probabilidad (R, A, P).
El objetivo de este capitulo es mostrar como la solucién u se puede ver como un proceso es-
tocastico, para el cual proporcionamos una herramienta de aproximacion del valor esperado
de la solucién. En particular usaremos el método Monte Carlo. Iniciamos el Capitulo con
una Seccion donde se definen algunos espacios de probabilidad con ayuda de los polinomios
de Hermite y que aplicamos para poder establecer el proceso de Weiner en la aproximacion
de la solucion de la ecuacién de presion mostrada en el Capitulo 4. También vamos a de-
finir un método estadistico para calcular el coeficiente ¢(x,w) como una expansién en serie
de funciones deterministas (funciones de las cuales se conoce el comportamiento exacto)
acompanadas de unos respectivos coeficientes aleatorios. La idea del método es definir el
coeficiente ¢(z,w) como un proceso estocastico al cual asociamos una funcién de covarianza
que va a caracterizar las propiedadades del medio poroso en donde se desarrollen los proble-
mas. En [8] se clasifican las variables aleatorias mostradas en (3-1) que estédn asociadas a las
muestras tomadas sobre el suelo en estudio. Alli, llaman las variables estacionarias cuando
la funcién de covarianza del proceso estocastico depende directamente de la distancia media
entre los poros de una muestra. Esta expansion del coeficiente ¢ es llamada la expansién de
Karhunen-Loeve (KL).

3.1. El Espacio L*(R, i) y los Polinomios de Hermite

En esta seccion, presentaremos algunos de los hechos principales (probabilisticos) relaciona-
dos con los Polinomios de Hermite y la expansién de Wiener- Chaos. La aproximacion de
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soluciones de ecuaciones diferenciales parciales basadas en la expansién de Wiener- Chaos
ha sido considerada en la literatura, ver [21, 22, 16] ya que con esta aproximacion es posible
construir una manera conveniente para calcular numéricamente la solucion del problema, de-
finiendo una representacion a través de los polinomios ortogonales que pertenecen al espacio
L? (R, u): los polinomios de Hermite. Con la idea de definir el espacio L?(R, 1), sea (a, \) un
par ordenado de nimeros reales y definimos para A > 0y B € B(R),

1 (6—a)?
ax(B) = Allg\ = /e 2 dE.
% J\( ) /B Ha, \/ﬁ 5 5

Note que p,, es un medida de probabilidad para el espacio medible (R, B(R)), ver [21], la

cual satisface las siguientes propiedades:

i) /R Edptay = a.

i) [ (€= 0 dan,

Los ntimeros a y A son llamados la media y la varianza respectivamente.
Denotamos por L?(R, i) el espacio de Hilbert de todas las clases de equivalencia de funciones
de Borel cuadrado integrables sobre R de valor real dotadas con el producto interno

(%Wp=4¢®¢©Wu%w€ﬁ®w)

y, para cualquier p € L*(R, u) definimos

1

2
H (70 HLQ(R,du):: (/R; Sosz)

Una definicién mas detallada del espacio L*(R, i) puede ser encontrado en [21, 2, 22].
La medida de probabilidad p := po1 es llamada la medida Gaussiana estdindar en R. Esta
es determinada tinicamente por el teorema Bochner y caracterizada por la expresion

E, [€i<"€>} = / e dp(w) = e 2% para todo £ € S.

Ademas, si asumimos que ¢ se distribuye normalmente entonces,

(@, ) = E[f(§)g(E)]-

Asi, L*(R, 1) puede interpretarse como el espacio de las funciones de variables aleatorias
gaussianas unitarias con varianza finita.

Los polinomios de Hermite, denominados por H, con n > 0, pueden ser obtenidos de la
formula de Rodrigues por

Hy () = (—1yme3e L (e-%f2) . (3-2)
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Los primeros ochos polinomios estan dados por:

§) = 1,

§ £,

5 52 - ]-7

§ & — 3¢,

g 54_6£2+3a

£ —106% 4 15¢,
€6 — 156% 4 4562 — 15,
= 7 — 2165 4+ 1056 — 105¢,
= €8 — 2860 42106 — 420£% + 105.

172 274 oY

SEEEEEEEER
/‘\/JQ/\/‘\A/‘\/‘\A/‘\

~— N S

Iy

Resaltaremos que H,,(§) es un polinomio ménico de grado n cuya funcién generadora estd da-
da por

n

W(a,€) = e F =3 L H () (3

n>0

A partir de esta funciéon generadora, tenemos

Ho(§) Hp(§) o
U(z, OW(w, &) =Y ZT%z w’, (3-4)
a>0 B>0
Ademas, notamos que
emffé = 6%7% %,% = e£22 67(1_25)2 (3-5)

Por otro lado,

or (3- expansién de (Zw)p (Z + w)k
pla f(l?n(?z’i)éill exgonencial = (Z p| ) <Z THIC(S)
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k
PopP

Definicién E E Fw E
Binomio p| k"

p=0 k>0

=22 [Z ,ﬁ (:Z) ’”w’"] Hi(€) (3-6)

p=20 k>0

PPt

=222 ot o () (3-7)

p>0 m>0 v>0

min{e,8}

2008
=X Y el (38)

a>0 >0 p=0 ’

De (3-4), (3-8) y fijando los valores de o y 3, tenemos la siguiente relacion:

Ha(;v!);{é(é) - pz{:f p! (f if)_!z]()g)— p)" (&9)
Asi,
nOm© = 3 e O (310
SN () () Hass-aste (3-11)
pard p) \p

donde explicamos (3-6), (3-7) y (3-8) a continuacién. Para un indice fijo “p”, tenemos:

=[50 (5) ]

k>0 m=0
zp+mwp+(kfm)

<m<k 1
0<m<k Z Z mH(k_mHm(@

ol
p: m>0 k>m
2P TPty

v;:é_m Z Z mﬂv+m(£)

m>0 v>0

Asi, la serie (3-6) se convierte en (3-7).
Ahora, si llamamos a :=m +py f:=v+pentonces, ) <m=a—p,0<v=pF—py
p < min{a, 8}. Por lo tanto, si hacemos una reasignacién de la serie (3-7) con esta notacion,
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obtenemos la serie (3-8) como:

P HmgyptY

pZ% mZ;O UZ% p! vl m! Hyim(8)
a,,B
XYY e

a>0 >0 mtp=a
v+p=P

R N

Asi, dados «, € N entonces caracterizamos el producto de los polinomios de Hermite H, (&)
y Hg(€) por medio de la férmula mostrada en (3-10) y que utilizaremos en las siguientes
secciones.

Otro hecho importante sobre los polinomios de Hermite es que ellos forman una base orto-
gonal para el espacio L? (R, i), vea [21]. Asi, para cualquier funcién f € L?(R, p1) existe una
representacion por poliniomios de Hermite como sigue

fl@,€) =) fula)Ha(6). (3-12)
n>0
Esta expansién ortogonal de f es un caso particular de una representacién mas general
llamada Ezxpansion de Wiener-Chaos. Para mas informacién sobre polinomios de Hermite y
la Expansion de Wiener- Chaos ver [21, 22].

3.2. Expansiéon de Karhunen-Loéve

Dado un espacio de probabilidad (R, .A, P) se define un proceso estocdstico real como una
sucesion de variables aleatorias {Y; = Y (z)}.es con dominio el espacio de probabilidad y
que toman valores en los reales. Al conjunto S se le llama conjunto de indices del proceso
estocdstico ya que los valores x € S indexan el proceso estocéastico y el conjunto 7" C R de
valores que toma cada una de las variables del proceso es llamado el conjunto de estados del
proceso. Dependiendo la caracteristica discreta o continua de los conjuntos S y T" podemos
clasificar los procesos estocasticos, ver [6].

Dado ©Q C R?, un kernel A : Q x Q — R se dice definido positivo en € si para cada sucesién
finita de puntos {z;}¥., C Q y correspondiente sucesién de coeficientes {\;}~; C R tenemos,

N
Z A A A(Tn, xm) > 0.

n,m=1
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Ademas, el kernel se llama simétrico si A(x,y) = A(y,x) para todos z,y € 2. Entonces, si
consideramos el coeficiente ¢(z,w) y definimos el proceso estocéstico Z, = c(z,w) — ¢(z),
siendo ¢ el valor esperado de ¢(-,w), entonces definimos la funcién de covarianza

Cov(z,y) = E[Z,Z,], (3-13)

que podemos ver como un kernel y pedir que sea definido positivo y simétrico para aplicar
los resultados mostrados a continuacion, por lo que restringimos las funciones de covarianza
a ciertas funciones que cumplan las condiciones pedidas.

Dado el Kernel Cov, definimos el operador A : L?(2) — L?(2) por

A(f) = / Cov(z, y)f ()dz,

donde L?(9) es el espacio de funciones cuadrado integrables con dominio § y deducimos que
si la funcién Cov es continua, entonces A(f) es una funcién continua y ademas el operador A
es también continuo. Ahora, por el teorema espectral para operadores compactos aseguramos
la existencia de {®;}icr € L*(2) eigenfunciones y {j;}ics los respectivos eigenvalores del
operador A, es decir las funciones que cumplen la igualdad

y que formardn una base ortonormal del espacio L*(2). Entonces el teorema de Hilbert-
Schimdt [15], establece que si el Kernel Cov es simétrico este cumple la expansién en serie

Cov(z,y) = D _ wipi()i(y). (3-14)

Por el teorema de Mercer se tiene que si el Kernel Cov es simétrico entonces ademas es de-
finido positivo y por lo tanto los eigenvalores {u; }ic; son no negativos y la expansién (3-14)
tiene convergencia uniforme.

Dado {Y, Y3, -} conjunto de variables aleatorias con distribucién normal estandar e inde-
pendientes entre si, definimos

o(z,w) = e(x) + Z Viipi(x)Yi(w), (3-15)

llamada la expansion de Karhunen-Loeve para el proceso estocastico definido por el coefi-
ciente ¢. Observamos que para el proceso Z, = c¢(x,w) — ¢(z) por la linealidad del valor
esperado, asumiendo que la serie (3-15) converge y por definicién de las variables aleatorias
Y;, la funcion de covarianza
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Cov(z,y) = ElZu(w)Z,(w)]
(Z mmas)m(w)) (Z V) <y>Yj<w>)]

= DD Ve (a)e; () E [Yiw)Y;(w)]

i=1 j=1

_ Z Mi(pi(m)SOi(y)v

= K

cumpliendo la expansién mostrada en (3-14) y que bajo las condiciones pedidas, tendra con-
vergencia uniforme. Esto muestra que el proceso estocéastico Z, tiene la covarianza deseada y
encontramos una forma de definir el proceso por medio de su funcion de covarianza asociada.

Para efectos numéricos, definimos la expansion de Karhunen-Loeve truncada en K términos
para el proceso estocastico, por

c(,w) = e(x) + Z Viigi()Yi(w), (3-16)

donde ; son las eigenfunciones asociadas al operador A definido por la funcién de covarianza
Cov(z,y).

3.3. Método Monte Carlo

Para las ecuaciones diferenciales que vamos a trabajar, podemos ver el conjunto de las so-
luciones u(z,w) como un proceso estocdstico ya que el comportamiento de cada solucién
depende del valor que tome el coeficiente aleatorio ¢(z,w). Si consideramos 2 C R? dominio
poligonal y 7T;, una particién de €2, tenemos que para cada x € 2 que sea nodo de la particién
T, u(z,w) define una variable aleatoria Y, de la forma Y, (w) = u(z,w), teniendo asi que
el conjunto de indices del proceso es el conjunto de nodos de la discretizacién establecida.
El conjunto de estados T estara conformado por los valores que tome cada solucion u del
problema que se pueden presentar a través de todo un intervalo. Asi, tenemos que el proceso
estocéstico definido es un proceso con conjunto de parametros discreto y conjunto de estados
continuo.

Asi, para las ecuaciones que definimos deseamos encontrar el valor esperado u(x) de las so-
luciones del problema. De forma general, dado un proceso estocéstico {Z,},cs definido en
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un espacio de probabilidad (R, .A, P), generalmente, la funcién de medias p, = E[u] es des-
conocida, pero se puede conocer el comportamiento aproximado de los datos por resultados
estadisticos, como lo es el método Monte Carlo que sirve para dar solucién a problemas com-
plejos por medio de métodos numéricos que van a depender de factores aleatorios. La base
principal del método Monte Carlo es la generaciéon de niimeros aleatorios para calcular pro-
babilidades, o en nuestro caso los valores esperados. Existen diversas y complejas formas para
generar dichos nimeros aleatorios que deben estar en un conjunto estadistico determinado
[13], pero en nuestro trabajo haremos uso de la funcién rand que trae por defecto Matlab la
cual sera la encargada de generar los valores que toma una variable normal estdandar y que
seran los numeros aleatorios para aplicar el método.

Dada una variable aleatoria Y (w) definida en un espacio de probabilidad (R, .4, P) y cuya
funcién de densidad es fy, sabemos que para un funciéon g con dominio el conjunto de estados
de la variable aleatoria Y se cumple, por la regla del valor esperado [6] que la esperanza de
la variable aleatoria Z = ¢g(Y') se puede ver como

Elg(v)] = / " g(w)PY (dw) = / " g fr (@)

Con el método Monte Carlo podemos aproximar el valor de la integral tomando M valores
o realizaciones de Y, {Y (w;) = y;}M, y calculando

M
> 1
Pl = [ st 5> otw) (317
Aplicando lo anterior al proceso estocastico de las soluciones Z,(w), tenemos
(o) = ElueY)) = [ ule,y) s ()dy (319

y utilizando (3-17), tenemos la aproximacién

M

u(x) ~ % Z u(z,y;)

=1

donde aproximamos el valor de la integral (3-18) calculando el promedio de las soluciones
u(zx,y;) a M realizaciones del problema donde cada coeficiente aleatorio cumple ¢(x,w;) :=

c(x,Y(w)) = c(z,ys).
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En este capitulo estudiamos una ecuacién derivada del andlisis del transporte de contami-
nantes en las aguas subterrdneas y de los procesos de recuperacién de petréleo [2] dada
por
—V. (k(z, )Vyu(z, ) = f(z,-) paratodo z € D, (41)
u(x,) =0 para todo z € 9D,

donde log k(z,+) es un campo Gaussiano y f es una funcién forzante aleatoria. En este
ejemplo en particular, la falta de datos y la precisién en los medios de comunicacion se
puede suponer para justificar la estructura estocastica de la funcién x(z,-). Ver [2].
Asumimos que k y la funciéon f son de la forma

R, w) = k(2 41(w), 2(w), -+ ym (W) (4-2)

f(x,w) :f(ajayl(w)’yQ(w)a"'7yM(w)) (4'3>

donde {y;}1<j<m son variables aleatorias definidas en cierto espacio de probabilidad cu-
yas funciones de densidad estan definidas a partir de las muestras tomadas en el medio
aleatorio en que se define el problema. En tal caso, escribimos la soluciéon de la forma
u = u(z, (W), y2(w),...,ym(w)) = u(z,y1,v2,...,yn). Tomamos como caso de estudio,
el vector aleatorio y = (y1,--- ,yn) definido en una y dos dimensiones, descrito en las si-
guientes secciones. El valor del parametro estocastico x puede ser aproximado por alguna
clase de media para obtener informacion sobre la solucién. Por ejemplo, si conocemos la dis-
tribucién del coeficiente de la ecuacién (4-1) podemos simular sus trayectorias con el método
Monte Carlo y para cada trayectoria, podemos aplicar un método de elementos finitos para
obtener una aproximacion de las estadisticas principales de la solucion. Este tipo de métodos
pueden ser muy eficaces para los problemas de integracion numérica, pero sus aplicaciones
a ecuaciones diferenciales parciales pueden ser limitadas, ya que podrian ser muy lentos o
poco probables, ver [2, 18].

A continuacién, estudiamos la ecuacién (4-1) en 3 secciones. En la primera seccién presen-
tamos el método de Wiener-Chaos donde se desarrollan unos calculos para la expansion del
coeficiente estocastico, realizando estudios de aproximacién del valor esperado de las solucio-

nes u(()a) y de la segunda funcién deterministica uﬁ“). En la siguiente seccion, volvemos a hacer



22 4 FEcuacion de la Presion Unidimensional

el estudio del coeficiente estocastico par definir las matrices de rigidez de elementos finitos,
pero esta vez con una aproximacién por Monte Carlo. En la tdltima seccion del capitulo,
estudiamos nuevamente el comportamiento de la media u(()a) pero aproximada por el método

Monte Carlo mostrado en la Seccién 3.3.

4.1. Meétodo Expansion Wiener-Chaos

Varios investigadores han estudiado métodos alternativos que separan la parte estocastica
de la parte determinista. Uno de estos métodos alternativos consiste en el supuesto de que
la solucién de (4-1) se puede expresar como una serie,

u(z,w) = Z U () Yy (w), (4-4)

n>0

donde las colecciones {u, }nen v {Yn }nen son funciones deterministas y variables aleatorias,
respectivamente. Este supuesto conduce a aproximar la solucién a través de sumas finitas de
la siguiente forma

ul® (z,w) = Z u(x)Yy(w), donde n es suficientemente grande. (4-5)
k=1

La aproximacion resultante depende principalmente del tipo de la expansion utilizado tanto
en (4-4) como en (4-5) y en el problema discreto involucrado en el célculo de los coeficientes
ug(z), donde k = 1,...,n, consulte [2].

Aproximamos la solucién de un caso particular del problema, aplicando un método de ele-
mentos finitos. A saber

{— (e“(’”)gux(af))x = f(z,§), paratodo z € (0,1)
=0

4-6
u(0) = u(1) = 0. (46)

Aqui , £ es una variable aleatoria normalmente distribuida con media 0 y varianza 1.

A continuacién, mostramos la representaciéon como en (3-12) para la a funcién e*®qy, (x, €).
De ahora en adelante, con el fin de simplificar la notacién vamos a denotar f,, la derivada de
la funcién f con respecto a la variable z (dimensién espacial), por f’. Note que las funciones
@8 v (2, €) tienen expansiones

5 = 3 () Hon () (4-7)

m>0

u(a,&) =Y un(x)H,(8), (4-8)

n>0
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respectivamente. De (4-8), nosotros podemos escribir formalmente

u'(2,8) =Yl (x)Ha(6) (4-9)

n>0

y, de (3-3), tenemos que

e @8 = gz0(®)” Z al@) H,p,(8). (4-10)
m>0 m
Como {H,(£)}nen €s un conjunto ortogonal, de 4-7) y (4-10), concluimos que para todo

m > 0,

() = %eéa(‘”? (4-11)

Asi, el producto e®®%éy/ (x,€) puede ser expresados como sigue:

e“(gc)fu'(x,{) = (Z am(m)Hm(§)> (Zu;(m)ﬂn(f))

m>0 n>0

— Z Z A ()l () Hy (§) Hp (€)

m>0 n>0

D3 mm{zm’n}p!(m) (2) ol | anfahia). - (12)

m>0 n>0 p=0 p

La primera ecuacién se debe a (4-7) y (4-9), la ultima se debe a la férmula encontrada en

(3-10).

Ahora, nuestro objetivo es aplicar un reordenamiento de la serie (4-12) para obtener una
expresiéon como en (3-12), es decir, queremos expresar e*®%y/(x, £) como una serie

ka(JJ)H'y(é)

Para hacer esto, definimos I(y) := {(m,n,p) | p <m, p <n, y=m+n—2p} y afirmamos
que

o) = 3o (") (2) ot (13)

Con el fin de reordenar la suma anterior, sean a := m —py b := n — p de esta manera, tene-
mos que pensar en todas las soluciones de la ecuaciéon v = a + b, donde a,b € N = Z*T U {0}.
Concluimos que a = 0,1,2,...,7y b = v—a. Ademas, observamos que podemos escribir m y
n como m = p+a,n = p+y—a. Por lo tanto, p=n—vy+ay, 0 <p <min{m,n}, y—a < n.
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Asi, el término k,(z) en (4-13) puede ser escrito como sigue

@ = | E (") (2ol | o)

n>0 | I(y.m)

Donde, I(v,n) es el conjunto de todas las parejas ordenadas (p, p+a) tales que p =n—~y+a
y 0 <p<min{n,n — v+ 2a}, donde 0 < a <~y y—a<mn. Porlo tanto,

SEE DY (") () apsalo)| i (14)

n>0 a=0 p
a>y—mn

donde p=n —~v + a.
Asi,

5w =35 3 (T (Mapame, @

v>0 n>0 a=0 p

conp=n-—vy-+a. i
Observe que,
@ (2,6) = ao(x)up(a) + ar (@) (2) + az(z)uy(x) + ay(w)us(w) + ag(z)ul(z) +
as(x)us(w) + - [Ho(§) + [aa (2)up () + (ao(x) + 2a5(x))ui (z) +
(2a1(2) + 6az(@))uy(@) + -+ [H1(€) + [az(z)up(z) + (ai(z) +

3as(z))ui (z) + (ao(r) + das(x) + 12a4(x))us(w) + - - [ Ha(€)
+as(z)ug(x) + (az(w) + das(x))uy () + - - [Hs() + - --

En lo que sigue, definimos las formulaciones para el problema (4-6). La formulacién fuerte
esta dada por

Encontrar w : [0,1] x R — R tal que
= (e“(z)gux(x,ﬁ))x = f(z,§), z € (0,1)

u(0,-) =0, “Condicion de frontera

(4-16)
u(l,-) =0 de Dirichlet homogénea.”

Reemplazando ambas expresiones en la igualdad del problema anterior con las representa-
ciones (3-12) y (4-15), obtenemos

=57 K@) Hy€) =Y fy (@) Hy (6) (4-17)

v=>0 v=>0
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Por otra parte, si en la igualdad (4-17) comparamos término a término, dada la ortogonalidad
de los elementos H,, entonces

—k (z) = f,(z)  para todo v > 0;
por lo tanto, la formulacion fuerte para el problema se convierte en

Encontrar «:[0,1] x R — R tal que

K (@) = f,(a), v e (0,1)
u(@,€) = X st (2)H, (€)

uy(0) = uy (1) = 0.

(4-18)

Ahora, tomemos una funcién prueba v € H}[0, 1] y la multiplicamos en la ecuacién dada en
(4-18). Integrando en ambos lados de la ecuacién resultante, obtenemos para cada y > 0

/ 2)dr = / £ (4-19)

Luego, aplicando integracién por partes en (4-19) y de acuerdo a la definicién dada para el
espacio H}[0, 1], tenemos que el lado izquierdo de (4-19) es

_ /O K (o) de = — k,(z)v(z)

asi, hemos obtenido de (4-18) la formulacién débil para (4-6), denominado:

Encontrar u € H}[0, 1] tal que para todo v € H}[0,1],

/ by ()0 (2)da = / folx (4-20)

u(r,§) = 27>0 u“/@)Hv(f)

Luego, si el espacio de Hilbert H}[0, 1] reemplazado por el espacio V|, previamente definido
y con N + 1 elementos, obtenemos la siguiente formulacién Garlekin para (4-6):

Encontrar w € V' tal que para todo v € V{,

/k; dx—/ e (4-21)

u(z,§) = Z»y>o uﬂ/(x)Hv(f)
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Recordando la expansién por poliniomios de Hermite mostrada en (4-15), tenemos que

SEE DY (") () apsalo) | o) (+-22)

n>0 a=0
a>y—mn

dondep=n—~vy+ay

() = %62‘1@)2

Si fijamos v, n > 0 y definimos la funcién

i: (n + a)! n—"y+2a n . (z)
7 n—vy+a)\n—ny+a) "D

a> 'y n
entonces
r) =Y Cnla)u,(x). (4-23)
n>0
Adicionalmente, ya que en (4-21) estd establecido que u € V{, entonces u, € VJ' y como
v € V' podemos asumir que

v = ¢; and U, = Up, @1 + -+ + Up Oy, Where u,, € R.

Ahora, si definimos para cada valor de v y n, matrices cuadradas de tamano N x N y
definidas por

1
M) = [ Conla)olfa)s)a)do
0
vector de tamano N x 1, definido
1
i) = / fy(x)i(x)dx
0

la matriz por bloques A, como sigue

Aoo Aog Aop
Arg A A -
| Ao Agr Agg e |7

y el vector por bloques b como

by
by
b
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Obtenemos asi la formulacién matricial del problema, determinada por la ecuacién
A-x=Db, (4-24)

cuyo vector solucién x contiene cada x,, coni =1,--- , N y n > 0, el cual permite establecer
la serie para u € V", que aproxima la solucién del problema.

4.1.1. Resultados

Mostramos los resultados numéricos del problema considerado en (4-16) donde £ es una
variable con distribuciéon normal estdandar y la funcion

a(x) = osin(z),

donde consideramos ¢ > 0 un coeficiente relativo a la varianza. Realizamos una comparacién
entre la solucion analitica del problema considerada como la funcién
z(1—x)

u(z,§) = Te—a(x)f (4-25)

y la aproximacion calculada por medio del método de elementos finitos. Para ello, requerimos
encontrar la funcién f para aplicar el método en la aproximacién de la solucién u(®(z, €).
Asi, de (4-25) tenemos que

1-2z z(l—x)d(z)

w2, = | = .

entonces

e—a(r)ium(L 5) - - g

Luego
fl@,8) = — (e @uy(x,9)),

_ (2x2— 1 oa(l- g)ax(a;)g>x

_ 14 <(1 - 2:;)%(:5) L= ﬂ;)%(ﬂf)) ¢

e + (“ — 2)ax(@) | 20- m”(“")) Hi(©)

2 2
1 —2x)cos(x) z(1— z)sin(z)

— (e + (L ) mee)

Por lo anterior, tenemos que

folz) =1 (4-26)
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(1 —2x)cos(x) x(1 — z)sin(z)

f1<$>: 9 - 9 )

que son los valores del forzante f de que introducimos para obtener la aproximacion del

(4-27)

problema. Analiticamente, también podemos obtener las soluciones ug(z) y u;(x) observando
que la funcién u(x,§) tiene la siguiente expansién en polinomios de Hermite,

2l =2) o
u(a,€) = T
- (2 2me) (e%‘“”’:;) (_1);‘?(x)mffm<s>>
(1= 1) 14002 g (D)™ ale)™
_ 5 ezUz) Z>O — H,,(€)
De alli, tenemos
ug(w,§) = x(lz—x)ela(wy’ (4-28)
y
uy (,€) = WT_%“@Qa(x)e (4-29)

En la Figura 4-1 mostramos la comparacién de los valores correspondientes a ug(z) y u(x)
de la solucién aproximada por el método mostrado en (4-24) con los analiticos calculados en
(4-28) y (4-29) para distintos valores de n = m términos de las expansiones (4-7) y (4-8).

Seguido, observamos que la solucion u depende del valor que tome el coeficiente o de la
funcién a(z). Luego, construimos una tabla de error donde comparamos el valor de wug(z)
analiticamente, con la aproximacion para distintos valores de o. A continuacién es mostrada
la tabla con el error g1 donde variamos los parametros n y m que definen la cantidad de
términos en la expansién de polinomios de Hermite y el coeficiente o de a(z).

n=m\o 1.5 1 0.5
0 0.19718268 | 0.11179575 | 0.04320884
1 0.05916458 | 0.02752213 | 0.01779967
2 0.02878452 | 0.00510308 | 0.01611638
3 0.05895623 | 0.00075435 | 0.01604158
4 0.06915405 | 0.00009269 | 0.01603906

Tabla 4-1: tabla de error para N = 1000 elementos.
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Comparacion Entre las Medias Analitica y Aproximada (sigma=0.8

0.14 I I T T — I T T
—— Analitica AR g
0.12L| © Aproximada n=m=0 Nty ]
—— Aproximada n=m=1 46009009900000000, o\
—— Aproximada n=m=2 [ 0% %00, N
01+ oooo %, N _
oc)o oooo \\
OO Oo \\
0.08 o>° RSN -
® o foo N
~ e e, N
> 008l %, N —
OO
0.04+ o _
0.02}- ‘o
OO
o | | | | | | | | |
0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 07 0.8 09 1
X
Comparacion entre los Términos 4 (x) Analitico y Aproximado (sigma=0.8)
0.01 | | T | |
— Analitica
Obes o Aproximada n=m=1| 7
—— Aproximada n=m=2 i
-0.01 - —— Aproximada n=m=3 [ |
Oo .‘:,
-0.021- A
X 008} _
=
-0.04 - —
-0.05+ —
-0.06 - —
- | | | | | | | | |
0 070 0.1 0.2 03 04 0.5 06 07 0.8 09 1

Figura 4-1: Comparacién entre los términos ug(z) y u1(x) de la solucién exacta del problema
(4-16) y la aproximacién calculada por el método de Chaos y el método de
elementos finitos con N = 1000 elementos y a(z) = 0,8sin(z).
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4.2. Meétodo Monte Carlo para Aproximacion de la
Matriz de Rigidez de Elementos Finitos

Dado un elemento f de un espacio H con producto interno (-, ) y con una base ortonormal
{gi}ier, entonces podemos expresar a f como una combinacién lineal de los elementos de la

f= Zfigi

el

base [5], es decir

donde los coeficientes f; estan respresentados por

fi={f,g)) para i€l

Un ejemplo de esto es presentado en la seccion anterior, donde tomamos un elemento f del
espacio L?(R, p1) y desarrollamos la expansién en serie

=3 fule) Ho(w)

donde las colecciones {f,}nen v {Hn}nen son funciones deterministas y variables aleato-
rias definidas por medio de los polinomios de Hermite, respectivamente. Dicho espacio con
producto interno

(%WMZAP@w@@%%¢EH@M)

los polinomios de Hermite se convierten en una base ortonormal para L*(R, i) . Luego

fule) = {f(a,w), H /fxﬁ (4-30)

El objetivo de esta seccion, es aproximar el comportamiento de las funciones deterministas
fn(x), desarrollando el método Monte Carlo para aproximar la integral (4-30). Puntualmen-
te, queremos aproximar el comportamiento de los coeficientes k, calculados en (4-22), de
la expansién en serie del término e®®)éy/ (x,&) para realizar formulaciones que aproximen el
comportamiento de la solucién u de (4-6).

Replanteamos la formulacién débil del problema (4-6), introduciendo el espacio H}[0,1] ®
L*(R, u1), teniendo

(Encontrar u € H}0,1] ® L*(R, i) tal que

//mg,%5 xgdudx_//fxf (,€)dpdx (31)

para todo v € PM
(u(0,) =u(l,-) =0
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Como requerimos un subespacio de dimensién finita del espacio Hj[0, 1]® L*(R, 1), definimos
PR _ Vb PY(y), (4-32)

donde V" es el espacio de elementos finitos, definido sobre [0, 1] cuyas funciones se anulan
en {0,1}. El espacio P”(y) es el espacio de variables aleatorias definidas por medio de
los polinomios de Hermite con grado mayor M. Asi, aproximamos (4-31) por medio de la
formulacién de Galerkin, definida

(Encontrar  u € P*M tal que

1 1
a(x)E, /1 / _
/U / @ (2, €0 (2, €)dpda / / f(, €)o(z, €)duda

para todo v € PM (4-33)
u(0,-) =0,
ku(L ) =0

Sea {¢;} las funciones bases de V" y {H,} los polinomios de Hermite que forman base de
PM(y). Consideramos el conjunto {¢;H;} que forman una base del conjunto P"*. Reorde-
namos las funciones base {®;} donde I = (i1,i2) y

(I)[(SU, y) = (Z)il (:U>H12 (Z/)
La formulacién matricial del problema (4-33), estd dada por
A-x=F (4-34)

que es la misma formulacion (4-24), pero que se trabajard de forma distinta, donde A = (a;,)
con

1
A / / Y (2, €)' (2, ) dpda
0 R

= /01 (/R e“@EH, (g)HjQ(g)du> ¢ (x)¢) (x)d,

y el vector F' = (fr) sera

fi= /O 1 /R F(2,€)0 1z, €)dpuz = /0 1 ( /R f(%&)Hiz(é)du) 00 (2)d.

Entonces, usamos el método Monte Carlo para aproximar las integrales que van a repre-
sentar las esperanzas con respecto a la medida Gaussiana. Asi, generamos yM, y® ... 4
realizaciones de la variable aleatoria normal y y definimos la aproximacion

Ax=F (4-35)
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donde A = (ar;) y F = (f7) con

1
arj =~ ayj I/

fr= /0 (SZf z,y” ))> i (x)dx

Por propiedades de la integral, tenemos que

CQ |

Z v H (”)Hmy(”)) o1, ()¢, (x)dx

mJ—S§:</ ()6 () ) (501

CQ |

Zi:(/fxy )i, (@ )dx) H;, (y™).

Asi, definimos las matrices

donde .
azqu = /O f(xa y(T))¢i1 (x)dl‘
Z = (2y4,) donde 2,4, = H;,(y™)

y el vector F(") = ( fi(f)) donde

f?IAf@ﬁW%@M

Sea I la matriz identidad del mismo tamano de N + 1 donde h = es el parametro del

N+1
espacio de elementos finitos V" y sea V definida por el producto Kronecker V = Z @ I.
Tenemos,
Hy(y")I Ho(y")I ... Hu(y)I
v Hy(y)I Hy(yP)I ... Hu(y®)I
Hy(yNI Hy(y)I ... Hu(y®)I

Observamos que

~ 1
A= gdeiag(A“), A® LAY (4-36)
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y
FQ)
- 1 F(Q)
F=_V"
S : ’
F)

definiendo asi, una forma alternativa para aproximar la solucién de problema (4-6).

4.2.1. Resultados

Como caso de estudio, aproximamos por el método presentado la solucién de la ecuacion

Encontrar u : [0, 1] — R tal que
(S) ¢ —(e@uy(z,w))e = f(z,w) para todo z € [0, 1]
u(r,w) =0 para x € {0,1}

en dos escenarios distintos. En primer caso, consideramos el coeficiente

c(,w) = c(z,y) = a(z)y(w)

dependiendo de una variable aleatoria y con distribucién normal estandar y a(x) = sin(x)
definida en [0, 1]. Para la expansion de Chaos usamos {Y}, },en como coleccion de variables
aleatorias definidas por

Ya(€) = Ha(y(S)),

donde H,, es el polinomio de Hermite de grado n evaluada en la variable aleatoria y.

Estudiamos la aproximacion de la solucién analitica (4-25) y la aproximacién dada por el
método, implementada con los valores del forzante calculados en (4-26) y (4-27). Desarro-
llando el método con dichas funciones, realizamos la comparacién del valor esperado con la
distribucion normal estandar de las soluciones, dado por

33(1—9:)6@7
2

wla) = [ uewinte) =

y la aproximacion u(()a) (x) con las funcién de error €1 donde el vector Uy es la proyeccién de la

media exacta ug en el espacio de elementos finitos. La siguiente tabla muestra el error para un
experimento con N = 100 y N = 1000 elementos donde el parametro n define la cantidad de
términos en la expansion de Chaos de las funciones y S la cantidad de realizaciones o niimero
de veces que se desarrolla la variable aleatoria para el método Monte Carlo. Adicionalmente,
la dltima fila de cada tabla muestra el error con la aproximacién dada por el método Monte
Carlo cuyos datos son obtenidos mediante los experimentos realizados en la Seccion 4.3.1.
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Tabla 4-2: Tabla de errores con la base de los polinomios de Hermite, funcién a(x) = sin(z),

Tabla 4-3: Tabla de errores con la base de los polinomios de Hermite, funcién a(x) = sin(z),

Seguido, repetimos el experimento pero ahora con la funciéon de error £;2 mostrando los

100

500

1000

5000

10000

6

0.09721516
0.03233329
0.01606539
0.01493936
0.01498601
0.01797206

0.10894867
0.02578792
0.00388315
0.00136461
0.00127964
0.00096630

0.11188709
0.02564406
0.00398327
0.00160280
0.00155254
0.00141063

0.11554286
0.02563924
0.00406651
0.00559362
0.00637033
0.00701617

0.11545114
0.02462266
0.00421054
0.00560562
0.00587425
0.00601310

Error MC

0.01797206

0.0024618

0.00266236

0.00617800

0.00568294

con error ex1 y N = 100 elementos.

100

500

1000

5000

10000

TU I W N =|—

6

0.09723178
0.03234042
0.01606686
0.01494001
0.01498675
0.01351294

0.10896572
0.02579574
0.00388462
0.00136426
0.00127967
0.00096802

0.11190433
0.02565230
0.00398515
0.00160298
0.00155292
0.00141142

0.11556026
0.02564833
0.00407083
0.00559687
0.00637383
0.00701985

0.11546850
0.02463159
0.00421463
0.00560894
0.00587771
0.00601661

Error MC

0.01797746

0.00246442

0.00266460

0.00617649

0.00568098

con error €1 y N = 1000 elementos.

resultados en las siguientes tablas.
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100

500

1000

5000

10000

6

0.02334552
0.00717723
0.00384046
0.00356213
0.00355041
0.00273260

0.02706124
0.00515693
0.00066324
0.00024458
0.00020888
0.00014588

0.02794990
0.00498519
0.00061879
0.00025382
0.00023186
0.00019812

0.02910265
0.00466146
0.00094036
0.00155189
0.00170032
0.00185357

0.02908693
0.00441017
0.00108872
0.00157809
0.00162147
0.00165381

Error MC

0.00469386

0.00052470

0.00050020

0.00160435

0.00152867

Tabla 4-4: Tabla de errores con la base de los polinomios de Hermite, funcién a(x) = sin(z),

con error €72 y N = 100 elementos.

100

500

1000

5000

10000

6

0.02334907
0.00717794
0.00384010
0.00356166
0.00354995
0.00273234

0.02706503
0.00515767
0.00066271
0.00024396
0.00020843
0.00014648

0.02795377
0.00498599
0.00061843
0.00025340
0.00023160
0.00019812

0.02910659
0.00466245
0.00094151
0.00155316
0.00170164
0.00185493

0.02909087
0.00441112
0.00108988
0.00157937
0.00162277
0.00165512

Error MC

0.00469562

0.00052583

0.00050122

0.00160350

0.00152775

Tabla 4-5: Tabla de errores con la base de los polinomios de Hermite, funcién a(x) = sin(z),
con error €72 y N = 1000 elementos.

Ahora, cambiamos la base de variables aleatorias para la expansién de Chaos usando como
coleccion {Y,, }nen definidas por

para y variable aleatoria con distribucién normal estandar y con las mismas funciones, para
los dos errores definidos, obteniendo las siguientes tablas de comparacion.
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n\S 500 1000 5000 10000

2 0.50671190 | 0.50379211 | 0.45675121 | 0.45430667

4 1.08469617 | 1.01726106 | 0.73116475 | 0.72520015

6 1.11626914 | 1.04104743 | 0.62282924 | 0.61140498

8 0.61059657 | 0.56156030 | 0.26557958 | 0.25542929

10 0.04170925 | 0.03951023 | 0.05152654 | 0.04866756

Error MC | 0.00052470 | 0.00050020 | 0.00160435 | 0.00152867
n\ S 100 500 1000 5000 10000
2 0.09431315 | 0.07860731 | 0.08129574 | 0.08685254 | 0.08508946
4 0.07890620 | 0.05054208 | 0.05004067 | 0.05945235 | 0.05621721
6 0.01512264 | 0.01233914 | 0.01055325 | 0.00853286 | 0.00876551
Error MC | 0.00469562 | 0.00052583 | 0.00050122 | 0.00160350 | 0.00152775

Tabla 4-6: Tabla de errores con base funciones potencia, a(z) = sin(z) y N = 100 elementos
en los errores eyt y €72, respectivamente.

Como siguiente escenario, consideramos el coeficiente aleatorio, definido por

c(x,w) = c(z,y1,y2) = ar1(2)y1(§) + az(2)y2(§)
con y; y yo variables aleatorias independientes con distribucién normal estandar, a;(z) =

sin(z) y az(x) = cos(x) definidas en [0, 1]. Nuevamente, partimos de la solucién exacta

l’(l _ iL’) e—c(az,yl,yz)

U(%yla?ﬁ) = 9 )

efectuamos la derivacién con respecto a x

1-2z z(1—-2)d(x z(1 —2)d(z ol
uz(x, y17y2) = |: 2 — ( 2) 1( )yl — (f)z()y2‘| e (z,y1,y2)
- {1 5 a = D) Y1 — 513—(1 — 0)da(w) yQ} e~ (ar(@)y1(w)+az(z)y2(w))
2 2 2 )

y por un procedimiento andlogo al calcular (4-26) y (4-27), obtenemos

(1 —2x)cos(z)  z(1 — x)sin(z) (1 — 2z)sin(x)
5 - 5 ) y1—<

Fa ) = 1+< (1l — x)cos(m)) o,

2 * 2
Considerando el vector aleatorio y = (y1,y2) v la colecién de variables aleatorias {Y;}ier
siendo i = (i1, i) multindice, donde se define

Y; = H;, (y1)Hy, (y2) (4-37)
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siendo H;, y H;, los polinomios de Hermite de grado i; e iy, respectivamente. Por indepen-
dencia de las variables aleatorias, tenemos

up(z) = M@# Me# _ MQM
0 5 . .

como media analitica del nuevo problema con el que realizaremos la comparacién para las
funciones de error de forma analoga a lo realizado con el anterior experimento. Asi, desarro-
llamos las tablas de error, donde ahora S es la cantidad de realizaciones del vector aleatorio
y = (y1,y2) y n es el grado total del polinomio (4-37), obteniendo

n\ S 10 100
0 0.21435458 | 0.21482225
1 0.16344459 | 0.16891624
2 0.13689097 | 0.16266307
Error MC | 0.21387477 | 0.08647271
n\ S 10 100
0 | 0.06762053 | 0.06729758
1 | 0.05310193 | 0.05123468
2 | 0.05060008 | 0.04297245

Tabla 4-7: Tabla de errores con base multiplicacién de polinomios de Hermite, a,(z) =
sin(x), as(x) = cos(x) en el error ey1 y £12, respectivamente.

En las ultimas tablas de error, encontramos que las limitantes de la méquina no permitieron
realizar calculos con mas términos por lo que se muestran los resultados que fueron permitidos
por el programa.

4.3. Valor Esperado por el Método Monte Carlo

En esta seccién mostramos una alternativa a la expansion por polinomios de Hermite presen-
tada en la Seccion 4.1 para el cdlculo de la media de las soluciones de la ecuacién de presién
(4-1). Como ya es mencionado en la Seccién 3.3, el método Monte Carlo es una herramienta
que permite conocer la media del proceso estocastico definido por las soluciones u(z, &) al
tener ellas dependencia de un coeficiente estocastico.

Si generamos una sucesion Y;(§) = & de numeros generados de forma aleatoria para k =
1,---, M, podemos considerar para cada valor de & la formulaciéon de Galerkin determinada
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por

Encontrar u € V" para todo v € V*

1 1 4-38
/Oe“(x)g’“v’(x)u’(x)dx:/o v(z) f(z, & )d. (+-38)

Si asumimos que las soluciones v y las funciones de prueba v pertenecen al espacio V"
entonces podemos hacer para j =1,..., N:

N
V=0, ¥ u:Zuigbi, donde u; € R.

=1

Si reemplazamos lo anterior en (4-38), tenemos:

N 1 1
> w / ")k gl ) d = / fédz, for j=1,...,N. (4-39)
i=1 0 0

Asi, obtenemos un sistema de N ecuaciones con N incégnitas que son precisamente los
valores de u; que son la aproximacion de la solucion u en el espacio de elementos finitos.
Este sistema puede ser representada por la formulacién matricial determinada por

Encontrar wuq,---,u, tal que
(M) b R (4-40)
Ak X = bk
donde Ay es una matriz cuadrada de tamano N cuyas entradas estan dadas por
1
M) i= [ e g
0
1
y b es un vector cuyos elementos estan dados por bg(i) := f - ¢;dx. Luego, podemos

0
reconstruir la aproximacion de la solucién para el valor &, que, a partir de la condicién de
frontera establecida viene dado por

U =

Finalmente, aplicando (3-18) donde uy =~ wu(z, &), obtenemos una expresién para el valor
esperado u(z, £) de la solucién del problema (4-6) el cual comparamos con el valor de ug(z)
obtenido por el método de la expansién en polinomios de Hermite.
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Comparacién Entre la Media Analitica y la Aproximada por Monte Carlo
0.16 ‘ . : .

— Analitica
0.14+| —— Aproximada por MMC i

0.12r .

0.1

2 0.08} .
=
0.06 .
0.04 .

0.02f :

00 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4-2: Comparacién entre la media exacta de la solucién del problema (4-16) y la
media aproximada por el método Monte Carlo para M = 100 realizaciones del
problema, con el método de elementos finitos tomando N = 100 elementos y la
funcién a(z) = sin(z).

4.3.1. Resultados

Mostramos algunos experimentos de el método Monte Carlo aplicado al mismo problema
estudiado en la Seccién 4.2.1. Comparamos en la Figura 4-2 la media analitica, calculada
en (4-28) y la aproximacién obtenida por el método mostrado en (3-18) para M = 100
realizaciones.

También realizamos un estudio de error con la funcién €1 comparando la solucion analitica
con el método Monte Carlo a medida que vamos aumentando el nimero de realizaciones y
que mostramos en la Figura 4-3.
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Error con Monte Carlo (sigma=1)
014 T T T T T T T T T
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Figura 4-3: Grafica de error entre la media analitica de las soluciones del problema (4-16)
y la media aproximada por el método Monte Carlo con el método de elementos
finitos para N = 100 elementos y a(z) = sin(z).



5 Ecuacion de Onda

El estudio de la ecuacion de onda es de vital importancia debido a sus numerosas aplicacio-
nes entre las que encontramos la propagacién de la luz y el sonido, el estudio de las ondas
oceanicas y la transmision de senales que son apenas unas pocas areas donde se analiza dicha
ecuacién. Asi mismo, si consideramos la aplicacién de la ecuacion de onda por disciplinas
vemos que se destacan el electromagnetismo, la ciencia de los materiales y la geofisica. En
la ingenieria de materiales se ha desarrollado en los ultimos anos una importante aplicacion
que consiste en conocer las propiedades mecédnicas de un material determinado por medio
de ultrasonido donde se utilizan métodos numéricos para simular las ondas que viajan por
distintos medios de propagacién, que en este caso seran los materiales que se desean anali-
zar, ver [10]. En electromagnetismo encontramos dos ramas principales para el estudio de la
ecuacion de onda que comprenden el estudio de la propagacion de ondas electromagnéticas
en medios acotados y en medios no acotados. El estudio en medios acotados o cerrados se
aplica en el analisis de resonancia, anélisis de oscilaciones y las guias de onda, cuyos detalles
pueden ser consultados en [11]. Para dominios no acotados béasicamente estudia la dispersién
de una onda electromagnética incidente en determinado medio.

En la actualidad existen diversos métodos numéricos para la aproximacion de la solucion a
la ecuacion de onda, aplicados segun las necesidades del problema debido a las ventajas y
desventajas que posee cada uno de ellos. Se puede dar una clasificacion de tres categorias
para los métodos de andlisis exitentes [9]: métodos directos, métodos de ecuaciones integrales
y los métodos asintoticos.

En la aproximacién por métodos directos se discretiza el dominio espacial de trabajo en un
numero finito de puntos que define una malla numérica. Estos métodos son ampliamente
utilizados ya que no maneja restricciones sobre la modelacion para distintos materiales y
puede ser muy pequeno el error numérico si se utiliza una discretizaciéon lo suficientemente
fina. La principal desventaja radica en el costo computacional con respecto a los métodos de
las otras categorias. Se destacan entre los métodos directos el método de elementos finitos,
el método de diferencias finitas y el método pseudoespectral. Estos métodos requieren una
discretizacion del dominio espacial y temporal del problema.

Los métodos de ecuaciones integrales se basan en el principio de Huygens el cual establece
que el estado de una onda en cierto punto del tiempo se puede descomponer como la su-
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perposicion de varias ondas en volimenes acotados o no acotados lo que lleva a establecer
ecuaciones integrales de volumen y de frontera. Estos métodos tienen limitaciones para el
tipo de dominio del problema pero resultan ser eficientes para ciertas geometrias especificas.

Los métodos asintéticos o de trazados de rayos consideran la onda como una reunién de
varios eventos ondulatorios, cada uno de ellos con cierta amplitud y tiempo previamente
definidos. La principal limitacién de éstos métodos es que no se considera el campo de onda
completo pero se usan con frecuencia en la actualidad debido a su bajo costo computacio-
nal. En nuestro trabajo implementamos métodos directos, utilizando el método de elementos
finitos para solucionar el problema en la discretizacién espacial y el método de diferencias
finitas para realizar la discretizacién temporal cuyos detalles matematicos seran comentados
mas adelante.

Como caso de estudio, aproximamos numéricamente F(u(x,w,t)) = u(x,w, t) el valor espera-
do de la soluciéon de la ecuacion de onda en una y dos dimensiones para medios heterogéneos
y aleatorios, es decir, donde la velocidad de propagacion no es constante ya que varia su valor
en el espacio y su comportamiento depende de un coeficiente estocédstico. Dicha ecuacién la
podemos definir como ecuacién diferencial parcial hiperbdlica
0%*u @)
w(w,t,w) -V [e ’ ~Vu(:c,t,w)} = f(z,t,w) (5-1)
donde u(x,w,t) es una funcién que depende del espacio x € Q C R?, el tiempo ¢ € [0,7T] y el
comportamiento del coeficiente estocdstico e“®*) que define la velocidad de propagacién de
la onda y que describe las propiedades del medio aleatorio [12]. El coeficiente ¢(x, w) depende
del valor que toma una sucesion de variables aleatorias {Y;};>1 de la siguiente forma
[e.e]
o(z,w) = c(z,Y1(w), Ya(w),---) = Y ai(@)Yi(w), (5-2)
i=1
donde las variables aleatorias Y; := Y;(w) son independientes con distribucién normal es-
tandar y las funciones deterministas a; estan definidas en el mismo dominio espacial de wu.
Finalmente, f sera la fuerza externa aplicada que determina el comportamiento de la onda,
que tiene los mismos dominios de u y que de forma general también va a depender de un
coeficiente aleatorio.

Para resolver la ecuacién (5-1) establecemos dos tipos de condiciones, la condicién de fronte-
ra, que es el comportamiento de la funcién en la frontera del dominio 052, y las condiciones
iniciales, que es el comportamiento en posiciéon y velocidad de la funcién u en el instante
t = 0. La implementacion del método de elementos finitos la realizamos en tres pasos: pri-
mero, establecemos una formulacién variacional del problema (o formulacién débil) donde se
describe la ecuacion de onda en términos de integrales de funciones que viven en un espa-
cio de Hilbert. Seguido, reemplazamos el espacio de Hilbert por un espacio de funciones de
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dimensién finita al cual llamaremos espacio de elementos finitos. Finalmente, establecemos
un sistema lineal cuya solucion es la aproximacion de la solucion del problema que se va a
estudiar en distintos escenarios.

5.1. Ecuacidon de Onda en Dimension uno

En esta seccién estudiamos la ecuacién (5-1) aplicada a una dimension, es decir, donde el
dominio espacial es de la forma 2 = [a,b]. En tal caso, los operadores de divergencia se
convierten en la primera derivada con respecto al espacio z. Para la condicion de frontera
que serd la condicién de Neumann homogénea igual a 0, no se multiplica por el factor
correspondiente al vector normal en la frontera. Definimos la formulacion fuerte del problema

por
( Encontrar w:[0,1] x [0,7] - R tal que
w (2, t,w) — [y, (z,t,w)], = f(z,t,w), x €[0,1]
(S){ @y, (z,t,w) =0, z€{0,1}, t>0 Condicién de Frontera
u(z,0,w) = ug(x), z € (0,1), Posicién Inicial
ur(z,0,w) = vo(z), x € (0,1). Velocidad Inicial

Aqui, las condiciones iniciales ug(x) y vo(z) son funciones suaves y definidas en el intervalo
[0, 1]. Seguido queremos considerar una formulacién debil del problema, para lo cual tomamos
una funcién v € H'[0, 1] que se llamaré funcién de prueba, la multiplicamos a la ecuacién
mostrada en (S) y definimos las integrales

/Ov(x)utt(x,t,w)dx—/o v(m)[ec(x’“)ux(x,t,w)]xdx:/0 v(z)f(x,t,w)d. (5-3)

Si integramos por partes y por la condicién de frontera que se establecid, tenemos la siguiente
igualdad

_/01 v(:v)[ec(x’w)ux(!t;taw)}xdft = — [U(:(:)ec(x’w)ux(x,t,w)}

Si reemplazamos lo anterior en (5-3), obtenemos la formulacién debil (W) dada por
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( Encontrar w: [0,1] x [0,7] = R tal que para todo v € H'[0, 1],

lvxuttx w)dzx lec(m’w)v Tz (z,t, w)dr = 1vx T, t,w)dr
oy d [ vttt s [ e @t = [ o
uw(z,w,0) = ug(x), x € (0,1),
| w(z,w,0) =u (), z e (0,1).

Ahora, queremos aplicar el método de los elementos finitos sustituyendo el espacio de Hilbert
H1[0, 1], por el espacio de dimensién finita V" correspondiente a una particién previamente
establecida del intervalo [0, 1] con un parametro de malla h = NLH, siendo N+2 la cantidad de
nodos considerados en la particion. Asi, obtenemos la formulaciéon de Galerkin semidiscreta
(W’) (con tiempo continuo) como sigue

[ Encontrar w : [0,1] x [0,T] — R tal que para todo v € V",

1vxuttx w)dz 160(”0"“)0 ) ug(z, t,w)dr = 111:6 T, t,w)dr
aryd [ vt s+ [ et twds = [ oo
u(z,w,0) = ug(x), x € (0,1),
| w(z,w,0) = u(z), xz € (0,1).

Al observar que en (W') tenemos una derivada temporal de segundo orden, requerimos usar
el método de las diferencias finitas para aproximar una solucién al problema discretizando
el intervalo del tiempo. Dada la funcién w(z,¢,w) y tomando un intervalo de tiempo At
suficientemente pequeno, tenemos por definicion de derivada la siguiente aproximacién

u(z,t+ At,w) — u(x, t,w)
At ’

w(z, t,w) ~

si repetimos el proceso, tenemos

u(z,t + 2At w) —u(x, t + At,w)  u(x, t+ At,w) — u(x, t,w)

t ~~ —_
(T, ) At2 At2
u(z,t + 2At w) — 2u(z, t + At,w) + u(x, t,w)
= ) (5-4)
At?
Entonces, si tomamos una particién uniforme para el intervalo [0, 7] de tal forma que At = %
con P = {0,At,..., MAt} y reemplazando (5-4) en (W’) obtenemos la formulacién de

Galerkin (G) con tiempo discreto, dada al fijar un valor z € {0,..., M}

Encontrar v € V" tal que para todo v € V*,

1 1 9 1 1 1 1 1
G A9 zd ~ A0 z— d A9 z— d Cz$d = d,
(@) A Ouvx A Ou 1vx+At2/0u 92U x—i—/oeuv x /Ofvx

h
Uy—1, Uz—2 € V
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donde
U, =u(x,t, jw) y t,;=(z—1)At.

Observamos que para poder resolver el problema en esta formulacién, tenemos que conocer las
soluciones en los dos instantes de tiempo anteriores, donde hacemos uso de las dos condiciones
iniciales tomando la posicién inicial ug(x) como la solucién en el tiempo ¢ = 0 y la velocidad
inicial vy(z) como la solucién en el tiempo ¢ = —1 para la solucién en la primera iteracion.
Nuevamente, si fijamos z € {0,..., M} tenemos que u, € V", entonces

Uy, = apPo + a1P1 + ... Fandn + an+1PN+1

donde los a; son numeros reales para ¢ = 0,..., N + 1. Por otro lado, como la ecuacion es

i
—— para cada

valida para toda v € V" en particular si tomamos v = ¢;, notando ¢} = 7
x

i=0,...,N+ 1y reemplazando en (G), tenemos

1 1 9 [l 1 1
AP, (aoPo + ... + ant1n+1)Pide — I 10:dx + —— AL uz—2¢z‘dfﬂ
1 1
+ / ec(aoqb{) +...+ aN+1gzﬁ§V+1)¢;da: = / foidz,
0 0
agrupando

1
[Aﬁ/ Pogidx +/ C¢6¢;d4 t..otana {Aﬁ/ On+1¢idx ‘|‘/ C¢§V+1¢;dx:|

1 1
/ foidx + A_t? U,_1¢0;dx — A1t2 Uy_o@;dx.
Entonces como esto es valido para cada ¢ = 0,--- , N 4+ 1, obtenemos un sistema de N + 2
ecuaciones con N + 2 incdgnitas (los coeficientes a;) que seran precisamente los valores que
aproximan la solucién u, en el tiempo previamente establecido. Obtenemos asi un sistema
lineal llamado la formulacién matricial (M) del problema que serd el método que se resuel-
ve computacionalmente en cada instante de tiempo ¢, para generar la aproximacion de la
solucién del problema.

5.1.1. Resultados

Presentamos los resultados a la ecuacién de onda donde la funciéon que define el medio de
propagacion es el coeficiente aleatorio c¢(x,w) definido mediante la serie KL descrita en la
Seccion 3.2. Trabajamos con N = 100 elementos, un parametro de tiempo At = 0,01 y en
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todas las simulaciones asumimos que la velocidad inicial de la onda estd dada por la fun-

cién vo(z) = 0,1e~%)* con z € [0, 1]. Suponemos que la onda se encuentra inicialmente en

posicién ug(z) = 0 en todo el intervalo de dominio y sin fuerza externa. En los resultados

mostrados cabe resaltar que vamos a generar M = 100 realizaciones del ejercicio, obteniendo

varias soluciones con las que vamos a implementar el metodo Monte Carlo para generar la

aproximaciéon de la media de las soluciones.

En la Figura 5-1 mostramos el comportamiento general de la solucion media en 4 instantes

de tiempo para las condiciones establecidas en la descripcién de la figura. Ademads, calcula-

mos la desviacién estandar de la solucién y con lineas punteadas mostramos las soluciones

correspondientes a la media w mas y menos el valor de la desviacion estandar.

t=10%dt t=30%dt

0.3

025[

0z [ - B T

u(x,t) y

u(x,t)

Figura 5-1:

Gréfica de la solucién media de la ecuacion (5-1) y de las soluciones que repre-
sentan la media mas y menos la desviacion estandar en 4 instantes de tiempo
distintos, con un At = 0,01, para 100 realizaciones y con condiciones iniciales
vo(x) = 0,169 | posicién inicial dada por ug(z) = 0 y sin fuerza externa
actuante. Para definir el coeficiente c¢(x,w) se utiliza una matriz de covarianza
determinada por la ecuaciéon C(Q1,Q2) = e~1@=Q21"" aplicando la expansion
definida en (3-16) con 20 términos de la serie. Para obtener el resultado se
utiliza el método de elementos finitos con N = 100 elementos.

Seguido, queremos comparar las soluciones en el tiempo final cuando se trunca la serie, con

distintas cantidades de términos. Para este experimento se toma un At = 0,02 y el dltimo

instante de tiempo es 70 veces el valor de At.
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Figura 5-2: Grafica de las soluciones promedio de la ecuacién de onda unidimensional en
el tiempo final para M = 100 realizaciones con condiciones iniciales vy(z) =
0,01e=(9)*  hosicién inicial up(xr) = 0 y sin fuerza externa actuante. Para
definir el coeficiente ¢(z,w) se utiliza una matriz de covarianza determinada por
la ecuacién C(Qq,Q2) = e~1Q1=@21"® omparando las soluciones con 1,5, 10, 15
y 20 términos de la serie. Se toma un At = 0,02 y las graficas corresponden
a las soluciones en un tiempo de 70 veces el At. Para obtener el resultado se
utiliza el método de elementos finitos con N = 100 elementos.
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Figura 5-3: Gréfica de error para el nodo 50 (z = 0,5) del comportamiento de las soluciones
mostradas en la figura (5-2), comparando las soluciones en el instante t = 7T0A¢
desde 1 término hasta 20 términos de la serie KL y determinada por la matriz
de covarianza establecida en la Figura 5-1.

Resaltamos que en los experimentos se decide calcular hasta K = 20 términos de la serie
porque se observa que alli las soluciones ya se han estabilizado. Este hecho lo podemos
observar en la Figura 5-3 que es una grafica de error donde se estudia el comportamiento
cuando se agregan términos a la serie con respecto a la solucién con K = 20 términos de la
serie. En la Figura 5-3 el eje de las abscisas es el nimero de términos de la serie y la altura
es el valor de error entre las soluciones con distintos términos de la serie.

Ademas podemos hacer una analisis del comportamiento de las soluciones en un mismo nodo
con unas graficas de mareograma mostradas en la Figura 5-4 que muestra las soluciones en
el punto previamente fijado a través del tiempo para las 5 cantidades de términos de la serie
que se mostré en la Figura 5-2.
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Figura 5-4: Mareograma de las soluciones para el nodo 50 donde se observa el comporta-
miento de la solucién media w(z,t) de la ecuacién (5-1) en z = 0,5 a través del
tiempo hasta 100 veces el At.

5.2. Ecuacion de Onda en Dimension Dos

Estudiamos nuevamente la ecuacién (5-1) donde 2 C R? es un dominio poligonal, definiendo
como formulacién fuerte del problema a la ecuacién

( Encontrar u: Q x [0,7] — R tal que
uy(r,t,w) — V- [e?@IVu(z, t,w)] = fz,t,w), x €
(S){ e Vu(r, t,w) - n=0, €I, t>0 Condicién de Frontera,
u(z,0,w) = ug(x), x € €, Posicién Inicial,
\ ur(z,0,w) = vo(z), x € €, Velocidad Inicial.

donde las condiciones iniciales ug(x) y vo(z) son funciones suaves y definidas en Q y n es el
vector normal en la frontera 0€2. Para considerar la formulacién debil del problema tomamos
una funcién de prueba v € H'(), la multiplicamos a la ecuacién (5-1) y definimos las
integrales, obteniendo

/Q'U(x)utt(x,t,w)dx—/Q'U(a:)v-[ec(x’“)Vu(x,t,w)]dx:/v(x)f(x,t,w)dx. (5-5)

Q

Recordando la férmula de Green estudiada previamente, establece que dadas g; y go funciones
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reales definidas en 2, tenemos

09
/Vg1 -Vgodr = —ds — / g1 Agadx
Q 5“ Q

= /91Vg2-nds — / a1V - [Vgo| dx,
r Q

siendo n el vector normal a Vg, en la frontera de ). Entonces, si fijamos los valores de w, ¢
y al llamar ¢;(7) = v(z) y ga(2) = “@)Vu(z,t,w) tenemos

_/v(x)V . [ec(m,w)vu(x,t,w)]dx = —/91(x)V [Vgo(a)] dz
@ 0
= / Vg (x) - Vge(x)de — Agl(x)ng(m) - nds
= /VU C‘T’“’)Vu(x,t,w)] dx
/F v(2)e" ™ Vu(x, t,w) - nds.

Ahora, por la condiciéon de frontera establecida, la integral de linea a través de la frontera
de 2 es cero, luego

—/Qv(a:)v eIz, t,w)|de = /QVU(:U)~ [ec(’”’”)Vu(x,t,w)] dx

= /ec(x’w)Vv(x) -Vu(z,t,w)dz.
0

Asi, obtenemos la formulacién débil del problema determinado por

Encontrar u: Q x [0,7] — R tal que para todo v € H'(Q),

() /Qv( Jug (z,t,w)dx +/Qec(’“"’°’)Vv(x) -Vu(z,t,w)dr = /Qv(x)f(x,t,w)d:v
u(z,w,0) = ug(x), x € (),
ur(z, w,0) = uy(x), z € Q.

Nuevamente, al reemplazar el espacio H'(f2) por el espacio generado por la funciones base
definidas en (2-7), V"(Q2) obtenemos la formulacién de Galerkin semidiscretizada

Encontrar u: Q x [0,7] — R tal que para todo v € V*(Q),

v(x)up(x,t,w Oy (x) - Vulz, t,w)dr = | v(x x,t)dr
iy [ v@ute s [ @006 Vaa o = [ o).
u(z,w,0) = up(x), x € ),
u(xr, w,0) = uy (), x €,
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y realizando la discretizacién por el método de diferencias finitas para el tiempo con un
pardmetro de tiempo At establecido, definimos la formulacién de Galerkin (G) con tiempo
y espacio discretizados con un valor fijo de z € {0,..., M}

Encontrar « € V" tal que para todo v € V",
1 2 1
(G) INE] /Q u,vdr — NE] i U,_1vdr + AR i Uy_ovdr + /Q e“Vu - Vudr = /vadx,

h
Uz—1, Uz—2 € V )

donde

U,y =u(x,t,jw) y t,o; = (2 —1)At.

Para el tiempo inicial t = 0, las funciones u,_;,u._o € V" las proyecciones en el espacio V"*(Q)
de las funciones de posicién ug(x) y velocidad u () iniciales, respectivamente. Finalmente,
si la particién T, tomada para definir V() posee un total de M vértices de tridangulos,
entonces sabemos que las funciones {1, -+ , @y} forman una base de V"(Q). Si definimos
las matrices A = [a;j]pmxm ¥ M = [myj|mxm por

a;j = / ec(x’“)Vgoi(x) -V,(x)d,
Q

ms = [ eia)es(ante
y el vector b = [b;]1xa por
b= [ Fa)edads,

con i,j = 1,---, M entonces establecemos la formulacién matricial (M) del problema como
el sistema lineal
1

AtQM : U’Z—27

1 2

At M| x =t -
cuyo vector solucién x es la aproximacién en V() de la solucién u(z, t,w) de la formulacién
fuerte para las variables ¢t y w establecidas.

5.2.1. Resultados

En esta seccién, mostramos los resultados correspondientes al problema de la ecuacion de
onda en dos dimensiones, donde desarrollamos experimentos similares a los mostrados en la
seccion anterior con la ecuacién de onda unidimensional. En primer lugar, en la Figura 5-5
mostramos el comportamiento del valor esperado de las soluciones en distintos intervalos de
tiempo, simulando la evolucion de la onda media a través del tiempo.
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Media de la Solucion en t=10"dt
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Media de la Solucion en t=80*dt
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Figura 5-5: Comportamiento de la solucion media de la ecuacién de onda en dos dimen-
siones en distintos intervalos de tiempo con un At = 0,01, obtenida por el
método Monte Carlo para M = 100 realizaciones y con condiciones iniciales
vo(z) = e~@) | posicién inicial dada por ug(z,y) = 0 y sin fuerza externa
actuante. Para definir el coeficiente c¢(x,w) se utiliza una matriz de covarianza
determinada por la ecuacién C(Qq,Q2) = em1@1-@af7 aplicando la expansion
definida en (3-16) con K = 20 términos de la serie. Para obtener el resultado
se utiliza el método de elementos finitos con N = 100 elementos.

Por medio del error £z mostramos una grafica para el anterior experimento fijando las
soluciones en un tiempo determinado y variando la cantidad de términos de la serie KL,
obteniendo la Figura 5-6.
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C10° Error En la Media de las Soluciones
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Figura 5-6: Gréfica de error por medio de la norma H! para la solucién media con las
condiciones mostradas en Figura 5-5 y fijando un intervalo de tiempo de t =
100A¢, variando el parametro K de términos de la serie KL.

Finalmente, un estudio de mareograma, donde fijamos un nodo la triangulacién y ahora
variamos el parametro temporal.
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Grafica de Mareograma en Nodo fijo
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Figura 5-7: Grafica de mareograma de la solucién media calculada con las condiciones de
la Figura 5-5, fijado en el punto (z,y) = (0,5,0,5) y variando el pardmetro
temporal desde ¢ = 0 hasta t = 150A¢.
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