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Resumen

En esta tesis se realiza el andlisis dindmico de una clase de modelos depredador-presa
tipo Leslie-Gower modificado, en el cual las presas y depredadores se localizan en una

zona pesquera de acceso abierto.

El modelo es descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, auténomo y
no lineal, la respuesta funcional de los depredadores es Holling tipo IV o no-monétona,

el crecimiento de las presas es afectada por el efecto Allee.

Un aspecto importante de nuestro analisis es el estudio del punto (0,0), pues este tiene
una fuerte incidencia en el comportamiento del sistema y es esencial para la existencia

y extincién de ambas especies.
Se realizan simulaciones en Matcont para ilustrar los resultados analiticos.

Palabras Claves: Modelo Depredador-Presa, Efecto Allee, Respuesta Funcional, Esta-

bilidad, Periodicidad, Bifurcacion.

Abstract

This research concerns the analysis of a class of modified predator- prey type Leslie-

Gower models, in which prey and predator are located in an open access fishing zone.

The model is described by an autonomous nonlinear ordinary differential equation sys-
tem, the functional response of predators is Holling IV type or non-monotone, and the

growth of prey is affected by the Allee effect.

An important aspect of our analysis is the study of the point (0,0) since it has a strong
influence on the behavior of the system being essential for the existence and extinction

of both specie, although the proposed system is not define there.
Some simulations are performed in Matcont to illustrate the analytical results.

Key words: Predator-prey model, Allee effect, functional response, stability, bifurca-

tion.
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NOTACION

Simbolo Descripcion

x(t) Tamano de la poblacién de presas en cualquier tiempo ¢, mayor
o igual que cero
y(t) Tamario de la poblacién de depredadores en cualquier tiempo t,

mayor o igual que cero

K Capacidad de carga del medio ambiente de las presas

r Tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién de presas

m Umbral del Efecto Allee o minimo de poblacién viable

S Tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién de depredadores
q Tasa maxima de consumo per cépita (nimero de presas

consumidas por cada depredador en una unidad de tiempo)
n Calidad de la presa como fuente alimenticia para el depredador
b Tasa de saturacion de depredadores, es decir, la cantidad

de presas es tan alta que los depredadores no pueden consumirlas todas
a Tasa de saturacién media, es decir, la cantidad de presas en el que

la tasa de depredacién alcanza la mitad de su valor maximo

I Espacio de parametros

H Hopf bifurcation

LpP Limit Point (fold) bifurcation
LPC Limit Point bifurcation of cycles
PD Period Doubling (flip) bifurcation
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INTRODUCCION

En el estudio de la dindmica de los sistemas ecoldgicos estan las cadenas alimenticias,
las cuales son fundamentales para analizar la interaccién entre dos especies en relacién
con la dindmica entre los depredadores y sus presas [10] [36]. La mayoria de los modelos
utilizados para explicar dicha interaccion son extensiones del modelo de competencia de
Lotka-Volterra [11] [I7] [29].

En esta investigacién el modelo depredador-presa tiene una concepcion diferente, pues
se describe mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, auténomas no-

lineales, teniendo en cuenta las siguientes caracteristicas:

i) El crecimiento de las presas es afectada por el efecto Allee [7] [10].
ii) La respuesta funcional de los depredadores es no-mondétona [1] [20] [2].

iii) La ecuacién del tamanio de poblacién de los depredadores es una funcién de creci-

miento de tipo logistico como el modelo Leslie-Gower [22] [36].

El efecto Allee o depensacion (depensation) en ciencias pesqueras [17] [18] [24], se puede
describir por diversas expresiones matematicas [14]. Este se refiere a una disminucién
en la condicidn fisica por individuo cuando el tamano de la poblacién aumenta a niveles

muy bajos [2] [14].

Los modelos tipo Leslie-Gower [22] [26] tienen la caracteristica de que la ecuacién del
tamaifio de la poblacion de depredadores es de tipo logistico, la capacidad de carga del
medio ambiente es una funcién que depende de la cantidad de presas disponibles, es

decir, la capacidad de carga es proporcional a la abundancia de presas [7].

12



INDICE GENERAL

La respuesta funcional de los depredadores o funcion de la tasa de consumo, describe
la cantidad de presas que puede consumir un depredador en una unidad de tiempo [10]
[16]. Una cuestion de interés en el ambito de la dindmica poblacional y en varios modelos
depredador-presa considerados en ecologia matematica, es que la respuesta funcional de

los depredadores a la densidad de presas se supone que es mondtona creciente [2] [7].

En esta investigacion, la respuesta funcional es no-mondtona y descrita por la funcién
2

_ qr
) = 2 —br+a

que corresponde a Holling tipo IV [I].
El problema estudiado se ocupa de la explotacién sostenible de dos especies que inte-

ractian, una es la poblacién de presas y la otra la de depredadores que se localizan en

una zona pesquera de acceso abierto.
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Capitulo 1

PRELIMINARES EN
SISTEMAS DINAMICOS

En este capitulo se presentan algunas definiciones y herramientas de la teoria cualitativa
de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, importantes para la comprensién de la tesis.

Se exponen los teoremas necesarios para el estudio de los modelos de los capitulos [3| y

4

También se muestran algunos conceptos de la teoria de los Sistemas Dindmicos Conti-
nuos. Las definiciones que se tratan en este capitulo al igual que los teoremas que se
presentan, estan basados en los libros Ordinary Differential Equations with Applications
de Carmen Chicone [6], Elements of applied bifurcation theory de Yuri Kuznetsov [34] y
Differential Equations and Dynamical Systems de Lawrence Perko [23]. La investigacién

se centrard en el espacio planar R2.
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1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

1.1. Operador de evolucién

El componente principal de un sistema dindmico es una ley de evolucién que determina
el estado x; del sistema en el tiempo ¢, siempre que el estado inicial g sea conocido [34].
La forma mas general de especificar la evolucién es asumir que para un ¢ € T' un mapa

¢! se define en el espacio de estado X,
X = X,
que transforma un estado inicial g € X en algin estado x; € X en el tiempo t:
Ty = ¢t$0

El mapa ¢! es llamado el operador de evolucién del sistema dindmico. En el caso del

tiempo continuo, la familia {gf)t de los operadores de evolucion se denomina flujo.

Vier

Definicién 1.1 La funcién ¢' : R x R™ — R" se llama un flujo del sistema dindmico

si o0 = id y ¢!+ = ¢ (¢°x), cuando ambos lados de la ecuacion estdn definidos.

1.2. Definicion de un sistema dinamico

Ahora vamos a dar una definicién formal de un sistema dindmico.

Definicion 1.2 Un sistema dinamico es una tripleta {T, X, gbt}, donde T es el con-
junto del tiempo, X es el espacio de estados, y ¢' : X — X es una familia de operadores
de evolucion parametrizada por t € T y satisfaciendo las propiedades

a) ¢° : X — X es la funcién identidad;

b) ¢'T5 = ¢'(¢%x), para todo t,s € T.
SiT=No T =Z, el sistema dindmico es discreto y si T'=R"™ o T' = R, entonces es un
sistema dindmico continuo.

Sean J C R, U C R® y A C R* subconjuntos abiertos, y supongamos que f : J x U x

A — R" es una funcién continuamente diferenciable. Una ecuacion diferencial ordinaria

15



1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

(E.D.O) es una ecuacién de la forma
z = f(t,x,\), (1.1)

donde = = % denota la diferenciacién con respecto a la variable independiente ¢ (ge-
neralmente una medida de tiempo). La variable dependiente x = z(t) es el vector de
estados y A es el vector de pardmetros. Para una terminologia conveniente, especial-
mente cuando nos ocupamos de los componentes de una ecuacién diferencial vectorial,

diremos que la ecuacion [1.1] es un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

i,‘l = fl(t,xl,ilj‘Q,...,l‘n,)\)
j32 = f2 thl?an“'?x 7A

( ns A) (1.2)
:tn = fn(taxlul‘Qa'“u:’Unv)‘)

Si A € A es fijo, entonces una solucién de la ecuacién diferencial es una funcién

¢t Jg — U, dado por t — ¢*, donde Jy es un subconjunto abierto de J, tal que

t
LAY (13)

para todo t € Jy.

Definicion 1.3 Una ecuacion diferencial auténoma viene dada por
i=f(z,\), xeR", XcRF (1.4)
es decir, la funcion f no depende explicitamente de la variable independiente. Si la

funcion f depende explicitamente de t, entonces la ecuacion diferencial correspondiente

se llama no autonoma.

Definiciéon 1.4 Las soluciones de la ecuacion diferencial se llaman trayectorias,

curvas de fase o curvas integrales.

Los objetos geométricos basicos asociados a un sistema dindmico {T, X, qbt} son sus

orbitas en el espacio de estado y el retrato de fase compuesto por estas orbitas.
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1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

Definicion 1.5 Una orbita que comienza en xo es un subconjunto ordenado del espacio

de estado X,

Or(zg) = {:1: € X :x=¢'agy, para todot € T, tal que ¢z se defme} .

Cuando se utiliza una ecuacién diferencial para modelar la evolucién de la variable de
estado para un proceso fisico o bioldgico, un problema trascendental es determinar los
valores futuros de la variable de estado desde su valor inicial. El modelo matematico

viene dado por un par de ecuaciones

T = t,x, \),
f( 9y ) ) (1'5)
z(tp) = mo.
donde la segunda ecuacién se denomina condicién inicial. Si la ecuacién diferencial se
define como la ecuacién 1.1y (to, zo) € J x U, entonces el par de ecuaciones se denomina

problema de valor inicial (P.V.I). Por lo tanto, una solucién a este problema de valor

inicial es s6lo una solucién ¢! de la ecuacién diferencial tal que ¢ = zg.

Las cuestiones fundamentales de la teoria general de las ecuaciones diferenciales son la
existencia y la unicidad con respecto a los parametros de soluciones de problemas de

valor inicial. Con relacién a esto, tenemos el siguiente resultado:

1.3. Existencia y unicidad

Teorema 1 (Existencia y Unicidad) Si J C R, U C R” y A C R* son conjuntos
abiertos, f : J xU x A — R™ es una funcién continuamente diferenciable y (to, o, Ao) €
J x U x A, entonces existen subconjuntos abiertos Jy C J, Uy C U, Ay C A con
(to,xo, No) € Jo x Uy x Ag y una funcion ¢' : Jy x Jog x Uy x Ag — R" dada por
(t,s,2,\) = o(t,s,z,\) tal que para cada punto (t1,z1,\1) € Jo X Uy X Ao, la funcion
t — ¢(t,t1,21, A1) es la dnica solucion definida en Jy para el problema de valor inicial

dado por la ecuacion diferencial y la condicion inicial x(t1) = x.

Las soluciones de una ecuacién diferencial pueden no existir para todo ¢ € R. Sin em-
bargo, por simplicidad, supongamos que cada solucién existe para todo tiempo, en cuyo
caso una solucién se llama completa, y el hecho de que ¢ define un grupo uniparamétrico

se expresa mediante la siguiente propiedad aditiva

o' = ("),

17



1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

Si la soluciéon comienza en el tiempo cero en el punto x se continiia hasta el tiempo s,
cuando llega al punto ¢°z, y si una nueva soluciéon en este punto con tiempo inicial cero
se continiia hasta el tiempo ¢, entonces esta nueva solucién alcanzara el mismo punto
que habria sido alcanzado si la solucién original, que comenzd en el tiempo cero en el

punto x, se continia hasta el tiempo t + s.

Si ¢* : X — X es un sistema dindmico y € X, sea x(t) = ¢!z y supongamos que
f: X — X esta definida por
d
x)=—¢'x
fla)=Zd'x|
La igualdad anterior se puede reescribir como @ = f(x), y asi, z(t) o ¢'z es la curva

solucién que satisface la condicién inicial z(0) = 0.

1.4. Equivalencia topolégica

La equivalencia topolégica entre sistemas dindmicos, es un concepto que permite analizar
la dindmica de un sistema por medio de otro cuyo andlisis sea més facil, similar al papel
que juegan las matrices semejantes. Cuando dos sistemas dindmicos son topolégicamente
equivalentes, la estructura cualitativa de ambos sistemas es la misma. Especificamente

tenemos la siguiente definicién.

Definicion 1.6 Un sistema dindamico {T, X, qﬁt} es llamado topologicamente equivalen-
tea a un sistema {T, X, d)t} st existe un homeomorfismo h : R™ — R" que transforma
orbitas del primer sistema en orbitas del seqgundo sistema, preservando la direccion del

tiempo.

Un homeomorfismo es una biyeccién tal que tanto el mapa como su inverso son conti-
nuos [34]. Los retratos de fase de sistemas topoldgicamente equivalentes con frecuencia

también se llaman topoldgicamente equivalentes.

18



1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

1.5. Estabilidad

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales auténomo no lineal

= fi(x,20,...,2p)
ZIUQ = fg(xl,l‘Q,...,l‘n) (1 6)
jjn = fn(xlax%"wxn)

donde cada f; son funciones de clases C' en R™. El sistema[1.6] define un campo vectorial

fl(l‘l, ceny l‘n)
fz1, .. xn) = fQ(wl’:m’xn) . (1.7)
fa(x1, .y xn)

Definicion 1.7 Supongamos que f : R® — R"™ es escrito en términos de sus compo-
nentes como en y ademds que las primeras derivadas parciales de cada funcion
componente existen. Es decir, D existe para 1 < i, 7 < n. La matriz Jacobiana de

Ly
f en un punto x = (x1,...,x,) €s

Ox1 Oxa ~—~ Oxp

Jf(x1, ) = 8?61 8{62 8% , (1.8)
O O O
O0xr1 Oxra Oz

y juega un papel importante en el andlisis de estabilidad de puntos de equilibrio de

sistemas dinamicos.

En las siguientes definiciones z* € R".

Definicién 1.8 Un punto z* es un punto de equilibrio de un sistema & = f(x)
definido en un conjunto abierto U C R™, también llamado singularidad del campo

vectorial f, si y sdlo si satisface la ecuacion f;(x*) =0, para todo i =1,...,n.

Definicién 1.9 Un punto de equilibrio x* de un sistema & = f(x) es hiperbdlico si y
solo si todos los valores propios de la matriz Jacobiana asociada al sistema evaluada en

x*, Jf(z*), tienen parte real no nula.

19



1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

Definicién 1.10 Un punto de equilibrio x* de un sistema & = f(x) definido en un
congunto abierto U C R"™, es llamado estable si para cualquier vecindad dada U de x*
existe otra vecindad V de x*, V C U tal que cualquier solucion con condicion inicial en

V' permanece en U para todo t > 0, es decir, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

|z —a* ||<d = ¢'z —a* |< e para todot >0 yx € U.

Definicién 1.11 Un punto de equilibrio x* de un sistema & = f(x) es llamado asint6ti-

camente estable si es estable y si existe una vecindad V en U tal que

lim || ¢’z — z* |= 0 para todo x € U.
t—o0

Definicién 1.12 Un punto de equilibrio =* de un sistema & = f(x) es llamado inesta-

ble si no es estable.

La estabilidad de un punto de equilibrio se puede interpretar geométricamente asi: las
trayectorias con condiciones iniciales préximas al punto se mantienen cerca de él para
t > 0. La estabilidad asintdtica es mas exigente, no sélo es suficiente estar cerca del

punto si no que exige que se aproxime a él cuando t > 0 [31].

1.6. Variedades estables e inestables

En esta seccién vamos a definir el concepto de una variedad como una generalizacién
de un subespacio lineal de R™. Se analiza la importancia de las variedades estables e

inestables dentro de un sistema dinamico.

Consideremos la ecuacién diferencial
= f(x), zeR", (1.9)

con flujo ¢, y sea S un subconjunto de R" que es la unién de érbitas de este flujo. Si
una solucién tiene condicién inicial en S, entonces la correspondiente érbita permanece
en S para todo tiempo. El concepto de un conjunto que es la unién de orbitas de una

ecuacién diferencial se formaliza en la siguiente definicién.

Definicion 1.13 Un conjunto S C R™ se denomina conjunto invariante para la ecua-

cion diferencml si para cada x € S, la solucion t — ¢'(x), definida en su intervalo

20



1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

maximal de existencia, tiene su imagen en S. Ademds, S se dice variedad invariante, si

S es una variedad [6].

La nocién de variedades invariantes para sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos
puede ser descrita por un importante ejemplo: las variedad estable, inestable y centro

de un punto de equilibrio.

Definicién 1.14 Las variedades estable e inestable de un punto de equilibrio x*, W*(x*)
y W (z*), respectivamente, es el conjunto de todos los puntos en el dominio de definicion
del flujo del sistema que convergen exponencialmente a x* cuando t — oo y t — —o0,

respectivamente, esto es:

We(x™) = {x e U :sup e’|p'x — z*| < co para algin 3 > 0}
>0

W (z*) = {m € U :sup e PY¢'z — 2*| < 0o para algin 3 > 0}
£<0

Teorema 2 (Teorema de la Variedad Estable) Supongamos que =* es un punto de
equilibrio hirperbolico y que J f(x*) tiene n — k autovalores con parte real negativa y k

autovalores con parte real positiva.

Sean E* el subespacio generado por los vectores propios de Jf(x*) cuya parte real es
negativa y E* el subespacio generado por los vectores propios de Jf(x*) parte real es

positiva.

Entonces existe una variedad estable (inestable) r-diferenciable en un entorno de z* de

dimension n — k que es tangente en x* a E%(E").

Si los valores propios de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio z*,
tienen parte real nula, entonces dan origen a la variedad central, que derivan de todas
las orbitas cuyo comportamiento no es controlado ni por la variedad estable, ni por la
inestable [31].

Teorema 3 (Teorema de la Variedad Central) Sea x* un punto de equilibrio y
supongamos que J f(x*) tiene n—k—m autovalores con parte real negativa, m autovalores

con parte real nula y k autovalores con parte real positiva.
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Sean E* y E* definidos como en el Teorema [, y E¢ el subespacio generado por los

vectores propios de J f(x*) cuya parte real es nula.

Entonces existe una unica variedad estable (inestable) r-diferenciable en un entorno de
x* de dimension n—k—m que es tangente en * a E*(E") y ademds, existe W€, variedad
central, (r — 1)-diferenciable en un entorno de x*, de dimension m y que es tangente en

z* a E°.

La existencia de las variedades estable, inestable y central es de gran importancia para
el conocimiento de las caracteristicas de un sistema dindamico. La existencia de las varie-
dades proporciona una base tedrica para determinar las propiedades analiticas del flujo
de un sistema dindamico dentro de una vecindad de un punto de equilibrio hiperbdlico

[2]. y también son ttiles para encontrar regiones invariantes en el plano de fase [31].

EU

EC
WC

WU

Figura 1.1: Las variedades estable, inestable y central de un punto de equilibrio.

1.7. Meétodo del Blowing - Up en R?

En un campo vectorial f donde z* es un punto de equilibrio hiperbdlico, se puede
utilizar el Teorema de Hartman-Grobman [34] para determinar localmente el retrato de
fase; Si Jf(x*) tiene algin valor propio con parte real nula, decimos que el campo es
parcialmente hiperbdlico en z*, y tenemos el Teorema de la Variedad Central [31].
Si la matriz del sistema para la linealizacién en el punto de equilibrio z* desaparece

(matriz nula), entonces la linealizacién no proporciona informacién sobre el retrato de

22



1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

fase del sistema cerca del punto. Es decir, todos los valores propios tienen parte real

igual a cero, y este caso lo analizamos a continuacion.

Definicion 1.15 Una singularidad x* es no-hiperbdlica si todos los valores propios

de J f(x*) tienen parte real igual a cero.
En el caso planar existen tres posibilidades para una singularidad no-hiperbdlica:

(i) Jf(z*) tiene autovalores imaginarios puros, es decir, traza(J f(z*)) =0 y detJ f(z*) >
0.

(ii) Ambos valores propios son cero, pero Jf(z*) no es la matriz nula, es decir,
traza(J f(x*)) = detJ f(z*) = 0 pero J f(x*) # 0.

(ii) Jf(z*) = 0.

El Blowing-Up involucra cambios de coordenadas que expanden una singularidad no-
hiperbdlica a toda una curva en la cual vive una cantidad de otras singularidades. Los
cambios de coordenadas usados son singulares en el punto de equilibrio, pues mapean

una curva en un punto; fuera de este punto, son difeomorfismos [31].

Consideremos el cambio de coordenadas (u,v) = (x,y) dado por
U R? — R?, tal que ¥(u,v) = (u,uv) = (z,y).

Al restringir u > 0, tenemos un difeomorfismo hacia el semiplano = > 0. El blowing-up
anterior se conoce como blow-up en la direccién de x o blowing-up horizontal y nos

entrega informacion sobre las separatrices de 0 tangentes al eje x.

En las coordenadas (u,v), el nuevo campo f=Uo f queda de la forma

. . d . d
[ = fl@*‘fé@

= fi(u, uv)% + % (f2(u, uv) — v f1(u, uv)) d%}

Haciendo el cambio en la escala del tiempo ¢ — tu podemos estudiar las separatrices

transversales a la recta u = 0.
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Es posible desarrollar una transformacién similar para obtener un blowing-up en la

direccién y o blowing-up vertical [31]. El cambio de coordenadas es
U :R? — R?, tal que ¥(u,v) = (uv,v) = (2,9),

y el campo transformado viene dado por

Flu) = (i, 0) = o, ) - + o, )

En nuestra investigacion, para efectos de cdlculos utilizaremos blowing-up direccionales
para abrir singularidades, particularmente debido a que tendremos que aplicar sucesivos

blow-ups sobre una misma singularidad.

\
"

Figura 1.2: Blowing-up y Blowing-down

24



1. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

1.8. La esfera de Poincaré y el comportamiento en el infi-

nito

El estudio de las soluciones que tienden al infinito, ha sido una herramienta impor-
tante para entender el panorama global de un sistema dindmico en R". El método de
compactificacion consiste en escribir las ecuaciones del movimiento como un campo vec-
torial y luego aplicar la compactificacion de Poincaré, que es un método para extender
analiticamente el campo vectorial a una variedad compacta, de hecho a una esfera. Esta
herramienta o método es muy importante para analizar la dindmica cualitativa del flujo

en el infinito o en la parte ilimitada [33].

La idea principal de este método es identificar R™ con hemisferios norte y sur a través
de simples proyecciones, entonces el campo vectorial X en R” puede extenderse a un

campo vectorial X sobre S™; este método se llama la compactificacién de Poincaré.

Poincaré comenzé el estudio de campos vectoriales polinémicos en el plano R?, mediante
la proyeccién central de los recorridos sobre una esfera S2, tangente al plano en el
origen. Asi, él proporcioné los medios para estudiar el comportamiento del campo en

una vecindad del infinito, que es representado por el ecuador, St [33].

1.8.1. El método de compactificacién de Poincaré y una interpretacion

geométrica

Con el fin de estudiar el comportamiento de las trayectorias de un sistema planar cerca
del infinito, el lector debe conocer el significado de proyeccion estereografica. En este
caso, el comportamiento de trayectorias lejos del origen podria ser estudiado conside-
rando el comportamiento de trayectorias cerca del “punto en el infinito”, es decir, cerca

del polo norte de la esfera unitaria.

Un mejor enfoque para estudiar el comportamiento de las trayectorias “en el infinito”
es utilizar la llamada esfera de Poincaré, donde proyectamos desde el centro de la esfera
unidad S = {(X,Y,2) € R® | X? + Y? + Z? = 1} sobre el plano (z,y) tangente a el

polo norte o sur.

Este tipo de proyeccion central fue introducido por Poincaré en el ano 1891, y tiene la

ventaja de que los puntos criticos en el infinito, se extienden a lo largo del ecuador de
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Figura 1.3: Proyeccién central del hemisferio superior de S? sobre el plano (z,y).

la esfera de Poincaré, y por lo tanto son de una naturaleza mas simple que el punto
critico en el infinito en la esfera de Bendixson [23]. Sin embargo, algunos de los puntos
criticos en el infinito en la esfera de Poincaré pueden todavia ser muy complicados en

naturaleza.

—_

Figura 1.4: Corte transversal de la proyeccién central del hemisferio superior.

Si proyectamos el hemisferio superior de S? sobre el plano (z,y), entonces se deduce de

los tridngulos semejantes representados en la Figura que las ecuaciones que definen
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(z,y) en términos de (X,Y, Z) estdan dadas por

rT=—, y=—. (1.10)

De manera similar, las ecuaciones que definen (X, Y, Z) en términos de (z, y) estdn dadas
por

Xeo oy Y g1 (1.11)

V12 +y? VIFa?+y? Vit a2 42
Estas ecuaciones definen una correspondencia uno a uno entre los puntos (X,Y, Z) del
hemisferio superior de S? con Z > 0 y puntos (z,y) en el plano. El origen 0 € R?
corresponde al polo norte (0,0,1) € S?; puntos en el circulo 2 4+ y? = 1 corresponden

1
a puntos en el circulo X2 +Y? = =, Z = — en S?; y puntos en el ecuador de S?

corresponden al “circulo en el inﬁniti” 0 “purﬁs al infinito” de R2.

Dos puntos antipodales (X,Y, Z) con (X', Y’  Z') en S2, pero no en el ecuador de S,
corresponden al mismo punto (z,y) € R? (ver Figura . Por lo tanto, es natural
considerar dos puntos antipodales en el ecuador de S? como pertenecientes al mismo
punto en el infinito. El hemisferio con los puntos antipodas del ecuador identificado, es
un modelo para el plano proyectivo. Sin embargo, en lugar de tratar de visualizar el flujo
en el plano proyectivo inducido por un sistema dindmico en R?, se visualizara el flujo en

la esfera de Poincaré inducido por un sistema dindmico en R? [23].
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Capitulo 2

DINAMICA DE POBLACIONES

En este capitulo se presentan algunos conceptos bésicos sobre dindmica de poblaciones.
En la primera parte se analizan modelos poblacionales para una sola especie y luego
modelos donde interactian dos especies, en particular los modelos depredador-presa de

tipo Leslie-Gower.

2.1. Modelos poblacionales continuos

En el ano 1798, el economista britanico Thomas Robert Malthus, publicé la obra Ensayo
sobre el principio de la poblacion, segin su hipdtesis, la velocidad de crecimiento de la
poblacién es proporcional al tamano de la poblacién (ver [29] [32]). Esta hipétesis se
expresa mediante la ecuacion diferencial

dzx

5 = (2.1)

donde z = z(t) indica el tamano de la poblacién, en cada tiempo ¢t > 0y r es la constante
de proporcionalidad, conocida como la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacion, se

interpreta como la diferencia entre las tasas de natalidad, mortalidad y migracion.

La ecuacién se conoce como el modelo Malthusiano para el crecimiento de poblacio-

nes. La solucién de esta ecuacién diferencial es:

x(t) = wpe™,

donde z(0) = z¢ > 0 es el tamano de la poblacién en el tiempo inicial. Para la ecuacién

la poblacién tiene un crecimiento exponencial si » > 0. Sin embargo, el modelo
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fue muy cuestionado, porque hay poblaciones que no tienen un crecimiento exponencial

ilimitado a largo plazo.

El bidlogo y matemético P. Verhulst en (1838) [30], modifica el modelo de Malthus.
Consideré que algunos recursos sélo estan disponibles en cantidades limitadas, cada
poblacién crece a un nivel de saturacion K en el que no puede crecer méas y debe
competir por dichos recursos, este nivel se conoce como capacidad de carga del medio

ambiente [31]. Por lo tanto, la dindmica poblacional responde a la ecuacién diferencial:

@ _ (1 - 3) (2.2)

La ecuacién se conoce como la ecuacion logistica, donde x = z(t) indica el tamano de
la poblacién, en cada tiempo ¢ > 0, 7 es la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién
y K es la capacidad de carga del medio ambiente. La solucién de la ecuacién es:

(t) ush
X =
zo + (K — xp)e "’

donde z(0) = z¢ > 0, es el tamanio de la poblacién en el tiempo inicial. Si la poblacién
inicial g es menor que K, el crecimiento de la poblacién aumenta asintéticamente hasta
K. Sin embargo, si la poblacién inicial zg es mayor a K, entonces el crecimiento de la

poblacion empieza a disminuir asintéticamente hasta K.

A

x(t
" (t)

Kp— — — —
1
t t -
(a) Crecimiento Exponencial (b) Crecimiento Logistico

Figura 2.1: (a) Crecimiento exponencial de z(t) = xge’?, para r > 0. (b) Crecimiento
K i)

zo+ (K —zp)e "t

logistico de z(t) =
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2.2. El efecto Allee

Warder Clyde Allee era un zodlogo y ecologista de la Universidad de Chicago, y se
interes6 por investigar el comportamiento grupal de los animales. Pudo observar que el
crecimiento poblacional se limita cuando las especies se encuentran aglomeradas y sin

competencia [21] [27].

En el contexto de la dindmica poblacional, el Efecto Allee representa una situacion en la
cual el factor de crecimiento de la poblacién disminuye por debajo de cierta densidad de
poblacién minima. En algunas circunstancias este factor de crecimiento puede llegar a
ser negativo, ocasionando un umbral de extincién (ver [22] [31]). Para algunas especies
existe un nivel minimo m de poblacién viable, por debajo del cual la especie tiende a

extinguirse.

Un modelo matematico que representa al Efecto Allee estd dado por la ecuacién dife-

rencial no lineal:

dx T

priakls (1 - §> (x —m), (2.3)
donde z(t) es el tamano de la poblacién de presas en cualquier tiempo ¢, mayor o igual
que cero, m > 0 es el tamano minimo viable de la poblacién (o umbral de extincién),
r > 0 es la tasa de crecimiento intrinseca de la poblaciéon y K > 0 es la capacidad de

carga del medio ambiente [9] [22].

Efecto Allee fuerte (m > 0)
Efecto Allee débil (m = 0)
Efecto Allee débil (m < 0)

dx
dt

0 m K\ T

Figura 2.2: Funcién descompensada o comportamiento Allee
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Sim > 0, la ecuacién diferencial representa el efecto Allee fuerte o una descompensacién
critica [22] [31], donde la tasa de crecimiento en el limite de baja densidad es negativa.
Si0 < x < m, latasa de crecimiento es negativa (ver Figura, es decir, % < 0lo que
implica que la poblacién se extingue. Es decir, la poblacién debe superar este umbral

para poder crecer.

Si m < 0, la ecuacién diferencial representa el efecto Allee débil o una descompensacién
pura [31], donde la tasa de crecimiento es positiva en la densidad cero y no tiene un

umbral de crecimiento [31].

2.3. Respuesta funcional de los depredadores

La respuesta funcional, o tasa de consumo, expresa la accién de los depredadores en
la tasa de crecimiento de la poblacién de presas [I], y representa la cantidad de presas
que puede consumir un depredador en una unidad de tiempo [10] [16]. Esta respuesta
funcional fue clasificada en tres tipos por C.S Holling en 1959 [26]. En el afio 1984, Taylor
describe un cuarto tipo llamado Holling tipo IV o respuesta funcional no monétona [I].

A continuacién se presentan estos cuatro tipos de respuesta funcional.

2.3.1. Respuesta funcional Holling tipo I

La respuesta funcional se obtiene suponiendo que el cambio en la densidad de la pobla-
cion de depredadores es proporcional a la densidad de la poblacién de presas disponibles,
es decir, existe un aumento lineal de la tasa de ataque de la poblacién de depredadores
respecto a la densidad de poblacién de presas, hasta llegar a un punto a partir del cual la
tasa maxima de ataque se hace constante [26] [31]. La funcién utilizada en la respuesta

funcional Holling tipo I, viene dada por:

h(zx) =

ox st 0<z<ec
oc si c<zx

donde § es una constante, ¢ representa la saturacién y x(t) es la densidad de la poblacién

de presas en el tiempo ¢t > 0.

31



2. DINAMICA DE POBLACIONES

h(z) e

Figura 2.3: La respuesta funcional Holling tipo 1

2.3.2. Respuesta funcional Holling tipo 11

En esta respuesta funcional aparece un segundo parametro denominado tiempo de ma-
nipulacién. El tiempo de manipulacién incluye el tiempo de perseguir, dominar y comer
a cada presa, como también el tiempo que el depredador toma para prepararse e ir a
buscar més presas. En este caso, el tiempo de bisqueda disminuye y el tipo de respuesta
resulta en un incremento desacelerado del consumo a medida que aumenta la poblacién
de presas consumidas hasta que la funcion se estabiliza puesto que el depredador se
satura [3] [31].

La funcién utilizada en esta respuesta funcional [7] [11] [22], estd dada por:

h(z) = ad

z+a’

h(z)

Figura 2.4: La respuesta funcional Holling tipo II

donde x(t) representa la densidad de la poblacién de presas en el tiempo t > 0, g es

la tasa méxima de consumo per cipita y a es la tasa de saturacién media, es decir, la
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cantidad de presas en el que la tasa de depredacion alcanza la mitad de su valor maximo.

Se puede observar que si x — oo entonces h(x) — ¢, es decir, g es el valor méximo de la

tasa de depredacién de h(z) [26].

2.3.3. Respuesta funcional Holling tipo III

Esta respuesta expresa una curva de crecimiento sigmoidea, donde la cantidad de presas
atacadas por depredador aumenta lentamente a bajos niveles de poblacién de presas,
luego disminuye a altas densidades hasta que se estabiliza [2]. Aqui, la cantidad de presas
consumidas se acelera con el aumento de la densidad de presas hasta que el tiempo de

manipulacién comienza a limitar su consumo [31].

La funcién utilizada en Holling tipo IIT [25] [26], es

qz?

h(z) = 22
(z) 22+ a?’

Figura 2.5: La respuesta funcional Holling tipo I1I

donde x(t) representa la densidad de la poblacién de presas en el tiempo t > 0, g es
la tasa maxima de consumo per cépita y a representa la tasa de saturaciéon media, es
decir, la cantidad de presas en el que la tasa de depredacién alcanza la mitad de su valor

maximo.
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2.3.4. Respuesta funcional Holling tipo IV o0 no-monétona

Esta respuesta es utilizada para modelar comportamientos antidepradotorios (APB),
llamado formacién de grupos de defensa [I] [26] y el fenémeno de agregacién [31], el cual

es empleado por las presas para evitar la depredacion.

La primera parte de la curva (ver Figura , puede corresponder a cualquiera de
los tipos previos de respuestas funcionales, por lo tanto, el foco de atencién surge por
la disminucién de la cantidad de presas consumidas que algunas veces se observa en
altas densidades de presas. Existen tres posibles causas de esta reduccion. Primero, los
depredadores se concentran menos en un presa individual cuando existen muchas presas
para escoger. Segundo, algunas presas pueden cooperar, compartiendo la carga de vigilar
la presencia de depredadores e informar a otros de la presencia. Tercero, algunas presas

podrian intimidar e incluso defenderse contra el ataque de los depredadores [3].

Las funciones utilizadas en Holling Tipo IV [1] [35] [36], vienen dadas por:

qz
o) = e
2
qr
b) h(w) = 22 —br+a
c) h(w):%,con1§m<n
" +a

h(x)

Figura 2.6: La respuesta funcional Holling tipo IV
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2.4. Modelo de tipo Leslie-Gower

El modelo de Leslie-Gower, propuesto por P.H. Leslie en 1948, se caracteriza porque
la ecuacién de crecimiento de la poblacion de depredadores es de tipo logistico, donde
la capacidad de carga del medio ambiente de los depredadores K, es una funcién que
depende de la cantidad de presas disponibles, es decir, K, = nx donde x = z(¢) indica
el tamano de la poblacion de presas y n es una medida de la calidad de la presa como
fuente alimenticia para el depredador [4] [13] [26]. La respuesta funcional es lineal, de la

forma h(z) = qx.

El modelo de Leslie-Gower se representa mediante un sistema de ecuaciones diferenciales

no lineales de la forma:

X3 ) (2.4)
a-w(-):

donde z = z(t) y y = y(t) indican el tamano de la poblacién de presas y depredadores,

respectivamente.
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2.4.1.

Modelos de Leslie-Gower modificados

A partir del modelo de Leslie-Gower se derivan otros modelos, considerando otros tipos

de respuestas funcionales, o bien, asumiendo que los depredadores tienen una fuente

alternativa de alimento.

Descripcion

Modelo modificado

Autor(s)

El modelo depredador-
presa de Leslie-Gower, in-

corporando el fenémeno

E. Gonzélez-
Olivares, J.

Mena-Lorca,

de May-Holling-Tanner,
en el que se considera
el efecto Allee en la
ecuacion de crecimiento

de la poblacién de presas.

dx x qry
b 1 = _ _

dt m« K>@ ) o+a
dy y

del Efecto Allee en la po- di; SY <1 - %) A. Rojas-

blacién de presas. Palma and
J.D.  Flores,
(2011)

Modelo de depredacion L.M Gallego-

Berrio (2004)

Modelo de depredacion de
tipo Leslie-Gower, consi-
derando que la accién de
la poblacién de depreda-
dores, la respuesta funcio-
nal, es sigmoidea o del ti-
po Holling III.

dﬁ—rw(l—ﬁ)— ar’y
dt K 2 +a
dﬁ:sy(l_i>
dt n

P.C.
Tintinago-
Ruiz, (2012)

Modelo depredador-presa
estocastico con efecto
Allee sobre la poblacién

de presas.

P. Aguirre,
E. Gonzélez-
Olivares and
S. Torres,
(2013)
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Capitulo 3

EL MODELO DE LESLIE CON
EFECTO ALLEE Y
RESPUESTA FUNCIONAL NO
MONOTONA

En este capitulo se analizarda un modelo de tipo Leslie-Gower, considerando que la
poblacién de presas es afectada por el efecto Allee y con una respuesta funcional Holling
tipo IV. Hacemos énfasis en el caso particular del efecto Allee fuerte, cuando m > 0, y
analizamos la estabilidad local de los puntos de equilibrio que se encuentran en los ejes
coordenados. Determinamos la existencia de una curva separatriz en el plano de fase
que divide el comportamiento de las trayectorias. Se realizan simulaciones en Matcont

para mostrar algunos diagramas de fase.

3.1. Modelo a estudiar

El sistema a estudiar se expresa mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias, auténomas no-lineales de tipo Kolmogorov [9], dado por:

dx T qz3y
E_Tx@_E) (x_m)_cﬂ—bx—i—a’
X, (3.1)
dy y
a0
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donde = = z(t) y y = y(t) indican el tamano de la poblacién de presas y depredadores,
respectivamente en cada tiempo ¢t > 0 (medido como biomasa, el nimero de individuos

o densidad por unidad de superficie o volumen) [2].

Aquip = {(r,K,m,q,a,b,s,n) € R} / 0 <m < K;b>2\/a}, es decir, todos los pardme-

tros son positivos, todos tienen diferentes significados ecoldgicos.

Los parametros r, K, m,q,a,b, s y n, se definen de la siguiente manera:

r: tasa crecimiento intrinseca de la poblacién de presas

K: capacidad de carga del medio ambiente (environmental) de las presas

m: constante del efecto Allee o el umbral de poblacién viable, cuando m mayor

que cero

» ¢: tasa maxima de consumo per cépita (nimero de presas consumidas por cada

depredador en una unidad de tiempo)

s: tasa crecimiento intrinseca de la poblacién de depredadores

n: medida de calidad de la presa como fuente alimenticia para el depredador

b: la tasa de saturacion de depredadores, es decir, la cantidad de presas es tan alta

que los depredadores no pueden consumirlas todas.

a: tasa de saturacién media, es decir, la cantidad de presas en el que la tasa de

depredacién alcanza la mitad de su valor maximo

Observemos que el sistema [3.1 no esta definido en el eje y, particularmente en el punto
(0,0), pero ambas isoclinas pasan a través de este punto [10] y para nuestro modelo, es

un punto de especial importancia como mostraremos més adelante.

El sistema [3.1| estd definido en el conjunto:
Q={(z,y) eR?/ 2>0, y>0} =RT xR}

Los puntos de equilibrio del sistema o singularidades del campo vectorial X, son:

» Py = (K,0)
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» P, =(m,0)

» P, = (¢, nxe)

donde z. satisface la siguiente ecuaciéon polinémica:

b b
%x‘l —(r+ % + %)x3+ (gn+rm+rb+ % + %)ﬁ —(brm+ra+ %)x—kram =0
Con el fin de obtener un sistema topolégicamente equivalente al sistema[3.1] realizaremos
un cambio de variable y un cambio en la escala del tiempo. Para simplificar los cdlculos
hacemos los siguientes cambios de variable (ver [2] [10] [20]):

K
r=Ku, y=nKv y71= ! t

u <(Ku)2 - b—Ku—Ir 1)

a a

que dan lugar a la funcién ¢ : 2y X R — Q x R

< K1
a a
definida por ¢(u,v,7) = | Ku,nKwv, e 7| =(z,9,t)
r

(Ku? bK >

donde Q1 = {(u,v) € R*/ u >0, v > 0}. Podemos ver que

nk ((KW K

dethJ(u,v,T):Tu u—i—l) > 0, si b > 24/a.

a a
Esto quiere decir que ¢ es un difeomorfismo que mantiene la orientacién del tiempo [I]
[26] y por lo tanto el cambio de variable transforma el sistema[3.1]en uno topolégicamente
equivalente (ver [23] [34]) con campo vectorial Z, = ¢ o X,, [10], donde Z,(u,v) =
0 0
P(u,v)— Uy V) ==
(u,0) 5+ Qu, v) 5~
Lema 1 FEl sistema[3.1] es topoldgicamente equivalente al siguiente modelo de tipo Kol-

mogorov

W = w2[(0 — w)(u— M)(Aw? ~ Bu+1) — Nua),
Z, (3.2)
D — Wo(u— ) (A2~ Bu+1).
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donde n = (M, N,W, A, B) e R y B > 2V/A.

Demostracién: Si ¢z = Ku, y, y = nKwv, se tiene que:

d d d d
d—j =K ditt’ Y, aTi =nk di: Reemplazando en se tiene que

( _du gnK?uv

K& — |r(1 = w)(Ku —m) —
dt {r( WK =m) = et a} ’

nK@ = snKv (1 — B) .

\ dt U

Por lo tanto,
du m gnK U
M rKul(1— _ 2y
g~ R |-l = o) =7 (K%ﬂ bKu > ’
- — +1
a a

do _ sv 27
dt u ’

K
Haciendo el cambio en la escala del tiempo 7 = 55 ! t, y utilizando la
(K u bK )
u ——u+1
a a
Z dZd

regla de la cadena o ECT;? con Z = (u,v), se tiene el sistema:

du rK m gnK uv

ke —rK 1— _

dr K?*uw?  bKu rEu | ( u)(u K) ra [(K?*u? bKu ’

U - +1 — +1
a a a a

dv rK U—v

— =sv|—|.

dr <K2u2 bK ) u

U ——u+1
a a

que es equivalente al sistema

d K%u?  bK K

u:qﬂ[(l—u)(u—M)( hl —u+1>—qn uv},

dr a a ra

dv s (K2u2 bK >
— = —v(u—v) ——u+1]).
a a
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. o m nK s K?
Haciendo las sustituciones M = — < 1l,con0 < M <1, N = a W=— A=—
K ra rK a
y B = —, se obtiene el siguiente sistema polinomial con cinco pardmetros que sera el
a

que vamos a analizar

% = u?[(1 —u)(u — M)(Au® — Bu+1) — Nw] = P(u,v),
Ly :
% = Wo(u — v)(Au2 — Bu+1) = Q(u,v).

El sistema [3.2| esta definido en el primer cuadrante, es decir:
Q1 ={(u,v) eR*/ u>0, v>0} =R§ xR{

La matriz Jacobiana del sistema [3.2] es:

J11 —Nu )

JZy(u,v) = ( 721 W (Au? — Bu+ 1) (u — 2v)

donde
J11 = —6Au® +5(A+ B+ AM)u* — 4(B+ AM + 1+ BM)u3
+3(1 + BM + M)u? — 2Mu — 3Nu?v
J21 = Wo(Au? — Bu+1) + Wo(u — v)(24Au — B)

El nuevo sistema tiene el origen (0,0) del plano u — v como punto de equilibrio y
aunque en el sistema [3.1/no se consideraba x = 0, en el plano u— v si se considera debido
al cambio de coordenadas y escalamiento de tiempo establecidos. La dindmica en una
vecindad del punto (0,0) en el plano = — y queda entonces reflejada por la dindmica en

una vecindad del punto (0,0) en el plano u — v.
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3.2. Resultados basicos

Ahora demostraremos que las soluciones de [3.2] son acotadas.

Lema 2 Las soluciones del sistema[3.4 son acotadas.

Demostracién: Con el objetivo de comprobar que las trayectorias estdn acotadas, se
analiza su comportamiento en el infinito mediante la Compactificacion de Poincaré [10]

[22] [26] [31]. Para esto se introducen las variables

1
X = E, y, Y = —. Entonces,
v v
aX 1| du_ dv avy _ ldv
dr 0?2 | dr ar| U dr T T dr

Después de algunas simplificaciones algebraicas, el nuevo sistema viene dado por:

‘(ZTX _ %[X%Y — X)(X — MY)(AX? — BXY +Y?) - NX°Y?
-
Zy: FWXY2(1 - X)(AX? — BXY +Y?)),
CCZTY = %(1 — X)(AX? - BXY +Y?).
-

1
Si hacemos el cambio en la escala de tiempo T = —T, se obtiene el siguiente sistema
Y

X
% = X*(Y - X)(X - MY)(AX? - BXY +Y?) - NX?Y?
Zy, +WXY?(1 - X)(AX?2 - BXY +Y?)

v _ WY3(1 - X)(AX? — BXY +Y?)

ar
. 0 0
ao-(1 1)

Utilizando el método del blowing-up (ver [10] [22]), con el objetivo de desingularizar el

Por lo tanto,

origen en el campo vectorial Z;71 (X,Y), hacemos los cambios de variable

dX dr ds 1
— ) . _
X =r,y, Y =r°s. Entonces ﬁ_ﬁ’y’ T =2 <—2rs>,
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Por lo tanto, el sistema anterior se transforma en el sistema

d

é = rﬁ[(rs —1)(1—Mrs)(A— Brs +T282) — Nrs? + Wr32(1 —r)(A— Brs —|-7~232)]7
d

d—; = rOs[Wrs*(1 — r)(A — Brs +r?s%) — 2(rs — 1)(1 — Mrs)(A — Brs + r’s?)

+2N7rs? — 2Wrs?(1 — r)(A — Brs + r?s?)].

Consideremos el cambio en la escala de tiempo ¢ = °T. Por lo tanto, el nuevo sistema

es:
? = r[(rs —1)(1 — Mrs)(A — Brs + r?s®) — Nrs>
- +Wrs?(1 —r)(A — Brs +r%s?)],
Z772 . d

d—z = s[Wrs?(1 —r)(A — Brs +12s%) — 2(rs — 1)(1 — Mrs)(A — Brs + r2s?)

+2N7s? — 2Wrs?(1 — r)(A — Brs + r?s?)].

\

que tiene matriz Jacobiana en el punto (0,0)

JZ,.(0,0) = A0
o 24 |

detJ Zy,(0,0) = —24% < 0,

Como

se tiene que (0,0) es un punto de silla de los campos vectoriales 2n y Z;n y por lo
tanto, el punto (0, 00) es punto de silla del campo vectorial compactificado. Es decir, las
soluciones de [3.2| son acotadas (ver [22] [31]).

Lema 3 El conjunto T’ = {(u,v) € R?*/ 0 <u <1, v > 0}, es una regidn de invarianza.

Demostraciéon: En el sistema [3.2] se tiene:

d d
= Si u = 0, entonces d—u =0, vy, d—v = -Wv? <0 y las trayectorias permanecen
T T
sobre el eje v.
. dv du 9 9
= Si v =0, entonces g =0, vy, 2= (u—1)(u— M)(Au* — Bu+1) <0y las
T T

trayectorias permanecen sobre el eje u.
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d d
» Siu=1, d—u =—-Nv<0,y, d—v =—-Wu(v—1)(A—-B+1) <0y las trayectorias
T T

apuntan hacia el interior de I'.

v

Figura 3.1: La region de invarianza I’

3.3. Naturaleza de los puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema o singularidades del campo vectorial Z,, son
Py =(0,0), Pyy = (M,0), P, = (1,0) y los puntos que se encuentran en la interseccién

de las curvas isoclinas:

(1 —u)(u— M)(Au? — Bu+1) — Nuv = 0 (3.3)

u—v=20

Estas ultimas singularidades (u,v) satisfacen u = v y por lo tanto u debe satisfacer la
ecuacion

(1 —u)(u— M)(Au® — Bu+1) — Nu? =0, (3.4)
es decir, u debe ser la raiz del polinomio
p(u) = —Au+(A+B+AM)u® —(B+AM+BM+N+1)u?+(1+BM+M)u—M (3.5)

Usando la regla de signos de Descartes, el polinomio p(u) puede tener dos raices reales

positivas de multiplicidad dos. Reemplazando —u en

p(—u) = —Au*—(A+B+AM)u* —(B+AM+BM+N+1)u?~(14+BM+M)u—M (3.6)

44



3. EL MODELO DE LESLIE CON EFECTO ALLEE Y RESPUESTA
FUNCIONAL NO MONOTONA

Vemos que no hay cambio de signo, entonces no existen raices reales negativas.

Analizando los resultados de la regla de signos de Descartes,

Cantidad de raices | 4 | 4 | 4
R* 41210

R~ 0[(0]0

C 0214

el polinomio p(u) tiene cuatro raices reales positivas, dos raices (dos simple y una de

multiplicidad dos) o dos raices reales positivas.

Nota: Por la complejidad algebraica de escribir en forma explicita las raices del polinomio
p(u) y como la dindmica del modelo depende del pardmetro M, para m > 0 se hace
un primer analisis de los tres puntos de equilibrio que se encuentran sobre los ejes en el
primer cuadrante Py = (0,0), Py = (M,0) y P, = (1,0).

3.3.1. Puntos criticos sobre los ejes

En esta seccion se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio que se encuentran
en los ejes u y v. Demostramos la existencia de una curva separatriz en el plano de fase

que divide el comportamiento de las trayectorias.
Lema 4 Para todo (A, B, M, N,W) el punto P; = (1,0) es un punto de silla.

Demostracién: La matriz Jacobiana del sistema [3.2] evaluada en el punto de equilibrio
Py =(1,0) es:

(M —1)(A—B+1) ~-N )

2 (1,0) :< 0 W(A—B+1)

Como

detJ Z,(1,0) = W(M —1)(A— B+ 1) <0, porque M <1y W >0,

de donde P; = (1,0) es un punto de silla [23].

Lema 5 Para todo (A, B, M,N,W) el punto Ppy = (M,0) es un punto repulsor.
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Demostraciéon: La matriz Jacobiana del sistema [3.2| evaluada en el punto de equilibrio
Py = (M,0) es:

M?*(1 — M)(AM? — BM +1) ~NM3
0 WM(AM? — BM +1) )

J Zy(M,0) = (

Como

detJ Z,(M,0) = WM3(1 — M)(AM? — BM + 1) > 0, porque M < 1

traza(JZ,(M,0)) = (AM? — BM + 1)(M?*(1 — M) + WM) > 0,
o sea que Py = (M,0) es un punto repulsor [23].
Nota: Si M = 0, esta singularidad colapsa con (0, 0) [22].

Lema 6 FEl punto Py = (0,0) dominio del campo vectorial Z, determina un sector
parabdlico y un sector hiperbdlico [22] [23]. Es decir, existe una curva en el plano de
fase que separa el comportamiento de las trayectorias: el punto (0,0) es atractor para

ciertas trayectorias y silla para otras.

Demostracién: La matriz Jacobiana del sistema evaluada en Py = (0,0) es:

JZ,(0,0) = < 8 8 )

Se tiene que detJZ,(0,0) =0, y, traza(JZ,(0,0)) = 0.

Para desingularizar el origen, utilizaremos un blowing-up vertical (ver [10] [22]), dado

por la funcién ¥(p, q) = (pq, q) = (u,v). Como

dr pdT

dp 1 [(du @ dq_dl
'V ar T dr

u=pq,y,v=¢dg, entonces — = —
dr ¢

Sustituyendo en el sistema [3.2] obtenemos:

dp

= ap®[(1 — pq)(pg — M)(Ap*q® — Bpg + 1) — Npg®]
Zy = ~Wpq(p — 1)(Ap*¢* — Bpg + 1),

d

CT;] =Wq*(p — 1)(Ap*¢*> — Bpq + 1).
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Haciendo el cambio en la escala de tiempo T = g7, se obtiene el siguiente sistemas:

d
d—g = p*[(1 — pq)(pg — M)(Ap*q® — Bpq + 1) — Npg®]

Zy, = ~Wp(p — 1)(Ap*¢*> — Bpg + 1),

d
% =Wq(p — 1)(Ap°¢* — Bpg + 1).

d
Claramente, si ¢ = 0, entonces, l 0y

_ dp _
dT

o7 = Pl=Mp = W(p —1)].

%%
Por lo tanto, las singularidades del campo vectorial Zy,, son (0,0) y <W n M,O), es
%%

decir, existe una recta separatriz en el plano de fase pg, dada por p =

W+ M

La matriz Jacobiana del campo vectorial Zy,, estd dado por:

Zy, (p, @)1 Zw, (p, )12 )

JZy, (p,q) = (
' Zy, (P, q)21 Zw, (P, q)22

donde
Zy,(p, @)1 = (3p*q — 2Mp — 4p*¢® + 3Mp?q)(Ap®¢* — Bpq + 1)
+(pq — Mp* — p*¢* + Mp®q)(24pg® — Bq) — 3Np*¢?
+(W — 2Wp)(Ap*q®> — Bpg + 1) + (Wp — Wp*)(2Apg* — By),
Zy,(p, @2 = (p*—2p*q+Mp?)(Ap®¢* — Bpg+1)+(p*q— Mp®—p*¢*+ Mp?q) (2Ap®¢— Bp)
—2Np’q + (Wp — Wp?)(24p*q — Bp),
Zy, (p,q)21 = BAWp*¢* — 2BWpq® + Wq — 2AWpg® + BW¢?,

Zw,(p,q)22 = 3BAWp3¢* — 2BWp?q + Wp — 3AWp*q* + 2BWpq — W.

La matriz Jacobiana evaluada en la singularidad (0,0) es

w 0
oo ("0

El detJZy,(0,0) = —W? < 0, es decir, la singularidad (0,0) es un punto de silla del

campo vectorial Zy, .
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La matriz Jacobiana evaluada en la singularidad (p,0) en p = W?—/ % es
—2Mp+W —2Wp  p>+ Mp® + BMp® — BWp? + W Bp3
JZy,(p,0) = .
0 Wp—-W

Como detJ Zy, (p,0) = MW >0

Uy p7 - W + M 9
y

2M 2

traza(JZy,(p,0)) = — m> < 0. Se tiene entonces que (M,O) es un

punto atractor del campo vectorial Zy, .

Podemos ver que la recta v = u, que divide el comportamiento de las trayectorias
en el plano de fase y el punto (0,0) es un punto de silla para ciertas trayectorias y un

punto atractor para otras.
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3.4. Algunas simulaciones

En esta seccion se realizan simulaciones del sistema adimensional en u y v, con el fin
de ilustrar los resultados de los lemas y [6l Se puede observar en la Figura [3.2] que
el punto (0,0) es un punto atractor para ciertas trayectorias, que el punto (M,0) es un

punto repulsor y el punto (1,0) es un punto de silla.

3.4.1. Dos puntos de equilibrio positivos

0.8

o6 Y \

05+ (HZ,HZ)
04

03[

o2t Y

0.1 °

o
A
<
Y
- ¢
A

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
(M,0) (1,0)

Figura 3.2: Para A = 3.5, B=3.6, N =0.08, W =0.1 y M = 0.1. En este caso el punto
(H2, H2) es nodo atractor y (Hj, Hy) es un punto de silla.

Para estos valores de los parametros, se obtuvieron los siguientes resultados:

i. El punto de equilibrio (0,0) es atractor

ii. El punto de equilibrio (0.1,0) es repulsor
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iii. El punto de equilibrio (1,0) es un punto silla
iv. El punto (Hy, H;) = (0.10136,0.10136) es un punto silla

v. El punto (Ha, H2) = (0.4564,0.4564) es un nodo atractor

02r
— — —-u ———=u
09 f ——-v 0.181} —— =V
A \
X A
08f "Ju 0451,
AR N > \
> L \ \
o 0.7 \ \\ _g .
& NN & 01 N
- N
5 06 \\ ~ S o
~ N
051 \ \\\\\ \\\\\
\ oo =- 0.05 s
N ————— T T S~
04t i~
03 . . . . . 0 . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 0 200 400 600 800 1000 1200
Time Time
(a) Condicién inicial (0.9,0.8) (b) Condicién inicial (0.08,0.18)

Figura 3.3: Trayectorias del sistema [3.2] con diferentes condiciones iniciales

Algunas trayectorias del sistema[3.2)se presentan en la Figura[3.2] Las drbitas del sistema
para ciertas condiciones iniciales tienden al punto de equilibrio Hs, logrando un estado
sostenible para ambas especies. Para otras condiciones iniciales, las érbitas tienden al
punto (0,0), produciendo la extincién de las presas y los depredadores. Por lo tanto,
para lograr sostenibilidad de las dos especies debemos seleccionar una condicion inicial
que haga parte de la cuenca de atraccién del punto de equilibrio (Hs, Hs). En la Figura
3.3|(a), podemos deducir que antes de lograr una sostenibilidad completa, surgen algunas
oscilaciones. Este hecho puede ser pensado como un escenario de crisis local de ambas

poblaciones que pueden ser solucionada después de algin periodo de tiempo [§].

3.4.2. Bifurcaciones

En esta parte del trabajo de investigacién nos enfocamos en los diagramas de bifur-
cacién con respecto a la variable de estado u (presas). Hacemos énfasis en pardmetros
fundamentales de la funcién de crecimiento de las presas, es decir, el pardmetro A que

depende de K (capacidad de carga del medio ambiente de las presas) y a (la tasa de
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saturaciéon media). Las continuaciones de todos los puntos de equilibrio se realizaran con

Matcont [5], un paquete (Toolbox) del software Matlab.

0.2

A

Figura 3.4: Trayectoria del equilibrio (Hs2, Ha) cuando varia el pardmetro A

Mediante el célculo de la continuacién del punto de equilibrio Py, (Ha, H2) con respecto
al pardmetro A, se obtienen las trayectorias representadas en la Figura Haciendo

esta continuacién, el programa nos muestra varios puntos de codimensién 1 [34].

Cuando A = 3.631672, hay una bifurcacién de Hopf subcritica (ver [5]). La estabilidad
de dicha bifurcacién la proporciona el primer coeficiente de Lyapunov [;(0) = 3.033349

[34]. Por lo tanto, debe existir un ciclo limite inestable, bifurcando desde el equilibrio
PHQ(HQ,HQ) (VeI‘ [23] [34}).

La Figura representa una familia de ciclos con un punto limite marcado por LPC
cuando A = 3.631672. Muestra la aparicién de ciclos limite desde el punto de bifurcacién
Hopf [5]. Los ciclos limites contintian creciendo a medida que A tiende a 3.631672, donde
existe un cambio de la cuenca de atraccion y el sistema se aleja del equilibrio Py, (H2, H2)
(ver [5]).

Este resultado revela la importancia de la capacidad de carga del medio ambiente de

las presas y la tasa de saturacién media con este enfoque, donde la tasa de consumo

o1



3. EL MODELO DE LESLIE CON EFECTO ALLEE Y RESPUESTA
FUNCIONAL NO MONOTONA

0.59 1

0.58

0.57 1

0.56

0.55

0.54

0.53

0.52 1

0.52 0.54 0.56 0.58

Figura 3.5: La familia de ciclos limite que bifurcan desde el punto Hopf.

de los depredadores en exceso sin ningun control sobre las presas es perjudicial para la

sostenibilidad de ambas especies.
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3.4.3. Cuatro puntos de equilibrio positivos

1
09 ‘ (Ha,Ha)
0.8 [
M E—d
e~
v 05 (H2,H2)
04
0.3 [ L
02 Lﬁ‘ > _ T
Y s > > -
(H1,H1) - >
0.1 > -
0 Y T (M,O) L T T T T T T T R N
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.6: Para A = 4.05, B =3.75, N =0.11, W = 0.02 y M = 0.13. En este caso el
punto (Hy, Hi) es un punto de silla, los puntos (Hz, Ha) y (Hy, Hy) son nodos atractores
y (Hs, H3) es un punto de silla.

Para estos valores de parametros, se obtuvieron los siguientes resultados:

i. El punto de equilibrio (0,0) es atractor
ii. El punto de equilibrio (0.1,0) es un nodo repulsor
iii. El punto de equilibrio (1,0) es un punto silla
iv. El punto (Hy, H1) = (0.134,0.134) es un punto de silla
v. El punto (Hs, Hy) = (0.46319,0.46319) es un nodo atractor
vi. El punto (Hs, Hs) = (0.60765,0.60765) es un punto de silla

vii. El punto (Hy4, H4) = (0.85109,0.85109) es un nodo atractor
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uandv

Ciertas trayectorias del sistema[3.2)se presentan en la Figura[3.6] Las érbitas del sistema
(ver Figura b)) para ciertas condiciones iniciales tienden al punto de equilibrio Hy,

logrando un entorno sostenible para ambas especies. Sin embargo, el punto de equilibrio

Hj es estable y ciertas trayectorias convergen al punto (ver Figura [3.7(c)). Para otras

condiciones iniciales, las 6rbitas tienden al punto (0,0), ocasionado que las especies

se extingan. Por lo tanto, para lograr una sostenibilidad de las dos especies debemos

L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400 450
Time

(a) Condicién inicial (0.1,0.2)

uand v

L L L
40 50 60 70

.
80 920
Time

(b) Condicién inicial (0.6, 0.4)

I I
300 400
Time

(¢) Condicién inicial (0.58,0.58)

Figura 3.7: Trayectorias del sistema con diferentes condiciones iniciales

seleccionar una condicién inicial que haga parte de la cuenca de atraccién del punto de

equilibrio (Hy, Hy) o del punto de equilibrio (Hz, Ha).

De las figuras (b)(c), podemos ver que antes de lograr una sostenibilidad completa,

surgen algunas oscilaciones. Este hecho puede también ser pensado como un escenario de

crisis local de ambas poblaciones que pueden ser solucionada después de algin periodo
de tiempo [g].
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3.4.4. Bifurcaciones

Nos enfocamos en los diagramas de bifurcacion con respecto a la variable de estado u
(presas). Hacemos énfasis en pardmetros fundamentales de la funcién de crecimiento de

las presas, es decir, el pardametro A.

09

Figura 3.8: Trayectoria del equilibrio (Ha, Hy) cuando varia el pardmetro A

Mediante el célculo de la continuacién del punto de equilibrio Py, (Ha, H2) con respecto
al pardmetro A, se obtienen las trayectorias representadas en la Figura [3.8] Haciendo
esta continuacién, el programa nos muestra varios puntos de codimensién 1 [§] [34].
En A = 4.080950, indica una bifurcacién de Hopf subcritica. La estabilidad de dicha

bifurcacién la proporciona el primer coeficiente de Lyapunov {;(0) = 2.113255 [5].

Por lo tanto, debe existir un ciclo limite inestable, bifurcando desde el equilibrio P, (Ha, H2)
[23] [34]. En este caso se puede considerar como un escenario sostenible, si y sélo si, el
periodo de los ciclos limites se mantiene en un rango de valores reales de algunas bifur-

caciones [g].

En la Figura [3.9] se produce una familia de ciclos con un punto limite marcado por LPC

en A = 4.080950. Muestra la aparicién de ciclos limite desde el punto de bifurcacién
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0.58 -

0.56 -

0.54 -

0.52 -

0.48 -

0.46 -

0.44 -

0.42 1 1 1 1 1 1 1 1
0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58

Figura 3.9: La familia de ciclos limite que bifurcan desde el punto Hopf.

Hopf [5]. Los ciclos limites contintan creciendo a medida que A tiende a 4.080950, donde
existe un cambio de la cuenca de atraccion y el sistema se aleja del equilibrio Py, (H2, H2)
[5].
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Capitulo 4

EL MODELO DE LESLIE CON
EFECTO ALLEE DEBIL Y
RESPUESTA FUNCIONAL

NO-MONOTONA

En este capitulo se analiza la estabilidad local de las singularidades que se encuentran
en el interior de . Hacemos énfasis en un caso particular del efecto Allee cuando m = 0,
lo cual hace que el polinomio p(u) se pueda expresar de forma ciibica haciendo més fécil
los calculos algebraicos. Demostramos la existencia de una curva en el plano de fase que
divide el comportamiento de las trayectorias. Comprobamos que todas las soluciones del
sistema son acotadas y establecemos la regién de invarianza. Se muestra la existencia de
un curva homoclinica y una curva heteroclinica para ciertos valores de parametros. Se

realizan simulaciones en Matcont para mostrar algunos diagramas de fase.

4.1. El caso especial de efecto Allee débil

En lo que sigue del trabajo de investigacién vamos a considerar el efecto Allee Débil

cuando m = 0. De acuerdo a lo visto en el capitulo|3] el modelo propuesto es equivalente
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al sistema: J
d—u = u3[(1 — u)(Au® — Bu + 1) — Nv],
-
Zy (4.1)
do _ Wo(u — v)(Au® — Bu + 1)
dr '

donde n = (N,W, A,B) € R} y B > 2VA.

El sistema [4.1] estd definido en el conjunto:

Q={(u,v) eR?/u>0, v>0} =RJ xR}

La matriz Jacobiana del sistema [4.1] es

J11 —Nu? )

JZn(u,v) =
J21 W (Au? — Bu+ 1)(u — 20)

donde
J11 = u?(3 — 4u — 4Bu + 5Au® 4 5Bu® — 6 Au?® — 3Nv)

J21 = Wo(l — 2Bu + 34u? + Bv — 2Auv)
4.2. Resultados principales
Ahora demostraremos que las soluciones de son acotadas.

Lema 7 Las soluciones del sistema[4.1] son acotadas.

Demostracién: Con el objetivo de comprobar que las trayectorias estdn acotadas, se
analiza su comportamiento en el infinito mediante la Compactificacion de Poincaré [10]

[22] [26] [31]. Para esto se introducen las variables

1
X = E, y, Y = —. Entonces,
v v
dX 1 du dv dY 1 dv
—_— = |v— —u— —_— =
dr v2 | dr dr Y dr v2dr

Después de algunas simplificaciones algebraicas y haciendo el cambio en la escala de
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. 1 . . .
tiempo T' = —7, se obtiene el siguiente sistema:

y5
dX 3 2 2 3y2
=7 = X°(Y = X)(AX? - BXY +Y?) - NX°Y
Ty +WXY2(1 - X)(AX2 - BXY +Y?),
% =WY3(1 - X)(AX? - BXY +Y?).

Por lo tanto,
. 0 0
JZ,,(0,0) = (0 O).

Se utiliza el método del blowing-up (ver [10] [22]), con el objetivo de desingularizar el

origen en el campo vectorial Z;h (X,Y), haciendo los cambios de variable

e Y —2rs——

X dr ds 1 /dY dr
X=ry,Y=r%E el 2o (= .
Ty, Xo=1Ts. hntonees, G = gm Y G T 2 (dT dT>

Por lo tanto, el sistema anterior se transforma en el sistema

CZ; =7%(rs —1)(A — Brs +r?s®) — Nrs + Wrs*(1 — r)(A — Brs + r?s%)],
Zny ﬁ = 1s[Wrs?(1 — r)(A — Brs +r?s?) — 2[(rs — 1)(A — Brs +r%s%)]|

—Nrs+ Wrs?(1 —r)(A — Brs + r?s?).
Consideremos el cambio en la escala de tiempo ¢ = r°T, obteniendo el sistema
dr

d
Zyg C?T; = s[Wrs?(1 —r)(A — Brs 4+ r?s®) — 2[(rs — 1)(A — Brs + r%s%)]]
—Nrs+ Wrs?(1 —r)(A — Brs + 12s?),

=r[(rs — 1)(A — Brs + r?s®>) — Nrs + Wrs*(1 — r)(A — Brs + r’s?))],

cuya matriz Jacobiana en el punto (0,0) es

JZ,(0,0) = 40
G 0 24 |

donde detJ Z,,(0,0) = —242 < 0.

Se tiene que (0,0) es un punto de silla de los campos vectoriales Zn y Z;73. Por lo tanto,
el punto (0, 00) es punto de silla del campo vectorial compactificado. Es decir, las érbitas

del sistema son acotadas para cualquier valor de los pardmetros [22].
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Lema 8 El conjunto I' = {(u, v) ER?2/0<u<l1, v> 0} es una region de invarianza.

Demostracion: En el sistema [4.1] se tiene:

U dv
= Si u = 0, entonces i 0, vy, P —Wov? <0 y las trayectorias permanecen
T T
sobre el eje v.
. dv du 3 9 .
= Siv =0, entonces i 0,y, i (u—1)(Au*—Bu+1) < 0y las trayectorias
T T
permanecen sobre el eje u.
) du dv 9 _ _
m Siu=1, i —Nov <0, y, e —Wwv® < 0y las trayectorias apuntan hacia el
T T
interior de I'.
-
~—
% ‘\\
—
“\
-—
0 1

u

Figura 4.1: La regién de Invarianza r

Todas las trayectorias del campo vectorial que cruzan la recta u = 1, entran a la regién

A

r.

4.3. Naturaleza de los puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema o singularidades del campo vectorial Zn: son
Py =(0,0) y P, = (1,0) y los puntos que se encuentran en la interseccién de las curvas

isoclinas:

(1 —u)(Au? — Bu+1) — Nv =0, (4.2)

u—v=20
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Estas ultimas singularidades (u,v) satisfacen u = v y por lo tanto u debe satisfacer la
ecuacion

(1 —u)(Au* — Bu+1) — Nu =0, (4.3)

es decir, u debe ser la raiz del polinomio
p(u) = Au® — (B + A)u? + (1 + B+ N)u — 1. (4.4)

Usando la regla de signos de Descartes obtenemos que p(u) tiene raices reales positivas

y no tiene raices negativas.

» Sip(u) = Au® — (B + A)u® + (1 + B + N)u — 1, hay tres raices reales positivas

» Sip(—u) =—Aud — (B+ A)u? — (14 B+ N)u — 1, no hay raices reales negativas

Analizando los resultados de la regla de signos de Descartes,

Cantidad de raices | 3 | 3
R+ 311

R~ 00

C 012

el polinomio p(u) tiene tres raices reales positivas, dos (una simple y una de multiplicidad

dos) o una raiz real positiva.

En cualquier situacién se puede asegurar la existencia de por lo menos una raiz positiva
que denotaremos por H. Dividimos p(u) entre u— H y se obtiene un trinomio de segundo
grado que nos permitird conocer la existencia de otras raices del polinomio p(u) y obtener

condiciones algebraicas sobre el valor de los pardmetros [31]. Por lo tanto,
p(u) =(u—H) (Au* - (B+A— AH)u+1+ B+ N —-H(B+ A— AH)).
Teniendo en cuenta que el residuo de la divisién es cero, obtenemos:
N = %(1—H)(AH2—BH+1). (4.5)

Ademss, se tiene que necesariamente H < 1, ya que N >0y B > 2V/A.

Al sustituir N, el factor cuadratico de p(u) tiene la forma:

o) = (Au2 — (B4 A(l— H))u+ ;) |
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Utilizando nuevamente la regla de signos de Descartes, es claro que si (B+A(1—H)) < 0,
entonces el polinomio g(u) no tiene raices reales positivas. En caso contrario, si (B +

A(1 — H)) > 0 entonces el polinomio g(u) posee a lo més dos raices reales positivas.

Las soluciones de la ecuacién ¢(u) = 0 son:

u:;l((B+A(1—H))i\/(B+A(1—H))2—4;>.

El discriminante de la ecuacién cuadrética q(u) = 0 es

4A

D,=(B+A(l - H))*> - T

que se puede escribir como un polinomio de grado 2 en A

Dy(A) = (1— H)?A% + (231{(1[}1{) _4> A+ B2

Las soluciones de la ecuacién Dy(A) = 0 son:

A= H(liH)2 ((2—BH(1—H))i2\/1 —BH(l—H)).

Por lo tanto,

1
n Si B< m entonces el discriminante Dy > 0

1
» Si B= m entonces el discriminante Dy = 0

1
= Si B> ———— entonces el discriminante D, < 0

H(1—H)

Teorema 4 (Raices positivas de p(u)) Para el polinomio p(u) se cumple que:

i. Si (B+A(1—-H)) <0, o bien si Dy <0, entonces p(u) tiene una unica raiz real

positiva H.
1
1. Si B = m o0 bien si Dy =0, entonces p(u) tiene dos raices positivas, H y
(B+ A(1—H))
Hy = .
0 24
1. St B < m o bien st Dy > 0, entonces p(u) tiene tres raices reales positivas,

HyHLQ:i((BJrA(l—H))i\/ﬁq).
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Corolario 1 (Puntos de equilibrio positivos) Para el sistemal[4.1] en el interior de

la region Q) se tiene:

i. St (B+ A(1—H)) <0, o bien si Dy < 0, entonces existe un unico punto de
equilibrio: Py = (H, H)

1
1. Si B = m o bien si Dy = 0, entonces existen dos puntos de equilibrio: Py
y Pro = (Ho, Ho)
1. Si B < m o bien st Dy > 0, entonces existen tres puntos de equilibrio:

Py, P = (Hy, Hy) y Pro = (Ho, Ha).

4.3.1. Puntos criticos sobre los ejes

Se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio que se encuentran en los ejes u y
v. Determinamos la existencia de una curva separatriz en el plano de fase que divide el

comportamiento de las trayectorias.
Lema 9 Para todo (A, B, N,W) el punto P, = (1,0) es un punto de silla.

Demostracién: La matriz Jacobiana del sistema [4.1| evaluada en el punto de equilibrio
P =(1,0) es:

720.0) = —(A—B+1) -N
T 0 WA-B+1) )’

Como

detJ Z,(1,0) = =W(A — B+1)? <0, P, = (1,0) es un punto de silla [23].

Lema 10 El punto Py = (0,0) del dominio del campo vectorial 277 determina un sector
parabdlico y dos sectores hiperbolicos [23] [31]. Es decir, existe una curva en el plano
de fase que divide el comportamiento de las trayectorias: el punto (0,0) es atractor para

ciertas trayectorias y punto de silla para otras.

Demostracién: La matriz Jacobiana del sistema evaluada en Py = (0,0) es:

JZ,(0,0) = < 3 8 )
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Se tiene que det.J Z,(0,0) = 0, y, traza(J Z,(0,0)) = 0.

Para desingularizar el origen, utilizaremos un blowing-up vertical (ver [10] [22]) dado por

la funcién ¥(p,q) = (pg, q) = (u,v). Como

u = v = q, entonces — = — | — —_— = —
pq7 Y7 q7 dT pdT ) y7 dT dT

dp 1 du_@ dg dv
dr ¢

Sustituyendo en el sistema obtenemos:

dp

= pa[p*q(1 — pg)(Ap*q® — Bpg + 1) — Np*q?
Zy = ~W(p—1)(Ap*¢®> — Bpg + 1)

dq

o= Wq*(p — 1)(Ap*q> — Bpg + 1)

Haciendo el cambio en la escala de tiempo T = g7, se obtiene el siguiente sistema:

d
% = p[p*q(1 — pq)(Ap°q®> — Bpg + 1) — Np°¢?
Zy, = ~W(p—1)(Ap*¢® — Bpqg + 1)
d
A = Wa(p—1)(Ap*¢* — Bpq + 1)
dT
. dg dp _
Claramente, si ¢ = 0, entonces T Oy a7 = p[-W(p—1)].

Por lo tanto, las singularidades del campo vectorial Zg,, son (0,0) y (1,0), es decir,

existe una recta separatriz en el plano de fase pgq.

La matriz Jacobiana del campo vectorial Zg, esta dada por:

Zw, (P, q)11 Zy,(p,q)12
JZ%(pyq)_< . (p,q) (9, q) )

Zy,(p,@)21 Zw,(p,q)22

con
Zy,(p, )11 = (3p*q — 4p>¢*)(Ap®¢* — Bpq + 1) + (p*q — p*¢*)(24pg* — By)
—3Np*¢® + (W — 2Wp)(Ap*¢* — Bpg + 1) + (Wp — Wp*)(24pg* — By),
Zy,(p, @12 = (0° — 2p"q)(Ap®¢* — Bpg + 1) + (p°q — p*¢*)(24p¢® — Bq)
—2Np*q + (Wp — Wp?)(24p*q — Bp),

Zw, (p,q)21 = Wq(Ap*q* — Bpq+ 1) + (Wpq — Wp)(24pg* — Bq),
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Zw,(p.q)22 = Wp — W)(Ap?q®> — Bpg + 1) + (Wpg — Wq)(2Ap*q — Bp).

La matriz Jacobiana evaluada en la singularidad (0,0) es

w 0
oo ("0

El detJZy,(0,0) = —W? < 0, es decir, la singularidad (0,0) es un punto de silla del

campo vectorial Zy, .

La matriz Jacobiana en la singularidad (p,0) con p =1 es

JZy,(1,0) = ( ;W é ) .

Como detJZy,(1,0) = 0y traza(JZy,(1,0)) = —W < 0, se tiene por el teorema de
la variedad central (ver [22]) que la naturaleza de este punto corresponde a un nodo

atractor del campo vectorial Zy,.

Teorema 5 Sean W*(0,0) y W*(1,0) las variedades estables e inestables de los puntos
de equilibrio (0,0) y (1,0), respectivamente. Existe un subconjunto abierto de valores de
pardmetros por los cuales W*#(0,0) N W"(1,0) es no vacta, dando origen a una curva

heteroclinica vy, en el primer cuadrante que contiene al equilibrio (0,0) y (1,0).

Demostracion: Por el Lema el punto de equilibrio (0,0) tiene una curva separatriz
> con una inclinaciéon © = v en la vecindad de ese punto y por el Lema@] el punto (1,0)
es punto de silla. Sean W*(0,0) y W*(1,0) las variedades estables e inestables de los
puntos de equilibrio (0,0) y (1,0). Claramente por el Lema 7] el a — limite de W*(0,0)

y el w — limite de W*(1,0) no estan en el infinito en la direccién del eje v.

De otro lado, existen puntos (u*,v®) € W#(0,0), y, (u*,v%) € W"(1,0), con v* y
v" dependiendo de los valores de pardmetros, tal que v* = s(4,B,N, W) y v* =

u(A, B, N,W).
» Si0 < u* << 1, entonces v® < v* y la variedad estable W#(0,0) estd por debajo
de la variedad inestable W*(1,0).

» 510 << u* <1, entonces v* > v* y la variedad estable W*(0,0) estd por encima
de la variedad inestable W*(1,0).
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VY ¢

Figura 4.2: Dos posibles posiciones relativas entre la variedad estable W#(0,0) del punto

de equilibrio (0,0) y la variedad inestable W"(1,0) para el punto silla (1,0).

Como el campo vectorial Zn es continuo con respecto a los valores de los parametros,
entonces la variedad estable W*(0,0) intersecta a la variedad inestable W*"(1,0). Por
lo tanto, existe (u*,v*) € Q (regién de invarianza) tal que v* = v y la ecuacién
s(A,B,N,W) = u(A, B, N,W) define una superficie en el espacio de pardmetros pa-

ra los cuales existe una curva heteroclinica [26].

El conjunto A = {(u,v) E]R(J{ ><]R0+ /0<u<1l 0<v<wg,y, vs € E}, es decir, el
conjunto determinado por la curva separatriz 3, la recta u = 1 y el eje u es una regién
compacta [12]. Por lo tanto, las curvas del sistema son compactas (ver Lema y las

soluciones no salen de la regién A.

W=(0,0) n wWH(1,0)
Y
‘ """""" ..
Y 7 »
Y ,,V" ;
0,0) - )

Figura 4.3: Curva heteroclinica formada por la interseccién de la variedad estable
W#(0,0) y la variedad inestable W*(1,0).
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4.3.2. Naturaleza de los puntos de equilibrio positivos

Para el andlisis de los puntos de equilibrio interiores, es importante resaltar que estos
tienen igual abscisa y ordenada, por lo tanto analizamos la matriz Jacobiana evaluada

en un punto (u,u) obteniendo:

R —u?[6Au® — (5A +5B)u? + (4 + 4B + 3N)u — 3| —Nu?
Wu(Au? — Bu +1) ~Wu(Au? — Bu+1) )

Se tiene que (u,u) es un punto de equilibrio, entonces satisface la ecuacién p(u) = 0 por

lo tanto el término de la primera fila y primera columna se puede reescribir como:
—u?[(A+ B)u? — (2B + 3N + 2)u + 3].
El determinante de la matriz Jacobiana viene dado por:
detJ Zp(u,u) = Wu?(Au? — Bu + 1)[(A + B)u? — (2B + 2N + 2)u + 3].
El signo de detJ Zn(u, u) depende del valor que tome el factor:
d(u) = (A + B)u® — (2B + 2N + 2)u + 3. (4.6)
La traza de la matriz Jacobiana estd dada por:
traza(J Zy(u,u)) = —u[(A 4+ B)u? — (2B + 3N +2 — AW)u? + (3 — WB)u + W).
El signo de la traza(JZn(u, u)) depende del valor que tome el factor:
t(u) = (A+ B)u® — (2B + 3N +2 — AW)u? + (3 — WB)u + W. (4.7)

Para el andlisis de la naturaleza de todos los puntos de equilibrio que se encuentran en
el interior de €, se procede segun lo enunciado en el Corolario |1, para uno, dos o tres

puntos de equilibrio positivos.
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4.3.3. Existencia de un tnico punto de equilibrio positivo

Supongamos que existe un inico punto de equilibrio llamado Py = (H, H) en el interior
de ), es decir, satisface la primera condicién del Corolario (1} si (B + A(1 — H)) <0 o
bien D, < 0.

Lema 11 El punto de equilibrio Py = (H, H) es:

2(A+ B)H? —3AH* — (1+ B)H?

1. Es un punto atractor, si y solo si, W >

AH? - BH +1
2(A+ B)H?® —3AH* — (1+ B)H?
1. Es un punto repulsor, si y sélo si, W < (4+ )AH2 —BH—i—g +B) .

Demostracién: Utilizando la ecuacién en el punto (H, H) tenemos:
d(H) = (A+B)H?>—-(2B+2N +2)H +3
= 24H? - AH® - BH*+1
= AH®+ (AH — (A+B))H?>+1

En el caso que (B+ A(1 — H)) < 0, donde es equivalente a (AH — (A+ B) > 0, se tiene
inmediato que d(H) > 0.

Es decir, para el inico punto de equilibrio se tiene que det.J Zn(H ,H) > 0, y lanaturaleza
de este punto queda determinado por el signo de la traza de la matriz Jacobiana, que

depende del siguiente factor:
t(H) = 3AH* —2(A+ B)H®* + (1 + B+ AW)H? — BWH + W.

Por lo tanto,

2(A+ B)H? -~ 3AH* — (1+ B)H?
AH? - BH +1
traza(JZn(H,H)) < 0, se tiene que el punto (H,H) es un punto de equilibrio

i. SiwW >

entonces t(H) > 0, y como

atractor.

2(A+ B)H? —3AH* — (14 B)H?
AH? - BH +1

traza(J2n(H,H)) > 0, se tiene que el punto (H,H) es un punto de equilibrio

ii. SiW <

, entonces t(H) < 0, y como

repulsor.
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Analizando el signo de A(H) = traza(JZn(H, H))? — 4detJZn(H, H) obtenemos:

A(H) = H*BAH*-2(A+B)H?+ (1+ B+ AW)H? - BWH + W)?
—AWH?*(AH?* — BH +1)[AH® + (AH — (A+ B))H? + 1].

El primer término siempre es positivo y el signo del segundo término depende del factor

AH3 + (AH — (A + B))H? + 1. Sin embargo este término siempre va a ser positivo.

En conclusién, A(H) cambia de signo y el punto de equilibrio puede ser un foco o un
nodo segin A(H) <00 A(H) > 0 [31].

Por lo tanto, via Bifurcacién de Hopf, el punto de equilibrio (H, H) genera por lo menos

un ciclo limite estable (ver [31] [34]).
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4.4. Algunas simulaciones

En esta seccion se realizan simulaciones del sistema adimensional en u y v, las cuales
ilustran los resultados de los lemas [9] [10] y Se puede observar claramente, como se
demostré analiticamente, que el punto (0,0) es un punto atractor para ciertas trayecto-
rias, punto de silla para otras, que el punto (1,0) es un punto de silla y el punto (H, H)

es un foco atractor para ciertas condiciones y repulsor para otras.

4.4.1. Punto de equilibrio positivo
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Figura 4.4: Para A = 4.6, B = 3.6, N = 0.321 y W = 0.18. En este caso el punto de

equilibrio (H, H) es un foco atractor.

Realizando las simulaciones en Matcont para estos valores de parametros, se obtienen

los siguientes resultados:

i. El punto de equilibrio (0,0) es un punto de silla
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ii. El punto de equilibrio (1,0) es un punto silla

iii. El punto (H, H) = (0.67305,0.67305) es foco atractor

.
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Time
Figura 4.5: Trayectorias del sistema que convergen al tinico punto de equilibrio (H, H)

Las trayectorias del sistema se presentan en la Figura Todas las orbitas del
sistema tienden al punto de equilibrio (H, H) con coordenada H(0.67305,0.67305) para
un tiempo ¢t > 0, logrando un estado sostenible para ambas especies. En la Figura
podemos deducir que antes de lograr una sostenibilidad completa, surgen ciertas
oscilaciones. Este hecho puede ser pensado como un escenario de crisis local de ambas

poblaciones que pueden ser solucionada después de algin periodo de tiempo [§].
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Punto de equilibrio positivo

0.8

Figura 4.6: Para A = 5.1, B =4.5, N = 0.5034 y W = 0.18. El tinico punto de equilibrio

interior (H, H) es nodo atractor.

Para estos valores de pardametros, se obtuvieron los siguientes resultados:

i. El punto de equilibrio (0,0) es un punto de silla
ii. El punto de equilibrio (1,0) es un punto silla

ili. El punto (H, H) = (0.25967,0.25967) es un nodo atractor

4.4.2. Bifurcaciones

En esta seccién del trabajo nos centramos en los diagramas de bifurcacion con respecto
a la variable de estado u (presas). Se hace énfasis en pardmetros fundamentales de
la funcién de crecimiento de las presas, es decir, el pardmetro A que depende de K
(capacidad de carga del medio ambiente de las presas) y a (la tasa de saturacién media).

Las continuaciones de todos los puntos de equilibrio se realizarén con Matcont [5].

Mediante el calculo de la continuacién del punto de equilibrio Py (H, H) con respecto al
parametro A, se obtienen las trayectorias representadas en la Figura Haciendo esta

continuacién nos muestra varios puntos de codimension 1.
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0.1}

Figura 4.7: Trayectoria del equilibrio cuando varia el pardmetro A

Una bifurcacion de Hopf se presenta en A = 7.084960 y la estabilidad de dicha bifurca-
cién es proporcionada por el primer coeficiente de Lyapunov {;(0) = 2.935153 > 0. Esto
significa que la bifurcacién es subcritica y los ciclos limites generados a partir de este

punto son érbitas inestables [23].
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Figura 4.8: ciclos limites que salen del punto de Hopf

En la Figura se observa una familia de ciclos con un punto limite marcado por LPC
en A = 7.084960; muestra la aparicion de ciclos limites desde el punto de bifurcacién

Hopf [5]. Los ciclos limites contintdan creciendo como A — 7.084960, donde existe un
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cambio de la cuenca de atraccién y el sistema se aleja del equilibrio Py (H, H).

El ciclo critico tiene (aproximadamente) un multiplicador doble v = 1 [5], y el coeficiente
de forma normal es distinto de cero. Por lo tanto, la variedad del ciclo limite tiene un

silla-nodo [34].

El algoritmo de continuacién seguird automaticamente la segunda rama (estable) del
ciclo después del punto LPC (ver Figura [4.9).
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Figura 4.9: Periodo del ciclo vs A

Se obtiene una curva con un punto limite, indicando claramente la presencia de dos
ciclos limite con periodos diferentes para A < 7.084960 cerca de LPC (ver Figura .

Este resultado nos revela la importancia de la capacidad de carga del medio ambiente
de las presas y la tasa de saturacién media en este enfoque, donde la tasa de consumo
de los depredadores en exceso sin ningun control sobre las presas es perjudicial para la

sostenibilidad de ambas especies.
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Punto de equilibrio positivo

09
08
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Figura 4.10: Para A = 3.4, B = 3.4, N = 0.123 y W = 0.1. El punto de equilibrio

interior (H, H) es de tipo foco repulsor, rodeado por un ciclo limite.

Realizando las simulaciones en Matcont para estos valores de parametros, se obtienen

los siguientes resultados:

i. El punto de equilibrio (0,0) es un punto de silla
ii. El punto de equilibrio (1,0) es un punto silla

iii. El punto P (0.59482,0.59482) es foco repulsor
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4.4.3. Existencia de dos puntos de equilibrio positivos

Supongamos la existencia de dos puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante,

B+ A(l-H

(H,H)y (Hy, Hy) donde Hy = (B + 2(A ) . Es decir, D, = 0. Se tiene que la dltima
H(B+ A(1 - H))? 1

condicion es equivalente a A = (B + i ) , igual forma a A = Hng'

Un hecho importante que debemos mencionar, es que si el determinante D, = 0 entonces
las raices de la ecuacién cuadratica son de multiplicidad dos, es decir, el punto de
equilibrio (Hy, Hy) es el colapso de otros dos puntos de equilibrio del sistema. Este
colapso nos genera un punto de equilibrio llamado silla-nodo y que se puede obtener via

bifurcacién silla-nodo [34].

Lema 12 Los puntos de equilibrio del sistema[{.1] satisfacen que:

(i) El punto de equilibrio (H, H) es:

H%2 —3H +2BHH — (B + 1)H}]
H? - BHH; + H '

H?[]2—-3H +2BHH? — (B + 1)H¥]
H? - BHHZ + H ’

1. Es un punto atractor, si y solo si, W >

1. Es un punto repulsor, si y sélo si, W <
(ii) El punto de equilibrio (Hy, Hp) es:

i. Es un punto de equilibrio no hiperbolico estable del tipo nodo, si y sélo st,

HHy[2Hy+ H(2 — Hy) — 2

W< 0[2Ho + H( 0) — 2]
H? —+ HO —1

1. Es un punto de equilibrio no hiperbolico inestable del tipo nodo, si y sdlo st,

HHy[2Hy + H(2 — Hy) — 2

WS 0[2Ho + H( 0) — 2]
H? —+ HO —1

Demostracion: Por el Lema sabemos que para el punto (H, H) se obtiene:

d(H) = AH®>+4 (AH — (A+ B))H? +1
B+A(1—H)\ .,
- )\ H?’+1
24 > *
— AH® —2AHy H?+1

= AH3—2A<

Utilizando la condicién D, = 0 y sustituyendo el valor de A, obtenemos:
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o 20 (H - H))’

S > 0.
2 Hy 2

d(H)

Por lo tanto, se debe analizar la traza de la matriz Jacobiana, donde su signo queda

determinado por:

t(H)=3AH* - 2(A+ B)H® + (1+ B+ AW)H?> - BWH + W,

o, de forma equivalente:

HH) = 3H3 —2H? —2BH3HZ + (B + 1)H?*H? + W(H — BHHZ + H})
- iE :

Por lo tanto,

H?%2 —3H +2BHH — (B + 1)H}]
H? - BHHZ+H ’
entonces t(H) > 0, y como traza(J2n(H,H)) < 0, se tiene que el punto (H, H)

i. SiwW >

es un punto de equilibrio atractor.

H?]2—-3H +2BHH} — (B + 1)H{]
H? - BHHZ + H ’
entonces t(H) < 0, y como traza(JZn(H,H)) > 0, se tiene que el punto (H, H)

ii. SIW <

es un punto de equilibrio repulsor.

(2) Para el punto (Hop, Hy), se tiene

d(Hy) = AHS+ (AHy— (A+B))H; +1
= AH} — A(Ho+ H)HZ +1,

B+ A(1—H)

donde Hy = o A

y es equivalente a AHy — (A+ B) = —A(Hy + H).

Utilizando la condicién Dy = 0 y tomando el valor de A obtenemos:

Hy Hy+ H
diHo) =5~ =g

+1=0,
sustituyendo los valores de A y B en la traza, se tiene
t(H) = HHo(2 + H(Ho — 2) — 2Ho) + W (H? + Hy — 1).

Por lo tanto,

[



4. EL MODELO DE LESLIE CON EFECTO ALLEE DEBIL Y
RESPUESTA FUNCIONAL NO-MONOTONA

- HHy[2Ho + H(2 — Hy) — 2]
i SiW < 2+ Hy—1
no hiperbdlico estable del tipo nodo.
o HHy[2Ho + H(2 — Hy) — 2]
ii. Si W > H 1 Hy 1
inestable del tipo nodo.

, entonces (Hy, Hy) es un punto de equilibrio

, es un punto de equilibrio no hiperbdlico

Nota: Es importante aclarar, que la estabilidad o comportamiento de los puntos de
equilibrio no van a depender de la posicién de los mismos, es decir, no varia si el punto
H < Hyg o H > Hy y esto nos genera multiples opciones en el comportamiento del

sistema.
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Algunas simulaciones

En esta seccién se realizan simulaciones para el sistema adimensional en v y v, donde
podemos visualizar los resultados del Lema Se puede observar claramente, como
se demostré analiticamente, que el punto (H, H) es atractor para ciertas condiciones
y repulsor para otras, para el punto (Hp, Hy) es un punto de equilibrio no hiperbdlico
estable del tipo nodo para ciertos parametros y un punto de equilibrio no hiperbdlico

inestable del tipo nodo para otros.

Dos puntos de equilibrio positivos

(1,0

\
A

- ¢

Figura 4.11: Para A =5.98413, B=4.2, N =0.43 y W = 0.3. En este caso el punto de
equilibrio (H, H) es nodo atractor y el punto (Hy, Hy) es silla.

Para estos valores de parametros, se obtuvieron los siguientes resultados:

i. El punto de equilibrio (0,0) es un punto de silla

ii. El punto de equilibrio (1,0) es un punto silla
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iii. El punto (H,H) = (0.38612,0.38612) es un nodo atractor

iv. El punto (Hy, Hp) = (0.65866,0.65866) es un punto silla-nodo estable
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Figura 4.12: Trayectorias del sistema [4.1| para dos puntos de equilibrio
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4.4.4. Existencia de tres puntos de equilibrio positivos

Para el tercer caso, supongamos que D, > 0, es decir, existen tres puntos de equilibrio
en el primer cuadrante (H, H), (Hy, Hy) y (H2, Hs), donde

lei[(B+A(1—H))—¢ﬁq},y,H2 2{4[(B+A1— ﬂﬁ]
(B+ A(l— H))

Utilizando la notacién Hy = , en adelante consideramos:

2A

1 1
Hy=Hy— \|H — — Hy = Ho+ | H2 — —.
L= Ho ag Y 2T Aot AH

Para realizar el analisis de estabilidad local, vamos a tener en cuenta cuando H > 2H),

de forma que Hy; < Hy < H.
Lema 13 Si H > 2Hy, los puntos de equilibrio satisfacen que:

(1) El punto de equilibrio (Hy, Hy) es

2(A+ B)H, — 3AH? — (1+ B)
AH? — BHy +1 ) '

2(A+ B)H; — 3AH? — (1+ B)
AH? — BHy +1 > '

i) Esun punto atractor siy solo si W > H? <

ii) Esun punto repulsor siy solo si W < H? <

(2) El punto de equilibrio (Ha, Ha) es un punto de silla hiperbélico.

3) El punto de equilibrio (H, H) es
2(A+ B)H?® —3AH* — (1+ B)H?

i) Es un punto atractor si y sdlo si W >

AH — BH +1
) o 2(A+ B)H3 — 3AH* — (1 + B)H?
B .

ii) Es un punto repulsor si y sdélo si W < AH? _BH+ 1

Demostracién: Se analiza el determinante y la traza de la matriz Jacobiana en el punto

de equilibrio (Hy, Hy), obteniendo:
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d(H)) = AH?—-2AH\H? +1
3 2
1 1
— _ 2 _ _ 2 _
= A(Ho H? AH) 2AH, (Ho H AH) +1
1

H

1
Como A > 0, y, H > Hy, se verifica que el d(H;) > 0. Por lo tanto se tiene que el

detJ Zn(H 1, H1) > 0. Se debe verificar el signo de la traza de la matriz Jacobiana en el

punto de equilibrio (Hj, Hy) que se determina por el factor:
t(Hy) = 3AH} — 2(A+ B)H} + (1 + B+ AW)H? — BWH, + W.
Es decir,

2(A+ B)H, — 3AH? — (1 + B)
AH? — BH; +1

i. SiW > H? ( ), entonces t(Hi) > 0, y como

traza(JZn(Hl, Hy)) <0, se tiene que el punto (Hy, Hi) es un punto de equilibrio

atractor.

2(A+ B)H, — 3AH? — (1 + B)
AH? — BH; + 1

ii. Si W < H? < ), entonces t(Hi) < 0, y como

traza(JZn(Hl, Hy)) > 0, se tiene que el punto (Hy, Hy) es un punto de equilibrio

repulsor.

En conclusién, el valor de la traza cambia de signo, es decir, se presenta una bifurcacién

de Hopf y aparece un ciclo limite rodeando al punto de equilibrio (Hy, Hy) [34].

/ 1
— — 2_ -

(2) Para el punto de equilibrio (Ha, H2), se tiene: d(Hy) = 7

1
Como A > 0y H > Hy, se verifica que el d(Hs) < 0. Por lo tanto, el punto de

equilibrio (Hg, Ha) es del tipo silla hiperbdlico.

(3) Para el punto de equilibrio (H, H), utilizando los lemas anteriores y la expresién
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para Hj, obtenemos:

d(H) = AH®-2AHyH? +1

= AH <H(H — 2H;) + AlH>

Por lo tanto, d(H) es positivo dada la condicién H > 2Hj. Se debe analizar el signo de

la traza de la matriz Jacobiana traza(J?n(H, H)), que viene dado por:
t(H) = 3AH* —2(A+B)H* + (1 + B+ AW)H? - BWH + W.
Es decir,

2(A+ B)H? -~ 3AH* — (1+ B)H?
AH? — BH +1
traza(JZn(H, H)) < 0, se tiene que el punto (H,H) es un punto de equilibrio

i Siw > , entonces t(H) > 0, y como

atractor.

2(A+ B)H? —3AH* — (1+ B)H?
AH? — BH +1

traza(JZn(H, H)) > 0, se tiene que el punto (H,H) es un punto de equilibrio

i. SiW < , entonces t(H) < 0, y como

repulsor.

En conclusion, el valor de la traza cambia de signo, es decir, como los casos anteriores
se presenta una bifurcacién de Hopf y aparece un ciclo limite rodeando al punto de
equilibrio (H, H).

Como el punto de equilibrio (Ha, H2) es punto de silla, vamos a denotar por W2 ((Ha, Hz))
y Wi((Hz, H)) la variedad izquierda estable y la variedad superior inestable del punto,
respectivamente, que determina una curva separatriz dividiendo el comportamiento de

las trayectorias.

Teorema 6 La variedad estable e inestable del punto silla (Ha, H2) determina una curva

homoclinica.

Demostracién: Sea (u*,v®) € W*((Hz, H2)) y (u*,v") € W{((Hz2, Hz)). Por el Lema
Wi ((Ha2, Ha) es acotada y para u < u; deben apuntar hacia abajo. El o — limite de
W2 ((Ha, H2)) puede ser el punto (Ha, H2) o un ciclo limite inestable o desde el infinito

en la direccion del eje u [1].
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Figura 4.13: (a) La variedad estable W* ((Ha, Hz)) y la variedad inestable W ((H2, Ha)
para el punto silla (Hg, H2). (b) Curva homoclinica formada por la interseccién de la
variedad inestable W ((Hz, Hz) y la variedad estable W? ((Hz, Hy)).

Por el Teorema las trayectorias determinadas por la variedad izquierda estable W?* ((Hz, H2))

no pueden cortar las trayectorias determinadas por la variedad superior inestable W ((Ha, Ha)).

Segun la posicién relativa entre W* ((Ha, Ha)) y W ((Hz, H2)) puede suceder que v* >
v® o v* < v®. Por lo tanto, existe un subconjunto en el espacio de parametros por el
cual W#((Hz, H2)) intersecta a W ((Ha2, Hz)) y se obtiene una curva homoclinica. En
este caso, el mismo punto (Hg, Hy) es el w — limite de la variedad superior inestable
W ((Ha, Hy)).
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Algunas simulaciones

En esta seccion se realizan simulaciones del sistema unidimensional en u y v, donde se
ilustran los resultados del lema donde se puede observar claramente que el punto
(H, H) es atractor para ciertas condiciones y repulsor para otras, para el punto (Hi, Hy)
es un punto de silla y el punto (Ha, H2) es atractor para ciertas condiciones y repulsor

para otros parametros.

Tres puntos de equilibrio positivos

. . 1
u (1,0)

Figura 4.14: Para A = 5.6, B = 4.6, N = 0.22 y W = 0.18. En este caso el punto
(H, H) es nodo atractor, el punto (Hy, H1) es punto de silla y el punto (Ha, Ha) es nodo

atractor.

Para estos valores de pardmetros, se obtuvieron los siguientes resultados:

i. El punto de equilibrio (0,0) es un punto de silla
ii. El punto de equilibrio (1,0) es un punto silla

iii. El punto (Hy, H;) = (0.31861,0.31861) es un nodo atractor
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iv. El punto (Hs, H2) = (0.68706,0.68706) es un punto silla

v. El punto (H,H) = (0.81577,0.81577) es un nodo atractor
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Figura 4.15: Trayectorias del sistema [4.1] con diferentes condiciones iniciales que conver-

gen a (H, H)

Las trayectorias que se presentan en la Figura muestra la forma como dos solucio-
nes del sistema para dos condiciones iniciales diferentes tienden al punto de equilibrio
(H, H) con coordenada H (0.31861,0.31861) para un tiempo ¢ > 0, logrando un escenario

sostenible para las presas y depredadores.

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time Time

(a) Condicién inicial (0.8,0.6) (b) Condicién inicial (0.9, 0.8)

Figura 4.16: Trayectorias del sistema con diferentes condiciones iniciales que conver-

gen a (Ha, Ha)

La Figura presenta el comportamiento de dos soluciones del sistema para dos con-

diciones iniciales diferentes que tienden al punto de equilibrio (Ha, H2) con coordenada
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H5(0.81577,0.81577), para un tiempo ¢t > 0, logrando un estado sostenible para ambas

especies.

En las figuras y [£16] podemos deducir que antes de lograr una sostenibilidad
completa, surgen algunas oscilaciones. Este hecho puede ser pensando como un escenario
de crisis local de ambas poblaciones que pueden ser solucionada después de algin periodo

de tiempo [§].

Tres puntos de equilibrio positivos
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Figura 4.17: Para A = 5.6, B = 4.6, N = 0.22 y W = 0.18. Los puntos de equilibrio
(H,H) y (Hs, Hy) son nodos repulsores y el punto (Hy, Hy) es punto de silla. Aparece

un ciclo limite rodeando a los tres puntos de equilibrio.

Para estos valores de parametros, se obtuvieron los siguientes resultados:

i. El punto (H;, Hy) = (0.61713,0.61713) es un nodo repulsor
ii. El punto (Hz, Hz) = (0.65279,0.65279) es un punto silla

iii. El punto (H,H) = (0.73007,0.73007) es un nodo repulsor

La Figura nos muestra como es el comportamiento de las soluciones del sistema
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Figura 4.18: Trayectorias del sistema con la aparicién de un ciclo limite.

para condiciones iniciales diferentes en un tiempo ¢t > 0.
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Figura 4.19: Para A = 3.5, B =3.6, N =0.09 y W = 0.1. El punto de equilibrio (H, H)
es un nodo atractor, el punto (Hy, Hy) es punto de silla y el punto (Hs, Hy) es un foco

atractor.

Para estos valores de parametros, se obtuvieron los siguientes resultados:

i. El punto (Hy, Hy) = (0.47214,0.47214) es un nodo atractor
ii. El punto (Ha, Ha) = (0.75643,0.75643) es un punto silla

iii. El punto (H,H) = (0.8,0.8) es un foco atractor

4.4.5. Bifurcaciones

En esta parte del trabajo de investigacién nos enfocamos en los diagramas de bifur-
cacién con respecto a la variable de estado u (presas). Hacemos énfasis en pardmetros
fundamentales de la funcién de crecimiento de las presas, es decir, el parametro A. Las

continuaciones de todos los puntos de equilibrio se realizardan con Matcont [5].
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Figura 4.20: Trayectoria del equilibrio (Hy, H1) cuando varia el pardmetro A

Mediante el calculo de la continuacién del punto de equilibrio Py, (H;, H) con respecto
al pardmetro A, se obtienen las trayectorias representadas en la Figura Haciendo

esta continuacion nos muestra varios puntos de codimension 1.

En A = 3.601140, indica una bifurcacién de Hopf subcritica. En efecto, existen dos
eigenvalores del equilibrio con Re A\ 2 ~ 0 (Re[l] = R[2] = 3.51859¢—0.6). La frecuencia
critica I'm A1 = 0.00708344 #£ 0, y, I'm Ay = —0.00708344 # 0. La estabilidad de dicha
bifurcacién es proporcionada por el primer coeficiente de Lyapunov [1(0) = 2.935153 >
0. Por lo tanto, debe existir un ciclo limite inestable, bifurcando desde el equilibrio
Py, (Hy, Hy) [23] [34]. En este caso se puede considerar como un escenario sostenible, si
y sélo si el periodo de los ciclos limites se mantengan en un rango de valores reales de

algunas bifurcaciones [§].

En la Figura [4.21] producira una familia de ciclos con un punto limite de ciclo marcado
por LPC en A = 3.601140. Muestra la aparicién de ciclos limites desde el punto de bi-
furcacién Hopf. Los ciclos limites contintdan creciendo como A — 3.601140, donde existe

un cambio de la cuenca de atraccién y el sistema se aleja del equilibrio Py, (Hy, Hy).

A continuacion se presentan los datos arrojados por Matcont con respecto al LPC en-

contrado.
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Figura 4.21: La familia de ciclos limite que bifurcan desde el punto Hopf H: LPC es una

bifurcacién silla-nodo del ciclo

Period Doubling (period = 2.667292, parameter = 3.599143) Normal form coefficient
= 5.684649¢ — 08

El ciclo critico tiene (aproximadamente) un multiplicador doble v = 1, y el coeficiente
de forma normal es distinto de cero. Por lo tanto, el ciclo limite tiene una silla-nodo aqui
[34].
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= En esta investigacién se analizé una clase de modelos depredador-presa de tipo
Leslie-Gower, la respuesta funcional de los depredadores fue Holling tipo IV o no-
mondtona y el efecto Allee afectando el crecimiento de las presas. En la primera
etapa se estudié el efecto Allee fuerte cuando m > 0, pero se opto por el efecto Allee
débil correspondiente a m = 0, debido a la dificultad de encontrar las coordenadas
de los puntos de equilibrio en el primer cuadrante que correspondian a las raices de
un polinomio de grado cuatro, las cuales son muy extensas ya que sus coeficientes

dependian de los pardametros.

= Para el caso del efecto Allee fuerte se pudo deducir por medio de la regla de signos
de Descartes, que el modelo tendria dos puntos de equilibrio o cuatro puntos de
equilibrio en el primer cuadrante. Por medio de simulaciones realizadas en Matcont
para ciertos valores de parametros, se establecié que en el caso de la existencia de
dos puntos de equilibrio (H; y Ha2), el punto Hy es un nodo atractor y Hj es punto
de silla. En la existencia de cuatro puntos de equilibrio (Hy, Ho, Hs y Hy), los
puntos Hi y Hs son puntos de silla, el punto Hsy es foco atractor y Hy es nodo

atractor.

» Se demostré que los puntos de equilibrio (1, 0) es punto de silla y (M, 0) es repulsor
para todo valor de parametros. Un hecho importante que se presenté en el anélisis
del origen fue cuando m = 0, dado que la singularidad (M, 0) colapsa con (0, 0),

formando un sector hiperbdlico.

» Para el efecto Allee fuerte (correspondiente a m > 0), se demostré que el punto
de equilibrio (0,0) tiene un sector hiperbdlico y un sector parabdlico. Por medio
del método de blowing-up vertical, se probd que existe una curva separatriz en el

plano de fase que divide el comportamiento de las trayectorias. De igual forma,
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cuando m = 0 se ha demostrado que posee dos sectores hiperbédlicos y un sector
parabdlico, y la existencia de una curva separatriz determinada por la variedad
estable del punto (0,0). En conclusién, ciertas trayectorias del sistema préximas a
esta curva separatriz pueden ser muy sensibles bajo ciertas condiciones iniciales. En
términos ecoldgicos, implica que a pequenas perturbaciones debido a los cambios
ambientales causados por la contaminacién o por otros factores, podria provocar

la extincién de ambas poblaciones [9].

» Cuando existe un tnico punto de equilibrio (H, H), éste puede ser un foco o un
nodo atractor para ciertos valores de pardmetros y también puede suceder que el

punto sea un foco repulsor, rodeado por un ciclo limite.

= Se demostrd la existencia de una curva heteroclinica en el primer cuadrante que
contiene a los puntos de equilibrio (0,0) y (1,0), cuando (u*,v*) € W#(0,0) y
(u*,v*) € W*(1,0). Desde el punto de vista ecolégico, esto significa que las po-
blaciones pueden coexistir en relacién a los tamanos poblacionales iniciales muy

préximos al punto de equilibrio (H, H).

» Se ha demostrado que el punto de equilibrio (Hs, H3) es un punto de silla y origina
una curva homoclinica para ciertos valores de pardmetros. Esta curva rodea al
punto de equilibrio (Hy, Hi). La érbita homoclinica crea un ciclo limite para ciertas
condiciones iniciales y ambas especies pueden coexistir oscilatoriamente alrededor

del punto de equilibrio [35].

= En el andlisis de la dindmica del modelo depredador-presa de tipo Leslie-Gower
con respuesta funcional Holling tipo IV, se presenté un cambio significativo en
la cantidad de puntos de equilibrio tanto para el efecto Allee fuerte y débil, esto

originé una reduccién en la cantidad de puntos de equilibrio en el primer cuadrante.

= El modelo presentd soluciones altamente sensibles a condiciones iniciales, por lo
cual se decidi6 simplificar los cdlculos, considerando un sistema que fuera topoldgi-

camente equivalente con una disminucién en la cantidad de parametros.
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