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Resumen

La ecuacién de Perona-Malik para procesamiento de imagenes abre un campo de
investigacion sobre las necesidades que debe satisfacer un modelo con el fin de mejorar los
resultados de procesamiento. El objetivo principal de este documento es estudiar en detalle
las motivaciones de estos autores para proponer su modelo, especialmente las caracteristicas
del coeficiente de difusién, para asi, proponer otros coeficientes y evaluar sus resultados
experimentales. Adicionalmente, estudiamos la teoria del andlisis multiescala que demuestra
la necesidad de usar ecuaciones diferenciales parciales en el procesamiento de imagenes y
propone un modelo basado en la curvatura, el cual sera discretizado e implementado en
Matlab, para comparar la calidad de las imégenes obtenidas con los diferentes coeficientes
estudiados. Se estudiara la combinacién de ambos modelos y se exhibiran mejores resultados
que los obtenidos por el modelo de Perona-Malik usando estas combinaciones.

Palabras clave: Procesamiento de imagenes, Filtros de preservacién de bordes,
Difusién Anisotrépica, Ecuacién de Perona-Malik, Curvatura, coeficiente de difusién.

Abstract

The Perona-Malik equation for image processing begins a investigation area about
needs that a model must satisfy in order to improve the processing results. Main objective
of this document is to study author’s motivations to consider their model, specially the
diffusion coefficient characteristics, and with it, to propose other coefficients and evaluate
their experimental results. Moreover, we study multiscale analysis theory which shows the
need to use partial differential equations in image processing and proposes a model based
on curvature. This model will be discretized and implemented in Matlab, to compare the
quality of the images obtained with the different coefficients studied. The combination of
both models will be studied and better results will be shown than those obtained by the
Perona-Malik model using these combinations.

Keywords: Image processing, Edge-preserving Filters, Anisotropic diffusion,
Perona-Malik equation, curvature, diffusion coefficient.
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Introduccion

El procesamiento digital de imégenes trabaja en la adquisicion, transmision, procesa-
miento y representacién de las imagenes. Esta disciplina es actualmente un amplio campo
de investigacion cuyo desarrollo esta ligado a otras areas del conocimiento como las ma-
tematicas, la computacion y el estudio de la percepcién psicovisual del ser humano; Ademas
ha mostrado importantes resultados en otras areas como medicina, astronomia, geologia,
telecomunicaciones, control de procesos industriales y el entretenimiento.

Los primeros intentos de manipulacion, almacenamiento y transmision de imagenes se
dieron en 1920, con el desarrollo de un sistema de transmision de fotografias a través de un
cable transatlantico usando cédigos telegraficos. Este sistema permitia una codificacion de
la imagen en 5 niveles de gris, que fue mejorado en 1929 a 15 niveles y produjo un cambio
importante en cuestiones econémicas, puesto que redujo la transmision de imagenes para
periédicos de dos semanas a quince minutos.

En 1964 el procesamiento digital de imagenes tuvo un renacimiento gracias a la NASA. El
programa Ranger 7 que transmitia cerca de la luna logré enviar a la tierra algunas imagenes
de la superficie lunar, que fueron convertidas de su forma analégica a digital, haciéndose
visiblemente necesario el uso de computadoras para el procesamiento de tales imagenes y
lograr la correccion de algunas distorsiones producidas por la camara de television. En esta
oportunidad, se logré eliminar la distorsién geométrica, la no linealidad fotométrica y el
ruido oscilatorio [15].

El procesamiento de imagenes se divide en cuatro areas de estudio: Adquisicion: procesos
de obtencién de imagenes; Realce o procesado: técnicas de reduccion de ruido y mejoramiento
de detalles; Segmentacion: Divisién de una imagen en varias partes de interés y Fxtraccion
de caracteristicas: Deteccién y localizacion de objetos geométricos en las imagenes.

Este trabajo se desarrolla dentro de las técnicas de realce, es decir las técnicas que se
usan para mejorar la apariencia visual de las iméagenes, recuperar o restaurar las imagenes
degradadas. Los objetivos del realce de imagenes son bastante amplios, sin embargo los mas
comunes son la reduccion del ruido de fondo en la adquisicién, el ajuste de intensidad, el
ajuste del contraste y el realce de bordes.

Una imagen puede ser definida como una funcién de dos variables f(z,y) donde x y y son
llamadas las coordenadas espaciales y f la intensidad o nivel de gris de la imagen en punto
de coordenadas (z,y). La imagen es llamada digital si el dominio de f tiene un nimero finito
de elementos (z,vy), los cuales son llamados pixeles.
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Las técnicas usadas para el procesamiento de imagenes son llamadas “filtros” y se dividen
en dos ramas:

1. Filtros puntuales: técnicas donde el valor de la imagen realzada en un pixel depende
unicamente del valor de su pixel en la imagen original. Dentro de los filtros puntuales se
encuentra el negativo de una imagen, la variacién de contraste, la extraccion de campos
de bits, el procesado del sistematico del histograma, la sustraccion y el promedio de
imagenes.

2. Filtros espaciales: Técnicas en las cuales el valor de un pixel en la imagen realzada
depende del valor de su pixel pero también de los pixeles vecinos a éste en la imagen
original. Un caso particular de estas técnicas son las que no trabajan directamente con
el dominio espacial de la imagen original sino que lo hacen con su dominio de frecuencia,
su dominio logaritmico u otro dominio que se considere adecuado. Dentro de esta
categoria encontramos los filtros de paso bajo y de paso alto, el filtrado adaptativo, el
filtro de mediana y los filtros de realce de bordes, entre los cuales nos interesa distinguir
los llamados filtros de difusion.

En el procesamiento de iméagenes se han usado de manera muy comun los llamados
filtros lineales (ya sean puntuales o espaciales), gracias a la economia computacional que
ellos conllevan, sin embargo se ha arriesgado la calidad de los resultados obtenidos pues los
procesos que se llevan a cabo no diferencian la zona de la imagen que se esta procesando
y por lo tanto regiones homogéneas y bordes de la imagenes son sometidos a la misma
transformacion.

Desde el ano de 1983 [5], se han dado propuestas para solucionar este inconveniente me-
diante el uso de ecuaciones diferenciales parciales en el procesamiento de imagenes, abriendo
paso a los llamados filtros de difusion.

Los filtros basados en la difusién son aquellos que para limpiar ruido, suavizar una imagen
y realzar los bordes de una imagen consideran un flujo entre pixeles adyacentes, cuyo objetivo
es que el proceso evolucione dependiendo del flujo para que las zonas similares se vuelvan
méas homogéneas y las zonas donde hay cambios (bordes) se realcen. Si la difusién se produce
por igual en todas las direcciones, los filtros son llamados de difusion isotrépica. Si por el
contrario, la difusion varia segun la direccién, los filtros son llamados de difusion anisotrdpica.

Perona-Malik [1] propusieron en 1990 un modelo de difusién que aunque puede clasifi-
carse como una técnica isotrépica, ha sido considerada la base de la difusién anisotrépica
pues establece que la transformacién de una imagen debe depender de una funcién (coefi-
ciente de difusién) que aumente la difusion cerca de los bordes y la detenga en las regiones
interiores. Dicho argumento, que no es considerado por otros filtros de difusién isotropica,
abre un campo de investigacion sobre las necesidades que se deben satisfacer en un modelo
de procesamiento desde el punto de vista matematico, fisico y de la teoria de la percepcién
para obtener resultados de mas alta calidad. Ejemplos de esto pueden encontrarse facilmente

en [9], [11], [12].

El objetivo principal de este documento es estudiar en detalle las motivaciones de estos
autores para proponer su modelo, especialmente las caracteristicas y el efecto que tiene el
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coeficiente de difusion. Perona-Malik propusieron en [1] dos coeficientes: la funcién de Lorentz
y la funcién de Leclerc, pero en este trabajo analizaremos otros coeficientes existentes en la
literatura [20] y propondremos algunos maés, con el fin de comparar y evaluar los resultados
experimentalmente.

Es también nuestra intencion adentrarnos en algunas teorias que han surgido a raiz de
este modelo y que muestran la necesidad de usar ecuaciones diferenciales parciales en el
procesamiento de imégenes [10], [13], [14], [19], para determinar si es posible mejorar la
calidad de una imagen que ha sido procesada por el método original de Perona-Malik.

Teniendo en cuenta lo anterior, la tesis estara dividida en tres partes. Un primer capitulo
en el que se describiran algunos preliminares del procesamiento de imagenes, iniciando desde
su representacién matricial, algunos filtros de procesamiento bésicos y el uso de la derivada
como herramienta de transformaciéon que dan paso a los filtros de difusion isotropica y
anisotrépica.

Luego, un capitulo en el que se enuncian los axiomas y propiedades del andlisis multies-
cala, teoria que permite demostrar la necesidad de usar ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden que dependen unicamente de la imagen original y sus derivadas. Analizaremos
a la luz de esta teoria las condiciones que satisface el modelo de Perona-Malik y por iltimo
estudiaremos un modelo basado en la curvatura, que ha sido creado en [17] para satisfacer
la totalidad de los axiomas propuestos en esta teoria.

Finalmente, un capitulo en donde teniendo en cuenta que el coeficiente de difusion c¢(z),
debe ser una funcién infinitamente diferenciable, monétona decreciente y cuyo flujo xe(x)
debe poseer un méaximo en los reales positivos, consideraremos el coeficiente dado por Petrou

en [20]: )

2
X
0,671 —[—— . siz < KV5
es(x) = <\/SK>

0, en otros casos,

y propondremos tres coeficientes més que satisfacen estas condiciones:

1 T 5 T 5 .
ea(x) = ﬁ(ﬁ_}() (\/—F—l—K), siz < KVK

0, en otros casos.
T ,
(z) 0,5 cos <?> +0,5, siz <K
C5\T) =
0, en otros casos.

A

1 x
cg(r) = ——arctan (ﬁ - K) +0,5
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Por medio de una implementacién existente del modelo en los repositorios de Mathworks,
evaluaremos experimentalmente el comportamiento del modelo de Perona-Malik haciendo
uso de los nuevos coeficientes de difusion ante diferentes tipos de ruido y los resultados de
combinar en cada iteracién el modelo con algunos filtros espaciales. También analizaremos
los resultados de usar un coeficiente que no es derivable en todo su dominio.

X
——+1 irx < KvKkK
07(1’): K+ y S1T >

0, en otros casos.

Por ltimo, el modelo dado desde la teoria del andlisis multiescala sera discretizado
siguiendo los pasos dados en [5] e implementado en Matlab, para comparar la calidad de las
imagenes obtenidas con este modelo y los obtenidos con los diferentes coeficientes estudiados.
Se estudiard la posibilidad de combinar ambos modelos en cada iteracién y se determinara
si es posible mejorar los resultados obtenidos con el modelo de Perona-Malik por medio de
estas combinaciones.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo presentamos algunas nociones matematicas y de procesamiento de image-
nes necesarias para la comprension de la teoria de la difusion y especificamente del modelo
de Perona-Malik (PM). Puede encontrarse informacion més detallada en [15].

1.1. Procesamiento de Imagenes

El término imagen monocromatica o imagen simplemente, se refiere a una funcién de
intensidad de luz bidimensional f(x,y), donde z e y indican las coordenadas espaciales y el
valor de f en cualquier punto (z,y) es llamado la luminosidad (o nivel de gris) de la imagen
en dicho punto. Una imagen puede ser continua con respecto a los ejes coordenados = y y
y también en su amplitud. Convertir una imagen en una imagen digital, requiere digitalizar
tanto las coordenadas como la amplitud de la misma. La digitalizacion de las coordenadas
es llamada muestreo y la digitalizacion de la amplitud el llamada cuantizacién. Cuando los
valores de x, y y f(x,y) son valores discretos y finitos, tenemos entonces una imagen digital.
Los elementos de estos arreglos digitales son llamados elementos de imagen o pixeles.

1.1.1. Representacién matricial

Podemos suponer el dominio de la funcién f como un subconjunto del plano, que tiene
N filas y M columnas. Asi el dominio de la imagen digital puede representarse en el plano
de la siguiente forma
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0 1 2 o M-—1
. ° o
1 . . .
2 . . .
N — 1 . . .
)

Figura 1.1. Dominio de una imégen digital

y la imagen puede entonces representarse por la matriz

1,0 1,1 - LN —1
o) f(z,) f(i,) f<E | .

El proceso de muestreo puede entenderse como una particiéon de un subconjunto del plano
xy por medio de una cuadricula, donde las coordenadas del centro de cada cuadro estan en
Z x Z y la cuantizacién como una funcién f que asigna a cada punto (z,y) un nimero que
indica el nivel de gris, generalmente el nimero de niveles de grises es una potencia de 2.

1.1.2. Filtrado de imagenes

Dentro del grupo de transformaciones que se pueden aplicar a una imagen, nos interesan
especialmente las transformaciones que se aplican sobre su dominio espacial, es decir que
transforman el valor de cada pixel de la imagen dependiendo de los valores de los pixeles
cercanos. Podemos expresarlo como

g(z,y) =T[f(z,y)]

donde f(z,y) es la imagen original y g(z,y) es la imagen transformada.

Para definir los vecinos que intervienen en la transformacién de un pixel (z,y) gene-
ralmente se usa un cuadrado o un rectdngulo centrado en (z,y). Este conjunto de pixeles
vecinos es llamado kernel o vecindad.
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-y - Y

—— (@) (:9)

Vecindad 1 x 1 de (z,y) Vecindad 3 x 3 de (z,y)

a) Kernel 1 x 1. b) Kernel 3 x 3.
Figura 1.2. Vecindades.

Algunas transformaciones sobre el pixel (z,y) depende tnicamente del valor f(z,vy), es
decir que tienen como kernel cuadrados de tamano 1 x 1; estas son llamadas transformaciones
de intensidad y entre ellas podemos encontrar el negativo de la imagen, las funciones de
contraste o la ecualizacion del histograma.

Ejemplificamos a continuacion el uso de filtros puntuales haciendo uso de la imagen de
Lena, tomada de [23]. En adelante mostramos los resultados de aplicacién de diferentes filtros
con esta imagen, que es una de las més usadas en documentos de procesamiento de imagenes.

¢) Funcién de contraste
v=0,3

a) Imagen original. b) Negativo.

Figura 1.3. Filtros puntuales.

1.1.2.1. Filtros espaciales

Un filtro espacial consiste de una vecindad del pixel a transformar (centro) y una ope-
racion predefinida que se aplica a los pixeles de la vecindad, cuyo resultado es la imagen
del del centro g(z,y). Si esta operacién se aplica a cada uno de los pixeles de la imagen,
obtenemos una imagen procesada o filtrada. Cuando la operacion desarrollada es lineal el
filtro es conocido como filtro espacial lineal, en caso contrario es llamado un filtro no lineal.

En los filtros espaciales, el valor de la transformacion del pixel (x,y) se obtiene mediante
la suma de los productos de los coeficientes del filtro y los pixeles de la imagen abarcados
por el filtro:
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g(:v,y) ZW(—l,—l)f(QZ - 1ay - 1) +UJ(-1,0)f(£L‘ - 1>y) +oe
+w(0,0)f(z,y)+ - +w(l,1)f(x+ 1,y + 1)

Esto implica que podemos entender el filtro como una matriz del mismo tamano de la
vecindad que contiene los coeficientes que multiplicaran a cada vecino. Esta matriz es llamada
matriz de convolucion y sus coeficientes dependen de lo que se espera que el filtro haga, por
ejemplo, en el filtro promedio, deseamos que el filtro transforme el valor de cada pixel por el
promedio de los valores iniciales de su vecindad, entonces la matriz de convolucién adecuada
es

1 11
1
— (1 11
1 11

En algunas ocasiones, estos coeficientes estan dados por una funcién h(a, b) que depende

de la posicion de cada pixel vecino. Una funcién muy usada esta dada por

a2+62

h(a,b) = e 202

Donde o es la desviacién estandar de la imagen, a y b indican la posiciéon del vecino con
respecto al centro del kernel. Este es conocido como filtro Gaussiano y otorga coeficientes
cada vez mas pequenos a los vecinos con mayores distancias del centro.

a) Imagen distorsiona-
da.

b) Filtro promedio. ¢) Filtro Gaussiano.

Figura 1.4. Filtros espaciales

El principal problema de estos filtros es la conservacion de los bordes de la imagen, pues
la operacién usa todos los pixeles vecinos sin importar si ellos pertenecen al interior de una
misma regién o si por el contrario pertenecen a regiones distintas.

1.1.2.2. La derivada en filtros de procesamiento

Si llamamos rampas al conjunto de pixeles donde intensidad decrece con respecto a alguno
de sus vecinos y pasos al conjunto de pixeles en los cuales la intensidad crece, podemos hacer
uso de la derivada para estudiar el comportamiento de la imagen en estas regiones y la
manera de caracterizar los bordes de cada una de ellas.
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Representamos la primera derivada con la siguiente diferencia,

of
5= fe+1) = f(@).

La derivada satisface las siguientes condiciones:

af

0= 0 en 4reas de intensidad constante.
x

0
e —— £ 0 al inicio de cada rampa o paso de intensidad.

ox

e — # 0 alo largo de las rampas o pasos pero no en su punto final.

ox

De manera similar para la segunda derivada

O o4 D)+ fle—1) - 2f(a).

a2

se tiene que:

92
) a—é = 0 en areas de intensidad constante.
x
’f L . .
) 922 # 0 al inicio y al final de las rampas o pasos de intensidad, tomando en estos dos
x

puntos valores de distinto signo.

2

® 0 a lo largo de las rampas intensidad constante.
x

Los bordes o fronteras en las imagenes digitales se presentan en pixeles en los cuales las
primera derivada toma valores suficientemente grandes, mientras que la segunda derivada
produce en los bordes dos pixeles con valores distantes que estan separados por ceros del
resto de la imagen. Por esta razon se concluye que la segunda derivada proporciona mejor los
detalles de una imagen y por esto es méas usada en en los filtros de transformacion espacial.
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¢ Cambios de intensidad
8
7
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1 ® 6 6 o o :
2 :
R .
: ®  Primeraderivada
4 )
: x  Segunda derivada
5 %

Figura 1.5. Representacion de la primera y segunda derivada

Uno de los principales filtros que hace uso de la segunda derivada es el operador Lapla-
ciano, el cual se define como
viy 0Pf  0*f
0z Oy
Este operador es considerado un filtro lineal, ya que las derivadas de cualquier orden son
operadores lineales y ademas es el mayor representante de los filtros de difusién isotrépica en
donde el filtro es aplicado sin importar la direccion, por lo cual son filtros invariantes bajo

rotaciones.

Las derivadas parciales de una imagen f(x,y) estdn definidas de manera discreta, por las
expresiones

82
T;;:f(erl,y)Jrf(x—1,y)—2f(5673/)

82
8—;;:f(x,y+1)+f(96,y—1)_2f(937?/)
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por lo cual el Laplaciano queda expresado en la siguiente forma

Matricialmente lo representa la matriz

0 1 0
1 -4 1
0 1 0

Es posible hacer uso de las derivadas en direccion diagonal, por lo cual el operador se
generaliza a la forma

1 1 1
1 -8 1
1 1 1

Es importante tener en cuenta que el filtro Laplaciano es usado para resaltar los bordes,
por lo que al ser aplicado sobre una imagen se obtiene un resultado de niveles oscuros en la
cual las lineas grises o blancas resaltan los bordes mas prominentes de la imagen original.

> il

¢) Laplaciano con direccio-
nes diagonales.

a) Imagen original. b) Laplaciano.

Figura 1.6. Filtro Laplaciano.

Si nuestro objetivo es transformar la imagen original mediante este filtro, debemos realizar
la operacion

g(xvy) = f(xvy) - sz(a:,y)

para obtener asi una imagen con fronteras mas marcadas o bordes mas agudos.

¢) Imagen agudizada
b) Imagen agudizada con filtro Laplaciano
con filtro Laplaciano. que incluye las direc-

ciones diagonales.

a) Tmagen original.
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Figura 1.7. Imagen agudizada con filtro Laplaciano.

Como en el Laplaciano pueden presentarse valores negativos, estos son enviados a cero,
por lo cual muchas zonas de esta imagen son totalmente negras. Es por esto que en algunas
ocasiones se usa un coeficiente para escalar los valores del Laplaciano y que tengan un rango
mayor o igual que cero.

¢) Imagen agudizada
con filtro Laplaciano
escalado.

Figura 1.8. Filtro Laplaciano escalado.

b) Filtro Laplaciano es-
calado.

a) Imagen original.

La primera derivada también es usada para en el desarrollo de filtros de procesamiento
de imédgenes. Para una imagen f(z,y), se define el gradiente en el punto (z,y) como

of

Yo 0z

Vf=grad (f) = [gy] = o
Or

y la magnitud del gradiente como

VA =1/ 92 + 95

Recordemos que el gradiente y su magnitud tiene una importante propiedad geométrica: el
vector V f indica la direccién con mayor tasa de cambio de f sobre el punto (z,y), mientras
que su magnitud, ||V f]|, es el valor de esa méaxima tasa de cambio.

Es posible considerar la imagen M (x,y) como una imagen del mismo tamano de f(z,y)
en donde se alojan todos los valores de ||V f]| en cada uno de los pixeles (z,y). Esta imagen
es conocida como imagen gradiente.

Aunque las derivadas son lineales, estos filtros son no lineales por el cdlculo de la magni-
tud. En ocasiones la magnitud es aproximada como ||V f|| = |g.| + |g,| para reducir el costo
computacional.
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Para el caso discreto, podemos representar una vecindad 3 x 3 del pixel z5 por la matriz

21 R2 =3
24 R5 26
27 28 X9

En este caso podemos decir que g, = 235 — 25 ¥ g, = % — 25 si usamos la definicién de
derivada dada anteriormente, sin embargo en la literatura han sido dadas otras definiciones.
Por ejemplo Roberts en 1975 propuso el uso de derivadas cruzadas de la forma g, = z9 — 25
Y gy = 28 — %. En términos matriciales podemos representarlas como

0 -1
i

) o) oY

Dado que los operadores de tamano par tienen algunos problemas de implementacién por
no tener un centro simétrico, se proponen algunas versiones de la derivada para vecindades
de tamano 3 x 3 con centro en zx

Gr = (27 4+ 228 + 29) — (21 + 220 + 23)

Gy = (23 4+ 226 + 29) — (21 + 224 + 27)

Las cuales son representadas por las matrices de convolucién

-1 -2 -1 -1 0 1
0 0 O -2 0 2
1 2 1 -1 0 -1

Estos filtros son conocidos como el operador de Sobel y el objetivo de los coeficientes
dobles es resaltar el valor central de la vecindad. Es importante mencionar que tanto es estas
definiciones de la derivadas parciales como en las anteriores, la suma de los coeficientes del
filtro es cero, garantizando que la derivadas sea nula en las regiones constantes.

a) Imagen gradiente Imagen gradiente ¢) Imagen gradiente
con derivadas usuales. con filtro de Roberts. con filtro de sobel.
Figura 1.9. Imagen gradiente.
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1.1.2.3. Filtros basados en ecuaciones diferenciales parciales

La mayor dificultad en el procesamiento de imagenes hasta la década de los 70, era la
aplicacion de transformaciones a todas las zonas de una imagen sin importar si la zona era
o no homogénea. El problema radicaba en el deterioro de los bordes de la imagen. Para
erradicarlo, se realizaron algunas propuestas que haciendo uso de ecuaciones diferenciales
parciales, permitian reconocer las caracteristicas del area a procesar y dependiendo de ellas
la accién que el filtro debia realizar en ciertas zonas.

El primer modelo presentado en esta direccion, fue formalizado por Witkin [1] en 1983.
En este modelo, la imagen original I(z,y,0) se convoluciona con un filtro Gaussiano de
varianza t, para obtener la imagen resultante:

I(z,y,t) = I(x,t,0) * G(z,y; o) (1.2)

Para diferentes valores de ¢, se obtiene un conjunto de imégenes a distintas resoluciones
o con diferentes niveles de suavizado, lo cual define un espacio de escala para la imagen.

En 1984, el trabajo de Witkin fue retomado y mejorado por Koenderink [2], quien observd
que las imagenes obtenidas de un sélo parametro podian ser vistas como la solucion de la
ecuacion de difusién del calor:

oI(z,y,t)

O*1(z,y,t)  0°I(z,y,t)
o1 +

(1.3)

con la condicién inicial I(x,y,0) la imagen original.

Para entender la motivacién de este modelo, se debe tener en cuenta que los procesos de
difusion estan estrechamente relacionados con las leyes de conservaciéon: En ciertos sistemas
donde la concentracién o la temperatura, I, varia dependiendo de la region, se producird una
flujo de las regiones con mayor concentracién hacia las regiones con concentracién mas baja
hasta que el sistema encuentre un estado de equilibrio.

Suponiendo que la ley de conservacion de I se satisfaga en un dominio €2 se produce una
variacion de la cantidad de la sustancia I, por la presencia de un flujo j a través del dominio,
lo cual puede representarse mediante la ecuacion

0
—/IdV + / jndS =0 (1.4)
ot Jo 20
——— ~——
Variacién de I en Q2 flujo a través de 2

donde n representa el vector normal a 0f).

Si el dominio es fijo con respecto al tiempo, usamos el teorema de la divergencia para
obtener

/]thJr/V-jdV:/ItJrV-jdV:O (1.5)
Q Q Q
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para regiones arbitrariamente pequenas, esto implica que

L +V-j=0 (1.6)

Suponiendo que el proceso de difusién satisface la primera ley de Fick (el flujo es propor-
cional y en el sentido opuesto al gradiente de la concentracion), la cudl puede ser enunciada
como

j=—-¢cVI (1.7)

siendo c el coeficiente de difusién o coeficiente de conductividad. Podemos reescribir la ecua-
cién (1.6)

I, = V- (cVI) (1.8)

Si ¢ = 1, tenemos entonces que

I, = V-VI=AI (1.9)

Ecuacién conocida como la ecuacion diferencial del calor. Ahora bien, en la ecuacién (1.8),
cuanto méas grande sea el valor de ¢ el flujo de la sustancia es mayor y por tanto el proceso
de difusion es mas réapido.

Este proceso se encuentra estrechamente relacionado con el procesamiento de imagenes
si consideramos los niveles de gris como la concentracién o la temperatura del sistema. En
este caso, los niveles de gris pasan por un proceso de difusién dictado por la ecuacién del
calor que avanza con el tiempo, asi ya no tenemos una imagen I(x,y) sino una familia de
imagenes que cambia con el tiempo I(z,y,t) donde I(z,y,0) = I(x,y).

Como las imagenes tienen un dominio acotado €2, suponemos que el flujo es nulo sobre el
contorno 052, lo que impone al flujo condiciones de contorno homogéneas de tipo Neumann

ol VI 0
—_— . n g
on
que brindan una estabilizacion local de la intensidad de la imagen en la direcciéon per-
pendicular a 0. Esto afsla el dominio de la imagen de R? pues el flujo puede variar a través
de la frontera pero permanece constante al atravesar 0€) de manera perpendicular.

Lo cual nos lleva a plantear el problema de la difusion en la forma

=4I (1.10)
I(%,y,O) = Io(:c,y)

La solucién de esta ecuacion se obtiene mediante la convolucion de Iy con un filtro Gaussiano
cuya desviacién estandar depende de ¢, (Ver [0], [14]). A medida que t aumenta la difusién
es mayor, por lo cual el filtro tiene una desviacién estandar mayor.
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Sin embargo, el operador Laplaciano es isétropo, lo cual implica que el valor de Al =
I. + I,y es el mismo que el valor obtenido tras una rotacién del plano en la que los nuevos
ejes estd alineados con los vectores de una base ortonormal (£, 1), asi

Al = Iee + 1y,

lo cual hace que la difusién mediante la ecuacion del calor no tenga direcciones preferentes,
sino que sea igualmente aplicada en todas las direcciones del plano. Este flujo es llamado
difusion isotropica pero debido a la propiedad en mencion, es un filtro en el que se obtendra
una imagen totalmente destruida.

a) Imagen original. b) Filtro isotrépico.

Figura 1.10. Imagen procesada con filtro isotrépico.

1.1.2.4. Difusion anisotropica

En la propuesta de Koenderink [2], se menciona que es necesario encontrar un plantea-
miento matematico que esté estrechamente relacionado con la teoria de la percepcion visual,
en donde existe una escala de resolucién, en la cual una imagen inicial es procesada sin anadir
nuevos detalles en cada paso y propone la ecuacion del calor como opcién responder la estas
necesidades. Hummel [3], en 1986 sugiere que la ecuacion del calor no es la tnica ecuacién
diferencial parcial que satisface las condiciones expuestas por Koenderink y que ademas lo
que se requiere para obtener un buen resultado en el realce, es que el flujo con el que se
implemente el filtro satisfaga el principio del maximo.

Desde alli, muchas propuestas se ha presentado, algunas sustituyendo el flujo del calor
por una PDE no lineal que no difunda el flujo de manera uniforme aunque no se satisfaga el
principio del maximo. Estos filtros son llamados de difusién anisotrépica.

Los principales exponentes de la difusién anisotrépica son Pietro Perona y Jitendra Malik,
quienes en 1990 presentaron un modelo que presenta un suavizado multiescala preservando
bordes basados en tres criterios:

1. Causalidad: Disminuir la resoluciéon de una imagen no pueden generar nuevos detalles
en la imagen.
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2. Localizacién inmediata: En cada resolucién los limites de las regiones deben ser
distinguidos y deben coincidir con los originales.

3. Suavizado segun la zona: El suavizado debe ser mayor dentro de una regiéon que en
sus fronteras.

El modelo estd basado en la segunda ley de Fick (1.8), con un coeficiente de conductividad
variable ¢(z,y, t) que controle la tasa de difusién en cada punto de (2, asi, el problema puede
ser reescrito a la forma

{It = div(c(z, y, t)VI) (1.11)

[(l’,y,O) = Io(l‘,y)

Donde div(c(z,y,t)) = ¢Al + Ve - VI, puesto que

div(c-VI) =div(e- (I, 1))
= div(cl,, cly)
= Clye + Coly +clyy + ¢ 1
= (Lpz + 1yy) + (cay ¢y) - (L, 1)
=cAl+Vc-VI

El coeficiente de difusién ¢, dependera de la norma del gradiente en cada punto. Para
los gradientes con normas pequenas, los cuales se presentan en las zonas homogéneas, se
espera que el coeficiente de difusion sea alto para realizar un proceso de filtrado muy fuerte,
logrando asi un efecto de suavizado. Mientras que en los bordes de la imagen, donde se
encuentra una norma del gradiente grande, se espera asignar un coeficiente de difusién
pequeno, de tal manera que el proceso de difusién sea muy lento, casi nulo, y con ello lograr
que se protejan los bordes.

Teniendo en cuenta estas caracteristicas el modelo se puede formular de la siguiente
forma:

I, =V (c(|VI))VI) en Qx (0,00)
9~ en 09 x (0,00) (1.12)
I(z,0) = Iy(x) en

Donde €2 denota el dominio de la imagen. En el caso del procesamiento de imagenes (2
es un subconjunto acotado de R™ con frontera de clase C*.

Al buscar soluciones para este problema, se asumen las siguientes caracteristicas:

1. Las derivadas de I; se anulan en 0f2.
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2. Se restringe el coeficiente de difusién ¢ a una funcién monétona decreciente entre 1 a
0 cuando |VI|? varfa de 0 a oo.

3. ¢ es una funcion infinitamente derivable.

4. Tomando s = |VI|, la funcién @(s) = sc(s?) tiene un maximo en RT. Esta funcién @
es llamada la funcién de flujo.

La primera sugerencia de Perona-Malik para la eleccién de estas funciones fue:

La funcién de Lorentz:

I+
y la funcién de Leclerc
o(s?) = e 22 (1.14)

Para una constante positiva K, y con la funcién de flujo definida como

®(s) = s - c(s?) (1.15)

En el caso de la funcién de Lorentz (1.13) se tiene:

1 sK?
&(s) =s- 32:K2+s2
1+ —
K> (1.16)
) K2<K2_82)
Pls) = (K2 + s%)?

En donde ?'(s) < 0 para |s| > K, ?'(s) > 0 para |s| < K y @ posee un méaximo cuando
s =K.

a) Funcién de b) Flujo

¢) Derivada del flujo.
Lorentz.
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Figura 1.11. Coeficiente de Lorentz.

En el caso de la funcién de Leclerc (1.14), tenemos que:

D(s) =s-e 22
K?—s* 2 (1.17)
¢,<S) == 76721(2
Lo que nos lleva nuevamente a @'(s) < 0 para |s| > K, ?'(s) > 0 para |s| < K y que ¢
posee un maximo cuando s = K.

Hasta el momento el modelo de Perona-Malik puede verse como un modelo de difusion
isotrdpica, sin embargo en el caso de dos dimensiones, el problema puede ser reescrito de la
siguiente manera [7]:

I = (VI + (| VIP) I (1.18)

donde las coordenadas 1 y ¢ denotan direcciones paralelas y perpendiculares a VI respec-
tivamente. Esto indica que la difusion varia directamente en la frontera de I y de manera
inversa en la direccion del gradiente, lo cual incluye el modelo de Perona-Malik como un
filtro de difusién anisotropica.

El aporte de Perona-Malik en el procesamiento de imagenes ha orientado esta disciplina
hacia la comprension de las propiedades matemaéticas del modelo de difusién anisotrépica
relacionadas con su buen planteamiento y estabilidad, ademas de su extension y modificacién
para obtener implementaciones computacionales més rapidas o para ciertas aplicaciones
especificas [5].

1.1.2.5. Operadores morfolégicos

A continuacién enunciaremos algunas propiedades que son bien conocidas en la
morfologia matemaética. Ellas establecen que el andlisis de imagenes debe ser invariante
bajo fluctuaciones de luz y bajo cambios de posicién, orientacion y escala de las curvas planas.

Los operadores principales en esta linea de procesamiento son la erosion, la dilatacion, la
apertura y el cierre. Su objetivo principal es caracterizar algunas propiedades de la imagen
como tamano, forma, convexidad , conectividad y distancia, para poder estudiar los cambios
que se producen en ella a partir de traslaciones, rotaciones o reflexiones.



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.2. Ruido

En los procesos de adquisicién, transformacién o compresién de imagenes existe la po-
sibilidad de que la imagen original se distorsione, estas perturbaciones en general reciben
el nombre de ruido. De manera intencional, es posible anadir ruido a una imagen dada por
medio con el objetivo de medir la efectividad de un filtro de procesamiento. El ruido anadido
a una imagen se puede clasificar en tres tipos: aditivo, impulsivo y multiplicativo de acuerdo
a la técnica usada para tal inclusion.

El ruido aditivo consiste en adicionar la la imagen original I una imagen de perturbacion
1 que modifica el valor de algunos pixeles.

g(w,y) = I(z,y) + p(z,y)

Generalmente, la funcién adicionada p es producida por la curva Gaussiana y g(z,y)
representa la imagen con ruido anadido.

El ruido impulsivo implica cambiar en la imagen el valor algunos pixeles por valores muy
distintos a los pixeles vecinos. Se puede modelar mediante la ecuacién

9(z,y) = (1 —p) I(z,y) + pp(z,y)

donde p(x,y) representa el ruido impulsivo y p toma valores en el conjunto {0,1}. El
ruido de este tipo més conocido es llamado sal y pimienta.

Por 1ltimo, el ruido multiplicativo realiza cambios dependiendo de los valores iniciales
de I, en este caso se modela mediante

g(z,y) = I(z,y) + I(z,y) p(x,y)

Visualmente, este ruido aporta a la imagen un aspecto granulado y el méds comun es
llamado speckle.

Para la implementacién en Matlab de estos tipos de ruido, el programa cuenta con la he-
rramienta “imnoise”. Especificamente las funciones para los tres tipos de ruido que usaremos
en adelante son: imnoise(I,’gaussian’; m, v) para adicionar ruido Gaussiano de media m y
varianza v, imnoise(I,’salt&pepper’, d) para adicionar ruido sal y pimienta con un porcentaje
d de pixeles afectados y imnoise(I, speckle’, v) para ruido multiplicativo con varianza v.
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¢) Imagen con ruido Gaussiano d) Imagen con ruido speckle.

Figura 1.12. Adicién de ruido
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Capitulo

Analisis multiescala y el modelo de Perona-
Malik

Uno de los mayores retos del procesamiento de imagenes radica en la comprension de las
propiedades de una imagen y como los filtros aplicados a ella deben respetar y resaltar tales
propiedades, en otras palabras, los procedimientos para pasar de una imagen original a una
version suavizada de ella que debe contener la informacién mas significativa de la imagen
original.

Para determinar las condiciones que debe satisfacer un filtro de procesamiento de image-
nes estudiaremos en este capitulo la propuesta de Alvarez, Guichard, Lions y Morel en [17]
y [18], en donde una serie de axiomas o propiedades, que bajo algunos criterios fisicos y de
la teoria de la percepcién, un operador debe satisfacer para lograr los objetivos de suavizado
y conservacion de bordes deseados en el tratamiento de imégenes.

Su teoria, llamada andlisis multiescala busca la axiomatizacién de los filtros de proce-
samiento y la definicion explicita del tipo de ecuaciones se deben usar se para satisfacer
estos axiomas. Nuestro objetivo, es justificar a la luz de esta teoria el uso de ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden, analizar las propiedades del modelo propuesto por
Perona-Malik y estudiar una mejora al modelo propuesta por estos autores.

2.1. Introducciéon

El analisis multiescala es llamado cominmente teoria del procesamiento de imagenes y
tiene como objetivo estudiar cémo los niveles de gris fluyen dentro de la imagen sin dar
tanta informacién local sobre la imagen. En esta teoria, la imagen original es transformada
en nuevas imagenes cuyo parametro principal es la escala t, que mide el grado de suavizado
que se aplica a la imagen.

Se define entonces, el andlisis multiescala de una imagen como una familia de transforma-
ciones (T})>¢ que al ser aplicada a la imagen original f(z) produce una sucesién de imégenes

23
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u(x,t) = (T.f)(x). Rigurosamente hablando T} f es una versién semi-local de f donde una
vecindad de tamano ¢ alrededor de x ha sido escaneada para determinar el valor de (7} f)(x).

El objetivo principal de esta teoria es considerar una serie de axiomas que debe satisfacer
el andlisis multiescala T; y deducir de ellos una férmula explicita para realizar este trata-
miento. Especificamente se estudiarda bajo qué hipotesis el andlisis multiescala T, produce
una sucesion de imédgenes u(z,t) = (T3)(f) que son soluciones de una ecuacién diferencial de
segundo orden

ou
5= F(D?*u, Du,t) con u(z,0)= f(x).
La axiomatizacién de esta teorfa formulada en [17] permite el andlisis de los modelos
propuestos por Witkin [!] y Koenderink [2] basados en la ecuacién del calor i Au,

el modelo de Perona-Malik [1] de difusién anisotrépica 8_?; = div(e(|Vu|)Vu) mencionados

anteriormente. Pero también permite el analisis de otros que no trataremos en este texto como

ou

Du
la nocién de curvatura media — = div (m |Du| y las transformaciones en morfologia
u

ot

u
matemadtica (dilatacién y erosién), dadas por Fri +|Du|. Ademés, propone un modelo de

analisis morfolégico multiescala cuya ecuaciéon asociada es

0
o = B (teurv(w)| V.

donde /3 es una funcién real no decreciente, curv (u) es la curvatura de la curva de nivel
de u que pasa a través de z.

Esta teoria demuestra que existe un tnico analisis multiescala que satisface todas las
propiedades de invarianza clasicas y invarianza bajo proyecciones. Ademd&s posee ademas
propiedades que no tenian los modelos anteriores: permite analizar formas planas en una
forma independiente de su orientacion o su localizacién en espacio tridimensional. El modelo
esta dado por la ecuacion

ou )
- = . /3
oy |Vu|(t- curv (u))/°.

2.1.1. Axiomas del analisis multiescala

Consideramos un andlisis multiescala a una familia 7; parametrizada por t > 0 de ope-
radores (posiblemente no lineales) sobre funciones definidas sobre R™. En la practica n = 2
o n = 3. Se asume que los elementos de esta familia estdan bien definida sobre C}°, es decir,
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el espacio de funciones acotadas con derivadas acotadas de cualquier orden, y que (T} f)(z)
es una funcién continua acotada sobre R™ x (0, 00) cuando f € Cp°.

En la practica, una imagen no esta necesariamente definida sobre un espacio euclidiano
completo, pero sin esta hipotesis la mayoria de las propiedades de invarianza seran dificiles
de tratar de manera rigurosa. Ademds no hay pérdida de generalidad en este hecho pues
una imagen rectangular puede ser extendida a una imagen cuyo dominio sea el espacio
completo (por ejemplo por reflexiones) y los modelos en ecuaciones diferenciales parciales
son compatibles con tales extensiones.

Dentro de la teoria del analisis multiescala se distinguen tres tipos de axiomas: los axiomas
arquitectonicos, el principio del maximo o principio de comparacién y los axiomas morfologi-
cos. Los primeros tratan sobre las propiedades en la construcciéon del analisis multiescala, el
segundo sobre las caracteristicas de suavizado del modelo y los terceros sobre las propiedades
de conservacién de bordes. A continuacién los enunciamos segin lo expuesto en [17].

2.1.1.1. Axiomas arquitecténicos

Para iniciar los axiomas de arquitectura se propone un principio basico: la propiedad
de causalidad o también llamda arquitectura piramidal. Este axioma implica cualquier
transformacién a una escala mayor puede ser calculada de la imagen original o de cualquier
transformacién previa, evidentemente, la transformacién mas fina que puede aplicarse a una
imagen f es la identidad. Una version fuerte de este axioma es la propiedad de recursividad
o propiedad de semigrupo

Axioma 2.1. Recursividad

T(](f) - f7 T O,-Tt(f) = Ts+t(f) sobre Rn,
para todo s,t > 0y f € Cp°.

Si la recursividad se satisface, el proceso visual se reduce a un bucle tinico para las escalas
discretas, es decir, T; puede ser deducido de la n—ésima iteracion de Tyy,.

Ahora bien, en la teoria de la percepcién, el analisis de percepciéon de una imagen
consiste en una sucesién de filtros los cuales son aplicados secuencialmente. Como nuevas
iméagenes estan llegando a la retina, el proceso de andlisis de imagenes es pensado como un
flujo de imégenes a través de diferentes filtros, cada uno asociado a una escala t. Por lo
tanto, si se incluye una familia de operadores de transicién 7}, indexada por 0 < s, < oo
en la cual T; = T, se puede tener una versién mas débil de la causalidad:

Axioma 2.2. Causalidad

Tiys = Tiyss 0Ty para todo0 < s, < oo



26 CAPITULO 2. ANALISIS MULTIESCALA Y EL MODELO DE PERONA-MALIK

Para retornar a la recursividad, es necesario asumir que Ty;5; = T3 v si discretizamos
tal proceso, se produce una serie de operadores S, = T{(,41)nnn aplicados sucesivamente.
Ademas, observamos que si t = nh, entonces T; = T,,;, puede ser deducido de la n—ésima
iteracion de T},

El siguiente axioma establece la independencia del analisis multiescala de la eleccion
de h, en él se asume la existencia de un generador infinitesimal A para el semigrupo T,
definido de la siguiente manera

Axioma 2.3. Existencia de un generador

Thf—f_>

. A[f] cuando h — 07

o en términos de los operadores de transicién

Tinf — f

n — Al f]

Para justificar la existencia de este generador es necesario introducir el siguiente axioma:

Axioma 2.4. Regularidad
ITi(f + gh) = (Tif + hg)llec < Cht
para todo h, t en [0,1], f,g € C;° y donde C depende de f y de g.
Este ultimo axioma establece una hipdtesis natural de continuidad de T; y es ademas

una justificacién fuerte para la existencia de un generador infinitesimal para el analisis
multiescala.

Para dar caracter local al generador infinitesimal y al andlisis multiescala se requiere la
siguiente propiedad, llamada propiedad de localidad:

Axioma 2.5. Localidad

Ti(f) = Ti(9))(x) = oft) cuando ¢ — 0*

para todo f,g € Cp° talque D f(x) = D*g(x) para todo |a| > 0 y para todo x.
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La notacién [T;(f) — Ti(g)](z) = o(t) cuando t — 07, significa que

L(f) — Tilg)

limy o+ — 5 - 0.

Rigurosamente hablando, este axioma significa que el valor de T;(f) para ¢t pequeno,
sobre cualquier punto x, es determinado por el comportamiento cerca de x.

2.1.1.2. Principio de comparacién

El principio de comparacién en una propiedad necesaria para preservar bordes, también
conocida como principio del maximo, implica que en las transformaciones realizadas no
se deben crear nuevas caracteristicas a la imagen, tnicamente se realiza un suavizado de
la imagen original. Asi, si una imagen g es mas brillante que otra f, este orden es preservado.

Axioma 2.6. Principio de comparacion

Ti(f) < Ty(g) sobre R™ para todo t > 0y toda f,g € Cy° talque f < g.

En los filtros lineales definidos por T, f = f*F} este axioma es equivalente a la desigualdad
F; > 0. Por tanto, es la generalizaciéon en el caso no lineal de un kernel de suavizado no
negativo.

Es importante tener en cuenta que el principio de comparacion es natural para suavizar
una imagen en escala de grises, pero si otra clase de transformacién es buscada, por ejemplo
una funcién de bordes o de profundidad, el principio del méaximo no es totalmente valido,
pues puede ocurrir que g > f para una g constante mientras que f puede ser una imagen
que contenga muchos bordes.

2.1.1.3. Axiomas morfolégicos

A continuacién enunciaremos algunos principios conocidos en la morfologia matematica.
Ellos establecen que el anélisis de imagenes debe ser invariante bajo fluctuaciones de luz y
bajo cambios de posicion, orientacion y escala de las curvas planas.

El primer axioma de esta clase, indica que la transformaciéon debe ser independiente de
la escala de grises.

Axioma 2.7. Invarianza bajo cambios en la escala de gris

T:(0) =0, Ti(f + C) = Ti(f) + C sobre R"
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para todo t >0, y f € C;° y cualquier constante C.

Esta propiedad implica que la interpretaciéon de una imagen no depende de su tiempo
de exposiciéon, la imagen puede estar en una escala de grises mas oscura o una llena de luz,
pero los objetos en ella deben ser identificados igualmente. Una versién mas fuerte de la
invarianza bajo cambios en la escala de grises es la siguiente

Axioma 2.8. Invarianza bajo la escala de grises

T,(h(f)) = M(T(f))

para todo t > 0, donde h es cualquier funcion real no decreciente.

La funcién h en este axioma implica una nueva disposicion de la escala de niveles de
grises de una imagen. Se asume que h es no decreciente por el hecho que si dos puntos
tienen el mismo brillo en la imagen original, esta relacion debe ser preservada por cualquier
transformacién. Observe que el axioma (2.7) es una caso particular del axioma (2.8).

Se muestran ahora una serie de axiomas que indican que el anélisis multiescala debe ser
invariante ante los cambios de posicién de observador. Los primeros que enunciamos son las
propiedades de invarianza bajo traslaciones y rotaciones, lo cual significa que que todos los
puntos del espacio son equivalentes y que las caracteristicas de la imagen no dependen de
su ubicacion.

Axioma 2.9. Invarianza bajo traslaciones

Ty(mn - f) = 7 (T(f))
para todo h € R" ¢t >0, f € C;°, donde (T:(f))(z) = f(z+ h).

Axioma 2.10. Invarianza isométrica
T(R-f)=R-Ti(f)

para todo f,t> 0 y para todas las transformaciones R definidas por (R-f)(z) = f(Rx)
donde R es una transformacion ortogonal de R™.

Ahora bien, el andlisis multiescala también debe ser independiente del tamano del
objeto analizado, es importante tener en cuenta que en el mundo real la distancia implica
que los objetos se visualicen en diferentes escalas, pero la forma o caracteristicas de ellos
no dependen de la distancia. Sea D, f(x) = f(Az), la invarianza bajo cambios en la escala
puede ser definida como:
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Axioma 2.11. Invarianza de escala

Para cualquier \ y cualquier ¢, existe t’ tal que D\Ty = T, D,

Finalmente, se enuncia un axioma que implica la invarianza isométrica, la invarianza de
escala y también la invarianza bajo cualquier proyeccién de una curva. La combinacion de
estas transformaciones produce una transformacion lineal A del plano. Para este conjunto
de transformaciones Af(z) = f(Az) se establece la siguiente propiedad.

Axioma 2.12. Invarianza de proyeccion

Para cualquierA y ¢, existe ¢ tal que ATy = T, A

2.1.2. Forma general de un operador de analisis multiescala

En esta seccién se desea mostrar la forma que debe tener un operador de analisis mul-
tiescala dependiendo de los axiomas o propiedades que cumpla. Iniciamos recordando la
definicién de la norma infinito, para asi poder establecer nuevas y mas fuertes versiones de
algunos axiomas.

Sea

[flloe = sup |f ()]

z€eR™

Como f < g+||f — ¢gllo, €l principio de comparacién (2.6) y la invarianza de escala (2.11)
implican que

IT:(f) = Te(9)llec < IIf = gl paratodot>0,f g€ C. (2.1)

Sea X = BUC(RR") el espacio de funciones acotadas uniformemente continuas sobre R".
La propiedad (2.1) indica que T} puede ser extendida por continuidad como una funcién de
X en Cy(R™). Ahora bien, la invarianza bajo traslaciones (2.9) y la propiedad (2.1) muestran
que T; es una funcion que envia X sobre si mismo.

Observamos también que por densidad, la propiedad de traslacién (2.9), el principio de
comparacién (2.6), la invarianza bajo los cambios en los niveles de gris (2.7) y (2.1) todavia
se tienen para f,g € X. Es posible asi, formular la recursividad (2.1) para funciones f € X
de la siguiente manera.

Axioma 2.13. Recursividad sobre X

To(f) = fv Ts o E(f) - T5+t(f) sobre Rn,
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para todo s,t >0y f € X.

Con el objetivo de asegurar la existencia de un generador infinitesimal (2.3), es necesario
reescribir la regularidad en la siguiente forma:

Axioma 2.14. Regularidad 2
ITi(f + gh) — (Ti(f) + hg) |l < Cht

para todo h,t € [0,1] ytoda f,g € @, donde C > 0 es una constante dependiente sélo
sobre ), Q C C;° esta definido por

Q={feCrVn>0,|D"fl|lo <C, para todo |a| = 0}

y C, es una sucesién creciente de constantes no negativas.

TS

Si definimos 6,(f) = o podemos reescribir el enunciado anterior sobre la regulari-

dad en la forma

16:(f + hg) = 6:(f)lle < Ch

para todo h,t € [0, 1]. Esta igualdad brinda estabilidad a los diferentes cocientes que
aproximan el generador infinitesimal. Sin embargo si el objetivo es deducir la existencia
de este generador que depende del tiempo, entonces es necesario imponer la regularidad
a la familia de operadores de transicién T;;s,. Asi en el axioma de regularidad, el tiempo
inicial s = 0 es reemplazado por uno arbitrario s > 0 y la regularidad toma la siguiente forma.

Axioma 2.15. Regularidad para los operadores de transicion

| Tetse(f 4+ gh) — Tovst(f) + ghlloo < Chs

Por 1ltimo, es necesario adicionar un axioma que brinde estabilidad a las diferencias

(Tirse(f) = Too(f))/s

Axioma 2.16. Regularidad temporal

HTt+s,t(f +gh) — TS,O(f)“oo < Csn(t),

donde n(t) es una funcién positiva que tiende a 0 cuando t tiene a 0, uniformemente
ens € (0,1) ydonde fe€Q.



2.1. INTRODUCCION 31

El siguiente teorema establece que esta hipdtesis de estabilidad es suficiente para
asegurar la existencia de un generador para el andlisis multiescala.

Teorema 2.1. [Parte I] Si el andlisis multiescala T} satisface los axiomas de:

1. Invarianza de traslacién.

2. Principio de comparacion.

3. Invarianza bajo cambios en el nivel de gris.
4. Recursividad.

5. Regularidad.

Entonces T; también satisface la propiedad del generador. Ademads la convergencia del
generador es uniforme para f € Q y D*f,, — D*f uniformemente sobre R" par todo |a| > 0.

[Parte II] Si el andlisis multiescala 7T} satisface los axiomas de:

1. Invarianza de traslacién.

2. Principio de comparacion.

3. Invarianza bajo cambios en el nivel de gris.

4. Causalidad.

5. Regularidad para lo operadores de transicion.

6. Regularidad temporal.

Entonces la conclusién de la parte [I] también es vélida con la siguiente adaptacién para
el generador

IT:(f) — fllo < Ct para todo t € [0,1], f € Q.

Observacion. Si Ty es un operador lineal, la propiedad de regularidad (2.14) se reduce a
ITi(f) = flloo < Ct para todo t € [0,1], f € Q,

lo cual indica que para funciones suaves las érbitas son Lipschitz continuas en ¢ = 0.
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Demostracion. La demostracion de este teorema se divide en cuatro pasos. Antes de
iniciar, se realizaran algunas convenciones en la notacion. Sea

L(f) = T(f)

5t,s(f) = t—sg

f) = 0i0(p) = =L

Esta notacién nos permite escribir la propiedad de regularidad (2.14) en la forma

16:(f + hg) — 6:(f)|leo < Ch para toda t,h € [0,1]y f,g € Q. (2.2)

[Paso 1.] En este paso probamos que d;(f) es uniformemente acotada.

Por la propiedad de invarianza de bajo cambios en la escala de grises tenemos que T;(0) =
0. Usando la regularidad

|T:(f + gh) — (Ti(f) + hg)lle < Cht

Parah=1, f =0y g = f, tenemos

170+ f) = (T:(0) + Flloo < Cot

Lo que es equivalente a

IT:(f) = flloo < Cot, (2.3)

para alguna constante Cj que dependa de sélo de los limites de las derivadas de f en Cj°.
Asi

5t = S 007

o0

L) -1
t

y nos lleva a afirmar que &;(f) es uniformemente acotada.

[Paso 2.] En este paso demostraremos que 0;(f) es Lipschitz uniformemente continua
parat € (0,1]y f € Q.

Sea z € R" tal que |z| = 1. Usando la propiedad de invarianza bajo traslaciones (2.9)
tenemos que

ThA0:(f)} = 0e(Thz - f).
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Tomando 7,,.(f) = f+ hgn para algtin g, € Cg° cuyas derivadas sélo dependan de los limites
de las derivadas de f y aplicando la propiedad (2.2) tenemos que

H(St(Thzf) - 6t(f)HOO < Ch7

por lo tanto

0:(f) es Lipschitz, uniformemente continua sobre R" para t € (0, 1] (2.4)
y uniformemente continua para f € Q. '

[Paso 3.] En este paso, se probard una propiedad de compacidad para d;(g) cuando ¢
tiende a 0.

Iniciamos escribiendo
0s = 6S(f) * ,05{55(,]() * Pe — 5s(f)}
donde p. = € "p(f/€), € >0, [ p(y)dy =1, p € C°(R").

Usando la propiedad (2.4) se obtiene que

10s(f) * pe — 05(f)]|oo < Cie para todo € > 0, (2.5)

para algiin C; > 0 que dependa tnicamente de los limites de las derivadas de f.

Teniendo en cuanta las propiedades (2.5), la propiedad (2.1) y la recursividad (2.13),
podemos concluir que

I Tis(f) — Te(f + 80s(f) * pe)lloe < Ches, para todo € > 0. (2.6)

Ahora bien, si tenemos en cuenta que d,(f) * p. € C;°, la propiedad de regularidad (2.14)
implica que

T (f + s05(f) * pe) — Ti(f) — 865(f) * pelloc < Cest, (2.7)

para algin C. > 0 que depende sélo de € > 0 y los limites de las derivadas de f.
Finalmente, si se consideran las propiedades (2.5), (2.6) y (2.7) se deduce que

10:(f) = 0g(f)loo < 2C1e+ Cet
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lo que implica que

10t45.6(f) — 05(f)]loo < m(t) para todo t,s € [0,1/2] (2.8)

para alguna funcién m continua, no decreciente, no negativa sobre [0,1/2]
tal que m(0) = 0 y que dependa sélo de las derivadas de f. Especificamente
m(t) = infec(o1)(2C1e + Cct). Lo que demuestra, que toda la sucesién de operadores
converge al mismo limite.

[Paso 4.] Gracias a la estimacién de Cauchy obtenida en el paso anterior, en este cuarto
y ultimo paso, de dard una estimacién de Cauchy para d; en 0 < h <t < 1/2.

Denotando N = [t/h], se observa que §;(f) = (Nt/h)onn(f) + (r/t)onntrnn(f) v usando
la propiedad (2.8) se deduce que

m(N). (2.9)

()= () - 10| <

H~I‘%

Escribiendo dyi(f) = (N — 1)h/Nh)o(n-1)n(f) + (h/Nh)Snn nv-1)n(f) y usando la pro-
piedad (2.8) con t = (N — 1)h, s = h, se deduce que

o) = S o) = D] < g -, 2o
Combinando (2.10) y (2.9), se obtiene que
510 = (V= D) = F 80 = 6| < S+ ol = ). 211

Reiterando N — 1 veces el argumento que lleva a (2.10), se obtiene que

Nh T

()~ Moy - ! >

m(Nh) + m(jh) (2.12)

rain)| <

HI%

o0

En particular, teniendo en cuenta (2.3) y que m es una funcién no decreciente, se deduce
que

T

16.) =5l < (5 + V=02 ) (9 + 22

Esto implica que si t = Nh + r, se tiene que
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16:7) = 3 Pll < 257 4 m(t) (213)

A partir de esto, (2.3) y (2.4), se selecciona h,, — 0 tal que &, (f) converja uniformemente
sobre un conjunto compacto a una funcién Lipschitz acotada sobre R”, la cual denotamos
por A[f], por tanto podemos decir que

16:(f) = 0n(F)lloc < m(2), (2.14)

probando asi la primera parte del teorema.

Para la prueba de la segunda parte, se consideran los operadores 7}, y se asume que
s = 0. El nico paso que se debe modificar es el tercer paso, pues es el tinico paso donde se
usa la recursividad. En este caso, usamos la regularidad temporal (2.16) y obtenemos que
para todo t,s € [0,1/2]
106452 (f) = 05 (f)lloc < m(t)

para la funcién m continua, no negativa, no decreciente sobre [0, 1/2] talque m(0) = 0, que
depende tnicamente de las derivadas de f, dada por

m(t) = inf (2C1e+ Cct) + Cn(t)

€€(0,1]

[]

Para obtener y demostrar cudl es la forma precisa de un operador multiescala, es nece-
sario reescribir la propiedad de localidad (2.5) bajo ciertas hip6tesis. Iniciamos suponiendo
que el operador de analisis multiescala satisface la propiedad de causalidad.

Axioma 2.17. Localidad bajo la hipdtesis de causalidad
{Tis(f) — Ti.s(9)}(z) = o(t — s) cuando t — s — 0

para toda f,g € C;° talque D®f(x) = D*g(z) para todo z y para todo |a| > 0.

Continuamos suponiendo que el andlisis multiescala admite un generador infinitesimal.
En este caso, la propiedad de localidad puede ser escrita en la siguiente forma.

Axioma 2.18. Localidad bajo la hipétesis de un generador

para toda f,g € C° talque D®f(x) = D%g(x) para todo x y para todo |a| > 0.
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Lo que significa que el valor de T;(f), para un ¢ pequeno en cualquier punto z, es deter-
minado por el comportamiento de f cerca de x.

El interés con el siguiente teorema es estudiar, bajo qué condiciones existe una funcion
continua F' definida sobre S™ x R™ x R (donde S™ denota el espacio de matrices simétricas
de tamano n x n) la cual satisface la ecuacién

F(A,p,t) > F(B,p,t) paratodop € R"; A, B € S" con A > B. (2.15)

donde A > B significa que A — B > 0 y cumple la condicion

Alf] = F(D*f, Df,t) para toda f € C5°. (2.16)

Para finalizar, se relaciona el semigrupo 7} a la solucion de la ecuacién no lineal parabdlica
de segundo orden

0
8—7;: — F(D*u, Du,t) =0 en R" x [0,00), u(0,7) = ug(z) en R", (2.17)

La existencia y unicidad de la solucién en (2.17) es conocida como una solucién débil
de la ecuacién (2.17). Se dividird el resultado en tres partes, enunciadas en el siguiente
teorema.

Teorema 2.2. [I] Si T; satisface las propiedades de

e Invarianza bajo traslaciones.

El principio de comparacion.

La invarianza bajo cambios en la escala de grises.

Recursividad.

Regularidad.

Localidad.

Entonces, existe una funcién continua F sobre S™ x R™ satisfaciendo (2.15) talque
(Tyf — f)/t = F(D*f,Df) y ademds (2.16) también se satisface.

Ademds, (Tif — f)/t — F(D*f,Df) es uniformemente continua sobre R™ cuando
t — 07, uniformemente sobre R™, uniformemente para f en Cp° con un médulo uniforme de
continuidad para sus segundas derivadas.

[II] Sea T} un anélisis multiescala donde los operadores T} ; satisfacen
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e Invarianza bajo traslaciones.

e El principio de comparacion.

e La invarianza bajo cambios en la escala de grises.
e Regularidad temporal.

e Regularidad para los operadores de transicién.

e Localidad bajo la hipdtesis de causalidad.

e Causalidad.

Entonces existe una funcién continua F'(A,p,t) que satisface (2.15) y (2.16) para todo
t>0.

ou

[ITIT] Para cualquier ug in X, u(x,t) = Ty(ug)(x) es la tinica solucién viscosa de 5 =

F(D*u, Du,t) en BUC,(R™ x [0,0)).

Observacion. Notamos BUC,(R™ x [0,00)) el espacio de funciones continuas y acotadas
sobre R"™ x [0, 00) que son uniformemente continuas en x, uniformemente en t.

Servacion. 1 mostrar que cualquier funcién continu isfacien )
Ob Es posible mostra e cualquier funcién continua F' satisfaciendo (2.15
produce un tunico semigrupo viscoso T; el cual satisface la invarianza de traslacién, el
generador, y la Localidad.

Demostracion Sea f,g € Cp° satisfaciendo que

f(0) = 9(0) = 0, Df(0) = Dg(0) = p € R", (2.18)
D?f(0) = D*g(0) = A € 5™, '

La prueba inicia probando que A[f](0) = A[g](0). Para esto, se define z € C;° tal que
2> 0, z2(x) = |z|* cercade 0y f¢= f + ez. Donde, f¢> g para |z| < ce con ¢ > 0.

Consideramos el conjunto e, = w(z/¢) donde w € Cg°, 0 < w < 1 sobre R™, w(x) =1 si
|z| < ¢/2, w(x) =0si|z| > ¢y finalmente introducimos f¢ = w.f¢+ (1 —w,)g. Esta funcién
f¢ cumple dos propiedades: la primera todas sus derivadas en 0 son iguales a las derivadas
de f€ y la segunda, f¢ > g sobre R", usando el principio de comparacién, tenemos que que
Ti(f¢) > Ti(g) sobre R™ para todo t > 0.
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Ahora bien, como f¢(0) = f(0) = g(0) = 0, se deduce que

A[f1(0) = Algl(0)

pero, dado que las derivadas en 0 son iguales a las derivadas de f€ y hipotesis de localidad,
se obtiene que A[f€](0) = A[f](0).

Usando la primera parte del teorema (2.1) se deduce que A[f](0) — A[f](0), y por
simetria

Para demostrar que F' satisface (2.15) se usa un argumento similar, considerado A > B
y ajustando

£(@) = l(p, ) + 5 (Az, D))

o) = (9, 2) + 5 (B 2)w(a)

Ademéds, f > g sobre R™ mientras que f(0) = g(0) y por lo tanto

F(A,p) = A[f](0) = lim

t—0t t
> i P POZIO i) < pis )

Usando la ultima conclusién del teorema (2.1), llamamos A[f,] — A[f] cuando n — oo
uniformemente si f,,, f € Q y D*f, — D*f uniformemente sobre R" para todo |a| > 0,
también deducimos que F' es continua sobre S™ x R".

Un vez esto este probado, observamos que la invarianza bajo traslaciones y la invarianza
bajo el cambio en la escala de niveles de gris implican que

Alm, - f] = m(Alf), Alf + C] = A[f] para todo f € C;°,h € R",C € R. (2.19)

y por lo tanto

Alfl = F(D*f,Df) (2.20)

para alguna funcién F' sobre S™ x R".
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Para probar la segunda parte del teorema, se usa la parte II del teorema (2.1) y la
continuidad de F(D?u, Du,t) con respecto a t se obtiene gracias a la regularidad temporal.

Para la tercera y ultima parte, con el objetivo de probar que wu(t,z) = T;(up)(z) es una
solucién viscosa de (2.17) es suficiente probar que u es una solucién viscosa de (2.17). Sea
¢ € C°(R™ x [0,T]) para cualquier T < oo y sea (g, ) en R™ x [0, 00) un punto maximo
global de u — ¢. Es necesario mostrar que

o

a(l’g, to) — F(D2Q§(£I30, to), D(b(ﬂ?o, to)) < 0 (221)
Asumiendo que u(z,ty) = ¢(zo,t0), u < ¢ sobre R™ x [0,00). Ahora, asumiendo que ¢ es
de la forma

o(t,x) = fz) +9(t) (2.22)

donde g(t9) = 0, f(zo) = u(xo,to) y f € Cy°(R"™), g € C*([0,00)). Entonces para h > 0,
consideramos ¢(z,ty) = u(xg,to) = Tp(u(ty — h))(zo) donde establecemos u(t) = u(x,t)
para todas las funciones u € R" x [0,00). En esta desigualdad, usamos la propiedad de
recursividad, luego el principio de comparacion y la invarianza bajo cambios en la escala de
grises para obtener que

Ti(u(to — h)) < Tu(e(to — h)) < Tu(f) + g(to — h)
por lo tanto,

Ho(t) — gty — W]+ 317 ~ Tf] <0

y cuando h — 0, usando el generador del teorema (2.1), tenemos que

g (to) = F(D*f(x0), Df (x0)) < 0
: 99
y 2.21 es probado gracias a que E(to,xo) = ¢'(to) v D*f(to,x0) = D*f(xy) para
la| =1,2. O

2.1.3. Analisis axiomatico de los modelos clasicos

Gracias al resultado obtenido en el teorema (2.2) se puede deducir que la ecuacion del

u
calor — = Auwu es el inico modelo multiescala lineal que satisface la invarianza isométrica,

debido a su dependencia unica de las derivadas de u. Ademads, este teorema también nos
muestra que para los modelos en procesamiento de imagenes, la linealidad y la invarianza
bajo la escala de grises son propiedades compatibles.
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En el primer modelo de difusién dado por Koenderink se observo que la convolucion de
la senal con un filtro Gaussiano en cada escala es equivalente a la solucién de la ecuacion del
calor con la imagen original como dato inicial. Si este dato es denotado con wug, es espacio
de escala asociado a ug consiste en la solucién del sistema

ou
E = Ay(.f, Y, t)a U(l’, Y, 0) = UO(xa y)

La solucién de esta ecuacién para un dato inicial con norma acotada es u(t, x,y) = Gy *ug
donde G es la funcién de Gauss

Gilr.y) = (dm) 47l

Uno de los principales objetivos de la teoria de la difusién es la deteccion de bordes. Inicial-
mente se crefa, segin Mirr [5], que (x,y) es un punto frontera para la escala t si Au(z,y)
cambia de signo y | Du(t, z, y)| es grande. Sin embargo, esta condicién introduce que un limi-
te a priori deber ser definido. Desafortunadamente, en las escalas bajas del espacio de escala
esta propiedad no se cumple. De otro lado, si consideramos un filtro con varianza pequena
todos los bordes mantienen su posicion correcta, pero se debe tener en cuenta que los bordes
principales de la imagen se pueden confundir por el ruido o la textura de la misma.

El espacio de escala propuesto por Witkin [1], propone identificar los bordes en una escala
baja y luego mantenerlos por medio de una escala decreciente. Este método puede mostrar
tedricamente la ubicacién exacta de todos los bordes principales pero su implementacién es
bastante complicada desde el punto de vista computacional pues debe involucrar todos los
bordes a través de la escala y los multiples limites involucrados en la deteccién de bordes en
cada valor de la escala.

En el siguiente teorema se enuncian las propiedades que debe satisfacer el espacio de
escala para satisfacer la ecuacién planteada por Witkin.

Teorema 2.3. Sea T; un analisis multiescala que satisface las propiedades de

e Causalidad.

Regularidad para los operadores de transicion.

Invarianza bajo traslaciones.

Invarianza bajos cambios de la escala de grises.

Regularidad temporal.

Principio de comparacion.

Y ademds si los operadores de transicién 7;  son lineales y satisfacen la invarianza isométrica
entonces u(z,t) = (Tyup)(z) es la solucién de la ecuacién del calor

ou Au = 0
E CAU =
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en R™ x [0,00), u(z,0) = ug(x) en R", donde ¢ es una constante positiva.

Demostracion. Iniciamos con el caso independiente de la escala. Dado que

T _
F(D*u, Du) = lim ~— "

t—0 t ’

F es lineal en u y por lo tanto satisface la ecuaciéon

F(rD*y+ sD*v,rDu + sDv) = fF(D*u, Du) + sF(D*v, Dv)

para cualquier r,s € R y cualquier funcién u,v € X en cualquier punto x. Como los
valores de Du, Dv, D?u, D?v son arbitrarios y pueden ser independientemente tomados para
ser 0, obtenemos para cualquier par de vectores p y p’ y matrices simétricas A y A’ que

F(rA+sA'rp+sp') = rF(A,p) + sF(A, D) , F(A p) = F(A,0) + F(0,p).
Asi F(A,p) = F'(p) + F"(A) y por lo tanto F’ y F" son lineales.

Gracias a la invarianza isométrica, obtenemos que F(RT AR, RTp) = F(A, p) para cual-
quier isometria R de R". Tomando A = 0 se obtiene que F(Rp) = F(p) y asi F'(Rp) = F'(p)
para cualquier isometria R.

Como F’ es lineal, F'(p) = 0 para cualquier p. Asi F(A,p) = F"(A). Usando nueva-
mente la invarianza isométrica, se tiene que F”(RTAR) = F"(A) para cualquier isometrfa
R y cualquier matriz simétrica A. como cada matriz simétrica puede ser diagonalizada
por una bases ortonormal y cada par de bases ortonormales puede ser intercambiado por
una isometria, vemos que F” sélo depende de los valores propios Ai, Ag, ..., A\, de A. Asi
F"(A) = F"(\, A, . .., \,) debe ser invariante bajo permutaciones de los valores propios de
A. Con ello, F' depende unicamente de la funcién simétrica de los auto valores.

Ahora, la unica funcién lineal simétrica es la suma, por lo tanto, F”(A) sélo depende
linealmente de la traza de A y por lo tanto F”(A) = ¢T'r(A) para alguna constante c. Con
esto concluimos que F(D?u, Du) = cAu. Como F debe ser creciente en A, la constante c es
no negativa. Esto completa la prueba en el caso de una arquitectura recursiva. En el caso
de una arquitectura causal, podemos aplicar exactamente el mismo razonamiento pero se
obtiene que F(D?u, Du,t) = c¢(t)Au para alguna funcién continua no negativa c(t), lo cual
nos lleva nuevamente la ecuacion del calor.
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2.1.3.1. El modelo de difusion anisotréopica de Perona-Malik

El modelo propuesto por por Perona-Malik [1], presenta una importante mejora del anli-
sis multiescala lineal clasico por su deteccién de bordes mas precisa. El modelo fue planteado
por medio de ecuaciones diferenciales parciales y los autores establecieron el principio del
maximo como requerimiento basico en el procesamiento de imagenes.

La idea de Perona-Malik es introducir en el modelo una parte del proceso de deteccion
de bordes dentro del mismo filtro, permitiendo una interaccién entre las escalas iniciales del
algoritmo. La propuesta es en esencia cambiar la ecuacién del calor por la ecuacién no lineal

ou i
5 = div(g(|Du|Du)), u(0) = ug (2.23)

En esta ecuacion, g es funcién suave no creciente con g(0) = 1, g(s) tendiendo a 0 cuando
s tiende a oo. La motivacion de este proceso de suavizado es condicionar la difusion:

e Si Du(z,y) es grande, entonces la difusién es pequena y por lo tanto la localizacién
exacta de los bordes es alcanzada.

e Si Du(z,y) es pequena, entonces la difusion se incrementa més alrededor de (x,y). Asi
la eleccién de g corresponde a un umbral que se compara con el limite de |Dul.

Como este limite introduce un dispositivo no lineal es natural usarlo antes en el método,
en el proceso de suavizado mismo. Los resultados experimentales obtenidos por Perona-Malik
son visualmente impresionantes y muestran que una funciéon de reconocimiento de bordes
permite que los mismos permanezcan mas estables a través de las escalas.

Sin embargo, la difusion anisotropica de Perona.Malik no es propiamente una difusién en
direccion ortogonal al gradiente por lo cual crea difusion en la direccién de este vector. En
efecto,

div (g(|Du|)Du) = g(Du)Au + ¢'(|Dul)| Du|™ D*u(Du, Du).
Si se considera un término de difusién en la direccién ortogonal a Du
Uge = (umuz — 2yttt + uyyu?)/|Dul® = D*u(Dut/|Du*|, Du*/|Du'|),
y un término de difusién en la direccién de |Dul|
Uy = (Ut — Uy Uyt + uyyuz)/|Du|2 = D*u(Du/|Du|, Du/|Du),

La difusion anisotrépica queda reescrita como

div (g(|Du|)Du) = g(Du)uge + G'(|Dul)u,,, donde G(s) = sg(s).
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Dado que g es una funcién positiva, el primer término de la difusion siempre es una difusién
a lo largo de los bordes. Mientras que el coeficiente de difusion en la direccion perpendicular
a los bordes puede ser:

e Positivo si G'(|Du|) > 0. En este caso, la ecuacién se comporta localmente como una
difusién en ambas direcciones.

e Cero si G'(|Dul|) = 0. Lo que implica que la difusién se da exactamente en la direccién
ortogonal al gradiente.

e Negativo si G'(|Dul|) < 0. Esto corresponde a una inversién local de la ecuacién del
calor, en este caso hay una combinaciéon de suavidad y choque en la ecuacién.

Este modelo ha sido desarrollado por Osher y Rudin [19].

En cuanto a las propiedades del modelo, se inicia con la buena colocacién, so G'(t) > 0
para algun ¢, entonces las imagenes indagan por una ecuacion del calor inversa, en la cual
no hay solucién tdnica ni estabilidad. Si G'(t) > 0, entonces la ecuacion tiene dos buenas
propiedades: unicidad en la solucién y cumplimiento del principio de comparacion.

En cuanto a los axiomas que se satisfacen, se pueden establecer los axiomas de arquitec-
tura y las propiedades elementales de invarianza. La invarianza de escala es cierta si y solo
si g es una funcién potencia, pero la invarianza bajo la escala de grises nunca se tiene. En
efecto, la ecuacién puede ser reescrita como

ou
5 = F(D*u, Du) con F(A,p) = g'(Ip])|p| " Alp, p) + g([p|)trace(A).

La invarianza bajo la escala de grises implica que F'(tA,tp) = tF (A, p). Escogiendo A como
una matriz simétrica talque Ap = 0y tr(A) # 0, se obtiene que g(t|p|) = g(p) para todo
t > 0, asi g es una funcién constante y el modelo es la ecuacion del calor, el cual no es
invariante bajo la escala de grises.

2.1.4. Modelo basado en la curvatura

Alvarez, lions y Morel proponen en [17], un modelo con una ecuacién diferencia no lineal
parabdlica, cuya idea surge del modelo de Perona-Malik,

ou Dul di Du 0) —
E_| U| v m 7u(x7ya >_u0($ay)

donde ug(x,y) es el nivel de gris de la imagen que sera procesado, u(x,y,t) es su versién
suavizada dependiendo del pardametro de la escala t.
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Para el planteamiento del nuevo modelo, los términos de la ecuacién son interpretados
de la siguiente manera:

El término |Du| div(Du/|Du|) = Au — D*u(Du, Du)/|Du|? representa un término de
difusién degenerativa, el cual difunde a u tnicamente en direccién ortogonal a su gradiente
Du. El objetivo de esta difusién degenerativa es hacer que u se suavice en ambos lados del
borde con un suavizado minimal dentro del borde mismo. Esto significa que para tal teoria
las fronteras de las curvas de nivel de la imagen estan representando los bordes de la misma,
por lo que la ecuacion responde a los requerimientos del modelo Perona-Malik para una
difusion anisotrépica pero no presenta mas que una velocidad adpatativa de la difusion.

En la expresion|Du| div(Du/|Du|) = Au — D*u(Du, Du)/|Dul|?, observamos que el
primer término, el Laplaciano, es el mismo que en la teoria del analisis de escala mientras
que el segundo es una inhibicién de la difusion en la direccién del gradiente.

Si usamos ¢ para denotar las coordenadas asociadas con la direccion ortogonal al Du, la
ecuacién anterior se puede formular con respecto a esta nueva coordenada

ou
— =1 ,

donde, por supuesto, ¢ depende de Du. Explicitamente,

ou 1 (
at_ungugu

2
Y

2
Uz — 2Ug Uy Uy + ULUyy ). (2.24)

De esta ecuacion se puede interpretar que las curvas de nivel de la solucién se mueven
en la direccion normal, a una velocidad proporcional a su propia curvatura, (en dos
dimensiones). Esta propiedad implica que el nuevo andlisis multiescala satisface el principal
axioma de morfologia: la invarianza en la escala de grises.

Si el analisis multiescala satisface los axiomas de invarianza en la escala de nivel de gris
y si la dimension n = 2, F' puede ser reescrito como

au_|D G Du .
5~ U curv u, Dul

Donde G es no decreciente con respecto al primer término y

Du  Du

= |Du|™ | Au— D*u | —, —
[Dul ™\ Av =D\ T5y] Dl

curv (u)(z) = div Dul
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Este término puede ser interpretado como la curvatura de la curva de nivel
{y,u(y) = wu(x)} pasando a través de x. Asi, se obtiene una descripcién general del
operador multiescala morfolégico.

Los tnicos operadores ya conocidos en esta clase son los operadores de morfologia los
cuales corresponden al caso donde G no depende de la curvatura de u y tienen una forma

u
especial Frie +||Dul|p. Si se adiciona la propiedad de invarianza isométrica, entonces la

ecuacion que resulta para dos dimensiones es

% _ \puc t
E_l u| G (curv u,t).

Si ademas se asume la invarianza de escala, entonces la ecuacién toma la forma

ou
— = |Du| 5 (t curvu).
ot
donde ( es una funcién continua no decreciente. Por tltimo, se se impone la invarianza
bajo proyecciones la ecuacion se resultante es

ou
ot

= | Dul(t curv u)'/3.
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Capitulo

Modificacion del modelo de Perona-Malik

Este capitulo se dedicara a presentar algunas variaciones experimentales en el modelo
plantado por Perona-Malik y la comparacién de los resultados obtenidos con el modelo
original.

Para iniciar, presentaremos la formulacion discreta del problema y su implementacién en
Matlab.

3.1. Modelo de Perona-Malik y su versién discreta

El modelo propuesto por Perona-Malik estda dado por la ecuacion

oI(x,y,t)

5 = div [¢(||VI]]) VI]

I(xvya O) = ]0($7y)

donde [|[VI|| es la magnitud del gradiente y ¢(||VI]|) es una funcién de deteccién de
bordes, llamada coeficiente de difusiéon. Este coeficiente se elige para satisfacer la condicién
¢(x) — 0 cuando x — oc.

Este modelo puede verse de manera discreta por medio de la ecuacién

]§+1 :]t+ A

T > (VL) VL, (3.1)

PENs

donde I! representa el valor de la iteracién ¢ de la imagen en el pixel s. La constante
A € RT es el escalar que determina la tasa de difusién, n, representa la vecindad espacial

47
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del pixel s que se usard en la transformacién y || es el nimero de vecinos en tal vecindad.
V = I,, representa el gradiente de la imagen en el punto p y en la direccién de s a p,
especificamente puede verse como

V=I,=1,-1I

3.1.1. Implementacién en Matlab

Para la implementacién de cédigo en Matlab, hemos usado como referencia la implemen-
tacion del modelo de Perona-Malik propuesta por Daniel Simoes Lopes en [22], realizando los
cambios necesarios para que el coeficiente de difusién pueda ser cambiado por los propuestos
en este trabajo. Los pasos relevantes para esta implementacion son:

1. Convertir la imagen de entrada en una imagen de doble precision.
2. Usar esta imagen como la condicién inicial del programa.
3. Definir la distancia del centro a cada uno de los puntos de la vecindad.

4. Definir las matrices de convolucion que se usaran para calcular el gradiente de la imagen
en cada una de las direcciones deseadas.

Ahora, en cada iteracién (cada valor del espacio de escala) tenemos los siguientes pasos:

1. Calculamos VI, en cada una de las direcciones establecidas.
2. Calculamos ¢(VI,,) en cada direccion.

3. Calculamos I'*!

En este cédigo, usamos un kernel 8 vecinos del pixel (Matriz 3 x 3) en las direcciones
norte (N), sur (S), este (E), oeste (W) y las direcciones diagonales noreste (NE), sureste
(SE), noroeste (NW), suroeste (SW). Por lo tanto el valor de |ns|] = 8 y el valor de X es
el reciproco del cuadrado de la distancia a cada vecino. Los argumentos de entrada de la
funcién seran la imagen a transformar, el nimero de iteraciones, el valor de kappa (que limita
el valor del gradiente que controla la difusién) y por tltimo la funcién que hara el papel de
coeficiente de difusién.

function diff_im = Perona(im, num_iter, kappa, CD)

% Paso 1 general. Convertir im en una imagen de doble precisiéon.
im = double (im) ;

% Paso 2 general. Introducir la condicion inicial de la ecuacién.

diff im = im;
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10 % Paso 3 general. Distancia del centro a cada uno de los puntos de la vecindad

11

12 dx = 1;
3 dy = 1;
11 dd = sqrt(2);

15

16

% Paso 4 general. Matrices de convolucidn.

7hN =10 1 0; 0 =1 0; 0 0 0J;
s hS =10 0 0; 0 =1 0; 0 1 0];
whE =10 0 0; 0 -1 1; 0 0 0];
20hW =10 0 0; 1 =1 0; 0 0 0];
21 hNE = [0 0 1; 0 —1 0; 0 0 0];
> hSE = [0 0 0; 0 =1 0; 0 0 1];
23 hSW = [0 0 0; 0 -1 0; 1 0 0];
2 INW =11 0 0; 0 =1 0; 0 0 0];
26 % Difusidén

27 for t = l:num_iter

29 % Paso 1. Calculo de los gradientes direccionales

31 nablaN = imfilter (diff_im ,hN, 'conv’);
s2 nablaS = imfilter (diff_im ,hS, conv’);
33 nablaW = imfilter (diff_im ,hW, *conv’);
32 nablaE = imfilter (diff_im ,hE, "conv’);
35 nablaNE = imfilter (diff_im ,hNE, 'conv’
36 nablaSE = imfilter (diff_im ,hSE, conv’
37 nablaSW = imfilter (diff_im ,hSW, conv’
ss nablaNW = imfilter (diff_im ,hNW, 'conv’

)
)

)

~— — — —

b

% Paso 2. Evalaucién de la funcién de difusién en cada direccidn.

2> ¢cN = CD(nablaN  kappa) ;

i3 ¢S = CD(nablaS ,kappa) ;

11 ¢W = CD(nablaW  kappa) ;

5 cE = CD(nablaE , kappa) ;

16 ¢cNE = CD(nablaNE  kappa) ;

17 ¢SE = CD(nablaSE , kappa) ;

18 CSW CD(nablaSW ,kappa) ;
CD(nablaNW , kappa) ;

52 % Paso 3. Transformacién de la imagen

s diff .im = diff.im +

55 1/8x% (...

s6 (1/(dy~2))*cN.xnablaN + (1/(dy"2))=cS.xnablaS +

57 (1/(dx"2))%cW.xnablaW + (1/(dx"2))xcE.xnablaE + ...
ss (1/(dd"2))*cNE.xnablaNE + (1/(dd"2))*cSE.*nablaSE +
50 (1/(dd"2))*cSW.xnablaSW + (1/(dd"2))*NW.*nablaNW ) ;

o1 fprintf(’\rlteration %d\n’,t);
62 end
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A continuacién mostramos el trabajo de este filtro con diferentes tipos de ruido y con los
dos coeficientes de difusién propuestos por Perona-Malik. Es importante mencionar que los
limites del gradiente dados por K en el modelo, se han calculado con la técnica propuesta
por ellos inicialmente. Esta consisten en calcular usar el estimador de ruido dado por Canny,
el cual consiste en calcular un histograma de los valores absolutos de la imagen gradiente y
estimar K como el 90 % de la suma acumulada de este histograma.

Iniciamos con el coeficiente dado por la funcién de Lorentz

1
G

Donde K representa el limite de difusién, el valor donde el flujo ®(z) presenta el valor
maximo de difusion.

En este primera imagen se muestra el proceso de difusién con 10 iteraciones pero con
diferentes valores de K.

:
N
I
L4
"
}

. o

¢) Transformacién con K = 40 d) Transformacién con K = 80.
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:
-
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e) Transformaciéon con K = 120 f) Transformacién con K = 160.

Figura 3.1. Procesamiento con la funcién de Lorentz c¢;(x)

Veamos ahora el proceso con el coeficiente dado por la funcién de Leclerc
PR
co(x) = e 2K2

Donde K representa el limite de difusién, el valor donde el flujo ®(z) presenta el valor
maximo de difusiéon. En este primera imagen se muestra el proceso de difusion con 10
iteraciones pero con diferentes valores de K.

a) Imagen original.

¢) Transformacién con K = 40. d) Transformacién con K = 80.
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e) Transformacién con K = 120. f) Transformacién con K = 160.

Figura 3.2. Procesamiento con la funcién de Leclerc co(z).

Observemos ahora el procesado anadiendo a la imagen original ruido Gaussiano.

¢) Transformacion con Lorentz K = 40.  d) Transformacién con Leclerc K = 40

K

e)Transformacién con Lorentz K = 80.  f) Transformacién con Lecleck K = 80.

Figura 3.3. Procesamiento de Perona-Malik con ruido Gaussiano
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Observe como en este caso, se requiere un K menor que en ambas funciones para obtener
mejores resultados en el procesamiento de la imagen. Esto se debe a que el ruido sal y
pimienta proporciona a la imagen pixeles blancos y negros de manera aleatoria. En tales
puntos el gradiente puede llegar a ser muy grande y por lo tanto se requiere un limite de
difusion mayor.

Observemos por ultimo, el resultado del procesamiento con ruido Speckle.

a) Imagen original. b) Imagen con ruido Speckle.

¢) Transformacién con Lorentz K = 40 d) Transformacién con Leclerc K = 40.

e) Transformaciéon con Lorentz K = 80 f) Transformacién con Leclerc K = 80.

Figura 3.4. Procesamiento de perona-Malik con ruido Speckle
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3.2. Coeficientes de difusion

Los coeficientes de difusién, son funciones que controlan el flujo existente entre los pixeles
de una imagen, por lo cual en la biusqueda de preservar las fronteras de la misma, buscamos
coeficientes que permitan un maximo flujo para magnitudes del gradiente muy cercanas pero
un flujo minimo cuando estos valores no lo son. Tedricamente, se requieren funciones ¢ con
las siguientes caracteristicas

1. Infinitamente diferenciable.
2. Funcién mondtona decreciente de 1 a 0 cuando |VI|? varia de 0 a co.

3. Tomando z = |VI|, la funcién de flujo, definida por &(z) = zc(z?) tiene un maximo
en RT.

Iniciamos estudiando el comportamiento de un coeficiente propuesto por Tsiotsios-Petrou
[20] dado por la siguiente funcién

L
x
0,67 [1—[—— . siz < KV5
cs(x) = (x/SK) (3.2)
0, en otros casos.
Esta funcién, cumple las siguientes condiciones

1. Infinitamente diferenciable.

2. Es mondétona decreciente de 0.67 a 0 cuando x varfa de 0 a 5K y es constante en en
intervalo (v/5K,00)..

3. La funcién de flujo zcs(x) tiene un maximo cuando z = K.

1 . o)
0 K \/gK
a) Funcién de Petrou c3(z). b) Flujo ®(x) = zcz(x).

Figura 3.5. Coeficiente de Petrou cg y su flujo.
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A diferencia de los coeficientes de Perona-Malik, la funcién propuesta por Petrou termina
completamente la difusién cuando z = v/5K, lo que indica que no se realizara algin tipo de
difusién para las magnitudes del gradiente que superen este valor.

A continuacién presentamos imagenes con 5 % de ruido y sus correspondientes imagenes
procesadas después de 10 iteraciones haciendo uso del coeficiente de Petrou.

e) Imagen con ruido speckle. f) Imagen procesada K = 40+/5.

Figura 3.6. Procesamiento con coeficiente de Petrou c3(z).
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Proponemos ahora un primer coeficiente, dado por la expresion

1 T o[ T 9 :
er(x) = ﬁ(\/_R_K> <\/—F+K>, sir < KVK

0, en otros casos.

Esta funcién, cumple las siguientes condiciones

1. Infinitamente diferenciable.

2. Es mondétona decreciente de 1 a 0 cuando = varia de 0 a K/ K y es constante en en

intervalo (KK, 00).

3. La funcién de flujo xc(z) tiene un méximo cuando z = 1/11(—3K%?2 + 8K3/2 —

SK32(K +1)).

a) Funcién cy(x). b) Flujo ®(x) = xey(x).

Figura 3.7. Coeficiente propuesto ¢4 y su flujo.

Esta funcién termina completamente la difusiéon cuando z = vV K K, lo que indica que no se
realizara algin tipo de difusién para las magnitudes del gradiente que superen este valor.

A continuacién presentamos imagenes con 5 % de ruido y sus correspondientes imégenes

procesadas después de 10 iteraciones haciendo uso del coeficiente c4(x).
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e) Imagen con ruido speckle. f) Imagen procesada K = 80.

Figura 3.8. Procesamiento con coeficiente c4(z).

Hemos buscado ahora, un coeficiente basado en una funcion trigonométrica. Llamaremos
a este el coeficiente cs.

™
0,5cos | — ] +0,5, six <K
os(x) = K b (3.4)

0, en otros casos.

Esta funcién, cumple las siguientes condiciones

1. Infinitamente diferenciable.

2. Es mondétona decreciente de 1 a 0 cuando x varia de 0 a K y es constante en en intervalo
(K, 00).
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3. La funcién de flujo zc(x) tiene un maximo cuando = € R*.

co(z) s P ()
K Py
’ ) K
a) Funcién c5(x). b) Flujo ®(x) = zcs(x)

Figura 3.9. Coeficiente propuesto ¢5 y su flujo.

Esta funcion termina completamente la difusiéon cuando x = K, lo que indica que no se
realizara algun tipo de difusion para las magnitudes del gradiente que superen este valor.

A continuacién presentamos imégenes con 5% de ruido y sus correspondientes imédgenes
procesadas después de 10 iteraciones haciendo uso del coeficiente c5(x).

¢) Imagen con ruido gaussiano. d) Imagen procesada K = 120.
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e) Imagen con ruido speckle. f) Imagen procesada K = 140.

Figura 3.10. Procesamiento con coeficiente c5(z).

Proponemos ahora el coeficiente cg, que hace uso de la funcién inversa de tangente.

1 T
ce(x) = —;arctan oYl K|)+05 (3.5)

Esta funcion, cumple las siguientes condiciones

1. Infinitamente diferenciable.
2. Es mondtona decreciente de 1 a 0 cuando x varia de 0 a oco.

3. La funcién de flujo ze(x) tiene un maximo cuando z € RT.

404

0.5

20 A

-20 4

a) Funcién cg(x). b) Flujo ®(x) = xcg(x).

Figura 3.11. Coeficiente propuesto cg y su flujo.

A diferencia de los coeficientes anteriores, esta funcién no termina completamente la
difusion para algin valor de z, lo que indica que actiia bajo las mismas condiciones de las
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propuestas por Perona-Malik.

A continuacién presentamos imagenes con 5% de ruido y sus correspondientes imagenes
procesadas después de 10 iteraciones haciendo uso de este coeficiente de difusion.

!
K
:
.:
}

4 o oo

e) Imagen con ruido speckle f) Imagen procesada K = 20.

Figura 3.12. Procesamiento con coeficiente cg(z).

Por dltimo, queremos mostrar el comportamiento del procesamiento si trabajamos con
un coeficiente no diferenciable, para eso, usaremos una funcién c;(z) definida a trozos, y
cuya difusion depende de una funcion lineal.
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x .
er(z) = _E+ 1, six< K\/K (3.6)

0, en otros casos.

Esta funcién, cumple las siguientes condiciones

1. Es mondétona decreciente de 1 a 0 cuando x varia de 0 a K y es constante en en intervalo
(K, 00).

2. La funcién de flujo ze(x) tiene un maximo cuando z = K /2.

05

K2 K

K/2 K

-05

a) Funcién ¢7(x). b) Flujo ®(x) = zcr(z).
Figura 3.13. Coeficiente c7(x).

A continuacién presentamos imagenes con 5% de ruido y sus correspondientes imagenes
procesadas después de 10 iteraciones haciendo uso de este coeficiente de difusion.

a) Imagen con ruido sal y pimienta pro- b) Imagen con ruido sal y pimienta proce-
cesada con k£ = 100. sada con k = 200.
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¢) Imagen con ruido gaussiano procesada d) Tmagen con ruido gaussiano procesada
con k = 100. con k = 200.

e) Imagen con ruido speckle procesada f) Imagen con ruido speckle procesada
con k = 100. con k = 200.

Figura 3.14. Procesamiento con coeficiente c7(z).

3.3. Modelo basado en la curvatura

Como se mencioné en el capitulo 2, Alvarez [17] propone modelo de anédlisis multiescala
basado en la curvatura, que tedricamente satisface mas principios que el modelo de difusién
de Perona-Malik. A continuacién mostramos la discretizacién del problema basados en [5],
la implementacién del método en Matlab y sus resultados experimentales.

Para la discretizacién del problema tenemos que

", §) = I1™(i, §) + AL I (4, )

Donde
1(,9) = [0, 5) - a0, )] 917G, )

En esta expresion, debemos recordar que el Laplaciano en el pixel (i, j) esta dado por

L0, g) = 12,0, 5) + 1y, (6, )
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con esto en mente, tenemos que

dL(i,j) = [L"(G+1,5) — L"(i — 1,5), L"(i,j + 1) — L"(i, j — 1)]

El vector 17%(2, j), es ortogonal al gradiente, por tanto depende de las primeras derivadas y
esta dado por

(=1 (i, 4), 1, 5)]
VI

Wi, j) =

Para calcular el__)cambio de L en la direccién de 1,7(2, j), debemos encontrar la coordenada
en proyeccién de dL"™(i, j) sobre @7(2, 7),

B, j) = dL"(i, ) - u (i, )

y asi, la magnitud del gradiente se obtendra por medio de la expresién

VWi 4 Toa)? + (Iy)? + (Ipy)?, cvando 5 >0,
Va4 (L) + (L) + (1,)?, cuando 5 <0,

VI (i, 5)]

Donde bx y fx denotan las derivadas hacia atras y hacia adelante de I, andlogamente
con by v fy. m y M el minimo o el méximo, respectivamente, entre la derivada y cero.

Proponemos a continuacion una implementacion en Matlab del método recién descrito:

function diff_im = curv2D (im, num_iter, delta_t)
% Paso 1 general. Convertir im en una imagen de doble precisién.
im = double (im) ;

s % Paso 2 general. Introducir la condicion inicial de la ecuacidn.
7 diff .im = im;

% Paso 3 general. Matrices de convolucién y diferencias finitas.
L = fspecial(’laplacian’, 0);
dL1=00-10; 0-14-1;0000;01-413;0010 ];

dL2 =0 0000; 0-1010; -110-41;0-101 0];
sbx =1[0 1 ; —1 0];

fx = [1 0; 0 —1];

sby = [0 1; 0 —1];

s fy = [1 0; =1 0];

% Proceso de Difusién
for t = l:num_iter

% Cédlculo de la imdgen gradiente, su magnitud y su normal
[Gx, Gy] = imgradientxy (im);
[Gmag, — | = imgradient (Gx, Gy);
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25 n=Gmag;
26 u(:,:,1)=Gy./n;
o7 u(:,:,2)=Gx./n;

29 % Cdlculo de L

31 dLx=imfilter (diff_im ,dL1l, ’conv’);
s2 dLy=imfilter (diff_-im ,dL2, ’conv’);
33 v(:,:,1)=dLx;
31 v(:,:,2)=dLy;

36 % Calculo de beta

38 W=U.*V ]
30 beta=w (:,:,1)+w(:,:,2);

1 % Derivadas de la imdgen en distintas direcciones

diff _im ,bx, 'conv’

13 Ibx=imfilter )

diff_im ,fx, "conv’);
)
)

i Ifx=imfilter
15 Iby=imfilter
; Ify=imfilter

diff_im ,by, 'conv
diff im ,fy , "conv’

1s Ibxm=(Ibx—abs (Ibx))./2;
19 IfxM=(Ifx+abs (Ifx))./2;
50 Ibym=(Iby—abs(Iby))./2;
st HyM=(Ify+abs (Ify))./2;

Py

s

52

53 IbxM=(Ibx+abs (Ibx))./2;
51 Ifxm=(Ifx—abs (Ifx))./2;
55 IbyM=(Iby+abs (Iby))./2;
s6 Ifym=(Ify —abs(Ify))./2;

58 % Construccién de la imagen gradiente dependiento del valor de beta

5o [M,N] = size (beta);

60

61 gradl=zeros (M,N) ;

62 for i=1:M

for j=1:N

62 if beta(i,j)>0;

5 gradIl(i,j)=sqrt ((Ibxm(i,j)). 2+ (IfxM(i,j)). "2+ (Ibym(i,j)). 2+ (IfyM(i,j))."2);

66 else

67 if isnan(beta(i,j))= 1

es gradl(i,j)=0;

6o beta(i,j)=0;

70 else gradl(i,j)=sqrt ((IbxM(i,j)). 2+ (Ifxm(i,j))."24+(IbyM(i,j)). 24+ (Ifym(i,j))
"2);

6:

71 end
2 end
3 end
. end

76 % Imagen iterada
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I_t=beta.xgradl;
diff .im = diff_.im + (delta_t.xI_t);

fprintf(’\rIteration %d\n’,t);
end

A continuacion mostramos los resultados obtenidos con este modelo:

e) Imagen con ruido speckle. f) Imagen procesada.

Figura 3.15. Procesamiento con el modelo de la curvatura con 10 iteraciones.

Es facil observar que este modelo preserva muy bien las fronteras de la imagen, pero el
proceso de suavizado en las regiones internas no supera los resultados obtenidos mediante
el proceso de Perona-Malik.
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Para analizar con mas formalidad los resultados obtenidos en las anteriores procesados,
veremos a continuacion algunas métricas existentes para evaluacién de la calidad de imagenes.

3.4. Métricas de comparacion

En la cotidianidad, la calidad de la imagen puede verse afectada debido a las distorsiones
durante la adquisiciéon o el procesamiento de la misma, por ejemplo ruido, borrosidad o
zumbido. Para evaluar la calidad de una imagen existen dos clases de métodos: subjetivos
y objetivos. En general estos métodos reciben el nombre de métricas de comparacién o
evaluacion de calidad.

Los métodos subjetivos, requieren personas que bajo algunos criterios y escalas prees-
tablecidas teniendo en cuenta el sistema visual humano, compartan su opinién sobre un
material predeterminado. Aunque estas técnicas son ideales para establecer la calidad ante
la vista humana, presentan inconvenientes pues las evaluaciones estan influenciadas por las
condiciones fisicas y emocionales de los observadores.

Los métodos objetivos intentan establecer la calidad de una imagen que ha sido procesada
por un canal de transmision, un algoritmo de filtrado o de compresién. En este caso, se hace
uso de modelos matematicos que estan basados en medidas estadisticas del error, de coefi-
cientes de correlacién o en algunos casos que estan basadas en propiedades de la percepciéon
visual como la sensibilidad del ojo a las frecuencias espaciales, a la luz, a la deteccién de
ruido o la presencia de senales introducidas en el proceso. Para ver mas informacién sobre
el sistema de percepcién visual ver [15].

En esta seccién estamos interesados en evaluar la calidad de las imégenes transformadas
con el modelo de Perona-Malik y con los cambios propuestos anteriormente. Es por esto,
que mencionamos brevemente las caracteristicas, modelos matematicos e implementacion en
Matlab de las de métricas de comparacién que usaremos. Si se desea conocer mas informacion
sobre las técnicas de evaluacién en calidad de imagenes, ver [21].

3.4.1. Error cuadratico medio (MSE)

Esta métrica de comparacion no se encuentra basada en el sistema de vision humano,
sino que hace uso del error cuadratico medio entre una imagen de referencia /. y una imagen
procesada I,, mediante la siguiente ecuacion:

(m,n)
1
mn Z £ (4, 7) = 1p(i, )]
(i,9)
Donde m x n denota el tamano de I, e I,.

Este es uno de los métodos méas usados en las aplicaciones de procesamiento de iméagenes
tales como eliminacion de ruido, reconstruccion, clasificacion, restauracion y diseno de filtros,
gracias a su simplicidad en el calculo o su independencia del parametro, sin embargo tiene
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grandes desventajas pues al no estar correlacionado con el sistema visual no establece si las
distorsiones afectan fuertemente la calidad de la imagen o si son claramente visibles a ojo
humano, asi si el valor de MSE es cero o pequeno, entendemos nula o minima distorsion,
pero en general dos imégenes con el mismo MSE pueden tener calidades visuales totalmente
diferentes.

En Matlab, puede calcularse por medio de la funcién immse (X,Y) donde X y Y son las
iméagenes del mismo tamano y de la misma clase.

3.4.2. Relacién pico senal / ruido (pSNR)

Esta técnica se deriva del error cuadratico medio e indica la relacién (en dB) entre una
imagen de referencia y una imagen procesada. Esta definido como

MSE

(Méx I)?
pSNR = 101log,,

Donde Méx I representa el valor méximo de que puede tomar el pixel (por ejemplo 255
para imagenes de 8 bits).

En la interpretacion del indice pSNR, entendemos que entre mas alto es este valor, la
imagen procesada es mas cercana a la imagen original y por tanto podria suponerse una
mejor calidad, sin embargo esto no esta relacionado con el sistema visual humano por lo que
posee las mismas desventajas de la métrica MSE. En la literatura es una de las técnicas mas
usadas, en situaciones con muy poco ruido, por su simplicidad e independencia de condiciones
de medicion.

En Matlab, puede calcularse por medio de la funciéon psnr (X, Y) donde X es la imagen
transformada y Y es la imagen original de referencia, estas deben ser del mismo tamano y
de la misma clase que se desean comparar.

3.4.3. Indice de similitud estructural (SSIM)

Esta métrica tiene en cuenta algunas propiedades del sistema visual humano como la
luminosidad, el contraste y la estructura de la informacién en una imagen. Para el calculo
de este indice es necesario tener en cuenta las intensidades medias de la imagen original I,
y de de la imagen procesada I,, dados por p, y p,, las desviaciones estandar o, y o, y la
correlacion cruzada de las imagenes oy,.

En este caso la similaridad de las imdgenes con respecto a la luminosidad (1., 1), la
similaridad en el contraste c¢(I,, I,) v la similaridad en la estructura local s(I,,I,) estan
definidas como

2ty fp + Ch
p2 4 p2 4Oy

20,0, + C

W 1) = Unb) = ey
r p
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Orp + 03
s(I, ) = —————,
( T P) 0_20_]2) + 03
donde C7, Cy y C5 son constantes que positivas que estabilizan estos términos para evitar
problemas de inestabilidad numérica.

Finalmente, el indice de similaridad estructural estd dado por

SSIM = I(I,, I)e(I,, I,)s(I,, 1)

Para la evaluaciéon de este resultado, se debe tener en cuenta que este indice esta acotado
por 1, donde la igualdad sélo es alcanza cuando las imédgenes son iguales. Dentro de las
ventajas de este indice se encuentran su cercania con el sistema visual y la posibilidad de
obtener un mapa puntual de la calidad de la imagen, mostrando explicitamente las regiones
en las que el proceso de filtrado en mas efectivo. Como desventaja se encuentra la complejidad
de su calculo.

En Matlab, puede calcularse por medio de la funcién ssim(X, Y) donde X es la imagen
transformada y Y es la imagen original de referencia, estas deben ser del mismo tamano y
de la misma clase. Si se desea obtener el mapa puntual de calidad dado por este indice la
funcion [ssimval, ssimmap| = ssim(X,Y) calcula el valor global del SSIM (ssimval) y una
imagen con los valores del indice en cada pixel (ssimmap).

3.4.4. Evaluacion de calidad

A continuacion presentamos los resultados de comparaciéon de estos tres métodos con
los coeficientes de difusion presentados anteriormente y con el método de la curvatura.
Iniciamos con los resultados obtenidos con la métrica MISE.

Tabla 3.1. Comparaciones con la métrica MSE.

C(z)/Ruido Sal y Pimienta Gaussiano Speckle

e 169,4146 278,3174  130,5931
¢ 175,2633 286,644  110,3393
cs 151,3243 258,2342  116,5925
Cs 198,8442 276,2827  240,4817
cs 179,2604 255,6230  110,6923
Co 188,4951 319,6169  171,7044
cr 362,4504 253,8286  277,5383

cs 948,9420 808,4814  550,0787
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Segun esta métrica, el mejor resultado depende del tipo de ruido que tenga la imagen.
Para el ruido sal y pimienta, se encuentra un mejor resultado con el procesamiento realizado
con el coeficiente de difusion c3, seguido por la funcién de Lorentz ¢;. Para la imagen con
ruido gaussiano, los mejores resultados se encuentran con c¢; y ¢5, mientras que para el ruido
Speckle la mejor imagen procesada esta lograda con el coeficiente de Leclerc ¢y seguida del
coeficiente cs.

Veamos ahora los resultados obtenidos con la métrica PSNR.

Tabla 3.2. Comparaciones con la métrica PSNR.

C(z)/Ruido Sal y Pimienta Gaussiano Speckle

cl —22 2895 —24.4454  —21,1592
cs —22.4369 —24,1973  —20,4273
cs —21,7991 —24,1201  —20,6667
cy —22.9851 —244123  —23,8108
cs —22.5348 —24.0760  —20,4412
Co —22.7530 —25,0474  —22,3478
cr —25,5925 —24.0454  —24,4332
cs —20,7724 —29,0767  —27,4042

Nuevamente tenemos que resultado depende del tipo de ruido que tenga la imagen. Para
el ruido sal y pimienta, se encuentra un mejor resultado con cs, seguido por la funcién de
Lorentz c¢;. Para la imagen con ruido Gaussiano, los mejores resultados se encuentran con
c7 v ¢5, mientras que para el ruido Speckle la mejor imagen procesada esta lograda con el
coeficiente de Leclerc ¢y seguida del coeficiente cs.

Por 1ltimo, analicemos los resultados con el indice de similitud estructural SSIM.

Tabla 3.3. Comparaciones con la métrica SSIM.

C(r)/Ruido Sal y Pimienta Gaussiano Speckle

¢ 0,3594 0,3922 0,4077
Co 0,3587 0,4006 0,4155
cs 0,3816 0,4046 0,4261
c4 0,3867 0,3812 0,3797
cs 0,3600 0,4076 0,4158
Co 0,3653 0,3823 0,3991
cr 0,3139 0,3771 0,3758

cs 0,2231 0,1708 0,2324
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Este indice muestra que para el ruido sal y pimienta, se encuentra un mejor resultado
con ¢y, seguido por la funcion c3. Para la imagen con ruido Gaussiano, los mejores resultados
se encuentran con cs y c3, mientras que para el ruido Speckle la mejor imagen procesada
estd lograda con el coeficiente c3 seguida por el coeficiente cs.

Es importante observar como las tres métricas muestran que el modelo basado en
curvatura tiene los peores resultados en cuanto a suavizado de la imagen, sin embargo, los
mapas de calidad obtenidos con el indice SSIM, nos permiten evidenciar que el trabajo de
este filtro es muy apropiado en la conservacion de bordes.

a) Imagen con ruido gausiano filtrada con  b) Imagen con ruido gaussiano filtrada con
Cs. Cr.
Figura 3.16. Mapas de calidad de la imagen.

3.5. Combinacion de filtros

Finalmente, estudiamos la idea de combinar en cada iteracién dos filtros de difusion.
Iniciamos usando imagenes con ruido sal y pimienta. Dado que los mejores coeficientes
de difusién estan dados por las funciones ¢4, c¢3 v ¢1, indagaremos experimentalmente los
resultados de combinar estos coeficientes con el filtro de mediana, con un filtro gaussiano
de desviacién estandar igual al ruido impuesto y por ultimo con el método basado en la
curvatura.

a) Imagen con ruido sal b) Imagen con filtro de ¢) Imagen procesada
y pimienta. mediana. con mediana y c¢y.
Figura 3.17. Comparacién filtro de mediana y su combinacién con cy.
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Los indices SSIM obtenidos en este caso son

Tabla 3.4. Comparaciones con la métrica SSIM.

Filtro SSIM
Mediana 0.8061
Mediana + ¢4 0.7248
Mediana + ¢z 0.7695
Mediana + ¢; 0.7543

Por lo que podemos concluir que el filtro de mediana es suficiente para la eliminacion
del ruido sal y pimienta, anadir un proceso de filtrado mas presenta peores resultados.

Veamos ahora los resultados obtenidos combinando el coeficiente ¢4 con un filtro Gaus-
siano en cada iteracién y con el modelo basado en la curvatura.

¢) Imagen procesada con filtro gausiano y ¢;. d) Imagen procesada con ¢, y cs.

Figura 3.18. Comparacién filtros ¢4, cg y gaussiano.

Tabla 3.5. Comparaciones con la métrica SSIM.

Filtro Gausiano Cy cs
Sin combinar 0.2211 0.3822 0.2231
Ca 0.3667 - 0.5067
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Observe como en este caso, la combinacion de los filtros de difusién anisotrépica con
coeficiente ¢4 y el modelo basado en la curvatura producen un mejor resultado que cualquiera
de los obtenidos anteriormente (salvo por el filtro de mediana). La funcién ¢, proporciona
una mejor difusién en los regiones internas, mientras que cg preserva los bordes de la imagen.

Indagamos ahora los resultados que se obtienen de la combinacion de filtros c3, ¢5 y ¢7
con los filtros de mediana, Gaussiano y el modelo basado en la curvatura, aplicados sobre
una imagen con ruido Gaussiano.

Tabla 3.6. Comparaciones con la métrica SSIM.

Filtro Sin combinar Mediana Gaussiano c8

3 0.4046 0.3789 0.4046 0.5517
Ca 0.4046 0.3614 0.3886 0.3800
Cr 0.3771 0.3523 0.3851

a) Imagen con ruido sal y pimienta. b) Imagen procesada con cg y cs.

Figura 3.19. Imégen procesada con combinacién c3 y cs.

Para terminar, hacemos uso de imagenes con ruido Speckle y combinamos los filtros dados
por los coeficientes de difusion ¢y, ¢3 y ¢5 con un filtro de mediana, un Gaussiano y el de
curvatura.

Tabla 3.7. Comparaciones con la métrica SSTM.

Filtro Sin combinar Mediana Gaussiano cs

Co 0.4155 0.3835 0.4285 0.3798
3 0.4261 0.3705 0.4340 0.3713
Cs 0.4158 0.3644 0.3054 0.3648

El indice SSIM nos indica, que en este caso cualquier combinacién de filtros dana el
proceso logrado por los coeficientes de difusion logrados.
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3.6. Analisis ante diferentes niveles de ruido

Dado que nuestro mejor resultado ha sido obtenido con una combinacién de filtros, a
continuacion enfrentaremos nuestro modelo a diferentes niveles de ruido y diferentes imagenes
de prueba.

Iniciamos con imagenes impregnadas de ruido sal y pimienta al 20 %, 40 % y 60 %. Com-
paramos visualmente con el modelo de Perona-Malik haciendo uso del coeficiente de ¢4 (por
obtener el indice SSIM mas alto con este tipo de ruido) y nuestra combinacion del coeficiente
¢4 con el modelo de curvatura. Usaremos inicialmente la imagen del camarégrafo tomada de
[23], la cual es bastante usada en libros y articulos de procesamiento de imagenes.

Figura 3.20. Imagen de prueba original: El camardgrafo
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Imagen procesada con
Cq4 Yy Cs.

Imagen con ruido del

20 %.

Imagen con ruido del

40 %.

Imagen con ruido del Imagen procesada con Imagen procesada con

60 %. Cq. Cq y Cs.
Figura 3.21. Procesamiento del camarografo.

Tabla 3.8. Comparaciones con la métrica SSIM de procesado con ¢4 y combinacién de filtros.

Ruido C4 cq+ cg

20 % 0.1023 0.4875
40 % 0.1314 0.3414
60 % 0.0746 0.1853
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Veamos ahora los resultados tomando como imagen original la fotografia llamada Europa,
que ha sido tomada por autor.

Figura 3.22. Imagen de prueba original: FEuropa
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a) Imagen con ruido al b) Imagen procesada ¢) Imagen procesada
20 %. con ¢y. con ¢4 y Cg.

d) Imagen con ruido al e) Imagen procesada f) Imagen procesada
40 %. con ¢y. con ¢4 y Cg.
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g) Imagen con ruido al h) Imagen procesada 1) Imagen procesada
60 %. con cy. con ¢4 y ¢g.
Figura 3.23. Procesamiento de Europa.

Nuevamente, los resultados obtenidos con la combinacién de filtros superan por un 23 % las
transformaciones realizadas con el coeficiente ¢4. Es importante observar, que entre mas alto
sea el porcentaje de ruido aplicado a la imagen original, ambos métodos disminuyen su nivel
de eficiencia.

Tabla 3.9. Comparaciones con la métrica SSIM de procesado con ¢4 y combinacion de filtros.

Ruido Cyq cy + cg

20 % 0.0983 0.4034
40 % 0.1133 0.3570
60 % 0.0501 0.1928

Por ultimo, veamos los resultados en una imagen original con altos indices de luminosidad
muy usada en la literatura de procesamiento y tomada de [23]. En este caso realizaremos
la comparacion con el modelo de Perona-Malik haciendo uso del coeficiente de Lorentz ¢, e
igual que en los ejemplos anteriores con porcentajes de ruido del 20 %, 40 % y 60 %.
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Figura 3.24. Imagen de prueba original: Cielo

a) Imagen con ruido al b) Imagen procesada ¢) Imagen procesada
20 %. con ¢;. con ¢4 y cs.

d) Imagen con ruido al f) Imagen procesada
40 %. con ¢j. con ¢4 y cs.

g) Imagen con ruido al h) Imagen procesada i) Imagen procesada
60 %. con cj. con ¢4 y Cs.

Figura 3.25. Procesamiento de Cielo.
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En este caso, los resultados obtenidos con la combinacién de filtros superan por un 29 % las
transformaciones realizadas con el coeficiente ¢;. Es importante observar, que entre mas alto
sea el porcentaje de ruido aplicado a la imagen original, ambos métodos disminuyen su nivel
de eficiencia, sin embargo con un porcentaje de ruido del 20 % en este caso el filtro propuesto
coincide con la imagen original en un 46 % mas, lo cual es un resultado importante.

Tabla 3.10. Comparaciones con la métrica SSIM de procesado con ¢; y combinacién de filtros.

Ruido c¢l4 ¢4+ s

20 % 0.2232  0.6853
40 % 0.1532  0.4968
60 % 0.0920 0.1639
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Conclusiones

El modelo de difusiéon anisotropica presentado por Perona-Malik, es uno de los modelos
m&s importantes en el procesamiento de imagenes por su capacidad de suavizar imagenes
preservando los bordes de las mismas. El estudio de sus propiedades matematicas nos ha
llevado a formalizar la necesidad de usar ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden
para satisfacer condiciones y necesidades que nacen desde otras ramas del conocimiento
como la fisica y la teoria de la percepcion.

Con el desarrollo de este trabajo hemos mostrado la importancia del coeficiente de difusion,
pues de ellos depende la calidad de la imagen obtenida, sin embargo también hemos
evidenciado la importancia de indagar por funciones distintas a las propuestas inicialmente
por Perona-Malik, que puedan proporcionarnos mejores resultados experimentales. Ademas,
la combinacién de métodos nos ha mostrado resultados mas efectivos que los dados por el
modelo original.

En el desarrollo teérico nos encontramos con el modelo dado por Alvarez [17], que aunque
inicialmente estaba basado en el modelo de Perona-Malik, nos mostré la importancia de
incluir en los filtros de suavizado la curvatura de la imagen. Aunque el modelo inicialmente
no presenta las mejores propiedades en el suavizado de regiones internas, si muestra un
gran potencial en la preservacion de fronteras. Por lo cual, hemos hecho uso del mismo para
proponer la combinacion de los dos modelos y lograr resultados visiblemente mejorados que
estan apoyados en las métricas de calidad de imagen.

El camino a recorrer en este sentido es aun bastante prometedor, pues las técnicas de proce-
samiento se han venido desarrollado por medio de muchas otras herramientas, por ejemplo,
estadisticas o de morfologia, que no han sido tratadas en este trabajo, pero que pueden ser
estudiadas en la bisqueda de nuevos algoritmos que proporcionen mejores resultados.
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