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Introduccion

La necesidad de obtener informacién confiable y detallada sobre caracteristicas de subpo-
blaciones para las que el diseno muestral no fue planeado no es reciente, su importancia
radica en que contar con informacién con mayores niveles de desagregacion orientarian la
toma de decisiones e implementacion de programas con mayor eficiencia ya sea en el sector
publico o privado. El problema de estimacién en areas pequenas - SAE, por sus siglas
en inglés (Small Area Estimation), consiste en que los estimadores directos, propuestos
por Chochran (1977) en la teorfa cldsica de muestreo, carecen de tamanos de muestra
que permitan producir resultados con la precisién adecuada. Una posible estrategia para
afrontar el problema es considerar las subpoblaciones desde la planeacién del disefio
muestral, aumentando asi el tamano de muestra y a su vez los costos de la investigacién.
Estas implicaciones hacen intratable la estrategia desde el punto de vista préactico dando
como resultado el desarrollo de diversos planteamientos tedricos de estimacién, tratados
en la actualidad, principalmente mediante el modelamiento estadistico.

El modelo Fay-Herriot es posiblemente el modelo méas famoso de las técnicas SAE basada
en modelos, Fay y Herriot (1979) estimaron el ingreso per cépita en &reas pequenas de
Estados Unidos a partir de un modelo lineal mixto. En los anos siguientes se desarrollaron
tanto aplicaciones como generalizaciones al modelo Fay-Herriot. Battese et al. (1988),
utilizaron modelos de efectos mixtos para predecir la cantidad de maiz y soya en 12
condados de Iowa, Estados Unidos. Pfeffermann (1997) relacioné los modelos propuestos
por MacGibbon y Tomberlin en 1989; Farrell, MacGibbon y Tomberlin en 1997. Por
otra parte, Ghos y Rao (1994) y Rao (1999), motivados por la creciente demanda de
estadisticas confiables en areas pequenas, presentaron una revisién de los métodos de
estimacién. Afio seguido, Rao (2000) recopilé los articulos de simposios y talleres H Esta
monografia la presenté posteriormente en el Seminario Internacional de Estadistica de
EUSTAT.

En paralelo, desde la teoria de modelos lineales generalizados mixtos, Jiang y Lahiri
(1998) incluyeron variables respuesta que siguen distribuciones Binomial y Poisson.
Pfeffermann (2002) realizé una revisién critica de los principales avances de los métodos
de estimacion en areas pequenas con especial énfasis en la prediccién de las areas sin
informacién, asi como de los nuevos modelos aplicados a medidas discretas y modelos

!National Institute on Drug Abuse, Priceton Conference (National Institute on Drug Abuse, 1979);
International Symposium on Small Area Statistics, Ottawa, 1986; International Scientific Conference on
Small Area Statistics and Survey Designs, Varsovia, 1992; International association of Survey Statisticians
Satellite Conference on Small Area Estimation, Riga, 1999
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INTRODUCCION IX

de series temporales. Nandram y Erhardt (2004), usaron el algoritmo SIR (Sequential
Importance Resampling) en lugar de simulacion MCMC (Markov Chain Monte Carlo)
para ajustar modelos de Poisson y regresion 16gistica. Ranalli & Vicarelli (2010) aplicaron
modelos lineales mixtos a nivel de unidad y modelos logisticos mixtos para variables
respuesta binaria e informacion auxiliar completa.

Asi mismo, con el creciente auge de métodos de estimacion desde el enfoque Bayesiano, se
encuentran aplicaciones como la desarrollada por Fadila et al. (2015) quienes estimaron
la tasa de analfabetismo en Indonesia, mediante un modelo bayesiano jerarquico a nivel
de unidad. En el mismo ano, Satriya et al. adaptaron el modelo Fay-Herriot para estimar
el ingreso per-capita en distritos de Indonesia, introduciendo a prioris para las varianzas
muestrales estimadas. Sugasawa (2017) propone un estimador Bayesiano Empirico
robusto para reducir la sensibilidad de los estimadores Fay-Herriot, ante la presencia de
outliers. Boubeta M. (2017) desarrollé su tesis doctoral entorno al modelo de Poisson
mixto bajo estimacién clésica.

En este punto, se ha evidenciado que las técnicas de estimacién en areas pequenas han
tenido el principal desarrollo desde el enfoque cldsico para pardmetros que pueden ser
modelados a través de distribuciones Normal, Binomial y Poisson, con algunas propuestas
recientes de estimacion desde el enfoque Bayesiano. No obstante, una practica comun
en todas las investigaciones, es considerar indicadores asociados a tasas, cocientes o
proporciones que tienen dominio en el intervalo (0,1) y que han sido tratados en SAE
mediante modelos a nivel de unidad y regresion logistica. Un caso maés realista, se presenta
cuando se dispone de informacion agregada por consideraciones de reserva estadistica
sobre las unidades, orientando la necesidad de implementar modelos a nivel de area, como
sucede con el modelo Fay-Herriot pero que, dada la naturaleza de la variable respuesta,
resulta inadecuado modelarlo como una variable normal por diversas razones. Pérez R.et
al. (2006), senalan que el rango en el que estd definida una proporcién difiere del rango
de la distribucién normal luego, la funcién de esperanza condicional no es lineal, y por lo
tanto no existe una relacién lineal entre la media de la variable de interés y las covariables.
Por otro lado, la distribucién de probabilidad de proporciones es, en general, asimétrica y
en tal caso las pruebas de hipdtesis bajo este supuesto distribucional pueden ser erréneas.
Intentar resolver estas deficiencias bajo transformaciones como la logit o la logaritmica
inversa logran linealizar la relacién entre la variable respuesta y los predictores, pero no
logran estabilizar la varianza.

Una distribucién que permite modelar variables aleatorias con dominio en el intervalo (0,1)
es la distribucién Beta, propuesta por Cepeda (2001) y Cepeda & Gamerman (2005) des-
de el enfoque Bayesiano, mientras que Ferrari y Cribari-Neto (2004) la abordan desde el
enfoque de estimacién clasica. Con la naciente linea de investigacion, el interés por estruc-
turas mas complejas, como modelos no lineales doblemente generalizados son estudiados
por Smithson y Verkuilen (2006), Simas et al. (2010) y Cepeda-Cuervo & Achcar (2010).
Modelos con supuestos de correlacion espacial son presentados por Cepeda y Garrido et
al. (2011) y Cepeda & Nunez-Anton (2011). Cepeda et al. (2014) tratan los modelos linea-
les generalizados con efectos aleatorios, Gutierrez (2014) trabaja los modelos no lineales
generalizados con efectos aleatorios y Tejedor (2014) desarrolla el modelamiento conjunto
de media y varianza, en lugar de la dispersién, en modelos mixtos con respuesta Beta.
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El presente trabajo relaciona las propuestas de modelamiento beta para la estimacién
de proporciones en dreas pequenas, no sélo considerando la relevancia que tienen estos
pardmetros en la linea de investigacién de muestreo, sino los nuevos desarrollos en torno
a estimacién Bayesiana que vincula las dos tematicas. Por lo anterior, se considera
adecuado dividir el marco tedrico en dos capitulos el primero dedicado a las técnicas
de SAE y el segundo, al modelamiento de variables que siguen una distribucién beta.
Especificamente, el capitulo [1} inicia con una breve discusién sobre los alcances y limita-
ciones de las diferentes técnicas encontradas en la literatura para el tratamiento de areas
pequenas, para sustentar el uso de la estimacion basada en modelos, posteriormente se ha-
ce énfasis en los modelos a nivel de drea, asi como de los respectivos métodos de estimacion.

En relacién al marco tedérico de modelamiento en la distribucién beta, en el capitulo
se presenta una breve discusion sobre la pertinencia metodoldgica, seguida de los
conceptos propios de la técnica, asi como de los métodos de estimacién. En esta linea,
se diferencia la estimaciéon mediante el enfoque clasico (Maxima Verosimilitud Beta —
MVB) y el enfoque bayesiano (Bayesiano Beta —BB). Adicionalmente, considerando
que la estimacion en &reas pequenas basada en modelos es desarrollada a partir de
modelos de efectos mixtos, para el caso de la estimacién en la distribucién beta, se
presentan dos alternativas de tratamiento, uno, mediante estimacion clasica de Modelos
de Mixturas Finitas (Mixtura Finita Beta — MFB) y dos, mediante estimacién bayesiana
en el contexto de Modelos Mixtos Doblemente Generalizados (Bayesiano Mixto Beta
—BMB). El capitulo finaliza con la descripcién de los criterios de evaluacién de los modelos.

Ahora bien, dado el soporte tedrico, en los siguiente dos capitulos se aborda la imple-
mentacion en datos reales con base en la informacion de la Encuesta Multiproposito
de Bogota 2011. Para dar un panorama completo del problema de investigacion, la
naturaleza de las variables, los alcances y limitaciones de las mismas, se desarrolla el
capitulo[3| con fin de contextualizar las necesidades de informacién que permitan focalizar
adecuadamente las decisiones en materia de politica ptublica, para un caso especifico de
interés como es, la desigualdad medida desde el enfoque de capacidades. El capitulo
estd destinado a la presentacién de los resultados, en el entendido que, obedecen al
objetivo principal del documento, es decir, a la propuesta de estimacién de proporciones
en areas pequenas mediante la distribuiciéon beta. El capitulo se encuentra desarrollado
en cinco secciones, cuatro de ellas con base en los planateamientos tedricos descritos en
el capitulo [2} especificamente, se realiza el modelamiento de las proporciones mediante
cuatro alternativas de estimacion diferenciadas por el enfoque clasico y bayesiano a
través de Modelamiento beta clésico (MVB) y modelamiento beta bayesiano (BB),
respectivamente. En relacién al tratamiento de heterogeneidad debida a la presencia de
grupos que pueden o no, estar asociados a las dreas mayores, se utiliza el modelamiento
clésico en mixturas finitas beta (MFB) y modelamiento bayesiano mixto beta (BMB).
Para la validacion de supuestos se calculan los residuales ponderados por la matriz Hat
en modelo MFB y BMB, en razén a que los paquetes usados para la estimacién en cada
caso, no proveian al momento de la implementacién, tales resultados; por su parte para
el modelo BB, a pesar de que el paquete usado para la estimacion, suministra el cédlculo
de los residuales, se detecté un error en la programacion que fué notificada a los autores,
de tal manera que para el desarrollo de este documento, se calcularon de forma externa
al paquete. Adicional a este aporte, se realizé el calculo de bandas simuladas para la
verificacion del supuesto de normalidad en los residuales, ya que no hace parte de ninguno
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de los paquetes y software utilizados al momento de la implementaciéon. Para finalizar
el capitulo, en la quinta seccién, se resumen los hallazgos y se comparan los resultados
mediante remuestreo bootstrap, sugerido en la literatura de SAE como una metodo-
logia para calcular los errores estandar asociados a los estimadores para cada area pequena.

En el apéndice [A] se hace un recorrido por los algoritmos de estimacién, iniciando con
Esperanza-Maximizacién (EM) usado para el modelamiento de mixturas finitas; para el
modelamiento Bayesiano se presenta la teoria de estimacién Monte Carlo via Cadenas de
Markov (MCMC), los algoritmos Metropolis—Hasting, Muestreo de Gibbs y su combina-
cién, asi mismo, se presentan los métodos de andlisis de convergencia; el apéndice concluye
con la descripcién del método de remuestreo Bootstrap. El apéndice [B] estd destinado a la
presentacién de resultados propios de la aplicacion, entre los cuales estan la metodologia
estadistica y operativa de la fuente de informacion, asi como los resultados de todos los
modelos ajustados bajo las cuatro técnicas. El documento finaliza con las conclusiones,
sugerencias sobre trabajos futuros y bibliografia.



CAPITULO 1

Estimacion en areas pequenas

Segiin Rao (2003, pp.1), “Un drea es considerada pequenia si la muestra para el dominio
especifico, no es lo suficientemente grande como para soportar estimaciones directas
con precisiéon adecuada”. El término es utilizado para referirse a un &drea geografica o
a un dominio pequeno, es decir, un grupo especifico sobre el que se requiere estimar
una caracteristica poblacional, pero para el cual, el diseno muestral no fue planeado. El
interés creciente por contar con informacién estadistica confiable lo mas exhausta posible,
ha propiciado desarrollos tedricos diferenciados claramente en tres grandes técnicas de
estimacién: estimadores directos, indirectos y basados en modelos.

Los estimadores directos estan propuestos en la teoria clasica de muestreo, caracterizada
por evaluar las propiedades de sesgo y varianza de los estimadores basdndose en el
diseno muestral. En esta linea, existe la posibilidad de incorporar modelos dentro del
proceso de estimaciéon buscando aumentar la eficiencia de los estimadores a partir de
informacién auxiliar relacionada con la variable de interés, no obstante, su inclusién
no modifica el proceso de evaluacién de propiedades, es decir, permanecen basadas en
el diseno muestral y en tal sentido son estimadores directos conocidos en la literatura
como estimadores asistidos por modelos. Debido a que los estimadores directos usan la
informacién unicamente de las unidades seleccionadas en el dominio, la estimacién en
areas pequenias es restringida, puesto que presentan errores estandar inaceptablemente
altos; incluso, puede no haber sido seleccionada ninguna unidad muestral en alguna de
las areas pequenas. Adicionalmente, Ghosh y Rao (1994), sefialan que los resultados
obtenidos en las estrategias de estimacion asistidas por modelos son mas susceptibles
a inconsistencias debido a errores de especificacion del modelo conforme el tamano del
dominio se incrementa.

Los estimadores indirectos usan informacién auxiliar de registros administrativos o
de las areas mayores. En el primer caso se ubican las técnicas demogréficas que dieron
origen a la estimacién de dreas pequenas, denominadas por Purcell y Kish (1980) como
“Técnicas con Consideraciones Sintomaticas” haciendo referencia al uso de datos obteni-
dos Unicamente de registros administrativos actualizados como nacimientos, defunciones
y migraciones, asi como de informacién censal, sin involucrar muestreo. El inconveniente
primordial de la técnica radica en que los censos de poblacion generalmente estan su-

1
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jetos a problemas de omisiones, duplicidad, asi como a la temporalidad de un censo a otro.

En el segundo caso, en donde se utiliza para cada area pequefia la informacién disponible
del area mayor bajo el supuesto de homogeneidad, se encuentra el estimador sintético,
propuesto por Gonzales (1973); el estimador sintético incrementa notablemente su
precisiéon, sin embargo, presenta la desventaja de ser un estimador sesgado, situacién
que logra reducirse —sujeto al incremento de varianza— mediante el estimador compuesto
propuesto por Nichol (1977) que corresponde a una suma ponderada entre un estimador
directo y el estimador sintético, ademas del incremento en la varianza, una dificultad
adicional se presenta en la seleccién de los pesos involucrados en el estimador.

Finalmente, gracias en parte a los avances tecnolégicos, los métodos de estimacion en
areas pequenias tienen su mas reciente desarrollo en las técnicas basadas en modelos
que han recibido especial atencién porque de acuerdo con Rao (2003, pp. 75), presentan
las siguientes ventajas:

1. Puede realizarse diagnéstico del modelo, incluyendo andlisis de residuales, seleccion
de las variables auxiliares y deteccion de datos influyentes.

2. A diferencia de los estimadores sintéticos y los combinados, permiten obtener medi-
das estables de variabilidad para cada area pequena.

3. Pueden ajustarse modelos lineales mixtos, modelos no lineales y modelos lineales
genealizados con efectos aleatorios para cada area.

4. Se pueden incorporar complejas estructuras de dependencia espacial y temporal.

En este contexto, la efectividad de la estimacion depende de la calidad de la informacién
disponible que permita un buen ajuste del modelo. Para definir la estrategia de estima-
cién basada en modelos es necesario determinar dos aspectos, el primero asociado a la
disponibilidad de informaciéon y el segundo al método de estimacién. En términos de
disponibilidad de informacién, en areas pequefias se diferencian dos tipos de modelos:
uno, cuando se puede acceder a la informacién de cada elemento seleccionado en la
muestra y la prediccién se hace a ese nivel, denominados modelos a nivel de unidad y
dos, cuando la informacién se encuentra tinicamente disponible en forma agregada y en
tal caso se trata de modelos a nivel de area.

Referente al método de estimacion, se cuenta con tres métodos: El primero, se basa en la
teoria de modelos lineales mixtos bajo el supuesto de normalidad que da origen al Mejor
Predictor Lineal Empirico Insesgado EBLUP por sus siglas en inglés (Empirical Best
Linear Unbiased Prediction). Los siguientes dos métodos son aplicables para variables
en las que no es adecuado asumir tal distribucién y sustentan su construccién en las
técnicas de modelamiento Bayesiano Empirico y Bayesiano Jerarquico dando lugar a los
estimadores EB y HB, respectivamente.

Antes de abordar el marco conceptual de los métodos de estimacion basada en modelos,
se hace necesario precisar que, el objetivo de la estimacién en areas pequenas es obtener
estimadores puntuales y sus respectivos errores estandar para un parametro poblacional
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de interés, en el contexto tradicional de muestreo, pardmetro que, no debe confundirse
con los denominados parametros del modelo cuya estimacion no solo asisten la estimacién
puntual del estimador de interés en torno a SAE, sino que se involucran directamente en
el calculo de los respectivos errores estandandar.

Bajo este contexto, se presenta a continuacién el marco conceptual de los modelos
a nivel de area incorporando resultados bajo el supuesto de normalidad en los casos
que se requiera, asi como los métodos de estimacién para variables que no siguen esta
distribucién, con fundamento en Rao (2003).

1.1. Modelos a nivel de area

La idea bésica de los métodos de estimacion en dreas pequenas basada en modelos, plan-
tea que el estimador directo 6; para un area especifica d, difiere del verdadero valor del
parametro de interés en dicha area 6, tan solo por el error muestral e; y que, adicional-
mente, el pardmetro sigue un modelo poblacional. Formalmente, siguiendo a Rao (2003,
pp. 75), considérese la poblacién objetivo conformada por M &reas de las cuales m son
seleccionadas y se requiere estimar los pardmetros 6, d = 1,--- ,m. Ademds, los estima-
dores directos 65 no cuentan con la precisién deseada y su relacién con el pardmetro esta
dada por:

§d:0d+ed, (1.1)

en donde, é\d es una medida agregada, es decir, tal que é\d = h(Y 4) con h(-) una funcién para
la cual 03 = h(Y4) y los errores ey son independientes, centrados en cero y con varianza
conocida ¥4, d = 1,...,m. Esta relacién determina la primera etapa o componente del
modelo que, mediante la especificacién de una distribucion de probabilidad f;, puede
expresarse como:

0l04,0a ~ fa(0a, Va). (1.2)

La segunda etapa o componente estd dada por la relacién entre el pardmetro de la d-ésima
area, 04, v la informacién auxiliar al mismo nivel, a través de un modelo explicito:

0 = x}B + zjuq. (1.3)

Con 3 el p-vector de pardmetros de regresion [y, ..., By, y, uq independientes, con media
cero y varianza comin desconocida o2 y las covariables a nivel de 4rea estan representadas
por x4 v z4. La segunda etapa formulada mediante distribucién de probabilidad, gg4, es:

Oalug ~ ga(x]B + 2z uq, 05). (1.4)

Combinando los componentes de las ecuaciones (1.1)) y (1.3]), se obtiene el modelo béasico
a nivel de area, que corresponde a un modelo lineal mixto:

0, = x]B + zjuq + eq, (1.5)

en donde uy son los efectos aleatorios que modelan la variabilidad de las areas pequenas
que no es recogida por las covariables, a través del pardametro o2. El modelo asi definido
involucra variables aleatorias basadas en el diseno, eq4, y variables aleatorias basadas en
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el modelo u4, asumiendo que son independientes entre si. Las caracteristicas de estas
variables aleatorias, de acuerdo con la notacién tradicional de muestreo son:

Ep(eqlfa) =0 Vi(ealfa) = va
Emn(ug) =0 Vin(ug) = o0 (>=0),

donde E, y V, denotan el valor esperado y la varianza basados en el diseno muestral p(-),
por lo tanto, 4, la varianza muestral, se asume conocida. Debido a que este supuesto
restringe muchas aplicaciones, generalmente se debilita mediante el uso de la varianza
muestral estimada de.

El modelo de la ecuacién (1.5) puede generalizarse a partir de la notacién matricial asi:
0 = X8+ Zu+e. (1.6)

Siendo 6 el vector de estimadores puntuales de las m x 1 areas muestreadas, X y Z
son matrices de rango completo conocidas de orden m x p y m x h, respectivamen-
te, u 'y e son independientes con media 0 y matrices de covarianza G y R respectivamente.

Mediante las ecuaciones normales de Henderson (1963), el mejor predictor lineal insesgado
BLUP para el vector de parametros del modelo (3,u)7T estd dado por:

B=(XTV'X)'XTV~1§

Y ~ —~
u=GZV1(H-Xp).
Donde, V = V(g) = ZGZ" + R. En la practica las componentes de las matrices de

covarianza son desconocidas y, por lo tanto, al ser reemplazadas por estimaciones dan
lugar al denominado mejor predictor lineal empirico insesgado, EBLUP.

Un caso particular del modelo definido en la ecuacién , es propuesto por Fay y Herriot
(1979), conocido ampliamente en la literatura de estimacién en dreas pequenas como el
modelo Fay—Herriot: R

0a = By + XaBy + ud + €a- (1.7)

Adicionalmente asumen f; y g4 normales dada la especificacién distribucional de los errores
eq v ug, quedando asi completamente definido el modelo en etapas de acuerdo con las
ecuaciones y . Bajo estas consideraciones el estimador Fay—Herriot (HF') de
areas pequenas es:

0_2

0T =70y + (1 — 1a)z}B donde, Ya = m- (1.8)

Para estimar 3, ug y 02, los autores utilizan el enfoque cldsico de estimacién via maxima

verosimilitud restringida — REML. Adicionalmente, estiman la varianza muestral ¢4 a
2

. . ., ~ S
partir de la informacién muestral como ¢g = -%, d=1,...,m.
nq
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La expresion del estimador Fay—Herriot corresponde a una suma ponderada de un
estimador directo y un estimador sintético, es decir, tiene la estructura del estimador
compuesto mencionado dentro de las técnicas de estimacién indirecta, con la condicién
de facilitar la especificacién de los pesos, dados los valores estimados de las respectivas
componentes.

El planteamiento de estimacién a partir de etapas, es decir, la especificacién de la
relacién del estimador muestral y parametro de interés, seguida de la especificacion del
modelamiento para el parametro, ecuaciones y (1.4) respectivamente, facilita la
introduccién a los métodos de estimacién bayesiana en SAE, cuando los supuestos de
normalidad no son sustentables, o incluso, como lo proponen You y Chapman (2006),
para modificar el modelo Fay—Herriot con el propdsito de modelar la varianza muestral ¢
para corregir los inconvenientes que presenta el uso de la varianza muestral estimada <Zd.
Trabajos posteriores discuten diferentes a prioris para estimacion basada en modelos con
enfoque bayesiano, Sugasawa, et. al, (2015).

1.2. Método de estimacion Empirica de Bayes

En la seccién anterior se describié de forma general las implicaciones que conlleva la
disponibilidad de informacién para el planteamiento del modelo, la extensiéon matricial
a diversas estructuras de la matriz de covarianza, asi como la identificacion de las
componentes asociadas al modelo Fay—Herriot, que basado en el supuesto de normalidad
permite obtener de manera explicita el estimador EBLUP y que, adicionalmente, por las
restricciones sobre el conocimiento de las varianzas muestrales, hace uso de la informa-
cién de la muestra para su estimacion, conduciendo asi al estimador EBLUP. Aunque
el supuesto de normalidad no es requerido para la estimacion puntual, si lo es para
calcular las medidas de precisién de los estimadores y la consecuente inferencia estadistica.

Cuando las variables dependientes no son continuas, no es adecuado utilizar el estimador
EBLUP, por ejemplo, si la informacién se encuentra a nivel de unidad y la caracteristica
de interés corresponde a ausencia/presencia de una condicién o incluso, si se dispone de
informacién a nivel de drea en donde la presencia/ausencia de una condicién corresponde
a conteos, los modelos lineales mixtos no son recomendados. Los casos mencionados son
ampliamente abordados en la literatura de SAE haciendo uso de la teoria de Modelos
Lineales Generalizados— MLG usando modelos Binomial para informaciéon a nivel de
unidad y de Poisson para informacién a nivel de area, asi como del uso de los métodos de
estimacién EB y HB. Para el caso especifico y mas realista de contar con informacién a
nivel de area, otro tipo de parametros de interés pueden ser continuos pero restringidos
a un intervalo especifico, tal como sucede con las proporciones, objeto primordial de
este documento, que pueden ser modeladas a partir de regresiéon Beta que tiene la
particularidad de no pertenecer a la familia exponencial, requisito indispensable para
modelarse mediante MLG. En esta seccién se abordan los conceptos bésicos del método
de estimacién Empirica de Bayes y en la siguiente, se trata el método de estimacién
jerarquico de Bayes, asumiendo la pertenencia de la variable aleatoria a la familia
exponencial, en el capitulo |2, se analiza la teoria del modelamiento de respuestas Beta.
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Rao (2003, pp. 179) resume el procedimiento para el desarrollo del método Empirico
Bayesiano (EB) en los siguientes pasos:

1. Obtener la densidad a posteriori f (0\0 A) de los pardmetros de interés 6 de las dreas
pequenas, dados los datos 0 usando la densidad condicional f (0\0 A1) v la densidad
f(0]A2), donde X denota el vector de pardmetros del modelo.

2. Estimar los parametros del modelo A, a partir de la densidad marginal de OA, f (§|)\)

3. Usar la densidad a posteriori estimada, f (0|§, X) para hacer inferencias acerca de 6,
donde X es el estimador de A.

Dentro del contexto de este documento, en la seccién se vinculé para cada drea d =

1,...,m, el estimador directo 6A?d y el pardmetro 6 con la media estimada Y y la media
poblacional Y4 de la variable de interés, respectivamente, a través de una funcién h(-).
Sin pérdida de generalidad, para introducir la notacién del enfoque bayesiano en areas
pequenas, considérese Y4 = pig y por lo tanto 64 = h(ug), con lo cual la ecuacién
para MLG se expresa como:

~

0, = h(,ud) + eq.

En este caso, h(-) corresponde a la funcién de enlace, que linealiza la relacién del valor
esperado a posteriori de 6, con las covariables y los efectos aleatorios. Ademas, los errores

, 2
muestrales e4 son tales que, E,(eq|04) =0y Varp(eq|0q) = [h (Qd)} Vp(84).

Para llevar a cabo una estimacién empirica de Bayes, se asume que el vector de esti-
madores directos 0y sigue una distribucién f;(64]604), asi mismo, que los pardmetros 6,
siguen independientemente una distribucién g4(64, ¢) donde ¢ es un vector de pardmetros
desconocido. Entonces, la distribucién a posteriori de 6, para d = 1,...,m estd dada por:

El estimador de Bayes 5d de 64 bajo funcién de pérdida del error cuadratico medio condi-
cional de 6, dado 6, es:

J 0afa(04104)94(Ba, ¢)d9d
/fd 0al0a)ga(0a, ¢)dba

0,=E {Hd]/@\d;qﬁ}

Debido a que el estimador de Bayes §d depende del parametro ¢, desconocido en el modelo,
éste puede ser estimado a partir de la distribucién marginal de los estimadores directos 6,
de acuerdo a:

L) =[] / F1(8al62)9a(0a, &) 8.
d=1

Con la funcién de distribucién marginal de los estimadores directos queda completamente
definida la funcién de verosimilitud a maximizar, asi, el estimador Empirico Bayesiano
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EB obtenido al estimar ¢ mediante el enfoque cléasico, estd dado por:
05" = B (0.6

Bajo los supuestos distribucionales para la estructura del modelo Fay—Herriot (1.7, el
estimador Bayesiano es:

0% (8,02) = vabq + (1 — va)z}B. (1.9)

Al reemplazar en gf con los estimadores de los parametros del modelo mediante REML,
se obtiene el estimador Empirico Bayesiano-EB, 053, que coincide con el estimador

EBLUP de la ecuacion 1’ esto es, %JF = 553 .

1.3. Método de estimacion Jerarquica de Bayes

Como se ha mencionado, un aspecto importante en el planteamiento de los modelos a
nivel de drea para SAE, es el supuesto de varianzas muestrales conocidas para los errores
eq que asocian el estimador directo y el pardmetro en la d—ésima drea. Al ser un supuesto
poco factible en la préactica, se acude a su estimacion cldsica o mediante procedimientos
de remuestreo como bootstrap (Pérez A., 2008). En el caso de estimacién Jerarquica de
Bayes este problema no existe, puesto que al ser un método completamente bayesiano,
es posible a partir de la especificacién de distribuciones a priori y el uso del teorema
de Bayes, determinar las distribuciones a posteriori y como consecuencia medidas de
localizacion y escala de los parametros del modelo. Més atin, cuando las medidas no
tienen una expresion analitica, la teoria provee algoritmos como el muestreador de Gibbs
o el Metropolis—Hastings, para aproximarlas.

De esta manera, en el método de estimacion Jerarquica de Bayes, tanto los pardmetros
04 del area, como los pardmetros del modelo ¢ = (3, 0'3) se consideran aleatorios y son
estimados desde el enfoque Bayesiano especificando distribuciones a priori para realizar
inferencia con base en la distribucién marginal a posteriori. En particular 0, es estimada
por la media posteriori E(64|04) y la variabilidad es estimada por la varianza posteriori

V(0416,).

Considerando los supuestos distribucionales del modelo Fay—Herriot de la ecuacién (1.7)),
en el planteamiento completamente bayesiano, se tiene, tal como en el método Empirico
de Bayes:

1. é\dwd,,@, UZ ~ N(eda ¢d>7
ii. 04|8,0% ~ N(x]8,02).

Sin embargo, en este caso adicionalmente, se requiere la especificacién de las distribuciones
a priori para (3, 02) consideradas variables aleatorias y pueden ser tales que:

iii. f(B) o 1si 02 es conocida o,

f(B,05) = f(B)f(02) o f(03),
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2

donde i =1,...,my f(o2) es la apriori sobre o2.

Rao (2003, pp.237), muestra que para el caso de o2 conocida y apriori de f(8) no in-
formativa o uniforme, el estimador 9(?3 es equivalente al estimador BLUP del modelo

Fay—Farriot 1’ esto es, 5513 = E(04)04,0%) = 55““.

1.4. Error Cuadratico Medio

La precision de los estimadores de dreas pequenas basados en modelos, es medida a través
del error cuadrético medio predicho (MSPE, por sus siglas en inglés), debido a que es
el criterio de minizacién para la estimacién de los BLUP. Para este caso, Rao (2003,
p.98) demuestra que el error cuadratico medio del estimador puede descomponerse en dos
partes, una, debida a la variabilidad del estimador y otra, debida a la variabilidad de los
coeficientes. De acuerdo con la expresion del modelo lineal mixto de la ecuacion , el

estimador BLUP, ¢(9, ), es obtenido a partir de la combinacién lineal p = LS + Mu esto
es:

£(6,6) = L3 + Mt
= t*(évé\a ﬁ) +dT(//8\_ 5)7

donde J son parametros de las matrices de varianzas y covarianzas R y G de los errores e

y u respectivamente, cuyo uso en el proceso de estimacion se describe en la ecuacién (|1.1)).
or su parte es e asumiendo que 8 es conocido, asf:

P te, t*(0, 6, 1 BLUP d do,

(6,8, 8) =173 +bT(6 — X),

con,

bT =mTGZTV1,

¥
dT=1"-b"X.

Con lo anterior, el error cuadratico medio del estimador BLUP esta dado por:

ECMIt(5,0)] = ECM[t*(5,0, 8)] + Var[dT(8 — B)] = g1(8) + g2(9),

para el cual,

g1(6) =mT'G — GZTV1ZGm,

Y,
g(8) =dTXTVIX 4.

De esta manera, en términos de precisién a cada area pequena, se asocia el error estandar

~ -~ -~

EE(0) dado por la raiz cuadrada del error cuadrético medio, EE(0) = 1/ ECM(0). Adi-
cionalmente, con base en ésta medida de precision se construyen los intervalos de confianza
para cada estimador de area pequena, no obstante, se acuerdo con Chatterjee, Lahiri y
Li (2006, p. 1.222), “Las probabilidades de cobertura de este tipo de intervalos pueden
converger al valor nominal de (1 — «), pero los intervalos pueden ser ineficientes debido
a que presentan problemas de subcobertura o sobrecobertura, dependiendo del valor par-
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ticular estimado, MSPE. El error de cobertura de este tipo de intervalos podria exceder
el order O(n~1), indicado que no es suficientemente preciso para la estimacién en dreas
pequenas dados los tamafios muestrales involucrados” . Por su parte, en la metodologia
Bayesiana sobre la que se basan los estimadores EB y JB, es posible generar intervalos
de credibilidad de tal manera que la probabilidad a posteriori de que el intervalo contenga
el pardmetro sea (1 — ), sin embargo, un problema adicional surge cuando el pardmetro
de interés es una proporciéon, como en el caso de esta aplicacién, para el cual “indepen-
dientemente de los métodos empleados para obtenerlos, la informacion en general genera
comportamientos inesperados” (Cepeda—Cuervo E.et. al(2008)).

Bajo estas consideraciones, Chatterjee, Lahiri y Li (2006, p. 1.222) proponen abordar
el problema de aproximacién a la distribucién del predictor mediante Bootstrap (Ver
apéndice (A.3))), principalmente en el contexto del estimador EBLUP.



CAPITULO 2

Modelamiento de proporciones mediante la
distribucion Beta

A lo largo del capitulo [1| se ha mencionado que la literatura de SAE basada en modelos,
trata ampliamente las técnicas para variables que siguen una distribucién normal ya
sea en modelos a nivel de unidad o de area, utilizando los métodos EBLUP, EB o
HB. Otros desarrollos en MLG permiten el uso de la Binomial cuando se cuenta con
informacién a nivel de unidad o Poisson cuando estd a nivel de area, bajo los métodos
de estimacion EB y HB. Sin embargo, considérese el caso de contar con informacién
a nivel de area y el interés estd en modelar proporciones, cocientes o indices, que son
indicadores altamente utilizados en encuestas por muestreo, para los cuales la precision
a nivel de drea, no permite tomar decisiones. Es este caso, para implementar las técnicas
de SAE basada en modelos, podria recurrirse a una practica antigua de la literatura
de modelamiento, que consistia en transformar la variable y asumir normalidad, lo
cual no es conceptualmente correcto, porque, por un lado, de acuerdo con Pérez R.et
al. (2006), las transformaciones no controlan la sobre dispersién natural de este tipo
de variables y adicionalmente es necesario modificar valores limites para evitar nulos
o indefinidos; en cuanto a la normalidad, el rango de las predicciones puede diferir
del soporte (0,1) en donde estédn definidas las proporciones y las pruebas de hipdte-
sis podrian ser erréneas dado que su distribucién de probabilidad es, en general, asimétrica.

Cepeda (2001) propone modelar la media y la dispersién para variables que siguen una
distribucién Beta desde el enfoque Bayesiano, que permitiria la aplicacién de los métodos
EB y HB de SAE. En cuanto al enfoque clésico, sobre el que se basa el EBLUP, Ferrari y
Cribari-Neto (2004) proponen el modelamiento Beta bajo el supuesto de homocedastici-
dad. Desde los dos enfoques se han desarrollado extensiones tedricas con el propdsito de
permitir el andlisis de informacion con estructuras complejas. En este capitulo, se presen-
ta la distribucién beta y sus caracteristicas para posteriormente, detallar la teoria de su
modelamiento estadistico.

10
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2.1. Distribucion Beta como funcién de su media y dispersion

De acuerdo con la notaciéon desarrollada sobre SAE, se dice que el estimador directo 6y,
cond=1,--- ,m y m areas muestreadas, sigue una distribuciéon beta con pardmetros agy
v Ag si su funcién de densidad estd dada por:

~ F(ad —|— )‘d) ~va—1 ~ 3,1 ~
Oa; 5 \) = ————=0747 (1 — )™ 0s <1 2.1
donde ag > 0, A\g > 0 y I'(:) es la funcién Gamma I'(z) = [(¢* 'e *dz. La media y la

varianza de 6, son respectivamente:

~ Qg ~ QagAg
FEl)) = ——— 0) = .
(ba) (ag+Ag)’ Viba) (g + Ag)* (g + Ag + 1)

La distribucion de la ecuacién fue reparametrizada por Jorgensen (1997) y, tanto
Cepeda (2001) como Ferrari y Cribari-Neto (2004) lo implementaron con el propésito de
adecuar el modelamiento en la forma tradicional al valor esperado de la variable ;. La
reparametrlzamon consiste en transformar la distribucion en funcién de la media haciendo

E(fa) = iaﬁm ¥ ¢4 = aa+ g, de tal manera que Og|pta, da ~ beta(ptada, (1— tia)da)
y por lo tanto a distribucion se reescribe como:

0 . — ( d) ,u'd¢>d 1 0 (1—,[1, )¢ —1 n
9 — 9 - 9 d)Pd 9 . .
f( da,udagbd) F( p )F((l ) ) ( d) , 0<b;<1 (2 2)

Las medidas de centralidad y escala generadas son:

E@) = pa. V@)= i’“‘;;fl) - “jf:bjj). (2.3)

El pardmetro ¢4 se conoce como parametro de precisién porque conforme éste crece, para
un pgq fijo, la varianza de la variable 6; disminuye.

Notese que para el caso de proporciones no es posible asumir que pg = 0,4, tal como se
asumié en el capitulo |1 I en donde E(Q) 0 como lo establece la ecuacién 1.} Esto
se explica porque en teoria de muestreo, los pardmetros tratados como proporciones son
formulados como razén de totales Ry = Z—d, donde t,, corresponde al total de una variable

de estudio y, y t., corresponde al total de una variable z. En el caso especifico de estudio
de este documento, t,, indica el total de elementos que cumplen con la caracteristica de
interés y t., el total de elementos del dominio, éste tltimo, en la préctica es un tamano
desconocido y no constante, haciendo necesaria la estimacién tanto de numerador como
del denominador. El sesgo relativo de un estimador de razén es despreciable conforme el
tamano de muestra crece, situaciéon que no necesariamente podria aplicar a la teoria de
areas pequenas, por lo que futuros trabajos podrian analizar el efecto del sesgo de disenio
para la estimacién de proporciones en areas pequenas basada en modelos.
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2.2. Modelamiento de variables que siguen una distribucion
beta

Desde el enfoque de cldsico, Ferrari y Cribari-Neto (2004) propusieron modelar la media
de la distribucién Beta bajo el supuesto de varianza constante, mediante un modelo lineal
generalizado para el pardmetro de localizacion:

hi(pa) = na = x}B,

con hi(+) la funcién logit, asumiendo ¢ constante y conocida. No obstante, Kosmidis y
Firth (2010), demostraron que la inferencia via Méxima Verosimilitud para el modelo
beta propuesto conduce a conclusiones desacertadas, pues tiende a subestimar los errores
estandar de los estimadores debido al sesgo del método de estimacién. Al respecto, Simas
et al. (2010) ademds de obtener expresiones analiticas para la correccién del sesgo de los
estimadores maxima verosimilitud, desarrollaron el modelamiento en la distribucién beta
desde el enfoque clésico, considerando que el parametro de dispersiéon no es constante y
que por el contrario puede ser modelado de manera similar al parametro de localicacién,
mediante la especificaciéon del modelo:

ha(¢aq) = €4 = 257,

donde, B y « son los coeficientes de regresién de los predictores lineales 1y v &4, estimados
via maxima verosimilitud.

La teoria de Modelos Lineales Generalizados (MLG) permite modelar variables que no
siguen una distribucién normal, con la condicién de que tal variable pertenezca a la
familia exponencial uniparamétrica para garantizar entre otras cosas, la existencia de
estadisticos suficientes y completos. En el caso de la distribucién beta, al no pertenecer
a la familia exponencial uniparamétrica, el uso de la teoria de MLG es restringido;
No obstante, Cepeda (2001) y Cepeda & Gamerman (2005) a partir de la reparame-
trizacién de la distribucién beta en funcién de su media (ecuacién (2.2))) y la teorfa
de la familia exponencial biparamétrica, realizaron una extensién hacia los Modelos
Doblemente Generalizados (MDG) desde el enfoque Bayesiano, que adicionalmente
facilita el modelamiento del parametro de dispersion lo cual permite modelar variabili-
dad adicional que no es capturada a través de la media y que, en el contexto de SAE
basada en modelos implica capturar informacién para la estimacién de los errores estandar.

Se dice que una variable aleatoria y; (i = 1,...,n) sigue una distribucién que pertenece
a la familia exponencial biparamétrica (Gelfand & Dalal (1990), Dey, Gelfand & Peng
(1997)), si su funcién de densidad se escribe como:

fWIC, 1) = b(y)exp{Cy + 17T (y) — p(¢,T)}, (2.4)

donde b(-), T'(-) vy p(:) son funciones reales conocidas y, ¢ y 7 los pardmetros asociados
con la media y la varianza de y.

Asi, para modelar la media y la dispersién de forma simultdnea, se trabaja la estimacién
de los parametros de forma intercalada de acuerdo con dos modelos lineales generalizados,
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uno que modela la media, u, a partir de un conjunto de covariables con coeficientes 3, y
la escala, ¢, modelada con las mismas u otras covariables y coeficientes . Smyth (1989)
desarrollé la propuesta de la siguiente manera:

1. Se consideran valores iniciales 39 y ~(9) a partir de los cuales se generan muestras
bajo distribuciones pertenecientes a la familia exponencial uniparamétrica.

2. Para actualizar el valor del pardmetro (3, se asume ~ fija y se estima mediante la
teoria de MLG.

3. Se estima el valor del parametro v a partir de una variable instrumental obtenida
por la aproximacién lineal:

;i = ha(¢;) + W(Tf) — ¢i),

donde hs(+) es la funcién de enlace para la escala y los residuos P = sg(y; — ji;)V/d;
con d; es la contribucion de cada dato al modelo evaluada con la deviance.
Asi, a partir del valor fijo para 3, la actualizaciéon del nuevo valor de v es obteni-

do mediante MLG de acuerdo a las variables instrumentales (; construidas y sus
respectivas covariables.

4. Se repiten los pasos 2 a 3 hasta lograr convergencia.

De lo anterior, se considera que los estimadores directos @\d, d=1,...,m corresponden a la
realizacién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas de acuerdo
a la densidad de la ecuacién y que puede reparametrizarse como la expresién de la
ecuaciéon , de tal manera que para su modelamiento, se establecen los siguientes MLG
para los parametros:

hi(pa) = na = z5B
ha(¢aq) = 4 = 27,

Las componentes sistematicas 1y y &g relacionan las covariables con la media y la disper-
sién mediante hq(-) y ha(-), las funciones de enlace, monétonas, continuas y doblemente
diferenciables, generalmente hi(-) = logit(:) y ha(:) = log(-), respectivamente. Los coefi-
cientes, B y v son estimados desde el enfoque clasico, via méxima verosimilitud restringida
y con enfoque bayesiano a través del algoritmo Metropolis—Hastings.

(2.5)

2.3. SAE mediante mixturas finitas Beta

Los efectos aleatorios en SAE, permiten predecir diferentes valores de medias para cada
area pequena y asociar medidas de precisién pues incorporan las variaciones debidas a
efectos de las dreas mayores. En el caso de modelos beta, la incorporacién de dichos efectos
aleatorios es trabajada desde el enfoque completamente bayesiano, algunas propuestas
fueron desarrolladas por Cepeda et al. (2014), Gutierrez (2014) y Tejedor (2014). Asi
mismo, un modelo general para trabajar efectos mixtos de acuerdo con Figueroa—Zuniga
et al. (2013), podria expresarse como:

logit(pq) =ng = z}8 + zju

2.6
log(¢a) = &4 = wid + ITy. (2.6)
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Sin embargo, un método alternativo para capturar la heterogeneidad debida a obser-
vaciones agrupadas, es mediante modelamiento de mixturas finitas, presentando dos
ventajas: una, permitir el agrupamiento de observaciones para situaciones en las que
variables observadas no estan directamente influenciadas por las dreas mayores y dos,
para el caso de SAE la ampliacién de tamanos de grupos que mejore la predicciéon no solo
por el incremento del tamafio sino por la construccién de grupos mas homogéneos, esta
estrategia fue tratada por Torkashvand et al. (2017) en donde propone agrupar &areas
pequenas con base en la distancia euclidiana para mejorar el error cuadratico medio del
EBLUP en modelos lineales mixtos a nivel de drea. Para el caso de distribucién beta,
el agrupamiento puede darse de forma natural, si se asume que se desconoce la perte-
nencia al drea mayor y se aborda la estimacion mediante modelamiento de mixturas finitas.

El modelamiento de mixturas finitas (MF) es usado como una estrategia para modelar
datos con presencia de heterogeneidad que puede deberse a que los datos provienen de
dos o més subpoblaciones denominadas componentes. Pearson (1984), da origen a la
teoria de MF utilizando el método de momentos para mixturas de dos componentes
con varianzas iguales. En esta misma linea, trabajos posteriores fueron implementados
por Charlier (1906), Charlier y Wicksell (1924), Cohen (1967), y Tan y Chang (1972).
La estimacién Méxima Verosimilitud para mixturas fue desarrollado por Rao (1948) y
Hasselblad (1966, 1969). Desde el enfoque Bayesiano, Garrido L. (2010) en sus tesis
Doctoral, plantea la estimacién de pardmetros en mixturas finitas de distribuciones
pertenecientes a la familia exponencial biparamétrica, especificamente sobre la Nor-
mal, Exponencial, Gamma y Weibull, mediante muestreador de Gibbs y el algoritmo
Metropolis—Hastings. En 2012, Garrido L. & Cepeda—Cuervo E., utilizan métodos de
Monte Carlo via Cadenas de Markov para modelar la media y la dispersién en el caso de
mixturas de distribuciones Normal y Gamma. Finalmente, Garrido L. & Cepeda—Cuervo
E. (2014), proponen métodos de estimacién de los pardmetros de media y dispersion,
para la heterocedasticidad en modelos con mixtura de las distribuciones Weibull y Normal.

En las siguientes secciones se aborda la teoria relacionada con mixturas finitas para la
distribucién beta considerando el modelo dado en la ecuacién y en la siguiente, la
metodologia bayesiana con las especificaciones de las aprioris y desarrollos propios de
la técnica considerando el modelo mixto de la ecuacién y se plantea para trabajos
futuros el uso de mixturas para estimacion de proporciones desde el enfoque bayesiano en
4reas pequenas.

Para la implementacion en dreas pequenas, se asume que las M dreas se encuentran agru-
padas en K componentes no necesariamente dadas por las areas mayores, tal como se
asumié entorno a modelos mixtos en el capitulo [} Por lo tanto, la pertenencia de los
estimadores directos a cada componente se desconoce y dada la naturaleza del estimador
directo, pueden modelarse mediante distribucién beta con el fin de estimar los pardmetros
de media y dispersion de cada componente.

De acuerdo con Griie et al. (2012), el modelo mixturas finitas para distribuciones beta
estd dado por:

K
9(57 Z,z,C, )‘) = Z W(k7 ¢, Oé)f(é\v hl_l(xTBk)a hQ_I(ZT’Yk)% (27)
k=1
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donde g(+;-) es la densidad de mixtura finita de K componentes, f (57 i, ®) se denominan
las densidades de los componentes y corresponden para el caso, a la distribucién beta
usando la reparametrizacién de media y dispersion de la ecuacion quienes adicional-
mente, son modelados mediante los modelos lineales generalizados en la ecuacién .
Por su parte m(k; -Lse denominan pesos de la mixtura y representan la probabilidad de
que la realizacion 6y, haya sido generada por las K densidades distintas, por lo tanto,
tiene las caracteristicas de estar acotadas en el intervalo abierto [0,1] y su suma sobre
todas las componentes equivale a la unidad.

Para determinar los pesos asociados a los componentes, supéngase el problema genérico
de méaxima verosimilitud, para el cual se cuenta con una muestra aleatoria de la variable
¢, con funcién de densidad p(#|A) en donde A son los pardmetros a estimar de acuerdo con
las realizaciones 6 = (61,02, ...,60;), la funcién de verosimilitud de la mixtura estd dada

por:
m K

L(A[§) = HZ T fic (Bl M)
d=1 k=1

Por lo tanto, la funcién de log — verosimilitud es:

m K
[(A]0) = log L(A|0) 10gH {Zﬁka (0l Ak) } = Zlog{zﬂkfl((ad|/\k)}v (2.8)
=1 k=1

en donde el procedimiento de maximizacién puede no tener solucién analitica debido a la
presencia de la suma de logaritmos, por lo que en la practica se utilizan algoritmos basados
en Newton—Rapson, Fisher Scoring o Esperanza — Maximizacién (Gémez, A. (2014)).

2.3.1. Estimacion clasica del modelo en mixturas finitas

Una metodologia de estimacion via maxima verosimilitud para distribuciones de mix-
turas finitas es el algoritmo Esperanza-Maximizacién (EM), propuesto por Dempster
et al. (1977), que permite obtener méximos de la funcién de verosimilitud cuando
no es posible hacerlo de forma analitica, propuesto en principio para tratar datos
faltantes. El uso fue luego extendido a situaciones en las que los pardmetros de la
distribucién dependen de variables no observables. En mixturas finitas puede abordarse
la técnica debido a que la pertenencia a cada clister es desconocida a priori y, por lo
tanto, aunque no obedezca a una situacién de datos faltantes si lo es de datos incompletos.

La técnica introduce una variable indicadora para identificar la pertenencia de cada
observacién a un cluster, siendo considerada como una variable latente definida por
W = (W1, Wa...,Wy,) cuya realizacién se nota w = (w1, w2 ..., wy,). El arreglo de da-
tos completos puede representarse por la dupla (9 W) en la que cada realizacién de 9d
se encuentra asociada una realizacién wgy. Asi, la variable aleatoria wy es dicotémica k-
dimensional cuyo d-ésimo elemento indica la pertenencia de la observacion gd a la k-ésima
componente de la mixtura, d = 1,2...,m.; k = 1,2..., K., luego W}, sigue una distri-
bucién multinomial de una tunica realizacién sobre las k componentes con probabilidad
7 tal que W ~ Multi(1,7) con m = (my,...,7) tales que » m = 1y por lo tanto, la
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distribucién esta dada por:

W) = p(W = wy) = s
b0 =W =) = (L wdk)H

De esta manera, la funcién de densidad de los datos completos dada por f (é\k, W) puede
calcularse a partir de la regla de Bayes mediante f(0;|Wy)p(Wy) asi:

K
FOLIWi)p( {H Fe(@alxe)™ } {Hﬁwd’“} =1] [kak(§d|/\k)] "

k=1

con lo cual, la funcién de verosimilitud estd dada por:

m K
A|9 w) H H [kak 04| \k) } dk. (2.9)

La funcién asi obtenida considera los pesos de la mixtura sin presentar los inconvenientes
de maximizacién de la log verosimilitud, tal como sucedia en la ecuacion . Conside-
rado que uno de los objetivos principales del modelamiento mediante mixturas finitas es
obtener la particiéon adecuada de las subpoblaciones que generan la heterogeneidad en las
observaciones, la probabilidad de pertenencia de cada observacién al clister se actualiza
una vez se realizan las estimaciones de los parametros del modelo mediante el teorema de
bayes, convirtiéndose asi, en probabilidades a posteriori.

El algoritmo EM (Ver Anexo es implementado por Griie et al. (2012), en el paquete
betareg del Software R — Project, para modelamiento de mixturas en distribuciones Beta,
ademads incluyé procedimientos de correccién de sesgo de los estimadores MV y regresiéon
particionada. En esta implementacion, para los pesos m(k;c, ) de la ecuacién los
autores definen una funcién que permite inicializarlos a partir de la inclusiéon de variables
¢, que puedan influenciar la construccion de los clister:

:
(ki e.0) = ;Xp{c ot
2 u=1 Xp{cTa }

que corresponde a un modelo logistico multinomial, que relaciona las probabilidades de
pertenencia a cada grupo con variables independientes ¢, denominadas concomitantes.
Debido a que éste planteamiento corresponde a una metodologia de estimacién clasica -
MV, la estimacion obedeceria en el contexto de areas pequenas al método EBLUP.

2.4. SAE mediante Estimaciéon Bayesiana Beta

Dentro del contexto de SAE, el planteamiento bayesiano no requiere el supuesto de
las convergencias asintéticas de los estimadores maxima verosimilitud para realizar
inferencia, por lo tanto, no requiere aproximaciones de grandes muestras, convirtiéndolo
en una estrategia adecuada para areas pequenas. Para la distribucién Beta en el contexto
de distribuciones pertenecientes a la familia exponencial bipardmetrica, Cepeda-Cuervo
(2001) y Cepeda et al. (2005), proponen una estrategia basada en algoritmos MCMC
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para estimar de forma conjunta la media ug y dispersion ¢g4, para la cual es necesario
especificar distribuciones a priori para todos los pardmetros del modelo de la ecuacién (2.5)).

Considerando que L(G)|9d) es la verosimilitud de © = (3,7) y p(©) es su distribucién a
priori conjunta, la distribucién a posteriori de © es tal que W(@\Hd) x L(©)p(©). Bajo el
supuesto de normalidad sobre la distribucién a priori de los parametros, la distribucién
a posteriori m(©) no es tratable analiticamente, de tal manera que la propuesta de
estimacién se basa en un algoritmo que alterna de forma iterativa la estimacién de los
parametros, muestreando valores de [y 7 originados por las distribuciones condicionales
a posteriori 7(8|y, Gd) y ’R’(’}"B,Gd) respectivamente, basadas en kernels de transicién
normales, pues estas distribuciones condicionales a posteriori tampoco tienen una
expresion analitica que facilite el calculo de sus valores esperados.

Para la construccion de los kernels de transicién, los autores definen variables de trabajo
que permitan aproximarse a las funciones de enlace hi(-) y ho(-) mediante linealizacién de
Taylor de primer orden y variables aleatorias t; y to insesgadas para p y ¢ respectivamente.
Asi, de acuerdo con el modelo para la media definido en la ecuacién , la variable de
trabajo estd dada por:

_ 0, — ()
0a =2} + 1t
©c _ 0
fg (L—pg”)
donde 8 y ,uilc) son los valores actualizados de 8 y ug, respectivamente y d = 1,...,m.

De la reparametrizacién de la distribucién beta en funcién de la media, se sabe que V(u) =
,Li(l— w) (ver ecuacién, por lo tanto, el segundo factor de la suma en la variable aleatoria
04 puede considerarse una medida de ajuste de error dada por el residuo de la estimacién
y la varianza del parametro modelado en la actualizacién (c).

En relacién a las propiedades de centralidad y dispersiéon de la variable de trabajo gd se
- ~ 2 ~
tiene que, E(6;) = x&ﬁ(c) y V(0q) = (dilbi(jd)) Var(0,) de tal manera que al asumir

una funcién de probabilidad, puede inducirse la generaciéon de cadenas de Markov, que
mediante algoritmos de seleccién Metropolis—Hastings o Gibbs logren estado estacionario.

Bajo el supuesto de normalidad sobre la distribucién a priori condicional Bly ~ N(b, B)
y la variable de trabajo 0y ~ N (x] dﬁ, ( )) el kernel de transicién ¢; estd dado por la

distribucién a posteriori de 3, ¢1 (8|89, 4(?)) ~ N(b*, B*) donde,
b* =B*(B~'b+ XTR10) (2.10)
B*=(B7'+ XxTx"1x)71 (2.11)

y ¥ es la matriz diagonal con valores V (6,) = &4.

Considerando la distribucién condicional a posteriori 7(y|3) para los coeficientes v que
modelan la dispersion ¢ como se presenta en la ecuacion , su tratamiento no es viable
de forma analitica tal como en el caso de la condicional a posteriori completa para (3, por
lo tanto, segin la metodologia propuesta por los autores, es necesario que E(t2) = ¢ luego,
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con base en la ecuacion (2.1)):
taqg =

Nuevamente mediante linealizacién de Taylor al rededor del valor actualizado (9 de ¢g,
la variable de trabajo se encuentra dada por:

y )
9d = Z}’}/(C) + % — 1,
Hq

luego, la variable de trabajo 04 puede entenderse como la prediccion de ¢4 corregida

por el error de estimaciéon de la media éd — ,ug:), con respecto al valor esperado E(@\)

en la actualizacién (c). Para la generacién de cadenas de Markov, el valor esperado
y la varianza de la variable de trabajo para 7, son respectivamente, E(6q) = zlv vy

o 2
V(Gd) = <7dh2¢(¢d)> Va’l”(tgd).

d

Bajo los supuestos distribucionales, 7|3 ~ N(g,G) v g ~ N(zgfy,V(éd)) el kernel de
transicién de la distribucién condicional a posteriori de 7 es ga(v|y'9, B(9)) ~ N(g*,G*)
donde:

g =G* (G g+ ZTD71h) (2.12)
G* =G+ zTe 7)Y (2.13)

y ® es la matriz diagonal de entradas dy.

2.4.1. Estimacién bayesiana del modelo Beta

El proceso de estimacién se basa en la extraccion de valores generados por los kernels de
transicion q; y g2 para 8y -y respectivamente, mediante el algoritmo Metropolis—Hastings
de MCMC, bajo el siguiente esquema de actualizacion:

1. Definir valores (8°,~%) para inicializar la cadena en la iteracién j = 1
2. Generar un nuevo valor ¢ de la densidad propuesta q; (3771, ")

3. Calcular la probabilidad de aceptacién o871, 1), en caso de aceptar el cambio de

estado, hacer 3/ = 1, en otro caso 3/ = 7= (Ver apéndice |A.2.1)
4. Generar un nuevo valor ¥ de la densidad propuesta go(77 71, ")

5. Calcular la probabilidad de aceptacién a(y/~1 1)), en caso de aceptar el cambio de
estado, hacer 4/ = 1), en otro caso 4/ = 771

6. Generar una nueva iteracién para el paso j + 1

7. Repetir los pasos hasta alcanzar convergencia.
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2.5. SAE mediante Estimacion Bayesiana Beta con efectos
mixtos

En la seccién [2.3.1] se presenté una manera alterna de estimar los pardmetros de media
y dispersién de cada una de las K componentes de la mixtura finita via méxima
verosimilitud, que considera implicitamente un comportamiento debido a subgrupos
poblacionales. Por su parte, el tratamiento de modelos que formulan explicitamente
los efectos aleatorios, obedece a los modelos mixtos doblemente generalizados que, en
distribuciones beta se desarrolla principalmente desde el enfoque Bayesiano.

De acuerdo con Figueroa—Zuniga et. al(2013), considérese 61,...,601 vectores aleatorios
continuos con realizaciones 0; = (617,62, ...,041, ... ,0n,1)7, es decir cada drea mayor [, tiene
. . , L . /
realizaciones que varfan de d =1,...,n; en donde ) ;~; n; = m siendo m el total de areas

pequenas. Cada realizacién §dl siguen una distribucion Beta que puede reparametrizarse
en funcién de su media pg y su pardmetro de dispersion ¢4 como en la ecuacién (2.2)).
Adicionalmente la esperanza condicional dados los efectos aleatorios, hi (F (gd]ud)), pueden
modelarse a partir del componente sistematico 7y como:

logit(pg) = ng = Xaf + Zqug, (2.14)
donde, pg = (p1,- .., pm)T es el vector de medias, X4 es la matriz de diseno de orden ny
x p de p variables conocidas, con vector de coeficientes 8 = (S, ..., 3,) fijos. Los efectos

aleatorios son modelados mediante la matriz de disefio Z; de tamano n; x ¢ con vector
de coeficientes aleatorios ug. En cuanto al pardmetro de dispersién ¢ se plantea el modelo
general:

log(pa) = £q = way + bady, (2.15)

donde wy es el vector de diseno de tamano p’, correspondiente a los efectos fijos v que
puede o no ser del contenido y tamano de los efectos fijos que modelan la media; analoga-
mente, by corresponde al vector de diseno de tamano ¢’ que modela los efectos aleatorios dg.

Para poder comparar los resultados obtenidos mediante los modelos de mixturas finitas y
de efectos mixtos, una estrategia seria considerar L = K, sin embargo, las probabilidades
a posteriori 7 son resultado de la funcién de verosimilitud, el método de estimacién y
actualizacién de valores conjuntos, por lo cual un trabajo futuro podria consistir en la
estimaciéon de areas pequenias mediante mixturas finitas con enfoque bayesiano.

2.5.1. Estimacién bayesiana del modelo Beta con efectos mixtos

Se asume 64|, B, uq, &, d,bg ~ beta(papa, (1—pqa)da), d =1,...,m., tal que puqy ¢4 pueden
ser modelados mediante las relaciones de las ecuaciones y (2.15) respectivamente.
Para el desarrollo del método HB de SAE descrito en la seccién es necesario definir
las distribuciones a priori para todos los pardmetros, considerados en éste enfoque como
variables aleatorias, para que, mediante el teorema de Bayes se obtengan distribuciones
conjuntas condicionales a posteriori que faciliten el cdlculo de medidas de localizacién y
escala que se postulan como estimadores puntuales y de precision de cada area pequena.
Comunmente se asume distribuciones normales apriori para los efectos aleatorios y los
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efectos fijos, sin embargo, Figueroa—Zuniga et. al(2013) senalan que resulta conveniente
utilizar distribuciones con colas mas pesadas como la t-Student multivariada, para con-
trolar posibles inconvenientes ante la presencia de outliers, adicionalmente, para muestras
pequenas la eleccién de las apriori influyen en mayor medida las inferencias debido al gran
nimero de pardmetros a estimar. Bajo esta linea, y considerando que conforme los grados
de libertad de una t-Student crecen, su forma se aproxima maés a una distribucién Normal
multivariada, se asumen las siguientes distribuciones a priori.

. Ud|gl1u, gy 2y ™~ tq(gllm My Eu)a
it. gly1 ~ €(a),

iii. Su|d, ¢ ~ ITW,(1h, ¢).

Es decir, bajo el modelo de la ecuacién , los efectos aleatorios ug, d = 1,...,m.,
siguen una distribucién t-Student tal que, wg|glui, ftu, X0 ~ tg(glut, fu, Xv), donde
los grados de libertad, gl,1, son modelados a partir de una distribucién exponencial
con media 1/a; los efectos aleatorios ug, estdn centrados en cero, p, = 0, y X, que
corresponde a una matriz de parametros de escala en la distribuciéon t—Student, simétri-
ca definida positiva de orden ¢ x ¢ y esté distribuida Wishart Inversa, ¥,|¢, c ~ IWy (¢, ¢).

En relacién a la dispersién ¢, Figueroa—Zuniga et. al (2013), consideran dos casos, uno,
asumiendo que es constante, y en tal caso el modelo de la ecuacién ([2.15)) puede escribirse
como:

log(¢a) = &a =1 (2.16)

De tal manera que para estimar el parametro, introducen una distribuciéon a priori no
informativa que puede definirse mediante una Gamma Inversa o una distribucién menos
informativa como la uniforme. De lo anterior, faltaria realizar la especificacién de las a
priori para los coeficientes que modelan la media asi:

w. Blglap, s, Xp ~ tp(glap, s, Xp),
v. ¢~ GI(t1,t2),

en donde glog son los grados de libertad de los coeficientes en la distribucién.

En el segundo caso, los autores consideran que la dispersién es también modelada mediante
efectos mixtos tal como en la ecuacién (2.15) y por lo tanto, el literal v. de las a prioris
antes especificadas se extiende para modelar las a prioris para los pardmetros adicionales:

. 5d|gl57 25 ~ tq'(gl(5> Oa 25)1
vi. gls ~ €(e),

vit. Yp|px, s ~ IW4(1hx, s),
VL. 7‘gl77M7727 ~ tp(gl%;uwvz’y)a

donde wy es el vector de disenio de tamano p’ correspondiente a los efectos fijos v que puede
o no, ser del contenido y tamaiio de los efectos fijos que modelan la media; andlogamente,
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by corresponde al vector de disefio de tamano ¢’ que modela los efectos aleatorios dg; asi
mismo gl. corresponden a los grados de libertad de los respectivos coeficientes que pa-
ra el caso de los efectos aleatorios es estocdstica, mientras que para los efectos fijos no lo es.

Bajo estas estructuras, Figueroa—Zuniga et. al (2013) demuestra que las componentes
sistematicas que modelan las medias de las areas pequenas 74 son independientes y tiene
funcién de densidad tal que f(nq|58,%u, gly) < f(uq|B, Xy, glu), de forma similar sucede
con las componentes sisteméticas &, condicionalmente sobre ~, 3 y gl son independientes
y ademas su funcién de densidad condicional es proporcional a la densidad condicional de
los efectos aleatorios bg: f(&alv, X, 9ls) o< f(baly, Xp, glp). Con lo que finalmente, bajo
el supuesto de independencia de todas las variables aleatorias, la densidad a posteriori
conjunta, condicionada a los estimadores directos para el modelo con dispersién constante,
estd dada por:

F(B, s glu, 6,10) [HHf Oarlnar, ¢ ] [H f(ndw,zu,gzu)] FB)F(0) f (ghu) £(6)-
d=11=1 d=1

(2.17)

Mientras que, la distribucién a posteriori conjunta de los pardmetros, condicionada a los
estimadores directos, cuando el parametro de dispersién se modela con efectos aleatorios,
estd dada por:

ny

,’:13

(B, s glus 7, Sb, gl 1, €10) [ f <9dl|77dz,€dl)] [H f(ﬁd!ﬁ,zu,glu)]
d=1

d=11=1
X [H f(§d\%2b,glb)] B () f(glu) () f(Z0) f (gl)
d=1
(2.18)

Debido a que a partir de las densidades f(3, Xy, glu, ¢, 77\5) v F(B, 2w, glu, vy X, gly, s f\g)
no es posible obtener de forma analitica los valores esperados y dispersiones de interés,
se opta por generar una secuencia de muestras aleatorias que siguen la densidad objetivo,
sobre las que se evaltlan sus propiedades de centralidad y dispersién; esto es posible a
partir de los algoritmos basados en Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC), como
el Metrépolis — Hastings y el Muestreador de Gibbs (Ver anexo , siendo el iltimo, el
utilizado por los autores.

2.6. Criterios de selecciéon y evaluacion de modelos

Para validar la prediccién de los modelos, es necesario en principio seleccionar entre un
grupo de alternativas, el mas adecuado y una vez elegido, evaluar su desempeno. En
relacion a la seleccién, las decisiones son soportadas a través de mecanismos basados
en la comparacién de las verosimilitudes definidos en Spiegelhalter et al. (2002) . Una
seleccién adicional en mixturas finitas, corresponde al nimero de componentes K que
mejor construyen los grupos, pero en todo caso, puede evaluarse a partir de los mismos



CAPITULO 2. MODELAMIENTO DE PROPORCIONES MEDIANTE LA DISTRIBUCION BETA 22

criterios de seleccién, sometiendo a prueba modelos que varian la cantidad de grupos. En
el caso de evaluacién de desempeno se considera la capacidad predictiva de los modelos y
la tradicional evaluacién de residuales.

2.6.1. Criterios de seleccién tipo desvio

Sea L(y|Op, M,) la funcién de verosimilitud de un modelo alternativo M,, donde ©,
contiene todos los p’ pardmetros incluidos en el modelo para m observaciones, la funcién
de desvio D(©,) = —2log L(y|0,, M,) es una generalizacién del anélisis de varianza, que
permite construir medidas de discrepancia en MLG, bajo la cual se definen los criterios
de informacién de Akaike (AIC), Bayesiano (BIC) y de la Devianza (DIC), como sigue:

AIC(M,) = D [E(©yply, Ma)] + 2p".
BIC(M,) = D [E(©,ly, My)] + log(m)p".
DIC(M,) = 2E[D(Oyly, Ma)] — D [E(Oy, M,)] .

Para la decision, se opta por el modelo M entre los a modelos alternativos si éste tiene el
menor valor de acuerdo con los criterios de informacién expuestos.

2.6.2. Analisis de residuales

Para concluir, se realiza el analisis de residuales, en este sentido, para regresiéon Beta Espin-
heira et al.(2008) y Ferrari et al.(2011) plantean los tradicionales residuales estandarizados
definidos como: .

O — 1ta

N

en donde, de acuerdo con la ecuacién |D V(é\d) = M, denominados residuales de

P _
re; =

¢at1
Pearson, una desventaja de estos residuales es que en general su distribucién para datos

no Normales es asimétrica y por lo tanto no es de esperar que pruebas paramétricas o
visuales indiquen lo contrario.

De esta manera los residuales propuestos por los autores para el caso de modelamiento
beta, son los residuales estandarizados ponderados datos por:

G - iy

\/’Ud(l — ldd)’

reg =

en los que:

~ 2
* :1 _
i = los [1 - ed] ’
iy = Y (papa) — (1 — pa)da), v,
vg = V' (pada) + ' (1 — pa)¢a),

con () la funcién digamma, es decir, para la funcién Gamma I'(z) se tiene que

w(z) _ dlogT(z) _ I'(2)

= = Te ademas, ljq es la d-ésima componente de la matriz Hat
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ponderada H = WY2X(XTWX)XTW'/2 siendo W la matriz diagonal con elementos
wg = ¢qua[l/{h}(nq)}]. Espinheira et al. (2008) muestran que los errores asi definidos,
tienen propiedades de convergencia a la distribucién normal y adicionalmente con el fac-
tor de ponderacién lgzq es posible identificar datos influyentes. El cédlculo de los errores
Pearson y Ponderados son considerados dentro de los paquetes Betareg y Bayesianbetareg
del Software R—Project, mas no para Betamix, por lo cual se construyen para este trabajo

(Ver anexo [B.3.3)).



CAPITULO 3

Planteamiento del problema y descripcién de la
informacion

En este capitulo se especifica el pardmetro que se busca estimar y su importancia en
el contexto de politicas publicas, contexto mismo que permite plantear qué indicadores
podrian describir adecuadamente el comportamiento del parametro de interés y que, den-
tro del ajuste del modelo tienen el rol de variables independientes. Adicionalmente, se
presenta la descripcion bésica relacionada con la metodologia estadistica de la encuesta,
para definir lo que para este trabajo se considera area pequena, destacando la relevancia y
tamano de las areas mayores en terminos de la Nacion. Por tltimo, el anélisis descriptivo
tiene tres alcances: El primero, sobre el comportamiento territorial que sugiere la viabili-
dad de usar estrategias de agrupamiento de areas pequenas propias de la métodologia de
mixturas finitas, asi como las limitaciones para incluir estructuras de correlacién espacial
o temporal en el modelo. En segundo lugar, se describe el comportamiento de las areas
pequenas mediante un andlisis descriptivo, en funcién del cumplimiento de los supuestos
sobre el soporte de la variable respuesta en la distribuciéon beta y correlaciones entre las
variables; asi mismo, se retoma la metodologia estadistica, para evidenciar que se tiene
cobertura completa sobre la poblacién objetivo y que no hay presencia de dreas pequenas
no muestreadas, luego el uso del modelo tiene como propésito la estimacién de los errores
estandar del pardmetro, pero no la estimaciéon del mismo para areas faltantes. En tercer
lugar, y para concluir, se presenta la composicion de las variables para poder abordar la
aplicacién que se desarrolla en el capitulo [4

3.1. Justificacion del modelo y parametro de interés

La mayoria de los indicadores de encuestas socio—econdémicas o demograficas y de salud,
definen su comportamiento en el intervalo (0,1), sin embargo, un tema latente en este
tipo de investigaciones y que se ha convertido en un desafio constante y creciente asumido
por académicos, gobiernos y organizaciones, esta dado por la necesidad de comprender la
problematica de la pobreza y de la desigualdad que afronta la poblacién.

En el pais, desde hace varios anos se cuenta con indices de pobreza, calidad de vida y
de desarrollo humano, tales como el Indice de Necesidades Bésicas Insatisfechas (NBI)

24
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o el Indice de Condiciones de Vida (ICV) o los construidos bajo enfoque estrictamente
monetario, como son los métodos de Linea de pobreza, indigencia o el Coeficiente
de GINI, este ultimo, para evaluar la desigualdad en la distribucién del ingreso. Los
platemientos de fondo de éstos indicadores, se basan en una concepcién utilitarista en
la cual se vincula directamente el ingreso con la capacidad de adquisicién (SDP, 2011).
No obstante, Amartya Sen (1990) platea un nuevo concepto que se resume en la frase
“La principal riqueza de una nacién es su gente” para denotar que la riqueza potencial
o el bienestar, depende de las condiciones del individuo y no dnicamente de los factores
de ingreso y/o adquisicién de bienes o servicios. Mds adelante, afirma también que
existe “una correspondencia estrecha entre la pobreza vista como escasez del ingreso y la
pobreza vista como la falta de capacidad para satisfacer algunas necesidades elementales
y esenciales” (Sen, 1997); constituyendo asi el concepto de capacidades.

Desde el enfoque de capacidades se desarrollan nuevas metodologias de medicion de
la pobreza, entre las mas recientes, se destaca el Indice de Pobreza Multidimensional
(IPM), que busca describir las multiples carencias que sufre una poblacién, involucrando
variables de potencial humano. Este indicador es propuesto y desarrollado por Oxford
Poverty & Human Development Initiative, OPHI en 2008; En 2010, fue adaptado para
Colombia por el Departamento Nacional de Planeacién, DNP y para el Distrito Capital
fue adaptado en el anio 2011 por la Secretaria Distrital de Planeacion, SDP.

En general, los indicadores de pobreza para Bogoté, al momento de la encuesta, mostraron
un comportamiento positivo ya que entre 2007 y 2011 el NBI tuvo una reducciéon de
aproximadamente 2 puntos porcentuales y el ICV en 2011 tuvo una ganancia de 1.4
puntos sobre la calificacion calculada para 2007; la linea de pobreza y de indigencia,
carecen de comparacién debido al cambio metodoldgico de la linea de pobreza — (SDP,
2011). Caso contrario sucede con la desigualdad, por ejemplo Colombia, de acuerdo con
el coeficiente de concentracién del ingreso GINI se encuentra dentro de los cinco paises
con mayores niveles de desigualdad en la distribucién del ingreso, con un valor a 2010
de 0.560, siendo superado tan solo por Panamd, Bolivia, Haiti y Sudéfrica. Por su parte,
el Distrito Capital no es ajeno al comportamiento nacional ya que en 2011 presenta un
coeficiente de 0.542 que, si bien es inferior a la concentracién del ingreso nacional, éste ha
crecido en relacién a 2007 cuando el indicador se ubicé en 0,511.

Bajo la consideracién de que para alcanzar la igualdad, condiciones como los ingresos o
la educacién de los padres, el sexo, la etnia, el lugar de procedencia o migracién, etc.,
no deberia afectar, segiin el Banco Mundial, el éxito personal, pues son circunstancias
sobre las cuales no se tiene decision o control, se desprende el Indice de Oportunidades
Humanas (IOH), que busca evaluar la desigualdad, midiendo qué tanto impactan las
circunstancias personales exdgenas, la probabilidad de que un nino acceda a servicios
necesarios tales como educaciéon oportuna, agua potable o conexién a servicio de energia
y que le permitan “desarrollarse integralmente en un ambiente menos inequitativo que
el de sus padres, para contar en la edad adulta con mejores perspectivas de inserciéon en
el mercado laboral e independencia econémica, por la via de la generaciéon de ingresos”
(Velez et al. (2011)), eje central del concepto de igualdad de oportunidades.
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Por lo anterior, el IOH esta enfocado a las personas de 17 anos y menos, lo que se justifica
en primer lugar, porque segin James Heckman, premio Nobel en economia (2000), “es muy
probable que la inversién en la formacion de capital humano en una fase temprana del ciclo
de vida sea mas eficiente que la mitigacién de la desventaja a edades mas avanzadas”. En
segundo lugar, porque dada su vulnerabilidad econémica, las oportunidades de los ninos es
de interés politico, en Colombia por ejemplo, el riesgo de vivir en un hogar en pobreza ex-
trema para la poblacién infantil es el doble que la de los adultos mayores (Nufiez J., 2009).

La metodologia estadistica para calcular el IOH, se basa en regresiéon logistica para lo
que se requiere informacion a nivel de unidad que, como se ha indicado, generalmente por
razones de reserva estadistica no es de facil acceso; luego considerando que se dispone
de informacién a nivel de area, se propone abordar el concepto de desigualdad con el
enfoque de capacidades, a partir de las oportunidades humanas y de las dimensiones del
IPM, ya que éste indicador incluye dentro de las dimensiones de calculo, uno asociado
especificamente a la poblacién de 17 afos y menos, denominado precisamente, ninez y
juventud, las restantes dimensiones, permitirfan analizar cémo las condiciones de los
hogares, afectan las asociadas a dicha poblacién, permitiendo identificar atraves de la
estimacién en areas pequenas, focos de poblacién en vulnerabilidad y desigualdad, asi
como también factores de riesgo asociados.

En resumen, el interés es estimar el porcentaje de hogares con carencias para la poblacion
de 17 anos y menos, de acuerdo con las condiciones de los hogares donde residen con base
en la distribucién beta, cuyo modelamiento es planteado siguiendo el concepto de igualdad
de oportunidades. Esta propuesta es, desde el punto de vista académico, novedoso, puesto
que no se encontré en la revisién bibliogréafica de SAE basada en modelos, aplicaciones o
desarrollos para respuesta beta, incluso para Colombia dentro de la misma revisién, no
se encontraron aplicaciones para ningin tipo de variable dependiente (Normal, Binomial,
Poisson).

3.2. Justificaciéon del tratamiento de areas pequenas para el
Distrito Capital

La informacién para la estimacién de proporciones en areas pequenas mediante distribu-
cién Beta, es tomada de la Encuesta Multipropdsito de Bogota — 2011, que evalué las
condiciones socio—econémicas de la poblacion civil Bogotana, residente en el area urbana
de la capital en 2011; ésta se disefia como una encuesta por muestreo probabilistico
estratificado, de conglomerados, con entrevista cara a cara e informante directo, en
donde el criterio de estratificacién corresponde a las localidades que conforman el
territorio urbano de la capital. Los detalles metodolégicos y operativos bésicos de la
encuesta se describen en apéndice , no obstante, mayor detalle y sus resultados
se encuentran disponibles en la pagina Web de la Secretaria Distrital de Planeacién,
http://www.sdp.gov.co/portal/page/portal /PortalSDP.

De acuerdo con el pardmetro de interés del presente trabajo, en la tabla se muestra la
estimacién del porcentaje de hogares con carencias en las condiciones de la nifiez y juventud
segin localidad, en donde se observa que las localidades con menor poblacién joven y
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de nifiez con carencias son Chapinero (16,54 %), La Candelaria (18,18 %) y Teusaquillo
(19,11 %); mientras que la situacién de carencia para los nifos y jovenes de las localidades
Bosa, Rafael Uribe Uribe, San Cristébal, Usme y Ciudad Bolivar, superan el (36 %) de los
hogares.

Localidad 0%

Usaquén 27,18
Chapinero 16,54
Santa Fe 30,15
San Cristébal 37,59
Usme 40,44
Tunjuelito 32,87
Bosa 36,51
Kennedy 30,52
Fontibén 27,76
Engativa 28,00
Suba 33,26
Barrios Unidos 24,36
Teusaquillo 19,11
Los Martires 25,45
Antonio Narino 29,70
Puente Aranda 25,67
La Candelaria 18,18
Rafael Uribe Uribe 36,62
Ciudad Bolivar 42,06
Total Bogota 31,63

TABLA 3.1. Porcentaje de hogares con carencias en condiciones de la ninez y la juventud por
localidad.

Fuente: SDP, EMB 2011.

La problemaética se acentia si se analiza en relacion al tamano poblacional al que hace
referencia la estimacién, ya que el Distrito Capital, ademéas de ser la ciudad de mayor
poblacion del pais, esta conformada territorial o geograficamente, como se indicd, por las
denominadas localidades, cuya composicién puede compararse a estructuras de ciudad
considerando que trece de ellas tenfan a la fecha de la encuesta (2011), mas de 200
mil habitantes segin proyecciones de poblacién DANE 2005-2015. Para dimensionar las
estructuras, por ejemplo, localidades como Suba y Kennedy se sitian en el cuarto y
quinto lugar de territorios con mas de un millén de habitantes, por debajo de Medellin,
Cali y Barranquilla; Por su parte, localidades como Engativa y Ciudad Bolivar tienen mas
habitantes que Cucuta; Bosa, mas que Soledad, Ibagué y Bucaramanga; y la localidad de
Usaquén supera en tamano poblacional a ciudades capitales como Pereira, Santa Marta,
Villavicencio, Pasto, Monteria y Valledupar.

Ademids del hecho de los amplios tamafios poblacionales, la dindmica de la capital sugiere
la existencia de alta diversidad al interior de las localidades, sospecha que no puede
verificarse mediante estimadores a niveles de desagregacién de mayor detalle, con la
precision adecuada por las restricciones sobre los tamafios de muestra, convirtiéndolo asi
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en un tipico problema de areas pequenas.

Dentro de la estructura geogréfica de Bogotd se encuentra una unidad territorial intermedia
entre localidad y barrios, denominadas Unidades de Planeamiento Zonal — UPZ, que como
su nombre lo indica, son territorios o areas geograficas menores, que le permiten a la
administracién Distrital planificar el desarrollo de la ciudad a este nivel. Lo anterior implica
que, por el alcance geografico y administrativo, las UPZ’s son una unidad de anélisis
importante para realizar estimacion de indicadores que facilite una mejor inversién de
recursos mediante la identificacién de necesidades focalizadas. Por lo tanto, para el objeto
de este documento, las areas pequenas corresponden a las UPZ cuyos resultados se obtienen
mediante SAE basada en el modelo Beta, adecuado para modelar la proporcién de hogares
con carencias en condiciones de la ninez y la juventud.

3.3. Analisis descriptivo de la informacion

Como se menciono en el preambulo del capitulo, el andlisis descriptivo se desarrolla en
funcién de las variables que enmarcan la propuesta de medicién de desigualdades desde
el enfoque de capacidades para la poblacién joven e infante. El andlisis tiene tres fines
relevantes para el planteamiento de los modelos, el primero en relacién a la pertinencia
de agrupar UPZ’s no necesariamente mediante las localidades que pueden considerarse las
areas mayores naturalmente constituidas por la estructura territorial, asi como exponer
las restricciones técnicas para incorporar correlacion espacial en el entendido que se trata
de areas pequenas geograficas. En segundo lugar, definir el alcance del modelamiento en
términos de dreas pequenias muestreadas ya que al estar todas las UPZ’s en la muestra, los
modelos se usan con fines de estimar la precisién de la estimacion, asi como analizar las
correlaciones presentes en las variables del modelo propuesto; En tercer lugar, describir
la composicion de las variables incluidas en el modelo, para los posteriores andlisis de
resultados.

3.3.1. Descripcién del comportamiento de las localidades como areas ma-
yores naturales

Para iniciar el andlisis por estructura geografica, es importante mencionar, que las varia-
bles de interés corresponden a los indicadores que representan las dimensiones del IPM y
no al indice agregado. Sin embargo, s6lo se encuentran disponibles en las publicaciones de
la SPD mediante mapas, los resultados del indice agregado. En todo caso, el analisis del
IPM, permite ademas de evidenciar cambios en el tiempo y en la distribucién geografica,
generar el supuesto de la presencia grupos de UPZ’s no necesariamente dados por las loca-
lidades. Para una mejor comprensién de los mapas, en todos los casos se incluye un croquis
de apoyo para realizar el andlisis. La localidad de Sumapaz (20), ubicada en el extremo
sur de la ciudad, no se encuentra dentro de la poblaciéon objetivo pues estd cataloga-
da como una UPZ completamente rural, razén por la cual no estd mapeada su informacién.

El Indice de Pobreza Multidimensional (IPM), combina la incidencia y la intensidad de la
pobreza, es decir, por un lado, considera el porcentaje de hogares pobres porque carecen
de al menos el 30% de las 15 condiciones ponderadas que son evaluadas en Colombia,
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corregido por el promedio de condiciones que carecen de forma simultdnea los hogares
pobres; esto da a significar que no es lo mismo un hogar que es pobre por carecer de 3
condiciones que serlo por carecer de 10, por ejemplo (Bernal, L.K. et al. (2011)).

De la figura se puede evidenciar un comportamiento diferencial que no necesa-
riamente se encuentra dado por la localidad sino por grupos de localidades con un
patron geografico y temporal. En 2011, se puede ver como la zona sur de Bogotd tiene
los indicadores mds desalentadores y es separado del Norte (mejores IPM’s), por un
grupo de localidades geograficamente ubicado en la zona central de la capital. En el
ambito temporal, se observa que con el tiempo aunque las condiciones de los habitantes
de Bogota, han tendido a mejorar, los grupos de localidades con mayor pobreza ain
lo son: Ciudad Bolivar, Bosa, Tunjuelito, Rafael Uribe Uribe, Los Martires y San Cristébal.

Sin embargo, al analizar el porcentaje de hogares pobres, figura|3.2] asi como la intensidad
de la pobreza, figura [3.3] la estructura de agrupamiento geografico no se conserva, ni
tienen un comportamiento claro en el tiempo, por ejemplo, en el caso del porcentaje de
hogares pobres a 2011, Suba presenta un comportamiento similar al de la zona centro.
En cuanto a la intensidad de la pobreza, se observa que Usaquén, aunque no tiene un
porcentaje alto de pobres, los que lo son, carecen de forma simultianea de tantas carencias
promedio como los de la zona sur mas criticos.

Estos aspectos son claves en el modelamiento porque sustentan el hecho de no utilizar
estructuras de covarianzas dada la posicion en el espacio o tiempo. Para analizar estruc-
turas temporales o geograficas por UPZ’s se tienen restricciones principalmente debidas
a disponibilidad de informacién. En el caso de mediciones en el tiempo, solamente la
encuesta multipropésito 2011 incluy6 dentro de las variables observadas el CHIP catastral
que identifica de manera tnica la vivienda, permitiendo asi asociar las respectivas UPZ’s.
Finalmente, a pesar de contar con la identificacion de UPZ en el 2011, se carece de la
georreferenciacién de manzanas catastro y su homologacién a manzanas DANE.

En resumen, en principio puede suponerse que la localidad al ser un area mayor, es
la variable asociada a los efectos aleatorios, no obstante, se observa viable considerar
agrupaciones como lo sugiere Torkashvand E.,et al. (2017) quienes implementan métodos
de clasificacién entorno a SAE como mecanismo para mejorar la estimacion; o mediante
modelamiento de mixturas finitas, como se plantea abordar en este documento, asumiendo
que se desconoce la pertenencia de cada area pequena a las componentes de la mixtura,
siguiendo la propuesta de Griie B.et al. (2012) para la distribucién beta.
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3.3.2. Descripcion de la informacion de las UPZ’s como areas pequenas
de interés

A partir de la descripcion del comportamiento del IPM por localidades, consideradas las
areas mayores naturales, se describe brevemente, el comportamiento de las UPZ’s que
constituyen las areas pequenias de interés. En la tabla se verifica que los porcentajes
de ninos y jovenes con carencias en los hogares bogotanos por UPZ’s, son positivos y
no nulos, cumpliendo con las condiciones de soporte de variables en la distribucién beta.
Asi mismo, el histograma la figura presenta una leve asimetria negativa que, como se
indicé en el marco tedrico, es un comportamiento tradicional en este tipo de variables y por
lo tanto intentar modelarlo asumiendo normalidad puede generar conclusiones erréneas.

Por otro lado, al analizar el boxplot, que no incluye las localidades con tamafios minimos
de muestra como La Candelaria (1 UPZ), Antonio Narifo, Los Mértires y Tunjuelito (2
UPZ’s cada una), en la ﬁgura se observa que las estructuras de las UPZ’s al interior de
las dreas mayores constituidas territorialmente (localidades) reflejan heterocedasticidad,
adicionalmente, se presentan datos atipicos, lo cual podria apoyar la estrategia de agrupar
las areas pequenas en clases diferentes a los territorios, mediante mixturas finitas o una
clasificacién previa para el andlisis bayesiano. En cuanto a relaciones de las variables, en
la matriz de dispersién (ﬁgura, se aprecia que las condiciones de carencias educativas
del hogar, tienen relacion lineal positiva con las condiciones de carencia de la nifiez y
juventud, asi como con las carencias laborales y de salud. Las condiciones de la vivienda
parecen no tener relacién con las demas variables, sin embargo, presenta algunos datos
con comportamiento atipico. Esto sugiere que, posiblemente en el modelo la inclusiéon de
todas las variables redunde informacién, la matriz de correlaciones lineales se presenta en

la tabla B2

Finalmente, sobre coberturas de informacion se tiene que Bogota a la fecha de la encuesta
contaba con 120 UPZ’s, sin embargo, la muestra estd conformada por 104 en razon a
que 8 estan en zona rural, incluso la localidad de Sumapaz con una unica UPZ, no hace
parte del objeto de estudio, dirigido tinicamente a las zonas urbanas. Por otro lado, el
marco muestral estuvo conformado por predios en zonas con predominio residencial, lo
que motivé a que las otras 8 UPZ’s no hayan sido seleccionadas: Paseo los libertadores
(Usaquén), Parque Entrenubes (Usme), Aeropuerto El Dorado (Fontib6n), Jardin Boténi-
co (Engativa), La Academia y Guaymaral (Suba), El Mochuelo y Monteblando (Ciudad
Bolivar), quienes tienen uso de suelo predominantemente dotacional. Esto implica que
no hay &dreas pequenas faltantes o no muestreadas, para las que se quisiera realizar
prediccion; adicionalmente, la localidad de La Candelaria esta conformada por una tnica
UPZ, esto quiere decir que ella en si misma tiene un estimador directo con precisién
adecuada, por lo tanto, se excluye para el andlisis de areas pequenas. En la tabla se
encuentra la distribucién del nimero de las dreas pequenas por localidad, asi como los
detalles de inclusién/exclusién en la muestra.

3.3.3. El parametro y la composicién de las variables propuestas para el
modelo

De acuerdo con la justificacién conceptual del modelo para la aplicacién, se observa un
cambio entre los mapas de la figura [3.3] y los mapas de la figura debida solamente
a la amplitud de los rangos, sin embargo, ampliar los rangos en el ultimo caso, permite
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sugerir que, en 2003 los hogares pobres eran “igualmente pobres”, mientras que a 2011
un grupo de localidades logré que su poblacién tuviera menos nimero de carencias en
promedio, siendo un proxy de desigualdad basada en capacidades que, como se menciond,
es el enfoque que busca atender el IOH.

Las areas pequenas estan constituidas por las Unidades de Planeamiento Zonal (UPZ)
y el propdsito es obtener estimadores puntuales de un parametro de interés, para cada
una de ellas con precisién adecuada; como ya se ha indicado, la heterogeneidad debida a
agrupaciones de UPZ’s puede ser tratada mediante el modelamiento en mixturas finitas
o considerando las dreas mayores (localidades) como efectos aleatorios, bajo modelos de
efectos mixtos. Incluso, considerando que el modelamiento de variables que siguen una
distribucién beta permiten modelar ademas de la media, la dispersion, se plantean los
modelos de estimacién cldsica beta y beta bayesiano (libres de estructuras de grupos), para
analizar si el modelamiento de la dispersién, es una condicién suficiente, por lo menos pa-
ra este caso, que permita capturar completamente la heterogeneidad presente en los datos.

Con base en lo anterior, la variable de interés en éste caso es el porcentaje de hogares con
carencias en las condiciones de la nifiez y la juventud (Ninez:N) que se estimard me-
diante las técnicas SAE basada en modelos. Dada la naturaleza del pardmetro a estimar,
se modela de acuerdo con la distribucion beta en funcién de las condiciones educativas
(Educacion:E), de salud (Salud:S), de trabajo (Trabajo:T) y de vivienda (Vivien-
da:V) del hogar, siguiendo el marco del IOH, que los plantea como factores potenciales
de desigualdad en la poblacién.

e Porcentaje de hogares con privacién en condiciones de la ninez y la ju-
ventud: Dentro de la poblaciéon infantil y hasta los 17 anos, se evalua la pobreza en
ésta dimensién de acuerdo a cuatro condiciones sobre las que se espera la poblacién
no se encuentre en privacién o con carencia: Asistencia escolar, cursar el grado para
la edad, acceder a salud y nutricién adecuada en la primera infancia, asi como, no
encontrarse realizando actividades catalogadas como trabajo infantil. De esta mane-
ra, la variable se calcula como un cociente entre la cantidad de hogares con al menos
una carencia en las condiciones evaluadas y el nimero de hogares con poblacién de
referencia.

Las condiciones evaluadas son:

1. Logro educativo: El hogar se encuentra en privaciéon de la condicién de logro
educativo, si tiene al menos un nino entre 6 y 16 anos que no asista a una
institucién educativa.

2. Sin rezago escolar: Existe carencia de esta condicién en el hogar, si al menos
uno de sus miembros con edad entre 7 y 17 afios, tiene menos anos aprobados
de acuerdo a la norma nacional para su edad.

3. Atencién integral para la primera infancia: Hogares con al menos un nino en
primera infancia (0 a 5 anos), que no acceda de manera simultdnea a servicios
de cuidado integral, a saber: salud, nutricién adecuada y educacién inicial, se
consideran con carencia AIPI.

4. Libre de trabajo infantil: Un hogar se considera en privacién o carencia, si existe
por lo menos un miembro en condiciéon de trabajo infantil, es decir, los ninos
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que realicen oficios del hogar por més de 15 horas a la semana, nifios hasta los
14 afios que trabajen (ocupados) y ninos de 15 a 17 anos que realicen trabajo
no ligero.

e Porcentaje de hogares con privacién en condiciones de Educacion del
hogar: Es el cociente entre la cantidad de hogares con carencias en al menos una de
las dos condiciones evaluadas en la dimensién y el niimero de hogares, las condiciones
son:

1. Logro educativo: Un hogar es considerado en carencia si tiene menos de 9 anos
promedio de educacién, este umbral se define de acuerdo con norma nacional,
teniendo en cuenta que hasta el grado noveno se adquieren las competencias
minimas para insertarse en el mercado laboral y se calcula para la poblacion de
15 afios y maés.

2. Alfabetismo: Si al menos una persona de 15 anos y mas no sabe leer ni escribir,
el hogar es considerado en carencia de la condicion.

e Porcentaje de hogares con privaciéon en condiciones de trabajo:Es el cocien-
te entre la cantidad de hogares con carencias en al menos una de las dos condiciones
de la dimensién y el nimero de hogares; especificamente, las condiciones evaluadas
en la dimensién son:

1. Sin desempleo de larga duraciéon: Un hogar es considerado en carencia de la
condicion, si al menos una persona desempleada, lo ha estado por mas de 12
meses, o si el hogar carece de poblacion econémicamente activa.

2. Empleo formal: Un hogar se considera en carencia de empleo formal si al menos
un ocupado se encuentra sin afiliacion a pensiones, considerada como una proxy
de formalidad. Adicionalmente, si el hogar tiene poblacién en situacién de des-
empleo o no tiene poblaciéon econémicamente activa, es considerado en carencia
de la condicién. Para evitar duplicidad de conteos se excluyen los desempleados
de larga duracion, asi como los menores de 18 incluidos en trabajo infantil.

e Porcentaje de hogares con privacion en condiciones de salud: Es el cociente
entre la cantidad de hogares con carencias en al menos una de las dos condiciones
de salud evaluadas y el nimero de hogares, las condiciones son:

1. Aseguramiento: Si alguno de los miembros del hogar mayores de 5 afios, no
cuenta con servicio de afiliacion a salud, el hogar es considerado en carencia de
ésta condicion.

2. Acceso a servicios dada una necesidad: Si algiin miembro del hogar en los lti-
mos 30 dias enfrenté una enfermedad, accidente, problema odontolégico o al-
guna otra dificultad de salud que no haya implicado hospitalizacién y que para
tratarla no acudié a un médico general, especialista, odontdlogo, terapista o
institucién de salud, el hogar se encuentra en carencia de ésta condicién.

e Porcentaje de hogares con privacion en condiciones de vivienda: Es el
cociente entre la cantidad de hogares con carencias en al menos una de las cinco
condiciones de vivienda y el niimero de hogares, las condiciones son:

1. Acceso a fuente de aguas mejoradas: El hogar carece de ésta condicién si no
cuenta con servicio de acueducto.
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2. Eliminacién adecuada de excretas: Si el hogar no cuenta con servicio de alcan-
tarillado, presenta carencia en la condicién.

3. Pisos adecuados: Si el hogar tiene pisos en tierra, se encuentra en carencia de
pisos adecuados.

4. Paredes exteriores adecuadas: Se consideran que el hogar tiene carencia de
paredes exteriores adecuadas, si al encontrarse en zona urbana los materiales
de las paredes exteriores son en madera burda, tabla, tablén, guadua, otro
vegetal, zinc, tela, cartén, desechos o estan sin paredes.

5. Sin hacinamiento critico: Un hogar urbano se considera en privacién si hay en
el hogar tres o més personas por cuarto.



CAPITULO 4

Estimadores de proporciones para areas pequenas
basados en el modelo Beta. Aplicacién a datos de
condiciones de la ninez y juventud

En este capitulo se aborda la estimacién de proporciones para areas de los modelos
presentados en el marco tedrico del capitulo [2| En primera instancia, se desarrollan los
relacionados con el enfoque clasico, puesto que éste enfoque da origen al método de
estimaciéon EBLUP de SAE. En la seccién [41] se inicia con el modelamiento en mixturas
finitas de acuerdo con la teoria presentada en la seccién bajo la consideracién que,
SAE incorpora las estruturas de grupos a partir de modelos mixtos y aunque son trata-
mientos distintos, las mixturas finitas como se ha indicado podria ser una estrategia para
la reduccién de los errores asociados al modelo y de acuerdo con el andlisis descriptivo,
dicha agrupacién toma sentido dada la estructura de la informacién. Posteriormente, se
implementa el modelo beta clasico tratado de forma general en la seccién caso para
el cual los datos se asumen libres de estructuras agrupadas con el objeto de analizar
si, mediante el modelamiento del parametro de dispersién es posible capturar toda la
variabilidad contenida en los datos, los resultados relativos a este modelamiento se
presentan en la seccién |4.2

Ahora bien, para obtener estimadores HB de la teoria de SAE, en la seccién se
implementa el modelo beta bayesiano que no incorpora estructura de grupos, siguiendo la
teoria de la seccion con el propdsito de darle continuidad a los resultados del mismo
planteamiento (libre de grupos), del enfoque clésico. La inclusién de efectos aleatorios
desde el enfoque bayesiano se presenta en la seccién cuya extensién obedece a la
implementacién de varios escenarios de modelamiento; en primer lugar, dados por la
naturaleza de los efectos aleatorios, en donde se evaltia los debidos a las localidades y
los debidos a agrupaciones de UPZ’s, con base en un andlisis de clasificacién, siguiendo
a Torkashvand et al. (2017) quienes utilizan distancias euclidianas en el contexto del
EBLUP, para mejorar la estimacién del error cuadratico medio. En segundo lugar, los
escenarios se construyen de acuerdo a la incorporacién de efectos mixtos solo para la
media, asumiendo parametro de dispersién constante; y los demés escenarios corresponden
a variantes para el modelamiento del parametro de dispersién.

38
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En todos los casos se validan los supuestos sobre los residuales y en estimacién bayesiana
se realizan los diagnésticos de convergencia. Es de resaltar que se implementan para
la aplicacién los calculos de los errores ponderados por la matriz Hat, descritos en la
seccién debido a que los paquetes utilizados para el caso de modelos de mixtura
finita y modelos mixtos bayesianos no inclufan resultados para el respectivo andlisis al
momento de la implementacion. Por otro lado, el paquete usado para el modelo beta
bayesiano, aunque incorpora el cdlculo dentro del proceso de estimacion, presentaba
un leve error de programacién, por lo que se calcularon también de forma externa al
paquete. Adicionalmente, las graficas de bandas simuladas para la validacién del supuesto
de normalidad no estaban disponibles en los paquetes utilizados por lo que también su
desarrollo representa aportes para el presente trabajo.

El capitulo concluye en la seccion 4.5 con la comparaciéon de los modelos con base en la
metodologia de SAE para la estimaciéon de los errores estandar de los estimadores de cada
area, presentada en la seccion |1.4] como resultado se selecciona el modelo que presenta
los menores errores estandar; adicionalmente, se presenta una expresién analitica para
el calculo de las medidas de precisién, teniendo en cuenta que, dadas las caracteristicas
de la distribucién beta en la familia exponencial biparamétrica, es posible realizar la
estimacién de forma directa sin requerir técnicas de remuestreo.

4.1. Estimador de Proporciones en Mixturas Finitas Beta.
EMFB

Para ajustar el modelo del parametro de proporciones mediante mixturas finitas, se consi-
dera que se desconoce la composicién de los grupos de dreas pequenas como se desarrolld
en el capitulo [2] especificamente en la seccién Se estiman diferentes modelos para que,
de acuerdo con los criterios de seleccién, escoger el que mejor se adecia a la estructura
de los datos. El modelo general planteado corresponde al modelamiento de la media pg y
dispersion ¢4 con todas las variables explicativas. Asi:

logit(par) = Bok + Pk Educaciong + BapTrabajoq + BspSaludg + By Vivienday,
log(bar) = Yor + Mk Educaciong + yopTrabajoq + vspSaludg + varViviendag,

donde £ = 1,..., K que a su vez varia entre todos los tamanos de componentes posibles
K = 1,...,19 con el fin de evidenciar si la particion puede estar dada por las 19
localidades. El procedimiento de estimacién EFM para mixturas finitas es implementado a
través del paquete betareg del Software R — Project, con la funcién betamix, para el cual
bajo el modelo general no se logra convergencia del algoritmo incluso para componentes
de tamano 2.

En la tabla [B-4] se relacionan los modelos ajustados a partir de las variables en distintos
escenarios de inclusion y exclusion, indicando en qué casos no se alcanzd convergencia,
y en caso de alcanzarla sus criterios para seleccion BIC y AIC. El modelo que mejor
comportamiento tiene para estos datos es el M4, expresado asi;
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Modelo MFB (Mixtura Finita Beta):

logit(par) = Pox + PixEducaciong,
log(dar) = Yok + Y1k Educaciong. (4.1)

Contrastando con los resultados del andlisis descriptivo, la educacion tiene una asociacién
lineal positiva con las demds variables y por lo tanto puede recoger la informacion de las
restantes. La mejor particién encontrada mediante la estimacién Esperanza Maximizacion
para clases latentes bajo el modelo de la ecuacion estd dada por tres componentes
k =1,2,3 con los siguiente coeficientes estimados y errores estandar:

Componente 1 Componente 2 Componente 3
L Bin Error Est. B,  Error Est.  (8;3  Error Est.
Intercepto  -2.49 0.102 -1.55 0.075 -0.664 0.030
Educacion  2.69 0.158 2.18 0.146 1.051 0.050
bd i1 Yi2 i3

Intercepto  12.075 1.020 3.00 0.364 2.682 0.934
Educacion -27.88 1.822 0.84 0.953 16.60 3.069

Nota: Todos los coeficientes son significativos a cualquier nivel.

La convergencia es alcanzada después de 88 iteraciones
Tamanos de componentes: 11/78/14 — Criterios: BIC =-2389.817; AIC=-276.203
TABLA 4.1. Resumen Modelo Mixturas Finitas Beta (MFB).

La estructura de los grupos de UPZ’s de acuerdo con las 3 componentes a posteriori para
cada localidad se presenta en la tabla encontrandose que, localidades como Usaquén,
Kennedy, Fontibén, Suba y Teusaquillo tienen UPZ’s distribuidas en las tres grupos, lo
que evidencia fuente de heterocedasticidad adicional al interior de las mismas. Por otro
lado, el boxplot de la figura muestra la segunda componente como la que tienen
mayor dispersién pero es aproximadamente simétrica, mientras que la componente tres con
menor dispersién, es asimétrica a la izquierda. Por su parte, la componente uno, agrupa
UPZ’s con bajos porcentajes de ninos y jovenes en carencias y porcentajes de carencias
en educacién de hasta el 45 %, presentando tres datos atipicos, que a su vez influyen sobre
la grafica de densidades (Ver figura ), correspondientes a las localidades de Parque
el Salitre y Kennedy Central, con porcentaje de ninios y jovenes en carencia de 14.3% y
17.9 % respectivamente. La UPZ Usaquén de la misma localidad, presenta el dato atipico
por encima del grupo (25.6 %).

En la figura se presentan las rectas ajustadas para las medias de cada componente
(k=1,2,3.), encontrandose que la primera componente es influenciada por UPZ’s con ca-
rencias educativas del hogar aproximadamente altas (30 - 50 %) pero con carencias en las
condiciones de los nifios y jévenes bajas, lo que desde el punto de vista del IOH es un
comportamiento deseado, que se esperaria refleje a futuro movilidad social.
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Figura 4.1. Ninez y juventud por componentes de la mixtura del modelo MFB.
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F1GURA 4.2. Ecuaciones ajustadas para las medias, segiin las componentes de la mixtura en el
modelo MFB.

Para validar el modelo, se realiza el cdlculo de los residuales Pearson rel) (ver seccién
, en la figura que el autocorrelograma evidencia independencia y la grafica de
cuantiles sugiere que la distribucién empirica de los errores puede aproximarse a la Normal.
Especificamente, el test de Ljung Boz sobre independencia presenta un p—valor de 0.43
y el test de Shapiro Wilk para normalidad de 0.40. En cuanto a la gréfica de residuales
versus medias ajustadas, al carecer de patrén puede interpretarse que no es necesaria méas
informacién que modele la dispersion.
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F1GURrA 4.3. Gréficas de residuales de Pearson sobre el modelo MFB.

Finalmente, considerando los residuales ponderados rey sugeridos para validacién de su-
puestos en regresién beta, se encuentran resultados andlogos a los residuales Pearson,
con p—valores de 0.42 y 0.63 en los test Ljung Box y Shapiro Wilk de independencia y
normalidad respectivamente. La figura presenta las pruebas gréficas de supuestos del
modelo.
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FI1GURA 4.4. Gréficas de residuales ponderados sobre el modelo MFB.

En el apéndice [B.3.3] se presenta el cédigo disenado en R-Project para el cdlculo de
residuales en razén a que el paquete betamizr implementa el procedimiento de estimacién
mas no de validacion de supuestos.

4.2. Estimador de Proporciones Maxima Verosimilitud Beta.

EMVB

Como se refirié en la introduccién del capitulo, se implementa el modelo beta clasico
definido en la seccién considerando que, el planteamiento del modelamiento conjunto
de media y dispersion en la distribucién beta, permite definir completamente el compor-
tamiento del pardmetro de interés, en este sentido, el propédsito es analizar la capacidad
del modelo para recopilar toda la informacion de variabilidad que no es modelada a través
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de la media, sin incorporar de grupos o componentes como en el caso de mixturas finitas.

Se considera asi, el modelo que ajusta para cada UPZ los mismos interceptos y pendientes
dada la variable educacion:

Modelo MVB (Mdzima Verosimilitud Beta):

logit(pg) = Bo + B1Educaciong,
log(¢a) = Yo + v1Educaciony, (4.2)

hd B; Error Est.

Intercepto -1.38 0.070

Educacion 1.89 0.159

Pa i

Intercepto  2.80 0.236

Educacion  3.72 0.754

Nimero de iteraciones 16 (BFGS) + 1 (Fisher scoring)
Criterios: BIC =-248.442 ; AIC=-258.981
TABLA 4.2. Resumen Modelo Méxima Verosimilitud Beta (MVB).

La recta ajustada para el modelo de la ecuacion se presenta en la figura [4.5] en la que

se observa, como se esperaba, que el ajuste genera errores més amplios que los generados
sobre el modelo de la ecuacién (4.1).
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Ficura 4.5. Ecuacién ajustada para la media del modelo MVB.

No obstante, se cumplen sus supuestos ya que la normalidad probada mediante el test de
Shapiro Wilk para los errores ponderados rej] presenta un p-valor de 0.127, por su parte,
la independencia probada con el test Ljung Box tiene un p—valor de 0.508.
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Finalmente, al comparar los criterios de informacién resumidos en la tabla (4.3)) el modelo
MFB puede preferirse si se considera que el BIC se encuentra penalizado para la cantidad
de coeficientes estimados.

Modelo AIC BIC Desvio
Mixturas Finitas Beta (MFB) -276.203  -239.317 -294.93
Méxima Verosimilitud Beta (MVB) -258.981 -248.442 -266.98

TABLA 4.3. Criterios de informacién para comparacién de modelos MFB y MVB.

4.3. Estimador de Proporciones Completamente Bayesiano
Beta. ECBB

Mediante los modelos planteados en las secciones anteriores, se realiza estimacion via
méxima verosimilitud, cuyo andlogo en SAE corresponde al método EBLUP, tratado en
el capitulo [I| Mediante el enfoque completamente bayesiano es posible obtener los esti-
madores HB tratados en la seccién esta distincion es necesaria para evidenciar que
no se tratan de estimadores obtenidos con ajuste de modelos Bayesianos Empiricos. En
esta seccion se ajusta el modelo beta bayesiano que al igual que el modelo beta clasico
no considera existencia de grupos, y se implementa con el mismo propédsito de evaluar la
capacidad de recoger la variabilidad que no es modelada por el parametro de localizacion.

De acuerdo con la propuesta de estimacién de Cepeda—Cuervo (2001) y Cepeda et
al. (2005) para la estimacién conjunta de media pg y dispersién ¢4 para variables
dependientes en la distribucién beta en el marco de modelos pertenecientes a la familia
exponencial biparamétrica, se plantea el modelo:

Modelo CBBE (Completamente Bayesiano Beta Equivalente)

logit(pg) = Bo + B1Educaciong,
log(bq) = Yo + v1Educaciong. (4.3)

Se denomina FEquivalente ya que coincide en forma funcional con el modelo maxima
verosimilitud beta (MVB) de la ecuacién , sin embargo desde el planteamiento
bayesiano se asumen que los coeficientes de regresién también son variables aleatorias y
por lo tanto siguen una distribuciéon de probabilidad. Para el caso, las a priori son tales
que 8 ~ N(b*,B*) y v ~ N(g*,G*¥), donde b*, B*, g* y G* estdn definidas de acuerdo a

las ecuaciones (2.10) y (2.12).

La estimacién se implementa a través del paquete Bayesianbetareg del Software R — Pro-
ject, con los siguientes resultados:
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78 Bi  Error Est. InfIC (95%) Sup IC (95%)
Intercepto -0.26 0.082 -0.417 -0.096
Educacion 2.59 0.268 2.068 3.122

P ¥i

Intercepto  3.06 0.333 2.383 3.704
Educacion -0.24 0.945 -2.081 1.619

Tamano de la cadena 100.000, Burn in 0.2, Salto 30
Criterios: BIC =225.877} ; AIC=220.1079; Desvio=216.1079
TABLA 4.4. Resumen Modelo Completamente Bayesiano Beta Equivalente (CBBE).

En la figura se presentan los graficos de trayectorias de las muestras generadas
a partir de las distribuciones a posteriori de cada parametro, observandose un buen
comportamiento en el sentido que explora de forma alternada los estados de la cadena y
los periodos de transicidon pequenos permiten suponer convergencia.

De acuerdo, con las pruebas de convergencia, ver apéndice , los estadisticos Ge-
weke sobre la diferencia de medias ergdédicas no son mayores que el percentil 95 de una
distribucién Normal, con lo cual, si bien no indica convergencia tampoco es posible con-
cluir que no la alcance, sin embargo, dado el comportamiento grafico de las trayectorias,
asi como los p-valores de la prueba Heidelberger — Welch se concluye que se alcanza con-
vergencia dado que no se rechaza la hipdtesis de estacionariedad y las longitudes medias
de los intervalos de credibilidad (Halfwidth) son pequenos.

L Geweke Heidelberger y Welch  Halfwidth
Intercepto  0.8504 0.692 0.00321
Educacion -0.9928 0.653 0.01018
bd

Intercepto  0.4048 0.745 0.0232
Educacion -0.6100 0.654 0.0623

Fracciones de cadenas Geweke: 0.1- 0.5, Burn in 0.2, Salto 30
Prueba Rifter — Lewis: ¢ = 0.025, v = 0.005, s = 0.95 para al menos 3.7/6 muestras
TABLA 4.5. Criterios de convergencia de las cadenas en el Modelo CBBE.

La verificaciéon de supuestos de los errores ponderados por la matriz Hat rejj indican que es
posible asumir normalidad ya que mediante la prueba Shapiro Wilk se obtiene un p—valor
de 0.321. Caso contrario ocurre con la independencia, debido a que el p-valor asociado a la
prueba Ljung Boz es tan solo de 0.0306. Bajo esta consideracién y teniendo en cuenta que,
como se observa en la tabla la variable educacién no resulta significativa para modelar
la dispersion en el enfoque completamente bayesiano, no es posible tener un modelo simil
al obtenido mediante estimacién clasica, esto tiene implicaciones por ejemplo, para la
implementacién directa del estimador Bayesiano Empirico.
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F1GURA 4.6. Grafico de trayectorias del Modelo CBBE.

En las tablas y se presentan algunos de los modelos estimados teniendo en cuenta
que la inclusiéon— exclusién de variables afectaban o bien la convergencia, la significancia
o los supuestos. De acuerdo a lo anterior, los modelos M1 y M7, presentan convergencia
y cumplen los supuestos de normalidad e independencia en los errores. Los resultados se
describen a continuacion, considerando en principio el modelo M4 ya que, de acuerdo con
los criterios de selecciéon, tienen mejor desempeno:

Modelo CBB (Completamente Bayesiano Beta)

logit(pq) = B1Educaciong + B2Saludy,
log(¢a) = 0. (4.4)
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En donde, los coeficientes y sus medidas de error estandar e intervalos de credibilidad se
especifican en la tabla las trayectorias en la figura y las respectivas pruebas de
convergencia en la tabla

L Bi  Error Est. InfIC (95%) Sup IC (95%)
Educacion 1.163 0.173 0.829 1.511
Salud 3.873 0.881 2.210 5.580

Pd Vi

Intercepto 2.321 0.130 2.054 2.567

Tamano de la cadena 100.000, Burn in 0.2, Salto 30
Criterios: BIC =91.9668 ; AIC=86.6974; Desvio=82.697
TABLA 4.6. Resumen Modelo Completamente Bayesiano Beta (CBB).
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FiGURA 4.7. Gréfico de trayectorias del Modelo CBB.

L Geweke Heidelberger y Welch  Halfwidth
Educacion -0.0121 0.973 0.00658
Salud 0.81688 0.766 0.03344
bd

Intercepto  -0.3047 0.539 0.011

Fracciones de cadenas Geweke: 0.1- 0.5, Burn in 0.2, Salto 30
Prueba Rifter — Lewis: ¢ = 0.025, r = 0.005, s = 0.95 para al menos 3.746 muestras
TABLA 4.7. Criterios de convergencia de las cadenas en el Modelo CBB.

Como se ha indicado, éste modelo presenta criterios de seleccién mejores que cualquier
otro modelo considerado en la metodologia completamente bayesiana y ademas los p—
valores de las pruebas de normalidad e independencia Shapiro Wilk y Ljung Box para los
errores ponderados reyj, respectivamente son 0.058 y 0.198. Sin embargo, en la figura
la grafica de dispersién de los errores ponderados versus los valores ajustados de la media,
ademds de tener dos datos extremos, los puntos restantes tienen un comportamiento de
cono invertido, indicando que el modelo no ha recogido completamente la dispersién de los
datos, en otras palabras hay presencia de heterogeneidad; por su parte el grafico de bandas
simuladas para chequear la normalidad contradice el resultado de la prueba analitica de
Shapiro Wilk, situacién que puede deberse a que dado el p—valor, la hipdtesis de normalidad
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podria ser rechazada a un nivel de significacia del 10 %, pero ademads que el resultado de
la prueba puede estar siendo afectado por la heterocedasticidad presente.
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FiGuRrA 4.8. Gréficas de residuales ponderados sobre el modelo CBB.

Por su parte el modelo M3, también cumple con las condiciones de convergencia, signifi-
cancia y supuestos de normalidad e independencia en los errores, con p—valores de 0.118 y
0.509, respectivamente, as{ mismo, la grafica de dispersién de los errores frente a la media
ajustada presenta un comportamiento que permite suponer que la varianza presente en los
datos ha sido completamente capturada por el modelo, indicando homocedastidad en los
errores, el grafico de autocorrelacién incluye dentro de los umbrales de aleatoriedad todos
los rezagos y el grafico de bandas simuladas, es acorde con la prueba de Shapiro Wilk.
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FiGURA 4.9. Gréficas de residuales ponderados sobre el modelo CBBa.

En consecuencia, el modelo Mo tiene resultados mas confiables y por lo tanto bajo la
sigla BBa sus estimaciones e informacién de convergencia se presenta a continuacién:

Modelo CBBa (Completamente Bayesiano Beta Alterno)

logit(pg) = Bo + B1Educaciong + B2Trabajoq,
log(da) = o (4.5)

Los coeficientes estimados, errores estandar e intervalos de credibilidad se presentan en
la tabla las trayectorias y pruebas de convergencia en la figura y la tabla
respectivamente.
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7] Bi  Error Est. InfIC (95%) Sup IC (95 %)
Intercepto -0.489 0.087 -0.667 -0.321
Educacion  0.959 0.314 0.364 1.588
Trabajo 4.444 0.428 3.605 5.304

P i

Intercepto  2.987 0.139 2.705 3.251

Tamano de la cadena 100.000, Burn in 0.2, Salto 30
Criterios: BIC =177.142 ; AIC=169.2378; Desvio=163.2378
TABLA 4.8. Resumen Modelo Completamente Bayesiano Beta Alterno (CBBa).

L Geweke Heidelberger y Welch  Halfwidth
Intercepto  1.6998 0.107 0.00301
Educacion  -0.597 0.642 0.01072
Trabajo -1.721 0.104 0.01483
ba

Intercepto  1.062 0.713 0.00967

Fracciones de cadenas Geweke: 0.1- 0.5, Burn in 0.2, Salto 30
Prueba Rifter — Lewis: ¢ = 0.025, v = 0.005, s = 0.95 para al menos 3.7/6 muestras
TABLA 4.9. Criterios de convergencia de las cadenas en el Modelo CBBa.

Los modelos beta bajo el enfoque bayesiano que mejor se ajustaron a los datos, corres-
ponden a modelos de dispersién constante, cuya estructura no afecta la estimacién de la
precisién de cada area pequena en SAE, debido a que la varianza de la variable aleatoria

depende de la estimacién de pg, ver ecuacion (2.3)).
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FicUurA 4.10. Gréfico de trayectorias del Modelo CBBa.

4.4. Estimador de Proporciones Bayesiano Mixto Beta.
EBMB

De acuerdo con el planteamiento de SAE basada en modelos, el procedimiento de
estimacién establece modelos mixtos que resultan de considerar los errores asociados
al diseno muestral, ver ecuacion y los asociados al modelo superpoblacional que
sigue el pardmetro de interés, de acuerdo con la ecuacién , el rol de estos errores
en el modelo consiste en generar estimadores de varianzas basadas en modelos que
conduzcan finalmente a la estimacién de las medidas de precisiéon en areas pequenas;
en este sentido, debido al desconocimiento de la varianza de disefio, se requiere el
uso de sus estimadores muestrales, lo que incorpora sesgos en la estimacion; con base
en ello, se encuentran en la literatura planteamientos que hacen uso del enfoque baye-
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siano definiendo distribuciones a priori para modelar la varianza (You y Chapman (2006)).

Desde el punto de vista de modelos beta en la familia exponencial biparamétrica, estos
inconvenientes no se presentan ya que se establecen modelos directos para los parametros
de media y dispersién, tal como se desarrollé en la secciéon previa No obstante, se
observa que al ajustar una tunica ecuaciéon para la media, los residuales pueden ser de
tamano considerable en comparacién con los obtenidos cuando se ajustan diferentes
medias ante la existencia por ejemplo, de grupos latentes, tal como se desarrollé en la
seccién [4.1] con mixturas finitas, que incorporan los grupos a partir de estimacién EM. Con
lo anterior, una estrategia para modelar diferentes medias dentro del enfoque bayesiano
es la inclusién de efectos aleatorios, teniendo en cuenta que desde la distribucién beta
biparamétrica, no se incorporan para estimar varianzas como en el caso tradicional, sino
buscando mejorar las medidas de precision de las dreas pequenas.

En esta seccion se consideran los siguientes modelos de efectos mixtos en la distribucién
beta biparamétrica, con base en la teoria presentada en la seccién [2.5

Modelo BMBDc (Bayesiano Mixto Beta con Dispersion constante)

logit(pa) = XaB + Zaua,
log(¢a) = 1, (4.6)

Modelo BMBDm (Bayesiano Mixto Beta con modelamiento del pardmetro
Dispersion)

logit(pa) = XaB + Zqua,
log(¢q) = Wy (4.7)

Modelo BMBDmm (Bayesiano Mixto Beta con Dispersién mirta)

logit(pq) = XaB + Zqug,
log(¢q) = Way + Bada, (4.8)

El modelo de la ecuacion (4.6) tiene la misma forma funcional que los desarrollados por
Figueroa—Zuniga et al. (2013), presentados en la seccién (Ver ecuaciones (2.14]) y
2.16)).

Por su parte, los modelos de las ecuaciones y (4.8) corresponden a un caso particular
y a una extensién del modelo para la dispersiéon propuesto por los autores en la ecuacién
, respectivamente. En cuanto a la especificacion de las distribuciones a priori se tiene
en cada caso:

.. Ud’ﬂm Yy~ N(Mu, Eu)?
i Y|t ~ G(1),

iii. Blug, X ~ N(ug,Xp),
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. ¢ ~ GI(t1,t2), No informativa.

Para el modelo de dispersién constante en la ecuacién (4.6]) y, para las dispersiones mode-
ladas de acuerdo con la ecuacién (4.7]) se intercambia el literal iv. por:

10 Y|py, By ~ N (i, 59),

Para concluir la etapa de especificacién de las a priori, en el caso de las dispersiones que
siguen el modelo mixto de la ecuacion (4.8)) se intercambia iv. y se adicionan v. y vi.

iv. balwe, Xp ~ N (1p, 2p),
v. Y|tk ~ G(x),

vie Y|y, By~ N (1, 59),

Tal y como se han especificado las apriori, las distribuciones propuestas difieren de las
usadas por Figueroa—Zuniga et. al (2013), ya que durante el proceso de ajuste de los mo-
delos, se observé que la inclusiéon de mayor niimero de parametros con muestras pequenas,
generaban cambios importantes y distorsiones ante leves modificaciones en los grados de
libertad. Ejemplo de ello se presenta en la figura [4.11] que ilustran las trayectorias de las
cadenas y las de autocorrelacion para un ensayo sobre los datos de la implementacion para
el cual se consider6 la agrupacion dada por las componentes de mixturas finitas. Razén
por la cual se opta por realizar la aplicacién sobre las a priori ya mencionadas, basadas
en distribuciones normales para coeficientes de las componentes sistematicas de medias y
dispersiones.
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FiguraA 4.11. Trayectorias y autocorrelacién modificando las distribuciones a priori

Finalmente, los modelos son implementados en JAGS por sus siglas en inglés (Just
Another Gibbs Sampler) que, como su nombre lo indica se basa en el algoritmo mues-
treo de Gibbs, ver apéndice [A.2.2] para la simulacién de MCMC en modelos Bayesianos
Jerarquicos. Aunque el lenguaje de programacion no difiere sustancialmente del software
WinBUGS, entre otras cosas, la operabilidad es mas intuitiva.

4.4.1. Modelo de efecto aleatorio natural

Una vez especificadas las formas funcionales de los modelos de efectos mixtos que seran
considerados, asi como las distribuciones a priori, falta la definicién del efecto aleatorio
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y las variables a incluir. Para este caso, se ha denominado efecto aleatorio “natural”
porque corresponde a las dreas mayores que contienen a las dreas pequenas; es decir,
la primera propuesta es considerar que el efecto aleatorio es la localidad con d niveles
d=1,...,18. Por otro lado, se considera uinicamente como variable independiente a las
condiciones de educacién del hogar ya que resulté la variable que mejor modela la media
y dispersion de las condiciones de la ninez y la juventud, bajo las diversas metodologias
implementadas, recapitulando: de la seccién el modelo de mixtura finita beta (MFB);
de la seccién el modelo maxima verosimilitud beta (MVB) y de la seccién el
modelo completamente bayesiano beta alterno (CBBa).

Bajo el modelo BMBDc de la ecuacién los resultados de la estimacion de cada
coeficiente, se presenta en la tabla en donde, se observa que la variable Educacién
no resulta significativa en la mayoria de las localidades, caso contrario sucede con los
interceptos, en su mayoria significativos, pero se presentan problemas cuando el tamano
de muestra es escaso, situacién en la cual ningtin coeficiente es significativamente diferente
de cero. Desde la figura [B.4] a la se muestran las trayectorias de las cadenas para
los interceptos y las pendientes, asi como las graficas de autocorrelacién. En el dltimo
caso se evidencia ademads, que la localidad 15 (Antonio Narino), no tiene una trayetoria
regular y existe correlacién serial para diferentes rezagos. Los estadisticos de Geweke
para intercepto y pendiente en este grupo son (2.65,26.593) indicando que no alcanza la
convergencia y aun cuando pasan las pruebas de estacionariedad de Heidelberger y Welch
(p—valor:0.3219, 0.3221), no asi las de las longitudes medias de intervalos de credibilidad
(Halfwidth: 5.482,21.36). Los problemas de autocorrelacién podrian solucionarse median-
te la generaciéon de cadenas mas largas y periodos de burn in mayores, sin embargo,
la ausencia de significancia impide generar ecuaciones diferenciadas por localidad, si-
tuacién que no se mejora con la especificacién de modelos para el pardmetro de dispersion.

Como conclusion de considerar los efectos aleatorios naturales, es posible que la combina-
cién: alto nimero de efectos aleatorios con presencia de tamanos minimos de muestra y
desbalanceados, tal como sucede con los datos de ésta aplicacion, impidan la convergencia
de las cadenas a distribuciones estacionarias ya que en los casos de tamanos minimos pue-
den presentarse inconvenientes para lograr cambios de estado en cada iteracion, tal y como
ocurre con la localidad de Antonio Narifio. En todo caso, validar esta hipétesis mediante
un andalisis de factibilidad en el que se consideren diversos universos y tamanos de muestra,
se encuentra fuera del alcance de la aplicacion, quedando como opcién de trabajos futuros.

Con lo anterior, se propone el disefio de clusters para analizar estructuras de grupos
latentes, tal como se aborda desde la metodologia de mixturas finitas, solo que, para el caso,
dichos grupos no aplican dado que su construccion obedece a supuestos distribucionales
y metodos de estimacion que difieren del enfoque bayesiano, lo que posiblemente tendria
incidencia en los resultados.

4.4.2. Analisis de clasificacién para el diseno de clases latentes

En consideracién al desempeno del modelo de mixturas finitas, asi como el andlisis de
las dreas mayores (localidades) descrito en la seccién un planteamiento alternativo
se basa en la diseno de grupos que, por un lado permita el modelamiento de diversas
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ecuaciones para la media y la dispersién en aras de reducir los residuales cuando las
condiciones del efecto aleatorio “natural” no permiten la convergencia; por otro lado,
es posible que el incremento del tamano de muestra facilite los cambios de estado en la
cadena hasta alcanzar estacionariedad. La estrategia es ademds soportada, a través del
trabajo de Torkashvand et al. (2017) quienes en el marco de SAE basada en modelos
lineales a nivel de &area, construyen grupos con base en distancias euclidianas con el
proposito de reducir del error cuadréatico medio del EBLUP.

Mediante el andlisis de componentes principales, previo a la construciéon de clusters, se
incluyen todas las variables definidas dentro de la propuesta del IPM y que han sido
tratadas a lo largo del documento. Dado lo anterior, se encuentra que el primer plano
factorial concentra el 80% de la variabilidad total de la informacién, principalmente
explicada por el primer eje que concentra 68.3 %, resultado congruente con el andlisis des-
criptivo que indicaba altas correlaciones entre las variables incluidas en el modelo. Por su
parte, la variable que més contribuye en la conformacién del primer factor es, condiciones
educativas del hogar, de hecho en la figura se observa que ésta practicamente define
el eje, situacién andloga a los resultados de modelos implementados. El segundo eje,
que concentra el 12.2% de la variabilidad de los datos, estd principalmente descrito por
las condiciones de la nifiez y la juventud asi como por las condiciones de trabajo del hogar.

En relacién a la representacion de los individuos en el plano factorial, de acuerdo con la
figura se observa que en el cuadrante 1, se encuentran las UPZ’s con poblacién que
puede denominarse vulnerable pues esta caracterizada por presentar los indices mas altos
de carencias en condiciones educativas del hogar y en condiciones de la ninez y juventud;
pero ademads, se encuentran tipificadas por presentar condiciones de vivienda con altos
porcentajes de carencia, comportamiento diferencial del resto de cuadrantes del plano,
maxime cuando desde el contexto de ciudad, las coberturas de servicios ptblicos son un
tema que se considera “superado”, por lo menos en las areas urbanas. Este hecho es el
resultado de un dato extremo dentro de la localidad de Usme, correspondiente a la UPZ
Ciudad Usme, cuyo comportamiento se explica por tener estructuras similares a zonas ru-
rales si se analiza a partir de su densidad poblacional, ya que dicha UPZ concentra el 30 %
de la extension hectaria de la localidad, segin cifras de la Secretaria Distrital de Planea-
cién para 2011 y tamaifio poblacional de 14.852 habitantes, de acuerdo con la misma fuente.

El cuarto cuadrante, se asocia a la poblacién de hogares con problemas educativos y
que tienen gran afectacién en sus condiciones de trabajo, ya que presentan mayores
tasas de desempleo y desempleo de larga duracién, es decir presentan una pobreza
estructural. Las UPZ’s del tercer cuadrante pueden denominarse en pobreza coyuntural
puesto que sus mayores carencias la presentan en condiciones de trabajo pero con bajos
porcentajes en las condiciones educativas, de vivienda y de condiciones de la ninez y la
juventud. Finalmente, en el segundo cuadrante, se encuentran las UPZ’s que teniendo
bajas carencias educativas, presentan simultdneamente altas carencias en condiciones de
la ninez y la juventud, asi como en las condiciones de trabajo.

Para terminar, en la figura se observan los clisters de UPZ’s con tamaiios de 4 a 6
grupos, no obstante, en todos los escenarios Ciudad Usme por si misma corresponde a
un cluster que, como se ha visto, tiene implicaciéon en la convergencia de la cadena. Por
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ejemplo, para la informacién clasificada en 6 grupos, bajo el modelo de la ecuacién (4.6)
se observa en la figura que las cadenas asociadas a los coeficientes del sexto grupo
(Ciudad Usme), no son estacionarias.

Finalmente, debido al efecto que tiene la variable condiciones de la vivienda sobre la
proyeccién de los individuos en el plano factorial, su significancia en los modelos imple-
mentados, asi como su impacto dentro del contexto tematico de zonas urbanas, se realiza
un nuevo andlisis factorial considerando inicamente las variables asociadas a educacion y
trabajo, con el sustento de ser las dos variables que maés contribuyen en la construccién
de los ejes del ACP anterior. Sin entrar en andlisis detallado de los resultados en la figura
se observa que el porcentaje de varianza recogida por los ejes del plano factorial
alcanza el 100 % bésicamente debido a la variable educacién (88.8%).

4.4.3. Modelo de efecto aleatorio por clases latentes

En el primer escenario implementado se considera como efecto aleatorio, el dado por las
clases latentes del ACP y se modelan los pardmetros de interés en funcién de las caren-
cias en condiciones educativas del hogar, sin embargo, los resultados obtenidos indican
que para el primer cluster en ningin modelo (dispersién constante, modelada o mixta)
tiene intercepto o pendiente significativa. De esta manera, se desarrolla un sequndo es-
cenario de modelamiento que consiste en modificar la variable independiente que explica
el comportamiento de la ninez y la juventud en el cluster, por las condiciones de trabajo
del hogar encontrando los mismos resultados; situacion que limita el ajuste de un modelo
para el grupo mencionado, por lo cual, al analizar la relacién de las variables del ACP con
la dependiente, se encuentra que el comportamiento de las condiciones de la ninez y la
juventud en el cluster 1, se relaciona con el cociente entre las condiciones educativas del
hogar y las condiciones de trabajo, como se muestra en la figura es decir, se observa
que las carencias de la nifiez crecen o decrecen conforme la relacién Educacién/Trabajo lo
hace.
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040
I
)

035
I

Condiciones de 1a nifiez Condiciones de a nifiez Condiciones de la nifiez

FiGURA 4.12. Gréficas de dispesién variable dependiente vs independientes. Cluster 1

Bajo este contexto, se realiza el modelamiento incorporando este cociente como variable
explicativa para el cluster mencionado. Adicionalmente, en relaciéon a las distribucio-
nes a priori, se evidencié que la inclusiéon de varianzas estocasticas definidas en los
literales (ii) para los efectos aleatorios de los tres modelos puestos a prueba, afectan
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las autcorrelaciones de las cadenas como lo ilustra por ejemplo, la figura [B.19] para el
modelo BMBDc en donde ademds, el criterio de seleccién DIC es (-246.4), mayor que
el obtenido para el mismo modelo asumiendo varianzas no estocasticas. Finalmente,
las cadenas requirieron de un alto nimero de iteraciones, en comparacién con los
modelos implementados en otras metodologias pasando de 100.000 a 1.000.000, princi-
palmente sobre leves rezagos de orden 1 existentes en las cadenas asociadas al tercer grupo.

Los resultados de los modelos basados en los tres escenarios planteados en las ecuaciones

(4.6), (4.7) v (4.8) se presentan a continuacién, para que, una vez descritos los resultados
se defina el mejor modelo mediante los criterios de seleccién, sobre el cual se verifican los

supuestos de los residuales.

4.4.3.1. Modelo Bayesiano Mixto Beta con Dispersion constante

Para el modelo de dispersién ¢ constante BMBDc, se tiene a = 41.777 y la estimacion
de los coeficientes del modelo para las medias son:

Cluster 1 Cluster 2 Cluster3
I Bi1 Error Est. Bio Error Est. Bis Error Est.
Intercepto -1.269 0.062 -1.469 0.211 -1.742 0.434
Educacion 2.126 0.765 2.591 0.832

Cociente (E/T) 0.115 0.028

Nota: Todos los coeficientes son significativos a cualquier nivel.
Tamanos de los clusters: 38/40/25 — Criterio DIC: -252.6
TABLA 4.10. Resumen modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién constante (BMBDc).

4.4.3.2. Modelo Bayesiano Mixto Beta con modelamiento del parametro Dis-
persién

Para el modelo de dispersion ¢4 modelada BMBDm, se asume que la relaciéon entre el
logaritmo del parametro sigue una relacion lineal simple con relaciéon a las condiciones
educativas del hogar, es decir:

log(¢a) = 70 + Educaciony;

En donde,

0d 5 Error Est.
Intercepto  3.001 0.227
Educacion 3.468 0.766

Por su parte, la estimacion de los pardmetros asociados a las medias se presentan en la

tabla .11}
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Cluster 1 Cluster 2 Cluster3
7%} Bi1 Error Est.  B;2  Error Est.  3;3  Error Est.
Intercepto -1.240 0.078 -1.479 0.213 -1.754 0.272
Educacion 2.161 0.730 2.602 0.480

Cociente (E/T) 0.115 0.040

Nota: Todos los coeficientes son significativos a cualquier nivel.
Tamarios de los clusters: 38/40/25 — Criterio DIC: -270.9
TABLA 4.11. Resumen Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién modelada (BMBDm).

4.4.3.3. Modelo Bayesiano Mixto Beta con Dispersion mixta

En cuanto a la inclusion de efectos aleatorios, sobre el modelo de dispersiéon ¢4 mixta
BMBDmm, se realizan tres modelos, uno que incorpora los mismos clusters y variables
tanto para media como para dispersion BMBDmm1, el segundo surge a partir del hecho
de que, como se observa en la tabla la mayoria de los coeficientes que modelan
la dispersién resultan no significativos, por lo cual, para el escenario 2, se asume que
la estructura de los clusters se conserva, pero se modela la dispersién sélo en funcién
de la variable educacion como se observa en la tabla y el modelo serd notado
BMBDmm?2. El tercer modelo modifica también los grupos en razoén a que el
modelo BMBDmm2 descrito anteriormente, muestra algunos coeficientes significativos,
por lo tanto se unen los no significativos en un solo grupo, bajo el modelo notado
BMBDmm3.

Modelo Bayesiano Mixto Beta, Dispersién Mixta 1: (BMBDmm1)

Cluster 1 Cluster 2 Cluster3

L Bi1 Error Est. Bi2 Error Est. Bis Error Est.
Intercepto -1.708 0.362 -1.470 0.201 -1.775 0.190
Educacion 2.138 0.751 2.640 0.355
Cociente (E/T)  1.063 0.643

®d it Error Est. Yio Error Est. Vi3 Error Est.
Intercepto 3.993 0.875 4.176 0.819 4.218%* 2.383
Educacion -1.866** 2.945 2.433** 4.609

Cociente (E/T) 0.018*%* 0.829
**: Coeficientes No significativos. Tamarios de los clusters: 38/40/25 — Criterio DIC: -261.5

TABLA 4.12. Resumen Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién mixta (BMBDmm1).

Modelo Bayesiano Mixto Beta con Dispersién mixta 2: (BMBDmm?2)
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Cluster 1 Cluster 2 Cluster3

L Bi1 Error Est. Bi2 Error Est. Bi3 Error Est.
Intercepto -1.251 0.062 -1.476 0.204 -1.752 0.191
Educacion 2.165 0.748 2.601 0.353
Cociente (E/T) 0.116 0.044

b4 i1 Error Est. io Error Est. Vi3 Error Est.
Intercepto 2.735 0.341 4.150 0.842 3.605%* 2.583
Educacion 8.259 3.479 -1.733%* 3.015 3.611%* 4.968

**: Coeficientes No significativos. Tamanios de los clusters: 38/40/25 — Criterio DIC: -277.0

TABLA 4.13. Resumen Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersiéon mixta solo a partir de edu-
cacién (BMBDmm?2).

Modelo Bayesiano Mixto Beta con Dispersién mixta 3: (BMBDmm3)

bdq 7i1  Error Est.  7%;  Error Est.
Intercepto 4.001 0.444 5.481 0.295
Educacion 9.500 3.520 -2.669 0.565

Cluster 1 Cluster 2 Cluster3
I Bi1 Error Est. Bio Error Est. Bis Error Est.
Intercepto -1.261 0.054 -1.449 0.216 -1.785 0.186
Educacion 2.059 0.795 2.659 0.356

Cociente (E/T) 0.112 0.035
Criterio DIC: -281.0
TABLA 4.14. Resumen Modelo Bayesiano Mixto Beto con dispersién mixta y grupos colapsados
(BMBDmma3).

Bajo el criterio DIC, el mejor modelo dentro del grupo de modelos beta mixtos para me-
dia y dispersion es el BMBDmm3, con valor de -281, sin embargo, éste modelo presenta
inconvenientes sobre los supuestos de los errores, toda vez que el test de Shapiro Wilk
para normalidad presenta un p—valor de 0.0075 resultado que se confirma con la grafica de
bandas simuladas de la figura y aunque cumple con los supuestos de independencia
(p— valor de 0.11 para el test Ljung-Boz) no puede ser considerado como un buen mode-
lo, si ademas, en la grafica de dispersién de las medias ajustadas frente a los residuales
ponderados se observa una marcada forma de cono, indicando que la varianza no ha sido
correctamente modelada.
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F1GURA 4.13. Gréficas de residuales ponderados sobre el modelo BMBDmma3.

Con los anteriores escenarios, se concluye que el modelo de dispersién de componente
sistematica lineal simple, puede modelar adecuadamente la dispersién, en este caso, la
verificacion de los supuestos de los errores presentan para el test de Ljung Box un p—valor
de 0.2658 asi mismo, el grafico de bandas simuladas presentan un comportamiento de
normalidad, como se observa en la figura
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FiGURA 4.14. Gréficas de residuales ponderados sobre el modelo BMBDm.

Las graficas de trayectorias de las cadenas, asi como de las autocorrelaciones se presentan
en las figuras [{.15] y [4.16] respectivamente, para la inspeccién visual de convergencia.
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Ficura 4.15. Trayectoria de las cadenas del modelo BMBDm.
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FIGURA 4.16. Autocorrelaciones de las cadenas del modelo BMBDm.
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Para concluir el andlisis del modelo, las pruebas analiticas confirman la convergencia para
todas las cadenas.

d Cluster Geweke Heidelberger y Welch Halfwidth
Intercepto 1 0.42240 0.9869 0.00377
2 -0.45084 0.0717 0.01295
3 0.55572 0.7567 0.02649
Pendiente 1 1.21640 0.8615 0.00172
2 0.52303 0.0973 0.04925
3 0.03576 0.6252 0.05176
¢
Intercepto -0.12459 0.0648 0.36690
Pendiente -0.07431 0.1238 0.36690

TABLA 4.15. Criterios de convergencia de las cadenas del Modelo BMBDm.

4.5. Analisis comparativo de estimadores de proporciones pa-
ra areas pequenas basados en el modelo Beta

A lo largo del capitulo se abordé la estimacién de variables que siguen una distribucién
beta biparamétrica desde el enfoque clasico, mediante el tratamiento de mixturas finitas,
asi como de estimacién clésica beta; posteriormente se abordé la estimacion bayesiana sin
incluir efectos aleatorios considerando que la distribucién beta permite realizar de forma
directa, la estimacion del pardmetro de dispersion, y por lo tanto la posterior varianza
del estimador; los efectos aleatorios incorporados en la parte final de la aplicacién se
introducen como una estrategia para mejorar el ajuste del modelo, caso para el cual, el
efecto natural no resulta significativo, por lo que se consideraron grupos dados por clasi-
ficacién via ACP y se ajustan modelos bajo diferentes escenarios de inclusion de los efectos.

Bajo cada metodologia, se obtuvo “el mejor” modelo ajustado, la respectiva verificacion
de supuestos y, para los casos de estimaciéon bayesiana, se incluyé su andlisis de conver-
gencia. En la préactica, sélo un modelo es seleccionado con el objeto de que en términos
generales, ademads de cumplir con las cualidades de ajuste, sea posible la publicacién de
cifras con la precisiéon adecuada para cada drea pequena. Como se presentd en la seccién
la medida utilizada en SAE para tal fin, es el error cuadratico medio, sin embargo,
debido, entre otras cosas, a la ausencia de expresiones analiticas para su estimacion,
Chatterjee, Lahiri y Li (2006) proponen el uso de técnicas de remuestreo como bootstrap
para su célculo, ver apéndice Desde el enfoque Bayesiano, la medida puede ser
estimada a partir de las cadenas generadas dentro del procedimiento de estimacion, sin
embargo, de acuerdo con Herrador M.et. al (2009), los resultados de cada modelo depen-
den de las especificaciones y los supuestos asociados, lo que impide su comparacién directa.

De lo anterior, en esta seccion se presentan los resultados de estimacién de las medidas
precision mediante la técnica de bootstrap, que permite generar criterios de decision
aislando el efecto de la metodologia de estimacién; los estimadores sujetos al andlisis
de precisiéon son: Estimador en Mixturas Finitas Beta (EMFB), Estimador Maxima
Verosimilitud Beta (EMVB), Estimador Completamente Bayesiano Beta (ECBB) y
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Estimador Bayesiano Mixto Beta (EBMB), obtenidos mediante el ajuste de los modelos
respectivos: mixtura finita beta (MFB) desarrollado en la seccién modelo clasico
beta (M'VB) de la seccién modelo bayesiano beta alterno (BBa) de la seccién y
finalmente, de la seccién previa [£.4] el modelo bayesiano mixto beta con modelamiento
del pardmetro dispersion lineal simple (BMBDm). Es importante notar que, en tres de
los cuatro modelos, la componente sistematica asociada al pardmetro de dispersién es
lineal para las condiciones de educacién del hogar. Mientras que para el modelo bayesiano
beta alterno (BBa) el mejor modelo correspondié a un ajuste de dispersién constante.

Los resultados del error estandar para é\d, calculado como la raiz de los errores cuadrados
medios, con base en 10.000 muestras bootstrap se presentan en la figura[£.17], en donde se
observa que el peor desempeno se presenta en el modelo de dispersién constante.
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F1GURA 4.17. Error estdndar para el porcentaje de hogares con carencias en condiciones de la
ninez y juventud.

Adicionalmente, al analizar los sesgos, se observa en la figura [4.18] que el comportamien-
to del error estdndar del modelo beta bayesiano, estd fuertemente influenciado por la
amplitud de los residuales. Por su parte, aunque la inclusién de grupos por mixturas o
clusters pareciera no representar una ganancia significativa frente al modelo beta clasico,
en términos del modelamiento de la media que permita producir estimaciones para areas
no muestreadas, si se observan grandes desviaciones para algunas UPZ’s pero ademads,
tiene menor desempeno en relacién a los errores estandar, frente a los competidores que
incorporan grupos. En todo caso, presenta un buen desempeno, lo que sugiere que, por lo
menos para estos datos, el modelamiento de la dispersion logra capturar gran parte de la
variabilidad contenida los mismos.
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Ficura 4.19. Error estdndar y sesgos para modelos con dispersién modelada.

Excluyendo del analisis el modelo de dispersion constante, se observa en la figura [4.19| que
los modelos presentan resultados muy similares, pero que podria preferirse el modelo de
mixturas finitas, ya que presenta menores errores estandar y menores diferencias entre el
estimador directo y la prediccién de la media.

Para concluir, una ventaja del modelamiento para un estimador directo que sigue una
distribucién beta, es que al pertenercer a la familia exponencial biparamétrica y utilizar
modelamiento de los dos pardametros, es posible estimar el error cuadratico medio
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directamente de la informacién modelada.

Debido a que EC’M[@C[} = V(éA?d) + BQ(§d), (donde B nota el sesgo del estimador) y de
acuerdo con las ecuaciones ([2.3)), la expresién analitica del ECM para un estimador directo
en la familia exponencial biparametrica beta, estd dada por:

~ pa(l—pa) o~ 9
ECM0;) = —— + (64 — .
(6a) 0100 (0a — pa)
Con estimador:
N (1 =10 o
ECM(6,) = M + (64 — Md)g. (4.9)
(14 ¢q)

De esta manera, una vez ajustado el modelo es posible reemplazar de forma directa
todas las componentes para obtener el error estandar del estimador directo, haciendo

EEsp(0) = \/ ECM (8,).

En la figura[4.20] se observan las estimaciones directas del error estdndar para el porcentaje
de hogares con carencias en condiciones de ninez y juventud.
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FicURA 4.20. Error estdndar para el porcentaje de hogares con carencias en condiciones de la
ninez y jueventud.

Comparando los resultados del estimador plug—in del error cuadratico medio, con los
obtenidos via bootstrap en figura [4.17] se observa que, aunque es viable utilizar de forma
directa los estimadores del error cuadratico medio, ante la falta de ajuste se tiende a
subestimar los errores estandar como sucede con el modelo de dispersién constante BBa.
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Finalmente, con los hallazgos dados por la comparaciéon de los modelos, se opta por el
modelo de mixturas finitas MFB, pues ademas de generar resultados con alta precisién;
en relacién a sus competidores, presenta los menores residuales, siendo esto 1til para la
prediccién de estimadores en dreas pequenas no muestreadas (asi no sea el caso de la apli-
cacién). Los estimadores puntuales, asi como los errores estandar asociados se presentan
en la tabla[4.17] encontrando que de las 103 UPZ’s 46 presentan errores estdandar inferiores
al 5%, 41 entre el 5% y 10% , mientras que 16 deben ser tratadas con precausion.

Localidad UPZ 0% EEsip(0)%
Antonio Narino Ciudad Jardin 27,29 4,63
Antonio Narifio Restrepo 29,97 5,69
Barrios Unidos  Los Andes 25,25 7,47
Barrios Unidos  Doce de Octubre 24,92 5,99
Barrios Unidos  Los Alcdzares 20,00 6,87
Barrios Unidos  Parque Salitre 14,26 19,42
Bosa Apogeo 27,98 4,46
Bosa Bosa Occidental 37,53 2,95
Bosa Bosa Central 35,94 3,52
Bosa El Porvenir 35,37 4,82
Bosa Tintal Sur 43,67 1,08
Chapinero El Refugio 17,21 8,04
Chapinero San Isidro Patios 40,95 1,77
Chapinero Pardo Rubio 18,37 7,25
Chapinero Chicé Lago 15,10 8,69
Chapinero Chapinero 9,57 12,10
Ciudad Bélivar  Arborizadora 25,26 5,10
Ciudad Bélivar  San Francisco 35,85 5,59
Ciudad Bélivar Lucero 45,93 4,02
Ciudad Bélivar  El Tesoro 45,79 2,32
Ciudad Boélivar Ismael Perdomo 44,00 0,79
Ciudad Bélivar  Jerusalén 40,75 2,92
Engativa Las Ferias 17,68 9,25
Engativa Minuto de Dios 27,61 4,54
Engativa Boyaca Real 28,87 4,23
Engativa Santa Cecilia 34,26 5,07
Engativa Bolivia 18,72 7,42
Engativa Garcés Navas 31,70 8,64
Engativa Engativa 34,33 7,33
Engativa Alamos 35,08 7,98
Fontib6n Fontibén 28,01 5,99
Fontibén Fontibén San Pablo 29,19 5,23
Fontibén Zona Franca 42,38 2,09
Fontibén Ciudad Salitre Occidental 22,62 0,26
Fontibén Granjas de Techo 13,21 9,50
Fontibén Modelia 23,18 0,29
Fontibén Capellania 30,74 14,26

estdndar (MFB)- Parte 1.

TABLA 4.16. Porcentaje de hogares con carencias en condiciones de la ninez y la juventud y errores



CAPITULO 4. ESTIMADORES DE PROPORCIONES PARA AREAS PEQUENAS BASADOS EN EL MODELO BETA. APLICACI(

Localidad UPZ 0% EFEsap(0)%
Kennedy Américas 33,62 5,84
Kennedy Carvajal 29,52 4,00
Kennedy Castilla 20,70 6,80
Kennedy Kennedy Central 17,97 15,85
Kennedy Timiza 30,96 5,13
Kennedy Tintal Norte 30,31 12,96
Kennedy Calandaima 23,68 5,44
Kennedy Corabastos 39,73 2,51
Kennedy Gran Britalia 28,13 4,51
Kennedy Patio Bonito 42,57 2,29
Kennedy Las Margaritas 21,03 6,28
Kennedy Bavaria 22,75 6,17
Los Martires Santa Isabel 23,39 5,82
Los Martires La Sabana 26,19 5,26
Puente Aranda Ciudad Montes 22,23 5,88
Puente Aranda Muzua 27,50 6,74
Puente Aranda San Rafael 27,67 6,00
Puente Aranda Zona Industrial 30,93 3,89
Puente Aranda Puente Aranda 22,57 2,36
Rafael Uribe Uribe San José 24,39 0,99
Rafael Uribe Uribe Quiroga 33,47 3,87
Rafael Uribe Uribe Marco Fidel Sudrez 37,85 3,20
Rafael Uribe Uribe Marruecos 36,78 6,14
Rafael Uribe Uribe Diana Turbay 42,96 2,08
San Cristébal San Blas 39,01 2,62
San Cristébal Sosiego 26,25 4,80
San Cristébal 20 de Julio 31,63 4,13
San Cristébal La Gloria 43,22 4,12
San Cristébal Los Libertadores 40,95 6,24
Santa Fe Sagrado Corazon 9,06 12,88
Santa Fe La Macarena 20,58 7,02
Santa Fe Las Nieves 19,07 6,99
Santa Fe Las Cruces 29,03 5,85
Santa Fe Lourdes 47,26 0,22
Suba San José de Bavaria 19,67 7,29
Suba Britalia 26,98 9,51
Suba El Prado 32,83 13,37
Suba La Alhambra 20,96 0,15
Suba Casa Blanca Suba 48,27 16,74
Suba, Niza 26,71 9,23
Suba La Floresta 15,90 8,92
Suba Suba, 34,58 10,98
Suba El Rincén 31,66 3,59
Suba Tibabuyes 40,53 1,54

TABLA 4.17.

Porcentaje de hogares con carencias en condiciones de la ninez y la juventud y errores

estdndar (MFB)- Parte 2.
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Localidlad ~ UPZ 0% EEsip(0)%
Teusaquillo Galerias 12,11 10,55
Teusaquillo Teusaquillo 8,54 13,53
Teusaquillo Parque Simén Bolivar - CAN 43,88 15,85
Teusaquillo La Esmeralda 22,33 0,38
Teusaquillo Quinta Paredes 21,21 0,11
Teusaquillo Ciudad Salitre Oriental 31,31 14,18
Tunjuelito  Venecia 32,35 5,03
Tunjuelito  Tunjuelito 31,07 4,83
Usaquén Verbenal 38,99 2,26
Usaquén La Uribe 27,98 12,42
Usaquén San Cristébal Norte 25,64 6,07
Usaquén Toberin 27,32 11,95
Usaquén Los Cedros 22,15 0,30
Usaquén Usaquén 25,66 0,97
Usaquén Country Club 35,91 10,29
Usaquén Santa Barbara 14,55 8,88
Usme La Flora 49,22 1,83
Usme Danubio 45,63 2,79
Usme Gran Yomasa 36,52 2,80
Usme Comuneros 37,36 2,76
Usme Alfonso Lépez 41,16 3,04
Usme Ciudad Usme 49,79 0,07

TABLA 4.18. Porcentaje de hogares con carencias en condiciones de la ninez y la juventud y errores
estdandar (MFB). Parte Final



CAPITULO 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

5.1. Conclusiones

Las conclusiones se exponen en forma de afirmacién con base en los resultados para el caso
especifico de la informacién disponible, las generalizaciones requieren de procedimientos
sobre poblaciones controladas, via simulacién, que permitan responder a cada uno de los
items que se sugieren como hipdtesis.

1. Se implement6 el modelo beta para la estimacién de pardmetros con dominio en el
intervalo (0,1) dentro del contexto de estimacién de dreas pequenias basada en mo-
delos. La implementacion es novedosa, puesto que dentro de la revisién bibliogréfica
realizada, no se encontraron desarrollos sobre este tema particular.

2. Una ventaja de la distribucién beta en la familia exponencial biparamétrica, es que
no requiere la inclusién de efectos aleatorios para estimar la varianza del estimador
directo, debido a que el modelamiento conjunto de los pardmetros de la distribucion,
provee toda la informacién requerida para la prediccion en dreas no muestreadas y
estimacién de errores estdndar basados en el error cuadratico medio.

3. Se implementd la metodologia de mixturas finitas para SAE, como una estrategia al-
terna que difiere del modelamiento de efectos mixtos, sobre los que tradicionalmente
se basa la técnica de estimacion en dreas pequenas; éste tema no habia sido abordo
hasta el momento de la implementacién, en la literatura de SAE de acuerdo con la
revision bibliografica.

4. El paquete de R—Project, betareg y la funcién betamix para la implementacién de
mixturas finitas, no disponia al momento de la aplicacién, de procedimientos para
validar los supuestos del modelo, por lo anterior, se implementé en este trabajo el
cadlculo de residuales Pearson y residuales ponderados por las componentes de la
matriz Hat, para los respectivos fines del documento.

5. Se identifican inconvenientes sobre el cdlculo de los errores ponderados por la matriz
Hat en el paquete Bayesianbetareg, de R—Project, por lo tanto, para la implementa-
cion se calcularon de forma externa al paquete.

71
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10.

11.

12.

La inclusién de efectos aleatorios en el contexto de SAE para estimadores directos
que siguen una distribucién beta biparamétrica, asi como la generacion de grupos por
mixturas finitas, se utilizan con el propodsito de mejorar la estimacion, presentando
su mayor utilidad, en los casos de areas pequenas no muestreadas.

El modelamiento del parametro de dispersién en la distribuciéon beta, permitié ob-
tener errores estandar para cada drea pequena con alta precisién. En contraste, el
desempeno del modelo bayesiano con dispersiéon constante, se vié considerablemente
afectado en términos de errores estandar, limitando su uso en el contexto de areas
pequenas para esta aplicacion.

A partir del plantemiento de la distribuciéon beta biparamétrica, es posible obtener
estimadores del error estiandar SAE sin recurrir a procedimientos de remuestreo, no
obstante, malos ajustes pueden sobreestimar o subestimar los errores estandar de las
areas pequenas. En este sentido, se recomienda la técnica de remuestreo, con fines
de supervisién.

El mejor modelo para el caso aplicado, resulté ser el modelo de mixtura finita beta
MFB, pues estima con menor sesgo, los errores estandar son los més pequenos
entre todas las metodologias implementadas y, bajo el procedimiento de bootstrap
se supervisa la consistencia de sus resultados.

Acorde con el analisis descriptivo, las localidades no resultan ser un factor diferencia-
dor entre las UPZ’s, es decir, mediante mixturas finitas las componentes agruparon
UPZ’s de diversos territorios. Asi mismo, la inclusién de la localidades como efecto
aleatorio en el enfoque bayesiano, tampoco generé significacia estadistica, lo an-
terior, limita la incorporacién de estructuras de autocorrelacién espacial, para la
implementacion de modelos més sofisticados en daras de encontrar mejores ajustes.

En todos los modelos, la variable condiciones educativas del hogar, se presenta como
un factor determinante para el comportamiento de las condiciones de la nifez y la
juventud. Esto tiene dos implicaciones, desde el punto de vista técnico, la estimacion
basada en modelos permite producir resultados apoyados en informacién auxiliar
que facilite la produccién de estimadores con mayor precisién o incluso, en funcién
de estimar indicadores para areas pequenas no seleccionadas. Desde el punto de
vista practico, la identificacién de factores de riesgo asociados a una problemética
permitirian tomar decisiones més focalizadas. En el caso de esta aplicacién, podria
generarse movilidad social si se focalizan los esfuerzos en mitigar de las carencias en
las condiciones de educacién de la poblacién.

La metodologia desarrollada para este caso aplicado puede extenderse a indicadores
de otras fuentes y objetivos, aplicados a bioestadistica, por ejemplo, para temas de
salud publica, epidemiologia, nutricion, salud ambiental, poblaciones genéticas, etc.
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5.2. Trabajos futuros

1. En la teoria de muestreo, el sesgo relativo de un estimador de razén es despreciable
conforme el tamano de muestra crece, situacién que no necesariamente podria
aplicar a la teorfa de areas pequenas, por lo que en futuros trabajos se podria
analizar el efecto del sesgo de diseno, para la estimacién de proporciones en areas
pequenas basada en modelos.

2. El modelamiento para mixturas finitas beta implementado con el software disponible
en R-Project, se basa en componentes comunes para los pardmetros de media y
dispersion, un trabajo futuro, podria considerar componentes diferentes para cada
parametro o, componentes exclusivas para la media y modelamiento de la dispersién
agregada o, modelamiento de media sin componentes y modelo de dispersion con
componentes.

3. El modelamiento desarrollado en este trabajo para mixturas finitas, no hace uso de
variables concomitantes, por lo que seria interesante implementar desarrollos con
base en probabilidades de pertenencia a cada componente, dadas por un modelo
logistico multinomial.

4. La metodologia de mixturas finitas beta implementada, se basa en el algoritmo
Esperanza Maximizacion, que se desarrolla mediante teoria clasica de estimacion,
un tema de investigacién es la implementacién de inferencia bayesiana en mixturas
beta.

5. Considerar los efectos aleatorios naturales (localidades) dentro del modelo, arrojé
resultados estadisticamente no significantes. Diversos escenarios exploratorios fueron
realizados para esta implementacién, a saber, se consideraron sélo localidades con
mayor numero de UPZ’s, se consideraron sélo localidades con menor nimero de
UPZ’s, se ampliaron los tamanos de muestra en cada localidad a partir del método
de remuestreo bootstrap, en todos los casos, buscando identificar los motivos de no
convegencia o significancia; sin embargo, los resultados no son del alcance de este
estudio de aplicacién, pero sugiere la necesidad de realizar estudios de factibilidad,
para examinar bajo qué condiciones puede llegarse a incluirse los efectos aleatorios
naturales, cuando vienen estructurados por altos niveles del efecto (18 localidades),
tamanos minimos de muestra (localidades con 2 UPZ’s), asi como desbalanceados, tal
como sucede con los datos de ésta aplicacién. Determinar condiciones de factibilidad,
permitiria por ejemplo, adicionar estructuras de correlacién espacial en los errores.

6. Evaluar técnicas y estrategias de reduccién del error cuadratico medio estimado.
En el trabajo se utilizé mixturas finitas y efectos aleatorios dados por ACP, pero
de los resultados se observa que el impacto principalmente se obtiene con fines de
prondstico mas no para la mejorar la precisiéon y los resultados pueden deberse a la
estructura de la informaciéon mas que a las técnicas.



APENDICE A

Algoritmos de estimacién

A.1. Algoritmo EM

El algoritmo EM propuesto por Dempster et al. (1977), consta de dos etapas en cada
iteracién j, la primera sobre el cdlculo de esperanza y la segunda para el proceso de
maximizacién, lo cual motiva el nombre del algoritmo.

Paso E: Esperanza

1. Elegir un valor inicial para AU=0)

2. Teniendo en cuenta que W es no observable, no es posible maximizar directamente
la verosimilitud de la ecuacién , por lo cual se maximiza su valor esperado,
condicionado a los datos observados 8 y el valor inicial AU=9 denominada como la
”Funcién Q7:

o9

QOND) =E [10 L(A|f,w) | §,A<J‘>}

E [’wdk log 7y, + log f1(8alAx) | 6, )\(j)}

E [wdk 10, A(j)} [logﬂk + log fk(§d|/\k)}

M EMs T
M= 1= 1=

7 [logﬂk + log fk(§d|)‘k)] ,

)
Il

1

=
Il
—

donde ?gk representan la maxima probabilidad, entre el conjunto de probabilidades

a posteriori de que el valor observardo 6, pertenezca a alguna de las componentes
k=1,...,K, en la i—ésima iteracion.
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Paso M: Maximizacién

3. Elegir un nuevo valor para AU*1 | seleccionando el que maximiza la funcién Q

AT = arg{ MazyQ(AIAY))}

4. Hacer j =75 +1
5. Volver a 2

6. Repetir los pasos hasta alcanzar convergencia, esto es, cuando la diferencia relativa
de la verosimilitud L(A|0 = 6,) en la iteracién j + 1 y la j, sea menor que e.

A.2. Monte Carlo via Cadenas de Markov y Diagnéstico de
Convergencia

Siguiendo a Jiménez (2015), una cadena de Markov es una secuencia de variables
Yo, Y1, Y5 ..., tal que:

Pr(Yi1 € AlYy, Y1,Ya, ..., Y;) = Pr(Yi1 € AlYy),

lo cual indica que la probabilidad condicional de que la variable aleatoria se encuentre en
el estado A, en el periodo t 4+ 1, depende tinicamente del valor del estado en el periodo
t y es independiente del pasado. Esta propiedad es importante porque garantiza que
conforme la variable aleatoria cambie de estado, la cadena ird olvidando su valor inicial,
es decir, ird alcanzando convergencia hacia una distribucién que no depende ni del paso t,
ni del valor inicial; esta distribucion es conocida como estacionaria o invariante, de tal
manera que al alcanzarla, se estara muestreando en la densidad objetivo. Estas cadenas,
tienen propiedades muy importantes que las conecta con integracién de Monte Carlo,
debido a que en general son resumidas mediante la funcién f, = Z;LYt, denominada
media ergddica, cuyo comportamiento asintético da origen al teorema ergédico, que
senala que si el valor esperado de la cadena existe, entonces su media ergddica converge

en media cuadrdtica a su esperanza matemadtica: P [f, — E[f(Y)]] = 1.

En el contexto Bayesiano, la construccién de cadenas de Markov busca que la distribucién
estacionaria sea la distribucién a posteriori de los parametros. De forma genérica, sea
(Y1,Ys,...,Y,) una muestra aleatoria de una funcién de densidad fy;(y;©) donde © =
(01,09, ...,05) con distribucién a priori p(©), entonces la distribucién a posteriori, m(0),
estd dada por:

7(0) o< [] £ (u: ©)0(©)

Para el caso 7(0) es desconocida, de manera que para conocer su comportamiento se
extraen muestras aleatorias ©1, 0o, ..., 0, a partir de algoritmos que generan cadenas de
Markov:
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A.2.1. Algoritmo Metropolis—Hastings

Se considera una densidad ¢(-|f;) conocida, denominada de transicién (Metropolis et al.,
(1953) ; Hastings (1970)), tal que % es aproximadamente constante, el algoritmo
Metropolis—Hastings se basa en mecanismos de aceptacién y rechazo para la generacién

de las observaciones de 7(0), de la siguiente manera:

1. Se asume un valor inicial #(9), en el paso incial j = 1,
2. Se propone un nuevo valor §(%*) a partir de la densidad de transicién q(9(p*)),

3. Se define la probabilidad de aceptaciéon y rechazo, sobre la cual se decide el cambio
de un estado en t — 1 a otro en ¢, como:

7T(g(p*))qw(jfl)? g(p*))
7(00-1)q(6l—-1))

(U1 9Py =

4. Comparar la probabilidad de aceptacién, a(fU—D 9P*)) frente a u ~ U0, 1]: Si
a(H(j_l),G(p*)) > u, se acepta el cambio de estado y por lo tanto, se toma 9U) =
0*) . En caso de rechazar el valor propuesto, se itera volviendo a generar un valor
propuesto #*) mediante ¢(6®*)) del paso 2.

5. El proceso se repite reiniciando 5 = j + 1, hasta lograr convergencia.

El algoritmo garantiza la convergencia a la distribucién estacionaria, independientemente
de la forma de la distribucién ¢(-|-), sin embargo, la distribucién propuesta debe tener
la misma dimensién que la objetivo y debe tener la capacidad de generar valores que
se acepten, en otro caso, la cadena puede durar largos periodos de tiempo en el mismo
estado, de tal manera que la seleccién adecuada de la propuesta puede convertirse en un
problema (Jiménez, 2015). Una vez se obtenga un valor que pertenezca a la distribucién
estacionaria, los siguientes también lo haran.

A.2.2. Algoritmo Muestreo de Gibbs

Para los s—pardmetros de © = (61, 62, ..., 0s) es posible establecer las funciones de densidad
condicionadas completas, que determinan la a posteriori conjunta 7w(0) de la siguiente
manera, (Gamerman y Freitas, 2006):

1. Se asume un vector de valores iniciales ©° = (69,69, ...,6%) en el paso j = 1.

2. Se obtienen los valores actualizados al paso j, ©7 = (9{, 9%, el 0;) a partir de las
distribuciones condicionales completas:

0 ~m(01]671, ..., 6771

0] ~ mw(0a]07 ", ... 607

07 ~ (0,677,007 ])

" Vs—1

3. Actualizar j = j + 1, hasta lograr convergencia.
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A.2.3. Algoritmo Metropolis—Hastings con Gibbs

Como se espera, este algoritmo combina los algoritmos presentados en los apartados
vy [A.2.2] Por un lado, el algoritmo de Metropolis—Hastings requiere de una especificacién
adecuada de la distribucién propuesta ¢(-|-) y por el otro el Muestreo de Gibbs el conoci-
miento de las distribuciones condicionales completas. De tal manera que la combinacién
de los algoritmos opera de la siguiente manera:

1. Se asume un vector de valores iniciales ©% = (69,69, ...,6%) en el paso j = 1.

2. Se obtienen los valores actualizados al paso j, ©7 = (0{, 0’ ey 0@) a partir de las
distribuiciones propuestas ¢;(6;|-) para cada uno de los pardmetros de interés y i =
1,...,s:

0 ~ (')
0 ~ ga(657'))

Qgp*)j ~ QS(eg_1|')

3. Actualizar 9{ e Ggp *)i siempre y cuando se acepte el nuevo valor propuesto de

acuerdo con el criterio de probabilidad de aceptacion a(ﬁgj _1), ng *)i ).
4. Actualizar el contador j = j + 1 hasta lograr convergencia.

A.2.4. Diagnéstico de convergencia

Frente al tratamiento operativo de la generacion de las Cadenas de Markov, generalmente
se recurre a descartar un nimero alto de las primeras observaciones para eliminar el efecto
de los valores iniciales, etapa denominada de calentamiento o burn-in; adicionalmente,
a pesar de que la convergencia se garantiza tedricamente cuando los pasos o iteraciones
tienden a infinito, en la practica se establecen mecanismos de parada, principalmente por
limitaciones computacionales, entonces, para validar que se ha logrado muestrear valores
de la distribucién a posteriori y por lo tanto las inferencias son viables, es necesario validar
la convergencia de las cadenas mediante criterios como (Jiménez, 2015):

A.2.4.1. Métodos graficos

Graficos de trayectorias: Para verificar visualmente, que la cadena estd explorando
adecuadamente el espacio de estados, se grafican los valores #; versus ¢, que indicaran
estacionariedad si no se producen desviaciones del trayecto. Otra alternativa es generar
varias cadenas a partir de distintos puntos de arranque, permitiendo verificar que las
cadenas logran mezclar adecuadamente los valores muestreados a medida que aumenta el
nimero de observaciones.
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Graficos de autocorrelacion: Permiten verificar que la cadena efectivamente solo
depende del periodo anterior y que logré ser independiente de todos los estados de
periodos anteriores.

Histogramas a posteriori: Permiten analizar la estructura de la funcién de densidad a
posteriori de los parametros de interés.

A.2.4.2. Pruebas de convergencia

Criterio de Geweke: Geweke (1992) sugiere la comparacién de las medias ergddicas
generadas a partir de datos particionados, correspondientes a una fraccion de los primeros
valores (después del burn-in) y otra de los valores finales de la cadena. El supuesto es
que, si la diferencia del estadistico de prueba es grande comparada con una Normal, no
se logré la convergencia. Sin embargo, estadistico de prueba cercano a 0 no garantiza la
convergencia y por lo tanto es necesario apoyar la decisién con otros criterios y mediante
la inspeccién visual.

Criterio de Heidelberger y Welch: El criterio de Heidelberger y Welch (Heidelberger,
P. y Welch, P. (1983)), utiliza dos perspetivas para revisar la convergencia de las Cadenas
de Markov, una desde el concepto de estacionariedad y otra evaluando la precision de la
estimacién. La prueba de estacionariedad, contrasta la hipétesis nula de que las muestras
tomadas provienen de una distribucién estacionaria, bajo el estadistico de Cramér Von
Mises que es aplicado de forma sucesiva, sobre el 100 % de la cadena, luego sobre el 90 %,
el 80 % hasta el 50 %, en cada caso verificando que no se rechace la hipétesis nula. En caso
de rechazarla la prueba en cada una de las fracciones de la cadena considerada y hasta
el 50 %, significa que la cadena no logré convergencia y que el nimero de iteraciones es
escaso para lograrlo.

Por su parte la prueba half-width es realizada sobre el porcentaje de la cadena que logré
probar la convergencia a partir del test de estacionariedad y consiste en comparar el ancho
medio del intervalo de credibilidad al (1 — «) % para la media, con el estimador puntual,
generando asi una medida de precision de la estimacién, que deberia ser minimo para
indicar que efectivamente el niimero de iteraciones fue suficiente para lograr convergencia;
de otro modo, se necesita mas pasos para estimar la media con suficiente precision.

A.3. Método Bootstrap

El método de muestreo bootstrap planteado por Efron B. (1979), hace parte de métodos
Monte Carlo no paramétricos utilizados con el propdsito de estimar caracteristicas pobla-
cionales mediante procedimientos de remuestreo (Gil N. (2014)).. Considérese el parametro
de interés 6 y un estimador é\, entonces la estimacion bootstrap de la distribucion de 0 se
obtiene bajo el siguiente procedimiento:

1. Generar B muestras bootstrap z*®) = {z7,...,x}} mediante muestreo con reempla-
zamiento a partir de la muestra observada z*(®) = {z1,..., 20}
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2. Calcular 9®) que corresponde a la b—ésima réplica a partir de la muestra boostrap
correspondiente.

3. La estimaciéon bootstrap de la funcién de probabilidad empirica Fy(-) es obtenida

mediante las B réplicas de §<b>, {5(1),...,5(3)}, por lo tanto es posible obtener
medidas de centralidad y dispersién, de dicha distribucién.

Debido a que el método bootstrap presenta convergencia a la verdadera distribucién del
parametro, los estadisticos asociados a la media convergen al verdadero valor del pardame-
tro.
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Anexos de la aplicacion

B.1. Metodologia estadistica y operativa de la encuesta EMB
2011

La Encuesta Multiproposito de Bogot4 fue realizada por primera vez en 2011 por la Secre-
taria Distrital de Planeacion - SDP, con apoyo metodolégico y operativo del Departamento
Administrativo Nacional de Estadistica (DANE), responsable de las Encuestas de Calidad
de Vida del pais, todos los detalles metodoldgicos y resultados pueden ser consultados
en el sitio Web de la entidad, http://www.sdp.gov.co/portal /page/portal/PortalSDP. Se
extrae en este apartado, una breve descripcion del componente metodoldgico estadistico
de la encuesta:

Tipo de operacién estadistica: La Encuesta Multipropdsito Bogota (EMB, 2011) es
una encuesta por muestreo probabilistico dirigida a hogares con entrevista cara a cara e
informante directo.

Universo: El universo para la EMB estd compuesto por los hogares particulares y la po-
blacién civil no institucional existente en el ano 2011 en la parte urbana del distrito capital.

Poblacién objetivo: La poblacién objetivo estd compuesta por los hogares particulares
y poblaciéon civil no institucional existente en el ano 2011 en la parte urbana del distrito
capital, se excluyen:

e Hogares ubicados en las zonas rurales de la ciudad en Usaquén, Chapinero, Santafé,
San Cristébal, Usme, Suba, Ciudad Bolivar y Sumapaz.

e Carceles o centros de rehabilitaciéon penitenciarios, orfanatos o albergues infanti-
les, hogares geridtricos o asilos de ancianos, conventos, seminarios o monasterios,
internados de estudio, cuarteles guarniciones o estaciones de policia, campamentos
de trabajo, albergues para desplazados y reinsertados, centros de rehabilitacién no
penitenciarios, ni unidades econémicas o agropecuarias.
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Cobertura y desagregacién geogréfica: Cabecera urbana de Bogotd (19 localidades)
desagregada por localidad y estrato socio-econémico.

Periodo de recoleccién: El periodo de recoleccién de la informacion comprende los
dias 7 de Febrero hasta 7 de abril de 2011.

Método de recoleccién: Dispositivos Méviles de Captura (DMC), por medio de
un formulario para recoleccién de informacién, implementado en SysSurvey especifi-
camente para la Encuesta Multipropdsito para Bogotda, EMB 2011, en el cual se
incorporan automaticamente las normas de validacién y consistencia estipuladas para
la misma. Esta informacion es recolectada por los encuestadores, con el informante directo.

Marco Muestral: Estd conformado por el inventario cartografico y el listado de
viviendas y hogares a nivel de manzana, obtenidos de la informacién del Censo Nacional
de Poblaciéon y Vivienda de 2005 para la ciudad de Bogota. Este marco se encuentra
asociado al Cdédigo Homologado para Informacién Predial (CHIP) que identifica los
predios a partir de la Base de Datos Catastral con corte a primero de marzo de 2010.
El marco cuenta con 1.307.562 registros de predios urbanos, con algin uso habitacional,
ubicados en 36.383 manzanas de las 19 localidades urbanas de Bogota D.C.

Diseno Muestral: Probabilistico - estratificado por localidad, de conglomerados de
segmentos conformados por grupos de tamaiio promedio, 8 viviendas. Todas las vivienda,
hogares y personas que conforman el segmento seleccionado, son observados.

Tamano Muestral: Fueron seleccionados 1.860 segmentos, que dieron lugar a una
muestra de viviendas de tamano 15.832, 16.508 hogares y 54.614 personas.

Precisién: Medida en términos del error de muestreo, aproximadamente 5% para
indicadores con una prevalencia del 10 % a nivel de localidad.

Unidad de muestreo: Es el segmento, conformado por un conjunto de predios ubicados
dentro de la misma manzana o manzanas cercanas. Todos los predios, viviendas, hogares
y personas que conforman cada segmento corresponden a las unidades analisis.

Unidad de observacion: Son los hogares y las personas que los conforman, al igual que
las viviendas que habitan ubicadas dentro de un determinado predio. A cada predio se le
asocian todas las viviendas, hogares y personas del cual estan constituidos.
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B.2. Estadisticas descriptivas graficas de la estructura de las
variables del modelo

E N T S A%
Min. 0.00000 0.08541 0.3260 0.0000 0.00000
Ist Qu. 0.09095 0.22510 0.5415 0.1168 0.00000
Median 0.24951 0.28951 0.6431 0.1653 0.02385
Mean 0.25658 0.29596 0.6244 0.1634 0.04436
3rd Qu. 0.38044 0.36583 0.7325 0.2085 0.06769
Max. 0.67840 0.49795 0.8600 0.4298 0.56138

TABLA B.1. Medidas de localizacion de las variables incluidas en el IPM.

Porcentaje de hogares con carencias en las condiciones evaluadas en el IPM
E:Educacién — T:Trabajo — S:Salud — V:Vivienda.

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Histogram of NINEZ

-05 00

NINEZ

FiGURA B.1. Grafica QQ — Histograma. Porcentaje de hogares con carencias en condiciones de la

ninez y la juventud.



83

APENDICE B. ANEXOS DE LA APLICACION

frnsssanannnss | _ =
.............. I
: Dbt e
T - 1 o
--—{] ] o o
s o
i S
o Tﬁ_u ......... o
T -
o 1] - -
I ——— 5
o [ o o

m._o q._o m_o N._m_ _‘._m_

Z3UIN

awisn
uanbesn
ojjinbyL
eqng

a4 BlUEeS
[EgoisuD’'s
aquN'o
BpuBly 'd
Apauuay
uaqnuod
eanebu3
olauideyD
1ealog o
esog

soplum g

,

nos y jévenes con carencias.

FicurA B.2. Boxplot por localidades. Porcentaje de ni

No incluye localidades con niimero de UPZ minimo:La Candelaria (1 UPZ),)

Antonio Narino, Los Mértires y Tunjuelito (2 UPZ’s cada una)
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FicurA B.3. Matriz de dispersién entre variables del IPM.

Porcentaje de hogares con carencias en las condiciones evaluadas en el IPM

E N T S v

1.00 0.66 0.77 0.60 0.70
0.66 1.00 046 0.51 0.55
0.77 046 1.00 0.68 0.47
0.60 0.51 0.68 1.00 0.59
0.70 0.55 047 0.59 1.00

TABLA B.2. Matriz de correlacion lineal entre variables del IPM.

<|n 1| Z| =

Porcentaje de hogares con carencias en las condiciones evaluadas en el IPM
E:Educacién — T:Trabajo — S:Salud — V:Vivienda.
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Localidad Total Urbanas Muestreadas No muestreadas

Usaquén 10 9 8
Chapinero 6
Santa Fe 6
San Cristébal 6
8
2
5

—

Usme

Tunjuelito

A DO O| U] O] Ut

Bosa
Kennedy 12 12 12
Fontibén

Engativa 9

Suba 13 12
Barrios Unidos
Teusaquillo

3

oo

Los MAértires

Antonio Narino

Puente Aranda

La Candelaria
Rafael Uribe Uribe
Ciudad Bolivar

Sumapaz

—
o
OO0 R OIOoOOo—olol o

OO =[N N O
| O =[O NN O

OO O NN O i~

[u—y

=)
s
=)
s

TABLA B.3. Cobertura de muestral de las dreas pequenas.

Ntumero de UPZ’s del territorio, muestreadas y no muestreadas

Las UPZ’s no muestreadas obedecen a UPZ’s no pertenecientes al marco muestral pues son de uso dotacional.

B.3. Resultados de modelos Mixturas Finitas

B.3.1. Modelos en Mixturas Finitas considerados

Cada linea de la tabla [B.4] corresponde a un modelo implementado, en cada caso se indica
en asterisco (*), qué variables fueron consideradas, asi como la descripcién de si presenté o
no convergencia y, en caso de alcanzar la convergencia se presentan las respectivas medidas
de los criterios de seleccién. Por ejemplo el modelo M1 corresponde a la implementacion
del modelo:

logit(uar) = Bok + BixEducaciong + PorTrabajoq + PsrSaludyg + By Vivienday,
log(par) = Yok-

En todos los casos se considera el intercepto tanto para el modelo de la media como el de
dispersion.
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Media p Dispersién ¢ Resultados

Variables E T S V E T S V Converge BIC AIC
M1 x * *x % 219,665 -253,917
M2 R “146,888  -181,139
M3 R 925,771 -265,202
M4 ¥ % % % ¥ % No
M5 ¥ % %  * =% * No
M6 ¥ % % % *% * No
M7 koK kK * -217,041  -256,562
M8 * * * * * % NO
M9 * * * * * * NO
Ml() * * * * * NO
M1 ¥ % * = ¥ % No
M12 ook kX No
M13 % 2230,263 -248,706
M14 * * -239,317 -276,203
M15 * * No
M16 * * -232,467 -256,180
M17 * * No
M18 * -194,862 -213,305
M19 % % 7195,335 -219,048
M20 * * * 202,752 -231,734
M21 K * No
M22 oK * No
M23 * * -233,848 -262,831
M24 * * * No
M25 * * oK -232,938  -261,920
M26 * * * -226,837 -255,819
M27 * ook K * No

TABLA B.4. Resultados de los modelos alternos de Mixtura Finitas para seleccién.

E:Educacién — T:Trabajo — S:Salud — V:Vivienda.
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B.3.2. Cédigo R para el célculo de residuales ref) y ref para mixturas
finitas Beta

set.seed (1234567)

rd<—betamix (formula = ninez ~ educacion|educacion, data = datos,
k = 2:4, nstart = 10, link = ”logit”, link.phi = ”log”)

clusters_r4 <—cbind (datos , clusters(r4))
clusters_r4 <— data.frame(clusters_r4)
clusters_r43ordenini<— l:nrow(clusters_r4)
clusters_r4<— clusters_.rd %%

arrange (clusters.r4.)

cf <— rbind(coef(r4, model = "mean” , component = 1:3))
miu  <— numeric ()
miuG <— numeric ()

for(ii in 1:3){
miu <— c(miu, plogis(cf[ii, 1] + cf[ii, 2] * subset(clusters_r4 , clusters.rd4. =
= ii)8%educacion))

}

cf <— rbind(coef(r4, model = ”"precision”, component = 1:3))
phi<— numeric ()
for(ii in 1:3){
phi <— c¢(phi, exp(cf[ii, 1] + cf[ii, 2] * subset(clusters_r4 , clusters.rd4d. ==
ii)$educacion))
}

#PARA LA CONSTRUCCION DE LOS ERRORES PEARSON

clusters_r4d$pred <— miu

clusters_r4$prec <— phi

clusters_r4$Vpred <—(miu*(l1—miu))/(phi+1)

clusters_r4$Sdpred<—sqrt (clusters_r4$Vpred)

clusters_rd$resSt <—(clusters_r4$ninez — clusters_r4$pred)/clusters_.r4$Sdpred

#PARA LA CONSTRUCCION DE LOS ERRORES PONDERADOS

Y.s <— log(clusters_.r4$ninez/(1—clusters_.r4%ninez))

mu.s <— digamma(clusters_.r4$pred*clusters_r4$prec)—digamma((l—clusters_.r4$pred)=
clusters_rd4$prec)

var.s <— trigamma(clusters_.r4$pred*clusters_r4$prec)+trigamma((l—clusters_rd$pred )=
clusters_rd4$prec)

W <— diag ((as.numeric(clusters_.rd$prec*var.s=*(clusters_rd$pred=*(1—clusters_r4$pred)

)"2)) ,nrow=length(Y.s))

H<— (W0.5)%%lusters_r4$educacion % %solve (t(clusters_r4$educacion ) % A% %

clusters_r4$educacion) % % (clusters_r4$educacion) %= %W~ 0.5)

swr2<—(Y.s—-mu.s)/sqrt (var.s*(1—diag(H)))

clusters_r43swr2 <—swr2
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B.3.3. Estructura de UPZ’s por componentes y localidades

Localidad Componente 1 Componente 2 Componente 3

Usaquén 2 4
Chapinero
Santa Fe

San Cristébal
Usme

Tunjuelito

DN O O i |

Bosa

—
=]

Kennedy 1
Fontibén

Engativa

Suba

Barrios Unidos

NN = =] =

Teusaquillo

Los Martires

Antonio Narifio

Puente Aranda 1
Rafael Uribe Uribe 1
Ciudad Bélivar 1

TABLA B.5. Distribucién de UPZ por localidad, segin componentes de Mixtura Finita.

NN W W | O =
—

ot

B.4. Resultados de algunos modelos Beta Bayesianos

Adicional a los resultados de las tablas siguientes, se realizaron pruebas incluyendo la
clasificacién obtenida mediante mixturas finitas para analizar el comportamiento por
grupos y su incidencia en el modelo, algunos resultados mostraron que la interaccién
Educacién y el componente 1 era significativa para el modelo, no obstante Educacién
como variable de efecto fijo no lo era. Los criterios, convergencias y significancias en
general no orientaron la inclusién/exlcusién de variables por lo que no se describen en las
tablas resumen.

Los resultados se distribuyen en dos tablas, en la primera, se describen las variables
incluidas en cada modelo, asi como la evaluacién de significancia mediante los intervalos
de credibilidad y, en la segunda tabla, se indica el resultado de los diagnésticos
de convergencia (En caso de no alcanzar convergencia en alguna cadena, se indica en qué
variable no se alcanzé) asi como los criterios de seleccién y el cumplimento de los supuestos
de los errores. Asi por ejemplo, el modelo M1 corresponde a la siguiente forma funcional:

logit(pg) = Bo + B1Educaciong,
log(ba) = Yo + v1Educaciong.

Para el cual en el modelo para la dispersién la variable Educacién no resulta significativa.
Adicionalmente, con la tabla de diagndstico se relaciona que, el modelo M1, presenta
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convergencia en las cadenas, el Desvio es de 216.1, el criterio AIC de 220.1 y BIC de
225.4, ademds que cumple con el supuesto de normalidad pero no el de independecia en

los errores.

Media p Dispersién ¢
Variables 1 E T S VvV I E T S \%
M1 * * * % (ns)
M2 * * *
M3 * ¥ x* % % % * * * * (ns)
M4 * ¥ x % % % * *
M5 * ¥k % % % % (ng) * (ng)
M6 * ¥k x % % % (ng) * (ng)
M7 * ¥k k% ¥ (pg)
MS * ¥ % % % * * (ns)
MO * ¥ % % % * * (ns)
M10 * ¥ % % % =%
MI1 * ¥ % * %
M12 * ¥ % *
M13 *(ns) * * *
Mi4 * * *

TABLA B.6. Variables incluidas en algunos modelos bayesianos implementados para seleccién.

I: Intercepto — E:Educacién — T:Trabajo — S:Salud — V:Vivienda.

(ns): Variable no significativa de acuerdo a los intervalos de credibilidad del 95 %.

Variables Convergencia Deviance AIC BIC Normalidad Independencia
M1 Si 216,1 220,1 225,4 Si No
M2 Si 209,8 213,8 219.1 Si No
M3 No 1144,3 1154,3 1167,5

M4 No 1057,7 1067,7 1080,9

M5 No en ¢ 330,3 340,3 353,5

M6 No en ¢ 330,3 340,3 353,5

M7 No en ¢ 323,2 3332 3464

M8 No en ¢ 338,9 348,99  362,0

M9 No en ¢ 357,2 367,2 3804

M10 No S 332,6 342,6  355,7 Si Si
M11 Si 222.7 230,7 241,2 Si Si
MI12 Si 1632 1692 177.1 Si Si
M13 No S 90,9 96,9 104,88 Si Si
M14 Si 83,6 87,6 92,8 Si Si

TABLA B.7. Convegencia y criterios de seleccion de algunos modelos bayesianos implementados.



APENDICE B. ANEXOS DE LA APLICACION 90

B.5. Resultados estimacion bayesiana Beta mixta

B.5.1. Modelo de efecto aleatorio natural (Localidades)

Pardametros mu.vect sd.vect  2.5% 25% 50 % 5% 97.5% N
alphal[l] 1115 0169 1461  -1.227  -1.111 _ -1.000  -0.797 &
alphal2] -2.015 0.274 -2.588 -2.184 -1.996 -1.826 -1.514 5*
alphal3] -2.181 0.344 -2.888 -2.398 -2.166 -1.946 -1.560 5*
alphal4] -1.799 0.766 -3.382 -2.279 -1.787 -1.267 -0.380 5*
alpha[5] -1.709 0.892 -3.480 -2.320 -1.695 -1.102 0.030 6
alpha[6] -0.579 1.579 -3.672 -1.608 -0.608 0.438 2.615 2
alpha[7] -0.838 0.858 -2.468 -1.422 -0.847 -0.277 0.884 5
alpha[8] -1.302 0.201 -1.705 -1.434 -1.295 -1.167 -0.924 12%*
alpha[9] -1.436 0.236 -1.913 -1.590 -1.430 -1.275 -0.997 *
alpha[10 -0.998 0.269 -1.539 -1.177 -0.995 -0.813 -0.481 8%
alpha[l1l -1.041 0.171 -1.386 -1.154 -1.037 -0.927 -0.707 10*
alpha[12 -0.577 0.550 -1.621 -0.928 -0.585 -0.214 0.503 4
alpha[13 -0.611 0.235 -1.098 -0.759 -0.610 -0.454 -0.161 6*

]
]
]
]
alpha[14] -1.866 2496  -6.938  -3.518  -1.701 0177 2758 2
]
]
]
]

alpha[15 1.750 11.217  -20.908 -5.548 2.156 8.813 24.509 2

alpha[16 -1.020 0.399 -1.836 -1.281 -1.022 -0.744 -0.235 H*
alpha[l17 -1.296 0.419 -2.143 -1.570 -1.278 -1.014 -0.515 5*
alphal[l18 -1.363 0.557 -2.520 -1.724 -1.354 -0.984 -0.303 6*
betal[l] 1.038 1.007 -0.979 0.381 1.029 1.708 3.035 8

betal[2] 6.403 1.894 2.666 5.122 6.381 7.669 10.154 5*
beta|[3] 3.699 0.947 1.897 3.052 3.688 4.309 5.642 5%
betal[4] 2.796 1.698 -0.368 1.627 2.737 3.877 6.242 5

beta|[5] 2.591 1.574 -0.460 1.544 2.595 3.665 5.612 6

beta|[6] -0.580 4.277 -9.453 -3.319 -0.490 2.251 7.787 2

beta|[7] 0.648 2.053 -3.474 -0.686 0.677 2.025 4.524 )

beta|8] 1.393 0.627 0.181 0.965 1.403 1.816 2.610 12%
betal9] 3.102 1.328 0.431 2.233 3.101 4.000 5.649 *
beta[10] 0.348 1.229 -2.002 -0.454 0.328 1.188 2.762 8

beta[11] 1.102 0.926 -0.699 0.485 1.108 1.714 2.892 10
beta[12] -3.898 2.796 -9.825 -5.648 -3.731 -2.020 1.083 4

beta[13] -15.700  4.774  -25.110 -18.857 -15.640 -12.551 -6.170 6*
beta[14] 2.574 8.822  -14.282 -3.373 2.119 8.442 20.034 2

beta[15] -10.499  43.826 -99.578  -38.267  -12.312 18.153 78.021 2

beta[16] -0.055 1.334 -2.804 -0.912 -0.031 0.822 2.484 )

beta[17] 1.698 0.952 -0.071 1.058 1.665 2.328 3.580 )

beta[18] 1.946 1.113 -0.195 1.176 1.933 2.700 4.174 6

phi 43.232 7.249 30.543 38.019 42,777 47.849 58.833 *

deviance -260.719  10.627 -279.147 -268.294 -261.496 -253.958 -237.361

Tamano de la cadena 100.000, Burn in 0.2, *Variables significativas

TABLA B.8. Resumen Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién constante, efecto natural
(BMBDc).



APENDICE B. ANEXOS DE LA APLICACION

91

Te]

Trace of alphal1]

=16 -08

Qe+00 e+ dodld BeHM B2+ e+l
ErEllE
Trace of alphal2]
s
5'3: f b L e
T T T T T T
Qe+00 2o+ dodld BeHM B2+ e+l
Rerations
Trace of alphal[3]
n 7] 2 1
w o I Ll
L T T T T T
Qe+00 2o+ dodld BeHM B2+ e+l
Rerations
Trace of alphald]
- E : i i :
T T T T T T
02400 e+l dedld Besdd B2+l e+lE
Rerations
Trace of alphalb]
- 1 gl 1
E |I ik 1 I 1
T T T T T T
Oa+00 224 dopd  BeHM Bodld 1405

Rerations

Trace of alphalg]

02+00 2eHM oM BEHM BatM

Rerstions

oo na

om o2

15

on

10

oo

oo o=

oo o3

Density of alphali]

N=1000 Esndwidh =001

Density of alphal2]

-3

W=1000 Eandwidh = 035713

Density of alphal3]

I I ! 1 I I
-5 -0 -25 ] =15 -14

W= 1000 Eandwidn = 00ra0s

Density of alphald]

I I I ! I I !
= -4 -3 -2 -1 Q 1

N=1000 Eandwidn =0.1614

Density of alphals]

W= 1000 Bandwidh = 01906

Density of alphal&]

W=1000 Bandwidh = 03163

FiGURA B.4. Trayectorias de los interceptos del Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién
constante, efecto natural (BMBDc) 1.



APENDICE B. ANEXOS DE LA APLICACION 92

Trace of alpha[7]

2

=1

=

0e+0d] 2edld  deddd Gedld Be+ld eddS
RerAtons
Trace of alpha[g]
g ] : ke
g PRIET TR
= T T = T T
Ge+dd 2o4d  dedd B4 B2 edlS

Rerstions

Trace of alpha[3]

=20

0e+dd 2o+ dedd  GedM e+ 1eHdS
Trace of alpha[10]
5 i
= [
il T T T T T
02400 oM dedd  GeHM Berld feHdS
Rerations
Trace of alpha[11]
33 allispits
= E h 0
i T T T T T
02400 a4 dedld  Gedd BedlM feddS
Rerations
Trace of alpha[12]
1 ] 0 ok ]
o 4
o ] ! 1
T T T T T T
0e+03 Pedld  dedld  Bedld Bedld 1e+D5

Rerations

oo o3

15

on

10

on

Density of alphal7]

| ‘/—I\vl
-4 -z a z

W= 100 Bandwidh = 01825

Density of alpha[g]

|A T
=24 -15 -14 B

M= 1000 Bandwidh = LMI5S

Density of alphal3]

-23

10

on

15
1111

on

oo od

~f/.\.- .
20 5 -10

=15

Density of alphal10]
T A T
=20 -15 -14 15 aa

W= 1000 Sandwidh = 005745

Density of alpha[11]

1
-8 <16 -4 12 -0 43 06 -04

M=1000 Bandwidh = 003518

Density of alphal12]

[

-3 -2 -1 a 1

M= 1000 Banowidn=0.1135

FicUrA B.5. Trayectorias de los interceptos del Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién

constante, efecto natural (BMBDc) 2.



APENDICE B. ANEXOS DE LA APLICACION

93

Trace of alphal[13]

= H] i

] T il 4

T ] T T T T T
Oe+0d  2e40d 4244 B4l B4 fedlE

ErETE
Trace of alpha[14]

- 1 N [l

[

E : ! 1 -

wil el T T T T T
02400 Je+ld de+Dd Ge+ld B2+ld 1245

Rerztions

Trace of alphal[15]

0e+dd  2e+ld detld  Ge+d BeHld 1e+dS
Rerations
Trace of alpha[16]
Lr I Il
e
w il 1 i " h 1
o o | | | |
0a40d  Zedld  deddd Bedd Bedld 1eddS
Rerations
Trace of alpha[17T]
o : ;
g 3
=] E i s [ Ll
% T I T T T
02400  Ze+ld  dedd Gedld Bedld 1e#dS

Rerations

Trace of alpha[18]

02403  Ze+04  dedM Ge+ld SeHM

feralions

015 oo 1o

om

om oo

oo o

oo os

oo o4

Density of alphal13]

-13 -14 415 g

W= 1000 Sandwidh = 0L04365

Density of alpha[14]

W= 1000 Eandwidh=0533

Density of alpha[15]

W= 1000 Bandwidn =231

Density of alpha[16]

25 20 -15 14 405

W=1000 Bandwidh = 003537

Density of alpha[17]

MW= 1000 Eandwidn = 005865

Density of alpha[18]

W= 1000 Bandwidh=01181

FicURA B.6. Trayectorias de los interceptos del Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién

constante, efecto natural (BMBDc)3.



APENDICE B. ANEXOS DE LA APLICACION 94

Trace of beta[1] Density of beta[1]

=2 1 4
Liiiln
oo oa
1111

0e+00 2o+ dedld B+ Be+ld 1e+lS -2 a z 4
Rerztions N=1000 Bandwidn =02116
Trace of beta[2] Density of beta[2]
=T 3 | 1 o
= ] = '/\'
= I ) 7]
| | | | I I E | I I |
02400 2o+l dedld B+ Be+ld 1e+lS a 5 10 15
neratieE M= 1000 Bandwidn = 04045
Trace of beta[3] Density of beta[3]
= - = :
a7} bl
i =g "/_\—
| 1 1 I
0e+00 2o+l el Gesl Bedld edS a z 4 -] 8
RerEtions M= 1000 Bandwidn = 02004
Trace of beta[4] Density of beta[d]
m

i 2
Ll

om0z
L1l

iz
o
h
=

Oe+dd 2edld  dedld  Bedld Bedld eddS
Rerations No= 1000 Bandwidin = 03558
Trace of beta[5] Density of beta[5]
m - -
e H 3 A
ek E f T T T f T
Oe+d] DedDd  dedld Bedld Bl -2 a z i B a8
Rerations No= 1000 Bandwidin = 03365
Trace of beta[5] Density of beta[§]
. g
a - =2 _l
Hf 2 E T =T T
Oe+dd 2edDd  dedld Gedld BedDd =20 =10 a 10

W=1000 Bandwidh= 05554

FiGURA B.7. Trayectorias de las pendientes del Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién
constante, efecto natural (BMBDc) 1.



APENDICE B. ANEXOS DE LA APLICACION 95

Trace of beta[7] Density of beta[7]

£ B
111
om 045
L1

0eHdd a4l 4o+ Gl BaHM eHlS -5 i 5
Rerations W= 1000 Bandwidn = 04326
Trace of beta[g] Density of beta[g]
Mmoo Iy, 1 4= i
i S 3
] R i ! =] 3
. 1 1 1 1 1 1 = 1 1 1 1 1
Qe+00 2o+ de+ld GeHld B+l 1e#dS -1 a 1 o 3 i
Trace of beta[9] Density of beta[9]

1111
0om oz
L1111

0e4dd Posdd do4ld Eedld Basd 1e+05 -2 i} 2 i ] 8
Rerations W= 1030 Eznowidn = 02817
Trace of beta[10] Density of beta[10]
_ : ﬁ : —/\v
PR r T T T T E T T T T T T
De4+0] Dedld  dedld  Gedld Bl e+l -4 -2 i] 2 i B
EralE M= 1000 Bandwidn = 0262
Trace of beta[11] Density of beta[11]
= B
~ E 1 i o 7 _/\_
] T T T T T o O T T 1
043l e+t dedld B fa S it 1e+d5 -z a = &
feralions M= 1000 Sandwid =-0.1961
Trace of beta[12] Density of beta[12]
b= T J =
- D &
e ] : Hh ol ! ]
et T T T T T E T T T R
0esdd Tedld  dedld Bedld el e+l =15 =10 -5 a 5
ferationeE W= 1000 Bandwidn =015757
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FiGURA B.11. Autocorrelaciones del Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién constante, efec-

to natural (BMBDc) 1.
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FicURA B.13. Autocorrelaciones del Modelo Bayesiano Mixto Beta con dispersién constante, efec-
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B.6. Resultados de Analisis de clasificacion para la conforma-
cion de clusters
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B.7. Evaluacion de convergencia en modelos Mixtos
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fid

Cluster

Geweke

Heidelberger y Welch  Estimador

Halfwidth

Intercepto 1

-1.4454
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-1.1135
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0.517
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-1.461
-1.774

0.0204
0.0125
0.0127

Pendiente

W N W N

1.2735
-0.8351
1.1750

0.472
0.619
0.479

1.330
2.110
2.639

0.0364
0.0465
0.0235

¢

Intercepto 1 0.7025 0.934 4.324 0.0496
2 0.8407 0.959 4.198 0.0502
3 -0.3762 0.260 4.191 0.1492
Pendiente 1 -1.7261 0.658 -0.241 0.0458
2 -0.2612 0.581 -1.937 0.1793

0.5205

0.170

2.462

0.2894

TABLA B.9. Criterios de convergencia de las cadenas del Modelo BMBDmma3.
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d Cluster Geweke Heidelberger y Welch Halfwidth
Interceptos 1 0.7740 0.896 0.00329
2 0.3383 0.635 0.01161
3 1.3073 0.538 0.01150
Pendientes 1 0.4009 0.188 0.00224
2 -0.3865 0.539 0.04369
3 -1.6470 0.429 0.02198
¢
Intercepto 1 -1.6470 0.853 0.02745
2-3 0.8136 0.519 0.01828
Pendiente 1 0.4278 0.346 0.22498
2-3 -0.5363 0.393 0.03529

TABLA B.10. Criterios de convergencia de las cadenas del Modelo BMBDmma3.
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